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AWM ARARAS

Remarques sur la théorie des lignes de courbure, et spécialement

sur la plus courte distance des deux normales infiniment

vousines dont Uune passe par un ombilic;

Par M. Jues VIEILLE.

Nous reprendrons d’abord sommairement la mise en équation des lignes de cour-
bure, en suivant une marche différente de celle quon adopte d’ordinaire, et qui fera
mieux ressortir 'ordre infinitésimal de la plus courte distance de deux normales con-
secultives,

Les équations de la normale au point (z, y, z) d’une surface

z2=F(x, y)
sont de la forme
x':‘—pz’ﬁ— o,
¥'=— g7+ B,

en posant

dz dz
2=x+pz, B=y-+ gz, iy @:7>

et désignant par x’, y', 2’ les coordonnées courantes.

Les équations de la normale menée par un point voisin de la surface, et dont nons
désignerons les coordonnées par = + Ax, Y -+ Ay, z+ Az, sont

.r':—(p-l—Ap)z’—f—cc—i—Aa,
Y'=—(q+48q)7+p+4p;
et la plus courte distance ¢ des deux normales a pour expression

5= Aglha — ApAf

VAP + Aqi+ (pAg — qap):

Le dénominateur est du méme ordre infinitésimal que le plus grand des deux accrois-

sements arbitraires Az, Ay, ou du premier ordre ; tandis que le numérateur est, en
général, du second ordre.

Par conséquent, d est, en général, du premier ordre infinitésimal.
Mais on peut demander quelle dépendance il faudrait établir entre Az et Ay, ou, ce

Tame XX. — Avew 1855, 16



122 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

qui revient au méme, quelle ligne il faudrait tracer sur la surface pour que, en assu-
jettissant le point (x +~ Az, y + Ay, z—+ Az) a la décrire, la plus courte distance ¢
fit constamment infiniment petite d’un ordre supérieur au premier.

La ligne qui jouit de cette propriété s’appelle ligne de courbure.

Comme elle doit étre située sur la surface
z=F(z,y),

cette ligne sera complétement déterminée, si I'on assigne une seconde équation entye
les coordonnées de ses différents points, par exemple celle qui lie y 4 et représente
sa projection sur le plan des (z, ). A cet effet , on développe d’abord Ap, Ag, Au, 4B
en séries ordonnées suivant les différentielles des divers ordres, prises par rapport a la
variable indépendante =,

1
1.2.3

Ap:dp—{-]—lz—d’p-l— ip ...,

1 1
Ag—=d —d? ——— d?
7 q+1.2{1q+12.3 7+

1

Aa:(1a+—l—d’a+ die .. .,
1.2 3

1.2,

1

1
Ap=df o DB — d B,

1.2.3
et substituant dans le numératenr de ¢, puis groupant les termes de méme ordre, ii
vient
(dg doe— dp dB) + —— (dg d*a -+ dud’q — dpd*p— dB &*p) +
§ = = -

Adx

A désigne une quantité finie, qu'il est inutile de développer.

Pour que & satisfasse 4 la condition d’étre d'un ordre infinitésimal supérieur au pre-
mier, il faut et il suffit que le terme du second ordre disparaisse du numérateur, c’est-
a-dire que I'on ait
(1) dgde —dpdf = o;
cette équation se transforme, eu ¢gard aux relations

do=dzx 4+ pds+zdp, dB =dy 4~ qdz + zdy,
dz==pdr+qdy, dp—=rdr-+ sdy, dg=sdz+tdy,

et devient

dr\? d
(14 4= p91) (S2) + 04 977 (14-2) ) 2 (1705 —par)=o.

d . I . -
Les deux valeurs de dl que U'on tire de cette équation , font conuaitre les projections
x

v ‘ fr o PR e v [ERRIRENARRERERER
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sur le plan des .z, y des tangentes aux lignes de courbure issues du point {z, y, z). II
¥ a done deux directions suivant lesquelles on peut passer d’un point de la surface 3 un
point infiniment voisin, pour que la plus courte distance des normales en ces points
soit d’un ordre infinitésimal supérieur au premier. L’équation précédente est identique
avec celle qui détermine les tangentes aux deux sections normales de plus grande et de
plus petite courbure. On en conclut que les lignes de courbure sont tangentes aux
sections principales, et, par suite, qu’elles se coupent i angle droit ainsi que ces der-
niéres.

Enfin, rappelons que si p, ¢, r, s, ¢ ont ¢té remplacés par leurs valeurs en z et y,
tirees de I'équation

s =F(x,7),

Péquation () deviendra une (quation différentielle ordinaire a denx variables dont
I'intégrale sera de la forme

c4glz,y)e+d(x,y) =0,

« designant la constante arbitaire. Puis, la condition que cette intégrale soit vérifice
par les coordonnées du point assigné sur la surface, fournira deux valeurs de ¢ et ces
valeurs étant reportées successivement dans intégrale, on aura les équations finies des
projections des deux lignes de courbure qui passent par le point dont il s’agit.
Maintenant, de quel ordre est la plus courte distance des deux normales consé-
cutives le long d’une ligne de courbure?
[e second terme du numérateur de §

—‘_2 (dgd*s + dadtq —dpd* 8 — dBd*p)
1.

est precisement la moiti¢ de la différentielle du premier (g de — dp dB) ; et puisque
celul-ci est constamment nul quand le point (z,y, z) décrit la ligne de courbure,
Pautre est nul aussi le long de cette méme ligne. Le numérateur de ¢ est donc un in-
finiment petit du quatriéme ordre au moins; d’ailleurs le dénominateur est da pre-
mier. Donc ¢ sera du troisiéme ordre au moins. ,

Cette remarque intéressante, relative i I'ordre infinitésimal de la plus courte dis-
ance, a été faite pour la premicre fois par M. Bouquet [*], sur un systéme de droites,
qa’tl assujettit @ la condition d’étre tungentes & unc méme courbe ‘dans lespace. Cette
condition de contact ne laisse subsister quun seul paramétre arbitraire dans les coef-
ticients des équations de la série de droites considérées par M. Bouquet, et c'est aussi
ce qui a liea dans le cas qui nous occupe. Mais la démonstration précédente est fondée
sur le développement en série des accroissements Ap, A g, Ax, Af, lequel n’exige pas
que p, g, @,  soient fonctions d’une seule variable indépendante. Ainsi, la propriété
remarquée par M. Bouquet s’appliquerait A toute série de droites

r=az -+ b, y=ec+d,

{*] Tome X1 de ce Journal, page 126.
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ol @, b, ¢, d seraient fonctions continues d’une ou de plusieurs variables indépendantes.
§’il arrive que, pour deux quelconques de ces droites infiniment voisines, la distance §
soit infiniment petite d’un ordre supérieur au premier, elle sera au moins du troisiéme
ordre. .

Quant au troisiéme terme du numérateur de d,

(dg d*s +dedsq— dpd*g — d§dip) - ﬁ . I—'; (d'gdia—dipdf),

1.2.3

il n'est pas la différentielle du second, et, par conséquent, ne s’annule pas avec lui.
Seulement il se réduit (eu égard a cette différentielle qui est nulle) &
1 .
—— (d'gda—dpd'B),
12
et nous verrons plus bas, conformément A un second théoréme également prouvé par
M. Bouquet, que ce dernier terme ne saurait étre nul pour tous les points de la ligne

de courbure, qu’autant que toutes les normales le long de cette ligne seraient dans un
méme plan. Alors § serait rigoureusement nulle.

Avant d’aller plus loin, il convient de démontrer que les normales & la surface, le
long d’unc ligne de courbure, sont tangentes i une méme courbe dans I'espace.

Si I'on associe aux deux équations de la premiére normale, celles de la normale infi-
niment voisine, réduites & ne plus contenir les infiniment petits d'ordre supéricur an

premier, je dis que le systéme de ces quatre équations :

2= —pita,

() Sy':‘“'”’
( &' =— (p~4-dp)s' + a -+ do,
Y =—(q+dg)d+p+df,

sera vérifié par les coordonnées (&', y', 2’} d'un certain point de Vespace. En effet, les
deux derniéres se réduisent, en vertu des deunx autres, A
3 ddp=da,
(3) % 7 dg —=dp,
et, d’aprés la condition (1), clles s’accordent & donner la méme valeur de 2'.
Pour déterminer les-coordonnées de ce point qui appartient évidemment 4 la pre-
miére normale , on remplacera le systéme (2) par le suivant :
& =—pd + 2,
(4) y'=—q+p;
(+p—r{d =)+ g — (e — 2] =[(s' —3) s — p¢ ',

dont la troisiéme ¢équation résulte de élimination de ﬁ entre les équations { 3). Quand
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le point (x, ¥, z) se déplacera sur la surface en suivant une ligne de courbure, le point
(#/y ¥, ') défini par les équations ci-dessus, se déplacera, en méme temps, suivant
une courbe parfaitement déterminée et dont on aurait les équations en éiiminant z, y, z
entre le systéme (4 ), Véquation de la surface
s=F(r,y),
et 'intégrale
ct+g(z,y)e+d(z,y)=o.

Maintenant il est facile de voir que la tangente & cette courbe au point (2, ¥/, ') n’est
autre que la normale méme au point (z, y, z) de la surface. En effet, si I'on diffe-
rentie les deux premitres équations (4) par rapporta z, en regardant z, ¥, 2/, ¥/, 2/,
comme fonction de cette variable indépendante, il vient

de' = —pdi — 2 dp +da,

dy' = — qdz’ — 7' dg 4~ d,

lesquelles se réduisent, eu égard aux équations (3), &
dx’ dy’
%) FETO T

Donc la normale a la surface, qui déja passe par le point(z', y', 2'), a ses coefficients an-
gulaires égaux & ceux de la tangente a la courbe que décrit ce point, et, par suite, sc
confond avec cette tangente. Cette courbe est ainsi 'enveloppe des normales consécu-
tives ou I'aréte de rebroussement de la surface développable qu’elles forment.

Enfin, nous avons dit que si 'on supposait
(6) d*qd*s —d*pd*f=o,
en méme temps que la condition (1) a lieu, les normales consécutives seraient dans un

méme plan, et, par suite, d rigoureusement nulle. En effet, cela revient i prouver que
Paréte de rebroussement est alors plane. Or les ¢quations ( 3 ) différentiées donnent

d*e—=12dp - dpdz,
d*B=z'd'q 4+ dgds,
et ces valeurs, substitnées dans I'équation (6), la réduisent a

dip __qu

dp Tq—
Integrant, il vient
ldp)=1I{edg) ou p=cq- ¢,
et, en vertu des équations (5),

dr' = cdy’ + ¢ d7,
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dont 'intégrale est
- =cy +c'7 4+,

£, ¢/, ¢” érant des constantes arbitraires. C. Q. F. D.
Des ombilics.

Un ombilic est un point d’une surface ol toutes les sections normales ont des
rayons de courbure égaux ct de méme signe. Cette condition s’exprime, comme on

sait, par les équations

N +p 19 P
{7) = =55,
r 2 Ey

auxquelles il faut joindre
z=F(z,7)

Pour ce point singulier, I’équation (1), ou sa transformée du second degré en 7]7 de-
(254

vient identique. Il en résulte que, dans toutes les directions autour de Pombilic, la plus
courte distance &, de la normale issue de ce point 4 la normale d’un point infiniment
voisin, est infiniment petite d’'un ordre supérieur au premier. Mais i/ ne s’ensuit plus
que 3 soit du troisieme ordre au moins. Car Uidentité

dgde — dp df =o,

o
n’a lieu ici que pour Iombilic seulement, et non pour une suite continue de points.

On n’est done pas en droit d’égaler & zéro sa différenticlle, pour en conclure que le
- terme du second ordre que renferme & est nul.
Considérons, par exemple, le paraboloide elliptique,
z? y'Z
3= — -+ —5>
2a 26
nous trouvons , abstraction faite d'un facteur constant,

dy\ d '
dp df — dg de. = dz? I:Axy (d—g + (2?— Ay*+B) % — .ny )

en POS'r'll'l t

A:—:%, B:a(n-——b).

Les équations qui déterminent les ombilics sont
(8) zy=o0, #—Ay*+B=—o.

Soit @ => b ; les seules solutions réelles sont

x = o0, _y:i\/b(u— b)s
d'olt

[T ' ' [ N A I RN R I v ' "
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Ces coordonnées déterminent deux ombilics situés sur la parabole principale de plus
petit parameétre.

Si Pon prend maintenant la différentielle relative & = de (dpdf — dgd=), on
trouve

’ . dy . d*y ((ly T dy %
! 3 s T -2 7 — A
{9) dx t[.zAxy(lxﬂ—(Lr Ay —I—B)] —i—[A v +1J (x y P

dx? o dx

. . dly N L.
expression dont le terme affecte de d_{ disparait pour les ombilics, en vertu des
X
équations ( 8).
[T est bon de remarquer que cette simplification n’est pas particuliere au paraboloide,
et quelle aura évidemment lien, en vertu des équations (7), pour un ombilic de toute

autre surface. Cette remarque nous dispensera désormais de tenir compte des termes

dy

‘ons . . , d .
provenant de la différentiation de —=. Toutefois ceci suppose que ?11 ne soit pas
X X

infini. |
Ainsl, dans le cas d'un ombilic, la différentielle ci-dessus se réduit, pour toute va-

d
leur finic de _y, i la forme
dx

s (2 ) )

Pour que ¢ fit du troisiéme ordre, il faudrait donc que on edt I'équation

(5] () o

. dy\? . .. dr v ,
Mais le facteur A j— ~1 est essentiellement positif, et la valeur Te ==, que Pon
T or xr

tire du second facteur, devient infinie pour les coordonnées
r=o0, y==t\b(a—5b),
des ombilics.
L’équation (11) n’a donc pas de racines réelles et finies.

Donc 3 n’est pas du troisiéme ordre, mais seulement du second, dans toutes les di-
rections autour de Pombilic.

. S dy , .
Nous devons toutefois excepter la dircction pour laquelle Jp = % or clest preci-
dz

scment celle de la parabole principale dont le plan est celui des ( ¥, z). L’expression (g:
se présente alors sous une forme illusoire 0 >< o0 ; et, en effet, ce n’est pas & Pacerois-
sement dz (qui est, dans ce cas, infiniment petit par rapport & dy) qu’il convient de
rapporter 'ordre infinitésimal de ¢'; mais c’est dy qu’il couvient alors de regarder comme
Iaccroissement indépendant, et de mettre en facteur dans les deux termes de 3. Ce
changement de variable independante fournit pour la différentielle de dp dp —dyda,
I'expression analogue i (10),

, [ /dx\2 ' dr
{12} dy* — ) + A (x—)‘— »
' Ny, Ty
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el en y substituant les coordonnées des ombilics, elle devient
dxr\? j————
ddyt | | — Alyb(a —b)—

- [(‘/J’>+ ]v le=0%

. dx . . .
On voit qu’elle s’annule, en effet, pour g, = 03 et seulement pour cette direction qui
ay

répond bien au plan des { y, z) indiqué par la racine infinie de I'équation (11). Mais
alors les deux normales infiniment voisines sont contenues dans le plan de cette section
principale, et, par suite, leur plus courte distance est rigonrensement nulle. D’ailleurs,
quel que soit 'accroissement fini Ay, tant qu’on ne quittera pas la section principale
z0y, on aura visiblement
) Ap=—o0 et Aa=—o,
et, par consequent,
bgAe—ApAf=o0, ou d=o0.

En resumé, quelque direction que P'on suive sur le paraboloide elliptique 2 partir
deT'un des ombilics, & n’est jamais du troisiéme ordre, mais toujours du second, ex-
cepté suivant la direction de la parabole principale qui contient I'ombilic et pour la-
quelle ¢ est rigoureusement nulle. En sorte que par 'ombilic il ne passe pas de ligne
continue ayant la propriét¢ des lignes de courbure ordinaires, c’est-a-dire telle que 4
soit infiniment petite du troisiéme ordre.

Si le paraboloide était de révolution, on aurait
a=="b,
et pour coordonnées des ombilics ,
r=—=0, Y =—2o0,
sommet du paraboloide.

La différentielle (10) devient alors identiquement nulle; mais il en est de méme du
terme du troisiéme ordre, ainsi qne des suivants. Car dans toutes les directions autour
du sommet, toute normale & la surface est contenue dans un plan méridien qui passe
par la normale an sommet, et ¢ est rigoureusement nulle.

Considérons encore I'ellipsoide a trois axes inégaux,

xZ y} z'l

ZTETa ="l

On trouve , abstraction faite d'un facteur constant,
/dy 2 dy -
dp dfp — dgda = dx*[A.;:y ka;) + (2*— Ay*— B) - xy— s
en posant

az(bx_cz) B az(az_bz)
b? (a2___ 02,), T Tt ?

o 1 T NI g o Jourite e )
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Les equations propres aux ombilics sont
Ly =0, x'— Ay*— B =o.

Soit @ > & ~> ¢; les seules solutions réclles sont

at— b

‘=0, z==a —_—,

2 3 \/[l’—c”
2
z:ic\/u.
at—¢?

. . .y ' . .
Elles deéterminent quatre ombilics symetriquement placés dans le plan de la section
principale qui contient le plus grand et le plus petit axe.

d’ou

Prenons maintenant la différentielle de (dp d8 — dy da); il suffira évidemment de

changer B en — B dans les résultats obtenus pour le paraboloide. L’équation (10) et
équation (11) garderont la méme forme. Seulement la constante A, au lieu de dési-

az(b?_ c1)

gner 7’ représentera T Ce sera toujours une quantite positive, et, par

- , d . d

suite, il n'y aura encore de valeur réelle pour d_{ que celle tirée du facteurxd—y —,
x z

egalé A zéro.

Ainsi Péquation (11) n’admet qu’une seule racine réclle et cette racine est nulle
. oo, e . P dy .. .
Dailleurs il n'y a point ici de racines infinies. La valeur =0 indique une direction

ax

comprise dans le plan zox, c’est-a-dire tangente i Pellipse principale qui contient les
ombilics. Muis, comme les normales 4 la surface menées par les différents points de
cette section sont toutes comprises dans son plan, ¢ est encore rigoureusement nulle.

Si Pellipsoide était de révolution, autour de son petit axe, on aurait
a=6b, A=1, B=o,
et pour coordonnces des ombilics,

z==o0, y=—o, z=rtc;

ol
cesontles deux poles de 'ellipsoide aplati. La différentielle (10) devient identiquement

nulle, et EJ: reste indéterminé. Mais alors § est encore rigoureusement nulle, puisque
g

les normales sont comprises dans un méme plan méridien.
Si Iellipsoide ¢tait de révolution autour de son grand axe, on aurait
b=c¢, A=o0, B=a,
et pour coordonnées des ombilics,

r==ta, ¥y=o0, z:=o0;

-

Tome XX. — AvriL 1853, 17
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ce sont les deux poles de Vellipsoide allongé. L'équation (11) se réduit, en n’ayant

) . d dy
égard d’abord qu’aux valeurs finies de A

— == 0. Cett ine indi I
T = Cette racine indique le plan

méridien zoz.

De plus, comme U'équation (11) est tombée du troisiéme degré au premier par 'éva-
nouissement du coefficient A, on peut la regarder comme admettant deux racines infi-
nies. Ces racines sont, d’ailleurs, mises en évidence en partant de la différentielle (12),
ot 'on a pris dy pour accroissement arbitraire, et qui donne, dans ce cas particulier,

dr\?* .
dy = 0. »

. dy PN . T .
Ta solution d——- =W correspond ici & une section méridienne quelcornque, puisque
T

la tangente menée par I'ombilic 4 cette section, étant comprise dans un plan tangent
perpendiculaire  I'axe de révolution, ne peut manquer de se projeter sur le plan des
{x, y) saivant une perpendiculaire & cet axe.

2}) 1

\

dy P . .
Dans les deux cas, que d; soit nul ou infini, la plus courte distance ¢ est toujours
iz

nulle, puisque les normales que 'on compare sont dans un méme plan.

On est donc en droit de conclure pour les ombilics de Iellipsoide, comme pour
ceux du paraboloide elliptique, que la plus courte distance 3 est du sccond ordre on
nulle , jamais du troisiéme ordre; en sorte qu'il ne passe pas par ces points singnliers
de lignes telles, que § soit de I'ordre infinitésimal qui appartient anx lignes de courbure
ordinaires.

Pour passer de ellipsoide & hyperboloide 4 deux nappes, on changera 4’ en — 0,
et ¢* en — ¢? dans les formules précédentes. Les conclusions resteront évidemment les
mémes quant & Pordre infinitésimal de 4.

Quant aux deux autres surfaces du second ordre, I'hyperboloide a une nappe et l¢
paraboloide hyperbolique, il ne peut étre question d’ombilies, puisque dans ces deux
surfaces, il v a autour de chaque poiat quatre régions, séparées par les deux généra-
trices rectilignes, dans lesquelles les sections normales ont des courbures opposées.

En général, quel que soit ie degré de la surface , le terme
dpdB —dgd=
est de lu forme

(133 Mdy® + Ndy dx 4 P dx?,

M, N, P étant des fonctions de « et de y, dont nous avons donné I'expression dans
la transformée de I'équation (1}, et qui sont identiquement nulles pour un ombilic.
Dans ‘toutes les directions autour de ce point, § est au moins du second ordre infi-
pitésimal. Mais si on demande une direction telle, que ¢ soit au moins de troisiéme
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. . dy ., . .
ordre, on aura, pour déterminer la valeur correspondante de d_}’, I’équation du troi-
v

stéeme degré

.\ dM [ dy "+ dM +dN ’(ly'\‘z_‘_ ’(lN+(IP\‘ (l]’+(lP____
(1) —;?_7— d dx dy k(lx) (da: E ) dz de

\

qui resulte de la différentiation de P'expression ci-dessus par rapport a-z.
dM ) . , o e . .
Quand ——- e g'évanouira pas pour I'ombilic dount il s'agit, cette équation fera
@y

connaitre au moins une et au plus trois dircctions suivant lesquelles § sera d’un ordre
supcrieur au second ; mais, dans toutes les autres directions, ¢ ne sera que du second
ordre, en sorte que le rapprochement des normales sera moins intime que suivant
une ligne de courbure passant par un point quelconque de la surface. De plus, il ne
faut pas perdre de vue que § n'est du troisieme ordre que pour les normales qui cor-
respondent & wne ou trois directions d’éléments infiniment petits partant de lombilic, et
non pour une suite continue de normales. Il ne faut donc pas dire qu’il passera par
Pombilic trois lignes de courbure, dans le sens ordinairement attaché an mot ligne.

dM . . . , - . .
Quand v sera réduit A zéro par les coordonnées de 'ombilic, Péquation (14) aura
«

une racine infinie, qui indiquera une direction perpendiculaire  'axe des z. Les deux
autres racines, etant fournies par une équation du second degré, pourront étre imagi-
naires. Dans ce cas , qui s'est présenté pour le paraboloide elliptique, il n'y aura pas
de direction oblique & P’axe des x, suivant laquelle ¢ soit d’un ordre supérieur au se-
cond. Quant A la racine infinie, pour apprécier 'ordre de grandeur correspondant
de 4, il convient de mettre dy* en facteur dans expression (13), et de prendre pour

inconnue (l_x Or, en ¢galant a zéro la différentielle de
dy
dr\? dx
Pl—) -~N-—+4M
(L) on o,
il est visible qu’on trouvera

pe
Ainsi la discussion de ce cas revient, au fond, & celle du cas ot équation (14 ) aurait
une racine nulle. '

Enfin, il arrivait que tous les coefficients de 1'équation (14) fussent identiquement
nuls pour Pombilic, § serait au moins du troisiéme ordre infinitésimal dans toutes les
directions autour de ce point, et 'on pourrait se proposer de chercher dans quelle di-
rection ¢ s'éléverait au quatriéme ordre. Pour cela, il faudrait égaler & zéro le troisiéme
terme du numerateur de ¢, savoir

Mdgdia +dadiq —dpd® B — dpdip) +(diqdia —d'pd’B)

I
7l
V7.
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nous avons dit que ce terme n'est pas la différentielle du second. Mais si 'on désigne
celai-ci par H, en sorte que

H=dyd'a \-dad’q —dpd*8 —dBdp,

le premier membre de I'équation (14} ne sera autre chose ue — 5 et le troisiéme terme
p q ( q o

du numérateur de ¢ prendra la forme

I I
=dH — — (d’gd*a—d*pd?B).
= 1o (dq pdp)
En développant ces différentielles, mettant dx' en facteur, puis égalant & zéro, on
obtiendrait une équation du quatricme degré en EIZ Il y aurait donc au plus quatre
o

directions a partir de 'ombilic suivant lesquelles § serait du quatriéme ordre infinité-
simal. Et ainsi de suite,



