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PURES ET APPLIQUÉES. ι a ι 

Remarques sur la théorie des lignes de courbure, et spécialement 
sur la plus courte distance des deux normales infiniment 
voisines dont lune passe par un ombilic; 

PAR M. JULES VIEILLE. 

INous reprendrons d'abord sommairement la mise en équation des lignes de cour-
bure, en suivant une marche différente de celle qu'on adopte d'ordinaire, et qui fera 
mieux ressortir l'ordre infinitésimal de la plus courte distance de deux normales con-
sécutives. 

Les équations de la normale au point (χ, y, ζ) d'une surface 

ζ = F f a;, y ) 
sont de la forme 

χ — — pz ■+· a, 

y'=— qz' + p, 
en posant 

x = x+pz, B = y+qz, dz =p, dz = q, 

et désignant par χ', y', z' les coordonnées courantes. 
Les équations de la normale menée par un point voisin de la surface, et dont nous 

désignerons les coordonnées par χ + Δχ, y -y άγ, z + Δζ, sont 

χ' — — [p -y Δ ρ) ζ' a-y Δα, 

ï' = —(fl-t-Ay)z'-t-p-f-Afl; 

et la plus courte distance S des deux normales a pour expression 

^ Δq Δα — ΔρΔβ 

VAp2+Aq2+(pAq — qAp)2 

Le dénominateur est du même ordre infinitésimal que le plus grand des deux accrois-
sements arbitraires Δχ, Δy, ou du premier ordre; tandis que le numérateur est, en 
général, du second ordre. 

Par conséquent, S est, en général, du premier ordre infinitésimal. 
Mais on peut demander quelle dépendance il faudrait établir entre Δχ et Δγ, ou, ce 
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1 22 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
qui revient au même, quelle ligne il faudrait tracer sur la surface pour que, en assu-
jettissant le point [x A χ, y -1- Ay, ζ Α ζ) à la décrire, la plus courte distance 5 
fût constamment infiniment petite d'un ordre supérieur au premier. 

La ligne qui jouit de cette propriété s'appelle ligne de courbure. 

Comme elle doit être située sur la surface 

z=F(x, y), 

cette ligne sera complètement déterminée, si l'on assigne une seconde équation entre 
les coordonnées de ses différents points, par exemple celle qui lie y à χ et représente 
sa projection sur le plan des (x,y)· A cet effet, on développe d'abord Δ ρ, Δ q, Δα, A fi 
en séries ordonnées suivant les différentielles des divers ordres, prises par rapport à la 
variable indépendante .z, 

Ap ~ dp -t- d2p -+- γ-j-g <Pp + . . ., 

Aq = dq + 1.2d2q+1 2.3d3q+..., 

Ax = dx + 1.2d2x+1 2.3d3x..., 

AB = dB + 1.2d2B+1 2.3d3B+..., 

et substituant dans le numérateur de S, puis groupant les termes de même ordre, il 
vient 

[dq d a — dp d fi) H [dq d2a -f- dad2 q — dpd2fi — dfid2p) + .. . 

A désigne une quantité finie, qu'il est inutile de développer. 
Pour que S satisfasse à la condition d'être d'un ordre infinitésimal supérieur au pre-

mier, il faut et il suffit que le terme du second ordre disparaisse du numérateur, c'est-
à-dire que l'on ait 

(ι) dq da — dp dfi — ο ·, 

cette équation se transforme, eu égard aux relations 

da — dx -h ρ dz -f- ζ dp, d β ~ dy q dz ζ dq, 

dz = ρ dx q dy, dp — rdx -h sdy, dq—sdx-htdy-, 

et devient 

[( 1H- q') ί — ρ qt] (Î^j -f- [(ι -f- q
2

) r — (ι 4-ρ
2

) t] ~ — [(ι -hp
2

)s—pqr)= ο. 

Les deux valeurs de — que l'on tire de cette équation, font connaître les projections 
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sur le plan des χ, y des tangentes aux lignes de courbure issues du point (χ, χ, ζ). Il 
y a donc deux directions suivant lesquelles on peut passer d'un point de la surface à un 
point infiniment voisin, pour que la plus courte distance des normales en ces points 
soit d'un ordre infinitésimal supérieur au premier. L'équation précédente est identique 
avec celle qui détermine les tangentes aux deux sections normales de plus grande et de 
plus petite courbure. On en conclut que les lignes de courbure sont tangentes aux 
sections principales, et, par suite, qu'elles se coupent à angle droit ainsi que ces der-
nières. 

Enfin, rappelons que si ρ, q, r, s, t ont été remplacés par leurs valeurs en χ et y, 
tirées de l'cquation 

ζ = F (x,y), 

l'équation (t) deviendra une équation différentielle ordinaire à deux variables dont: 
l'intégrale sera de la forme 

é + f (χ, y) c -+- ψ (χ, y) — ο, 

c désignant la constante arbitaire. Puis, la condition que cette intégrale soit vérifiée 
par les coordonnées du point assigné sur la surface, fournira deux valeurs de c; et ces 
valeurs étant reportées successivement dans l'intégrale, on aura les équations finies des 
projections des deux lignes de courbure qui passent par le point dont il s'agit. 

Maintenant, de cpiel ordre est la plus courte distance des deux normales consé 
cutives le long d'une ligne de courbure? 

Le second terme du numérateur de S 

(dq d''a -t- dctd'q — dp d'p — dp d'p) 

est précisément la moitié de la différentielle du premier (dq du — dp r/β) ; et puisque 
celui-ci est constamment nul quand le point (x,y,z) décrit la ligne de courbure, 
l'autre est nul aussi le long de cette même ligne. Le numérateur de S est donc un in -
finiment petit du quatrième ordre au moins ; d'ailleurs le dénominateur est du pre-
mier. Donc S sera du troisième ordre au moins. 

Cette remarque intéressante, relative à l'ordre infinitésimal de la plus courte dis-
tance, a été faite pour la première fois par M. Bouquet [*], sur un système de droites, 
qu'il assujettit à la condition d'etre tangentes à une même courbe dans l'espace. Cette 
condition de contact ne laisse subsister qu'ttn seul paramètre arbitraire dans les coef-
ficients des équations de la série de droites considérées par M. Bouquet, et c'est aussi 
ce qui a lieu dans le cas qui nous occupe. Mais la démonstration précédente est fondée 
sur le développement en série des accroissements Δρ, Δ q, Δα, Δβ, lequel n'exige pas 
que ρ, q, α, β soient fonctions d'une seule variable indépendante. Ainsi, la propriété 
remarquée par M. Bouquet s'appliquerait à toute série de droites 

χ = az -i- b, y — cz -+- d, 

[*] Tome XI de ce Journal, page laG. 
16., 
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où Λ, b,c,d seraient fonctions continues d'une ou de plusieurs variables indépendantes. 
S'il arrive que, pour deux quelconques de ces droites infiniment voisines, la distance S 
soit infiniment petite d'un ordre supérieur au premier, elle sera au moins du troisième 
ordre. 

Quant au troisième terme du numérateur de S, 

-——j (dq d3a dad3 q ■— dpd3(i — dfyd3p) 4 —■ (d
1
 q d

3 a — d3 ρ d'[j ), 

il n'est pas la différentielle du second, et, par conséquent, ne s'annule pas avec lui. 
Seulement il se réduit (eu égard à cette différentielle qui est nulle) à 

~{d2 q d2 α — d3p d1 β), 

et nous verrons plus bas, conformément à un second théorème également prouvé par 
M. Bouquet, que ce dernier terme ne saurait être nul pour tous les points de la ligne 
de courbure, qu'autant que toutes les normales le long de cette ligne seraient dans un 
même plan. Alors S serait rigoureusement nulle. 

Avant d'aller plus loin, il convient de démontrer que les normales à la surface, le 
long d'une ligne de courbure, sont tangentes à une même courbe dans l'espace. 

Si l'on associe aux deux équations de la première normale, celles de la normale infi-
niment voisine, réduites à ne plus contenir les infiniment petits d3ordre supérieur au 
premier, je dis que le système de ces quatre équations : 

x' = — pz' + x, 
(2) y' = — qz' + B, 

x' = — (p + dp)z' + & + dx, 
y' = — (q + dq)z' + B + dB, 

sera vérifié par les coordonnées (χ', y', ζ') d'un certain point de l'espace. En effet, les 
deux dernières se réduisent, en vertu des deux autres, à 

( z' dp — du, 

( z' dq = dp, 

et, d'après la condition (1), elles s'accordent à donner la même valeur de z'. 

Pour déterminer les coordonnées de ce point qui appartient évidemment à la pre-
mière normale, on remplacera le système (2) par le suivant : 

x' = — pz' + x, 
(4) y' = — qz' + B, 

( [14-p3—r(z' — z)][l4- q7 — t{z' — z)] = [(z' — z) s—pq}3, 

dont la troisième équation résulte de l'élimination de — entre les équations ( 3). Quand 
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le point (χ, y, z) se déplacera sur la surface en suivant une ligne de courbure, le point 
(x',y',z') défini parles équations ci-dessus, se déplacera, en même temps, suivant 
une courbe parfaitement déterminée et dont on aurait les équations en éliminant x, y, ζ 

entre le système (4), l'équation de la surface 

z = F {χ, y), 
et l'intégrale 

c2+ φ [x,y)c + ty(x, y) = o. 

Maintenant il est facile de voir que la tangente à cette courbe au point (x',y', z') n'est 
autre que la normale même au point (x,y, z) de la surface. En effet, si l'on diffé-
rentie les deux premières équations (4) Par rapport à x, en regardant z, y, x', y', z', 
comme fonction de cette variable indépendante, il vient 

dx' — — ρ dz' — z' dp + d a., 

dy' = — q dz' — z' dq -4- ci β , 

lesquelles se réduisent, eu égard aux équations (3), à 

(5) dx' = — p, dy' = — q. 

Donc la normale à la surface, qui déjà passe par le point [x', y', z'), a ses coefficients an-
gulaires égaux à ceux de la tangente à la courbe que décrit ce point, et, par suite, se 
confond avec cette tangente. Cette courbe est ainsi l'enveloppe des normales consécu-
tives ou l'arête de rebroussement de la surface développable qu'elles forment. 

Enfin, nous avons dit que si l'on supposait 

(6) d2qd2x-—d-pdiÇ> = o, 

en même temps que la condition (i) a lieu, les normales consécutives seraient dans un 
même plan, et, par suite, 3 rigoureusement nulle. En effet, cela revient à prouver que 
l'arête de rebroussement est alors plane. Or les équations (3) différentiées donnent 

d2 α = z' d2 ρ -f- dp dz', 

d2 β = z' d2 q + dq dz', 

et ces valeurs, substituées dans l'équation (6), la réduisent à 

d2 ρ d2q 
dp dq 

Intégrant, il vient 

l(dp) — l(cdq) ou p = cq~c', 

et, en vertu des équations (5), 

dx' = cdy' + d dz', 
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dont l'intégrale est 
χ — cy -+- c' S H- c , 

s, c', c" étant des constantes arbitraires. c. o. r. o. 

Des ombilics. 
Lit ombilic est un point d'une surface où toutes les sections normales ont des 

rayons de courbure égaux et de même signe. Cette condition s'exprime, comme on 
sait, par les équations 

(7) I+p2 = I+q2 = pq, 

auxquelles il faut joindre 
z = F(x,y). 

Pour ce point singulier, l'équation ( ι ), ou sa transformée du second degré en -j-, de-

vient identique. Il en résulte que, dans toutes les directions autour de l'ombilic, la plus 
courte distance 8, de la normale issue de ce point à la normale d'un point infiniment 
voisin, est infiniment petite d'un ordre supérieur au premier. Mais il ne s'ensuit plus 
que. 8 soit du troisième ordre au moins. Car Y identité 

dq du. — dp dβ = ο, 

n'a lieu ici que pour l'ombilic seulement, et non pour une suite continue de points. 
On n'est donc pas en droit d'égaler à zéro sa différentielle, pour en conclure que le 
terme du second ordre que renferme S est nul. 

Considérons, par exemple, le paraboloïde elliptique, 

z = x2 + y2, 

nous trouvons, abstraction faite d'un facteur constant, 

dp dp — dq du. = dx
2
 j^A xy + {

χ2

 — A/
3

 + Β ) —
 x

ï ' 

en posant 

A=jj Β = α(«—b). 

Les équations qui déterminent les ombilics sont 

(8) xy = o, xi — A/2B = o. 

Soit a b ; les seules solutions réelles sont 

x = o, r = "i:\fb (a—b)i 
dou 

a — b 
ζ = · 

2 



PURES ET APPLIQUÉES. ί ιη 

Ces coordonnées déterminent deux ombilics situés sur la parabole principale de plus 
petit paramètre. 

Si l'on prend maintenant la différentielle relative à χ de [dpdfy — dqdct), on 
trouve 

(
9

) Λ- + + + (·'·£ - >) |· 

expression dont le terme affecte de disparaît pour les ombilics, en vertu ties 

équations (8). 
[Il est bon de remarquer que cette simplification n'est pas particulière au paraboloïde, 

et qu'elle aura évidemment lieu, en vertu des équations ( 7 ), pour un ombilic de toute 
autre surface. Cette remarque nous dispensera désormais de tenir compte des termes 

provenant de la différentiation de -j-· Toutefois ceci suppose que ne soit pas 

infini. ] 
Ainsi, dans le cas d'un ombilic, la différentielle ci-dessus se réduit, pour toute va-

leur finie de —, à la forme 

(10) dx3 [A (dy)2 +I](xdy —y). 

Pour que 5 fût du troisième ordre, il faudrait donc que l'on eût l'équation 

<··> K£H(-M=* 
Mais le facteur A (dy)2 + I est essentiellemnt positif, et la valeur dy = y, que l'on 
tire du second facteur, devient infinie pour les coordonnées 

*' = o, y=±\Jb{a — bj, 
des ombilics. 

L'équation (11) n'a donc pas de racines réelles et finies. 
Donc, 3 n'est pas du troisième ordre, mais seulement du second, dans toutes les di-

rections autour de l'ombilic. 

Nous devons toutefois excepter la direction pour laquelle — = 00; or c'est préci-

sément celle de la parabole principale dont le plan est celui des (y, z). L'expression (9 ; 
se présente alors sous une forme illusoire ο X 00 ; et, en effet, ce n'est pas à l'accrois-
sement dx (qui est, dans ce cas, infiniment petit par rapport à dy) qu'il convient de 
rapporter l'ordre infinitesimal de 3; mais c'est dy qu'il convient alors de regarder comme 
l'accroissement indépendant, et de mettre en facteur dans les deux termes de 3. Ce 
changement de variable indépendante fournit pour la différentielle de dp d$ — dq da , 
l'expression analogue à (10), 

<■«) ■*"[(0y
+A

] (-■'"!)· 
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et en y substituant les coordonnées des ombilics, elle devient 

±dy3 [(dx)2 + A] Vb (a — b) dx. 

On voit qu'elle s'annule, en effet, pour — — o; et seulement pour cette direction qui 

répond bien au plan des [y, ζ) indiqué par la racine infinie de l'équation (ι i). Mais 
alors les deux normales infiniment voisines sont contenues dans le plan de cette section 
principale, et, par suite, leur plus courte distance est rigoureusement nulle. D'ailleurs, 
quel que soit l'accroissement fini Ay, tant qu'on ne quittera pas la section principale 
zny, on aura visiblement 

Ap — ο et Δα = ο, 
et, par consequent, 

Aq A a. — Ap A<fi = O, OU S = O. 

En résumé, quelque direction que l'on suive sur le paraboloïde elliptique à partir 
de l'un des ombilics, S n'est jamais du troisième ordre, mais toujours du second, ex-
cepté suivant la direction de la parabole principale qui contient l'ombilic et pour la-
quelle § est rigoureusement nulle. En sorte que par l'ombilic il ne passe pas de ligne 
continue ayant la propriété des lignes de courbure ordinaires, c'est-à-dire telle que δ 
soit infiniment petite du troisième ordre. 

Si le paraboloïde était de révolution, on aurait 

a = b, 

et pour coordonnées des ombilics, 

x —— ο, y = o, 
sommet du paraboloïde. 

La différentielle (10) devient alors identiquement nulle; mais il en est de même du 
terme du troisième ordre, ainsi que des suivants. Car dans toutes les directions autour 
du sommet, toute normale à la surface est contenue dans un plan méridien qui passe 
par la normale au sommet, et S est rigoureusement nulle. 

Considérons encore l'ellipsoïde à trois axes inégaux, 

x2 + y2 + z2 = I. 

On trouve , abstraction faite d'un facteur constant, 

dp ι:/β — dq du. — dx2 ί ~-\ -+- (χ2—A yî—β) ~ — xy , 

en posant 

A = a2 (b2 — c2), B = a2 (a2 — b2). 
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Les equations propres aux ombilics sont 

xy — ο, χ'1 — Ay7 — Β — ο. 

Soit ο. b c y les seules solutions réelles sont 

y = 0, x = ±a Va2 — b2, 
d'où 

z = ± c Vb2 — c2. 

Elles déterminent quatre ombilics symétriquement placés dans le plan de la section 
principale qui contient le plus grand et le plus petit axe. 

Prenons maintenant la différentielle de [dp d3 — dq da)·, il suffira évidemment de 
changer B en — B dans les résultats obtenus pour le paraboloïde. L'équation (10) et 
l'équation(11) garderont la même forme. Seulement la constante A, au lieu de dési-

gner^î représentera a2 (b2 — c2)· Ce sera toujours une quantité positive, et, par 

suite, il n'y aura encore de valeur réelle pour — que celle tirée du facteurs — — γ 

égale à zéro. 

Ainsi l'équation (11) n'admet qu'une seule racine réelle et cette racine est nulle 

D'ailleurs il n'y a point ici de racines infinies. La valeur — = ο indique une direction 

comprise dans le plan ζ οχ, c'est-à-dire tangente à l'ellipse principale qui contient les 
ombilics. Mais, comme les normales à la surface menées par les différents points de 
cette section sont toutes comprises dans son plan, 8 est encore rigoureusement nulle. 

Si l'ellipsoïde était de révolution, autour de son petit axe, on aurait 

a~b, A = t, B = o, 

et pour coordonnées des ombilics, 

χ = o, y— o, z — zL·?; 

ce sont les deux pôles de l'ellipsoïde aplati. La différentielle (10) devient identiquement 

nulle, et -p reste indéterminé. Mais alors 8 est encore rigoureusement nulle, puisqtie 

les normales sont comprises dans un môme plan méridien. 

Si l'ellipsoïde était de révolution autour de son grand axe, on aurait 

b = c, A = ο, B — a7, 

et pour coordonnées des ombilics, 

χ — a, y — ο, ζ ~ o j 

Tome XX. — Aviil l853. J7 
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ce sont les deux pôles de l'ellipsoïde allongé. L'équation (n) se réduit, en n'ayant 

éc;ard d'abord qu'aux valeurs finies de dy, à dy = o. Cette racine indique le plan 

méridien zox. 
De plus, comme l'équation (ι i) est tombée du troisième degré au premier par l'éva-

nouissement du coefficient A, on peut la regarder comme admettant deux racines infi-
nies. Ces racines sont, d'ailleurs, mises en évidence en partant de la différentielle (12), 
où l'on a pris dy pour accroissement arbitraire, et qui donne, dans ce cas particulier. 

il)'-
La solution — co correspond ici à une section méridienne quelconque, puisque 

la tangente menée par l'ombilic à cette section, étant comprise dans un plan tangent 
perpendiculaire à l'axe de révolution, ne peut manquer de se projeter sur le plan des 
(.r, r) suivant une perpendiculaire à cet axe. 

Dans les deux cas, que —■ soit nul ou infini, la plus courte distance 3 est toujours 

nulle, puisque les normales que l'on compare sont dans un même plan. 
On est donc en droit de conclure pour les ombilics de l'ellipsoïde, comme pour 

ceux du paraboloide elliptique , que la plus courte dislance 3 est du second ordre ou 
nulle, jamais du troisième ordre; en sorte qu'il ne passe pas par ces points singuliers 
de lignes telles, que 3 soit de l'ordre infinitésimal qui appartient aux lignes de courbure 
ordinaires. 

Pour passer de l'ellipsoïde à l'hyperboloïdc à deux nappes, on changera b1 en — b, 
et c2 en — c2 dans les formules précédentes. Les conclusions resteront évidemment les 
mêmes quant à l'ordre infinitésimal de 3. 

Quant aux deux autres surfaces du second ordre, l'hyperboloïdc à une nappe et le 
paraboloide hyperbolique, il ne peut être question d'ombilics, puisque dans ces deux 
surfaces, il y a autour de chaque point quatre régions, séparées par les deux généra-
trices rectilignes, dans lesquelles les sections normales ont des courbures opposées. 

lin général, quel que soit le degré de la surface , le terme 

dp dβ — dq dy. 

est de la forme 

( 13 1 M dy'' -+- Ν dy dx -y Ρ dx1, 

M, Ν, Ρ étant des fonctions de χ et dey, dont nous avons donné l'expression dans 
la transformée de l'équation (1), et qui sont identiquement nulles pour un ombilic. 
Dans toutes les directions autour de ce point, S est au moins du second ordre infi-
nitésimal. Mais si l'on demande une direction telle, que 3 soit au moins de troisième 
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ordre, on aura, pour déterminer la valeur correspondante de dy, l'équation du troi-

sième degré 

(14) dM (dy)3 + (dM + dN) (dy)2 + (dN + dP) dy + dP = 0, 

qui resuite de la différentiation de l'expression ci-dessus par rapport à_z. 

Quand ne s'évanouira pas pour l'ombilic dont il s'agit, cette équation fera 

connaître au moins une et au plus trois directions suivant lesquelles S sera d'un ordre 
supérieur au second ; mais, dans toutes les autres directions, S ne sera que du second 
ordre, en sorte que le rapprochement des normales sera moins intime que suivant 
une ligne de courbure passant par un point quelconque de la surface. De plus, il ne 
faut pas perdre de vue que 3 n'est du troisième ordre que pour les normales qui cor-
respondent h une ou trois directions d'éléments infiniment petits partant de l'ombilic, et 
non pour une suite continue de normales. Il ne faut donc pas dire qu'il passera par 
l'ombilic trois lignes de courbure, dans le sens ordinairement attaché au mot ligne. 

Quand sera réduit à zéro par les coordonnées de l'ombilic, l'équation (i4) aura 

une racine infinie, qui indiquera une direction perpendiculaire à l'axe des x. Les deux 
autres racines, étant fournies par une équation du second degré, pourront être imagi-
naires. Dans ce cas , qui s'est présenté pour le paraboloïde elliptique, il n'y aura pas 
de direction oblique à l'axe des .x, suivant laquelle 3 soit d'un ordre supérieur au se-
cond. Quant à la racine infinie, pour apprécier l'ordre de grandeur correspondant 
de 3, il convient de mettre dy- en facteur dans l'expression (i3), et de prendre pour 

inconnue Or, en égalant à zéro la différentielle de 

P (dx)2 + Ndx + M, 

il est visible qu'on trouvera 

dx = 0. 

Ainsi la discussion de ce cas revient, au fond, à celle du cas où l'équation (i4) aurait 
une racine nulle. 

Enfin, s'il arrivait que tous les coefficients de l'équation (i4) fussent identiquement 
nuls pour l'ombilic, 3 serait au moins du troisième ordre infinitésimal dans toutes les 
directions autour de ce point, et l'on pourrait se proposer de chercher dans quelle di-
rection 3 s'élèverait au quatrième ordre. Pour cela, il faudrait égaler à zéro le troisième 
terme du numérateur de 3, savoir 

g ( dq d: α -f- dy. d 3 q — dp d3 β — dfid'p ) -f- j ( rf2 q d' α — d'ρ d' β) 

ΐ7·-
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nous avons,dit que ce terme n'est pas la différentielle du second. Mais si l'on désigne 
celui-ci par H, en sorte que 

H = dq d2α -H dad2q — dp d2 β — dfid2p, 

le premier membre de l'équation (i/j ) ne sera autre chose que ■ ? et le troisième terme 

du numérateur S prendra la forme 

g dH (d2 q d2 χ -— d'p d2 β). 

En développant ces différentielles, mettant dx' en facteur, puis égalant à zéro, on 

obtiendrait une équation du quatrième degré en —· Il y aurait donc au plus quatre 

directions à partir de l'ombilic suivant lesquelles ê serait du quatrième ordre infinité-
simal. Et ainsi de suite. 


