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Rapport fait a [ Académic des Sciences sur un Mémoire
de M. F. Woerckr, intiiulé : Essai d'une restitution des
travaux perdus d’Apollonius sur les cpuantités irrationnelles,

d’apres les indications tirées d'un manuscrit arabe ["]

( Commissaires, MM. Lamé, Chasles rapporteur.)

Le travail dont nous avons i rendre compte se rapporte, lout i la
fois, a T'histoire des sciences chez les Grecs et chez les Arabes. A ce
double titre, il nous a paru mériter I'attention de I’Académie, surtout
dans un moment ou, par des révélations inattendues sur V’astronomie
égyptienne 4 des époques reculées, I'illustre doyen de cette Académie
a donné un nouvel attrait et une nouvelle impulsion & ces recherches
qui nous dévoilent les sources antiques de nos sciences mathéma-
tiques et de la civilisation moderne [**].

L’ouvrage de M. Woepcke contient, outre V' Essai de restitution des
travaux d’ Apollonius sur les quantités irrationnelles, qui en est 'objet
principal, plusieurs autres parties qu’il eat été difficile d'indiquer sous
un seul titre. Nous en ferons, des le début, 1’énumération, pour don-
ner une idée de I'ensemble de ce travail. Voici donc les paragraphes
principaux que 'on y distingue :

1°. Notice historique sur les ouvrages d’Apollonius et sur un com-
wentaire inédit du X¢ livre d’Euclide, composé par un auteur grec
nomme Valens, et retrouvé dans un texte arabe;

[*] Voir les Comptes rendus des séances de I' Acade'mie des Sciences, tome XXX VTI,
page 553 ; séance du 17 octobre 1853.

[**] Zbid., tome XXXVI, page 245, et tome XX XVII, page 257 ; séances des 7 {¢-
vrier et 16 aout 1853,
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2°. Analyse de ce X* livre d’Euclide, qui traite des quantités irra-
tionnelles ;

3°. Texte arabe des passages du commentaire de Valens relatifs aux
travaux d’Apollonius, avec la traduction et 1'éclaircissement de ces
passages ;

4°. Essai d’une restitution conjecturale des travaux d’Apollonius sur
les irrationnelles;

5°. Analyse des deux livres du commentaire de Valens.

Le I paragraphe présente un apercu des divers ouvrages d’Apollo-
nius. lls se rapportent principalement, comme on sait, & la géométrie,
mais non exclusivement, car un fragment du 11¢ livre des Collections
matheématiques de Pappus, découvert et publié par Wallis, roule sur des
spéculations arithmétiques du grand géometre de Perge. Le commen-
taire grec sur le X¢ livre d’Euclide, dont M. Woepcke a trouvé une
traduction arabe, fait mention de recherches arithmétiques d’un plus
haut intérét, car elles traitent de la théorie des quantités irrationnelles
et sont une extension des propositions d’Euclide.

Cette traduction a été faite vers la fin du x° siécle (Pan 358 de I’hé-
gire), par Abott Othmén le Damascéne. La copie qui existe dans le Ms.
n® gba2. 2. Supplément arabe de la Bibliothéque impériale, est de la
main d’un géométre arabe renommé, Ahmed ben Mohammed ben
Aldjalil Alsidjzi, dont M. Woepcke a mis au jour un opuscule sur la
trisection de P'angle, 4 la suite du texte et de la traduction qu’il a pu-
bliés de I’ 4lgébre d’Omar Alkhayyami, qui traite de la résolution des
équations cubiques par les constructions géométriques [ *].

Cette circonstance, que la copie de Pouvrage découvert par
M. Woepcke a été faite par un géometre en renom, est propre a ac-
croitre la curiosité qui s’attache naturellement a ce fragment émané
d’un auteur grec.

11 était important de connaitre le nom et Vépoque de cet auteur.
Le nom est indiqué dans le Ms., mais incomplétement et peu sare-

[*] L’ algébre d’Omar 4ikhayydmi, publice, traduite et accompagnée d’extraits de
manuscrits inédits, par F. Woepcke, docteur agrégé  I'Université de Bonn, membre de
la Société asiatique de Paris. Paris, 1851; grand in-8°,
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ment, a raison du mode de transcription arabe ; toutefois, M. Woepcke
pense qu’il faut lire, trés-probaklement, Palens.

C’est par le rapprochement et la comparaison de divers textes, ex-
traits d’autres Mss. arabes, et de plusieurs passages de la biographie
des auteurs arabes, rapportés par Casiri dans sa Bibliothéque de U'Es-
curial, qu’il est induit & adopter ce nom. Quant 4 'époque ou aurait
vécu ce géometre, les documents historiques consultés a diverses
sources n’ont fourni & M. Woepcke aucune donnée qui put lui per-
mettre de la fixer, et il se borne a émettre la conjecture que cet au-
teur peut étre l'astrologue Vettius Valens, qui vivait an temps de
Constantin, et auquel Fabricius a consacré une Notice assez étendue
dans sa Bibliothéque grecque.

Le X¢ livre des Fléments d’Euclide est celui qui, dans tous les
temps, a présenté le plus de difficultés ; tellement qu’au moyen ége et
i la renaissance, il était regardé comme la croix des mathématiciens [*].
Chez les Modernes, il a cessé de faire partie des Eléments de géomé-
trie, parce qu’en effet, d’une part, les nomnbreuses propositions d’Eu-
clide sur la commensurabilité et I'incommensurabilité et sur les pro-
priétés des lignes rationnelles et des irrationnelles, ne se rapportent
point aux lignes seulement, mais aux grandeurs en général, et i cette
partie des mathématiques qu'on appelle la T"éorie des nombres; et
d’une autre part, que les notations algébriques modernes font dispa-
raitre les difficultés ui se rencontrent dans les démonstrations géomé-
triques appliquées & ce genre de propositions. On en jugera par
Pidentité

(Va+yb) (Va—yb) =a —b,

qui, sous cette forme algébrique, est évidente, mais dont la démons-
tration géomeétrique demande des développements préliminaires et
une attention soutenue qui n’est pas sans difficultés.

[*] « La difficulté¢ du X livre d’Euclide est & plusieurs devenue en horreur, voire
» jusqu’d Lappeler la croix des mathématiciens, matiére trop dure a digérer, et en
» laquelle n’apercoivent ancune utilité. » (Srevin, I livre &’ Arithmétique; défini-
tion XXI.}
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On congoit donc que depuis longtemps, chez les Modernes, on ait
pu regarder I'étude de ce X° livre d’Euclide comme un travail oiseux
ét pénible, et qu’on s'en soit affranchi. Cependant il est indispensable
que nous présentions ici une analyse précise de cet ouvrage, puisqu’il
forme la base de toutes les parties de celui dont nous avons & rendre
compte. Nous suivrous religieusement les traces de I'auteur, parce que
'enchainement et ordre parfait qu’il a observé dans le développement
de ses nombreuses propositions, forme le caractére de sa méthode, dont
on perdrait le fil, et qu'on ne connaitrait pas, si I’on s’écartait un
instant de la voie qu’il a suivie invariablement, et ou se décélent le
génie et la pénétratien du grand géometre.

Il nous faut d’abord rappeler quelques définitions propres a ce
X¢ livre; en premier lieu, celle da mot irrationnel, qui a un sens dif-
férent de celui que nous lui attribuons maintenant; puis diverses ex-
pressions tombées aunjourd’hui en désuétude on méme généralement
inconnues.

Euclide suppose qu’on a pris une premiere droite, & laquelle toutes
les autres sont comparées par voie de rapport ou de commune mesure;
et cette droite est dite rationnelle. (Définition cinquiéme. ) Ensuite, il
regarde comine rationnelles toutes droites commensurables a celles-la,
soit en longueur, soit en puissance, c'est-a-dire toutes droites qui ont
une commune mesure avec celles-1a, on dont les carrés ont enx-mémes
une commune mesure avec le carré de cette premiére. (Définition
sixieme.) Cette définition des lignes rationnelles est beaucoup plus
étendue que la définition actuelle. Par exemple, la diagonale d’un
carré dont le coté est pris pour rationnelle est elle-méme rationnelle,
dans le sens d’Euclide, parce que son carré est commensurable avec
celui du c6té, tandis que dans I'acception moderne cette diagonale est
essentiellement irrationnelle.

Euclide a eu sans doute quelque raison pour rattacher ainsi, par unc
acception tres-étendue du mot rationnel, les deux cas de la commen-
surabilité en longueur, et de la commensurabilité en puissance, qui
paraissent naturellement si différents, et auxquels, néanmoins, il at-
tribue ainsi le méme degré d’importance. Malheureusement, il ne
donme, & ce sujet, aucune explication. Ou ne trouve non plus aucune
lumicre, sur ce point, dans la partie du commentaire grec analysée

[T ' Yl PUUL U IR e e s
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par M. Woepcke. Qu’on nous permette ici un rapprochement, quelque
étrange et inattendu qu'il puisse paraitre, entre une théorie physico-
mathématique moderne et cette doctrine d’Euclide. M. Lamé, dans ses
lecons sur I'élasticité 4 la Faculté des Sciences [*], a eu a considérer
avec le méme degré d’importance, dans le classement des phénomenes
vibratoires d’une membrane rectangulaire, les deux cas de la commen-
surabilité et de Vincommensurabilité en puissance des deux cotés de
la membrane. Or on sait que la théorie des tons musicaux était fort
cultivée dans I'école de Pythagore, comme an temps d’Archytas et
d’Euclide, et qu’elle se rattachait intimement i Varithmétique spécu-
lative, science distincte de Parithmétique pratique, et qui formait la
théorie des nombres de Pépoque. Paraitrait-il hors de toute probabilité
quEuclide ettt puisé dans des considérations tenant a cette théorie
musicale tout arithmétique, soit la cause de I'égale importance qu’il
donne aux deux cas de la commensurabilité en longueur et de Ia com-
mensurabilité en puissance, soit celle, directement, de sa définition
¢tendue de la rationalité.

Mais revenons 4 notre sujet, aux définitions d’Euclide.

Euclide appelle irrationnelle toute ligne incommensurable en puis-
sance & la ligne prise pour terme de comparaison, c’est-a-dire toute
ligne dont le carrén’a pas de commune mesure avec le carré de celle-ci
(définition 7).

Parmi les irrationnelles , il en distingue une formée par voie de pro-
portion, & laquelle il donne le nom de médiale; cest une ligne dont
le carré est égal au rectangle de deux lignes rationnelles commensu-
rables en puissance seulement (proposition 22). L'expression de cette
ligne est de Ia forme x = yu v, puisqu’on aura 2* = a.\yb; a et yh
représentant deux lignes commensurables en puissance seulement.

Euclide applique aux surfaces ces mémes définitions. T appelle ra-
tionnel le carré de la ligne prise pour terme de comparaison (défini-
tion 8), surfaces rationnelles toutes les surfaces commensurables a ce
carré ( définition g), et irrationnelles, toutes les surfaces incommen-

[*] Lecons sur lu théorie mathématique de Uélasticité des corps solides ; Paris, 1852.
Poir pages 122 et 130.

Tome XIX. — Decempur 1854, 53
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surables 4 ce méme carré (définition 10). Parmi les surfaces irra-
tionnelles, il en distingue une qu’il appelle espace médial : c’est le
rectangle construit sur deux lignes médiales, commensurables en lon-
gueur (proposition 25), lequel a pour expression a? 7’ yn ou simplement
yn. Car les deux médiales, commensurables en longueur, seront « V;l
et n’'.ayn; et leur produit a® n/ V.

Apres la médiale, Euclide considére les irrationnelles formées de
deux lignes, par voie d’addition ou de soustraction, lesquelles sont au
nombre de douze, dont six formées par addition et six par soustrac-
tion. Ces douze irrationnelles et la médiale sont 'objet du X¢ livre des
Eléments. L’auteur y donne leur construction et leurs propriétés.

Ce X* livre contient cent dix-sept propositions, dont trente-six
peuvent étre regardées comme des préliminaires nécessaires pour entre-
prendre la théorie des douze irrationnelles par addition et soustrac-
tion. Voici le sujet de ces trente-six proposilions : Les vingt-deux
premiéres sont relatives a la commensurabilité et a Pincommensurabi-
lité des droites en longueur, et des grandeurs en général. Les proposi-
tions 23 4 27 se rapportent aux lignes rationnelles et aux médiales ; on
y traite de leur commensurabilité en longueur et en puissance. Dans
les propositions 28 & 33, on construit deux rationnelles ou deux mé-
diales, commensurables en puissance seulement, et dont le rectangle
satisfait & quelque condition. Enfin, dans les trois propositions sui-
vantes (34, 35 et 36), on construit deux droites commensurables en
puissance, dont la somme des carrés et le rectangle forment des sur-
faces rationnelles ou médiales ; puis commence, a la proposition 37, la
théorie de douze irrationnelles.

Ces irrationnelles sont formées, avons-nous dit, par addition ou
soustraction de deux lignes. On concoit que ces deux lignes ne peuvent
étre commensurables en longueur, car leur somme ou leur différence
donnerait une simple ligne mondme de méme nature qu’elles-mémes.
11 faut donc prendre denx lignes incommensurables en longueur. Fuclide
distingue, a P'égard des carrés ou puissances de ces lignes, le cas de
commensurabilité et celui d'incommensurabilité.

Dans le premier cas, il prend deux lignes rationnelles ou médiales.
Ces lignes devant étre commensurables en puissance, on reconnait
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immédiatement qu’elles sont nécessairement toutes deux rationnelles,
ou toutes deux médiales, et que leur rectangle est rationnel ou médial.
De 14 dérivent trois irrationnelles, formées :
La premiére, de deux lignes rationnelles dont le rectangle est meédial;
La deuxiéme, de deux lignes médiales ayant un rectangle rationnel;
Et la troisiéme, de deux lignes médiales ayant un rectangle médial.
Dans le deuxieme cas, celui ot les deux lignes sont incommensu-
rables en puissance, Euclide ne leur assigne point, comme dans le cas
de la commensurabilité, une qualité déterminée et restreinte, comme
J’étre nécessairement rationnelles ou médiales ; il a recours a d’autres
conditions, lesquelles concernent le rectangle des deux lignes et a
somme de leurs carrés; il demande que chacune de ces surfaces soit
rationnelle ou médiale.

Ces conditions donnent lieu aux trois combinatsons:

1°. Somme rationnelle et rectangle médial ;

2°. Somme médiale et rectangle rationnel;
3°. Somme médiale et rectangle médial.

Les couples de lignes déterminées dans ces trois systemes forment
trois nouvelles irrationnelles.

On voit, d’apres ces considérations, que les six irrationnelles, soit
par addition, soit par soustraction, sont rangées en deux groupes qui
ont un caractere différent.

Les trois premiéres sont formées de denx lignes rationnelles ou mc-
diales, commensurables en puissance ; etil n’y a point d’autre condi-
tion pour les déterminer : les trois autres sont formées de deux lignes
incommensurables en puissance, et elles sont déterminées par denux
conditions concernant la somme de leurs carrés et leur rectangle.

Euclide construit les six lignes par addition, et démontre leur irra-
tionalité dans six propositions (37-42); puis il démontre dans les six
propositions suivantes (43-48) que chacune de ces lignes ne peut étre
divisée qu’en un seul point, de maniére que les deux parties soient
deux lignes satisfaisant aux conditions de comstruction de lirration-
nelle; fort belle proposition pour I'époque, puisqu’elle répond, &
égard, par exemple, de la premiére des six irrationnelles, 4 cette

53..
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propriété des quantités radicales savoir, que 'on ne peut avoir
va + vb = Ve 4+ 1.

Parlons ici de la terminologie adoptée par Euclide.

En général, quand une ligne est formée par 'addition de deux lignes
rationnelles, commensurables en prissance seulement, Enclide appelle
celles-ci noms, et la ligne égale a leur somme, ligne de dewx noms. Des

traducteurs ont dit simplement ligne binéme ou binomiale : et telle
parait étre Porigine, chez les Modernes, de Pexpression hindme.

La premiére des six irrationnelles par addition est donc appelée ligne
tle derae noms. Les deux autres irrationnelles du premier groupe sont
dites premiére de deux médiales et seconde de deux médiales. Les trois
du second groupe s’appellent la majeure; celle qui peut une rationnelle
et une médiale, et celle qui peut deux médiales. Nous parlerons plus
loin des six irrationnelles par soustraction.

Les lignes de deux noms jouent un role principal dans cette théorie,
et Euciide en distingue six especes.

Ces lignes étant formées par addition de deux lignes rationnelles,
telles que 7 et yn, il semblerait, au premier abord, qu'il ne dit y avoir
que deux lignes rationnelles de ce genre, 'nne de la forme n + /n, et
Vautre Vn 4 ', Cependant Euclide en distingue six especes diffé-
rentes, qu'il appelle premiere ligne de deuze noms, deuxiome ligne de
deux noms, etc.

La distinction de ces six irrationnelles de deux noms dérive de la

considération suivante. Si Pon forme le rapport de la racine carrée de
la différence des carrés des deux termes du binéme irrationnel, au plus

grand des deux, ce rapport est nécessairement de la forme nou Vn; et
ce sont ces deux cas qu’Euclide considére. Ainsi, soient A et B les deux
termes ou noms d'une ligne de deux noms, le rapport dont il s'agit

2__ Rz
sera VAAJ, en supposant A > B, et ce rapport sera de la forme 7

ou yn. Or A devant toujours étre plus grand que B, et ces deux lignes

étant elles-mémes de la forme 2 ou 7, on voit que le binéme A -~ B
aura, dans chacun des deux cas relatifs au rapport en question, les

' o LRI [ERR RN RERERTINN
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trois formes suivantes :

a-+vb, va-+b, va + vb.

De 1a dérivent les six especes de lignes de deux noms.

Apres avoir fait cette distinction dans six définitions, Euclide con-
struit les six lignes de deux noms (propositions 49-54) et démontre une
propriété importante des six irrationnelles formant les deux groupes
définis ci-dessus, savoir, que « la moyenne proportionnelle entre une
» ligne rationnelle et une droite de deux noms est une des six irration-
» nelles (propositions 55-60); » et réciproquement, que « chacune des
» six irrationnelles est toujours la moyenne proportionnelle entre une
» rationnelle et une ligne de deux uoms (propositions 61-66); » en
’autres termes, et en nous rapprochant dun style moderne, chacane
des six irrationnelles est la racine carrée d'un bindme dont chacun des
deux termes est une surface rationnelle on médiale, ¢ est-a-dire de la
forme 7z ou yn.

Cette belle propriété jette un grand jour sur toute la théorie des

irrationnelles du X¢ livre d’Eunclide; car cette théorie se trouve renfer-
mée dans Pexpression de la racine carrée du binome A -+ B que voici :

Les deux termes du premier membre sont les deux lignes dont Ia
somme forme une irrationnelle; et les six irrationnelles distinguées

. . . . AT e
par Euclide répondent aux six cas que présente le rapport Lr—,

selon qu’il est de la forme » ou Vn, comme nous Pavons dit.

Euclide démontre qu’une droite commensurable en longueur avec
une des six irrationnelles est elle-méme une irrationnelle de méme
espece (propositions 67-71). Puis, que ia racine carrée du bindme
A+ Bdans lequel A et B sont deux surfaces, lune rationnelle et Pautre
médiale, ou toutes deux médiales, est une des six lignes irrationnelles
{ propositions 72-73). En analyse, cette proposition ne différe pas de
celles qui expriment que la moyenne proportionnelle entre une ration-
nelle et une ligne de deux noms est une des six irrationnelles ( propo-
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sitions 55-60); mais en géométrie, et dans Pétat de séparation absolue
oil se trouvaient ces deux branches des mathématiques, Euclide de-
vait ainsi marcher pas i pas, sans s’écarter de la rigneur qui fait le ca-
ractére de la science grecque; et I'on reconnait qu’il n’y a rien d’inutile
dans les trente-sept propositions (37-73) qu'il a consacrées a la con-
struction et a la démonstration des propriétés de ses six irrationoelles
par addition.

Il suit la méme marche et démontre les mémes propriétés pour les
six irrationnelles par soustraction (propositions 74-11 1).

Celles-ci se rangent en deux groupes, comme les premiéres. Les trois
irrationnelles du premier groupe sont formées de deux rationnelles ou
de deux médiales, commensurables en puissance seulement ; et les trois
du second groupe, de deux lignes incommensurables en puissance, dé-
terminées par deux conditions, savoir : que la somme de leurs carrés
et leur rectangle soient denx surfaces rationnelles ou médiales.

La premiere irrationnelle du premier groupe, formée de deux ra-
tionnelles commensurables en puissance seulement, qui correspond a
la ligne de deux noms dans les irrationnelles par addition, s'appelle
apotome ou résidu. Euclide distingue six apotomes, qn’il dénomme pre-
mier, deuxiéme, etc., par les mémes considérations qui "ont conduit
a distinguer six lignes de deux noms.

Ies six irrationnelles par soustraction sont, en employant ici le style
moderne, les racines carrées des six apotomes (propositions 98-103).

Euclide compléte cette théorie en démontrant qu’un apotome n’est
pas une ligne de deux noms (proposition 112). Et de la il conclut que
ses douze irrationnelles binémes, avec la médiale, forment treize lignes
d’especes différentes. Puis, on trouve trois propositions (proposi-
tions 113-115), que nous exprimons par I'identité

(ya -+ B)(ya — VB) = (a — b)
Dans une autre, Fuclide montre qu’il existe des irrationnelles d’un

ordre supérieur 2 la médiale, en nombre infini; ce sont les irration-

nelles telles que Va (proposition 116).
Enfin, la cent dix-septieme proposition, la derniere du livre, a pour
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objet de démontrer que la diagonale du carré est incommensurable
en longueur avec le coté.

Passons-au commentaire de 'auteur grec.

Commentaire de Falens.

M. Woepcke a réparti dans deux sections distincles I'analyse de ce
commentaire, retrouvé, comme nous l'avons dit, dans une traduction
arabe. Dans 'une de ces sections, qui forme les §§ 10, 11, 12 et 13 de
son Mémoire et qui fait suite immédiatement a une analyse sommaire
du X* livre d’Euclide, il a réuni tous les passages relatifs i la généra-
lisation des propositions de ce X°livre, atiribuée 4 Apollonius par I'au-
teur grec; et, dans Pautre, formée des §§ 19 et 20 qui terminent son
travail, il donne une analyse ou table sommaire des diverses matieres
contenues dans tout 'ouvrage grec.

Nous parlerons tout de suite ici de cette derniére partie qui fait con-
naitre en peu de wots la nature et en quelque sorte la physionomie de
Pouvrage, et nous consacrerons les derniéres pages de notre Rapport 2
'exposé de cette généralisation des propositions d’Euclide, qui a fait
le sujet des recherches d’Apollonius, et qui est objet principal du
travail étendu de M. Woepcke.

Iouvrage de Valens est en deux livres.

On trouve dans le premier une esquisse historique des développe-
ments successifs de la théorie des quantités irrationnelles chez les Grecs
depuis Pythagore. I’auteur se livre ensuite a des considérations méta-
physiques sur les quantités continue et discontinne, surla commensu-
rabilité et |'incommensurabilité, sur les quantités rationnelles et irra-
tionnelles. 1] parle des travaux de Thétéete sur la théorie desirrationnelles,
antérieurs 4 ceux d’Euclide; discute plusieurs passages de Platon rela-
tifs a cette théorie, et compare les idées de ce philosophe aux principes
d’Euclide.

Le second livre est plus mathématique et forme nn commentaire du
Xe¢ livre d’Euclide. Mais M. Woepcke, craignant de donner trop d’ex-
tension a son Mémoire, a dl restreindre cette partie de son travail a
Yindication succincte des propositions ajoutées a la théorie d'Euclide et
des divers sujets sur lesquels Pautenr a disserté,
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Plusieurs passages de cette analyse peuvent faire espérer que Ihis-
torien trouverait dans I'ouvrage méme quelques détails intéressants sur
Iétat des mathématiques grecques, dout la connaissance nousJaisse tant
i désirer. De pareils textes anciens sont toujours précieux, d’autant
plus qu’ils deviennent chaque jour plus rares; il est donc & désirer que
les savants les recueillent avec soin et les mettent, par la voie de V'im-
pression, a P'abri des chances de destruction, qui est leur sort inévi-
table dans un laps de temps plus ou moins long. Nous exprimerions de
vifs regrets que M. Woepcke, dont le zéle et le talent comme orienta-
liste et mathématicien sont parfaitement i la hauteur d’une tiche dif-
ficile et laborieuse, ne nous efit pas fait connaitre intégralement cet
ouvrage grec, resté jusqu’ici ignoré dans un texte arabe, si nous ne
concevions naturellement que la crainte des difficultés que pourrait ren-
contrer Pimpression d’un tel ouvrage a du le retenir dans ses propres
désirs de compléter son travail, quelque attrait que lui offrit ce frag-
ment de Pantiquité grecque.

Passages du commentaire grec, relatifs aux travaux d’ Apollonius
sur la théorie des quantités irrationnelles.

Le commeuntateur Valens, apres avoir dit que cette théorie prit
naissance dans Pécole de Pythagore, qu’elle dut des accroissements 2
Thététe I’ Athénien dont Platon donne e nowm al’un de ses livres, ajoute
que « le grand Apollonius, dont le génie atteignit au plus haut degré
» de supériorité dans les mathématiques, enrichit cette matiore d’ad-
» mirables théories, apres bien des efforts et des travaux. »

« Euclide, continue le commentateur, établit des régles relativement
» 4 la commensurabilité et i I'incommensurabilité, en geénéral; pré.
» cisa les définitions et les distinctions des quantités rationnelles et
» irrationnelles; exposa un grand nombre d’ordres des quantités irra-
» tionnelles, et démontra clairement toute leur étendue,

» Apollonius distingua les especes des irrationnelles ordonnées, et
» découvrit la science des quantités appelées irrationnelles inordon-
» nees, dont il produisit un grand nombre par des méthodes exactes. »

Que faut-il entendre ici par ces expressions, irrationnelles ordonnées
et irrationnelles inordonndes? 1.’ auteur grec n’en donne aucune défi-



PURES ET APPLIQUEES. 425

nition; seulement, plus loin, il entre dans une courte explication,
assez obscure, dont nous reparlerons aprés avoir fait connaitre ce qui
se rapporte a ces irrationnelles et comment on les forme.

On peut concevoir plusieurs maniéres de généraliser la théorie d’Fu-
clide : soit en formant les irrationnelles, de plusieurs lignes, au lieu de

deux; soit en changeant la nature ou la forme des deux lignes compo-
1 Ay - Fa s
santes, en prenant, par exemple ya + b, au lieu de va 4+ vb.

C’est le premier mode de généralisation qu’Apollonius s’est proposé:
et ce n’est que par voie d’addition qu'il a formé ses irrationnelles po-
lynémes, composées de trois lignes, ou plus en nombre indéfini. Ce
que 'auteur grec dit des irrationnelles par soustraction est fort res-
treint, et Pon n’y voit toujours que des irrationnelles binémes. Parlons
d’abord des irrationnelles par addition.

L’auteur dit que trois lignes rationnelles, commensurables en puis-
sance seulement, forment une irrationnelle qu’on appelle la ligne de
trois noms, et que la démonstration de Pirrationalité est exactement
la méme que pour le cas de deux lignes.

Toutefois, M. Woepcke remarque que le raisonnement sur lequel
repose cette démonstration n’est pas absolument rigoureux.

I’auteur ajoute : « On peut de méme construire la premiere et la
» seconde de trois médiales. Puis la majeure, composée de trois hignes
» incominensurables en puissance, telles que 'une d’elles donne avec
» chacune des deux autres une somme de carrés rationnelle, tandis
» que le rectangle de celles-ci est médial. D’ une maniere analogue, on
» obtient la droite qui peut une rationnelle et une mediale; et de méme
» celle qui peut deux médiales. »

On trouve dans cette énumération des six irrationnelles trinomes, les
conditions de construction de Ja premiére, appelée la ligne de trois
noms, et des trois derniéres; et il n’est rien dit encore de la construc-
tion des deux autres irrationnelles, qui sont la premiere et la seconde
de trois médiales. Mais plus loin, apres avoir reproduit le mode dc
construction de la ligne de trois noms, formée de trois rationnelles
commensurables en puissance senlement, I'auteur ajoute : « Qu’on ait
» trois lignes mdédiales, commensurables en prssance et dont lune
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» comprenne avec chacune des deux autres un r‘ectangle rationnel ;
» le carré de la somme de ces trois lignes est irrationnel. » Puis, apres
un court raisonnement, en forme de démonstration de cette proposi-
tion, il dit : « Le reste des autres lignes se trouve dans les mémes cir-
» constances. »

Voila les seuls passages du commentaire grec sur les irrationnelles
formées par I'addition de trois lignes. On y voit que ces irrationnelles
sont rangées en deux groupes, i I'instar des irrationnelles binémes
&’Euclide. Les trois premiéres sont formées de trois lignes commensu-
rables en puissance; et les trois autres, de trois lignes incommensura-
hles en puissance.

Cependant il se présente une difficulté, au sujet des denx irration-
nelles du premier groupe formées de trois médiales. On congoil bien,
par analogie avec les irrationnelles d’Euclide, que le texte, énoncant
la condition du rectangle rationnel, s’applique a la premiére de trois
médiales, et que pour la seconde de trois médiales le rectangle devra
étre médial. Alors, il s’agira de trouver trois lignes médiales, commen-
surables en puissance, dont 'une comprenne avec chacune des deux
autres un rectangle médial; 1a somme des trois lignes formera la se-
conde de trois médiales.

Pour ce cas, il n’y a lieu 4 aucune incertitude, et on satisfait aux
conditions de la question en prenant pour les trois médiales, comme
le fait M. Woepcke, les expressions suivantes :

< ife oy
X — yac, ‘}’ e "—1‘7 = a—b;’

Mais pour le cas du rectangle rationnel, qui répond a la premiere
de trois médiales, les conditions indiquées sont incompatibles, du
moins en suivant le sens naturel que 'habile traducteur a donné au
texte arabe. Car si 'une des trois médiales 2 forme avec chacune des
deux autres, 7 et z, un rectangle rationnel, de sorte qu’on ait xy =m

et xz = n, il s’ensuit que le rapport de celles-ci Y, s'exprime par un
’ q 1, }

m . .. .
nombre;, et qu’ainsi ces deux lignes sont commensurables en lon-

gueur, quand elles devraient ne I'étre qu’en puissance. M. Woepcke
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conclui de la que le texte peut avoir été altéré, et propose de le recti-
fier en disant: qu'on ait trois lignes médiales, dont Uune soit com-
mensurable en puissance avec chacune des deux autres, el comprennc
avec chacune de celles-ci un rectangle rationnel. On satisfait 4 la
guestion en prenant pour les trois médiales,

= b b
X = b\/{l.) 7:\/7;, Z:p\/ﬁ

1l faudrait donc deux régles différentes pour la construction des
deux lignes formées de trois médiales, tandis que V'auteur n’en donne
quw'une pour les deux cas.

On est induit naturellement a rechercher s'il n’est pas possible de
donner au texte un autre sens qui permette de conserver un seul
énoncé. Or il semble que cela soit facile, car il suffit d’entendre que
I'auteur, en demandant trois médiales, commensurables en puissance,
n’a pas voulu dire en puissance seulement. Alors, on résout la ques-
tion par les expressions mémes qui satisfont a I'énoncé modifi¢ par
M. Woepcke.

Le texte relatif aux irrationneiles du deuxieme groupe, formées
chacune de trois lignes incommensurables en puissance, parait suffi-
samment clair : 'auteur demande pour la premiére des trois irration-
nelles, appelée la majeure, que Pune des trois lignes forme avec
chacune des deux autres une somme de carrés rationnelle, et que le
rectangle des deux lignes (cest-a-dire de celles-ci) soit médial. 1l
ajoute que, d’une maniere analogue, on obtient la droite qui peut une
rationnelle et une médiale ; et de méme celle qui peut dewx médiales.
On congoit, par analogie avec les irrationnelles du deuxieme groupe
d’Euclide, que cela signifie que, pour la droite qui peut une ration-
nelle et une médiale, les sommes de carrés seront médiales, et le rec-
tangle rationnel; et que, pour la droite qui peut deux médiales, les
sommes de carrés seront médiales et le rectangle aussi médial.

Pour la majeure, les trois lignes composantes x, y, 2 satisfont aux
conditions exprimées par les équations

X yi=a, x*+2=05h yz= ve.

54..
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M. Woepcke, en posant ces formules, donne les expressions des trois
lignes.

On reconnait aisément qu’on pourrait construire les deux autres
irrationnelles avec ces mémes formules; qu’il suffit d’y remplacer a

et h par Va, v, en conservant Ve pour la ligne qui peut deux mé-

diales, et en changeant y/c en ¢ pour celle gui peut une rationnelle et
rene médiale.

Cependant, pour ces deux lignes, M. Woepcke s'écarte de I'inter-
prétation naturelle du texte, 1l remplace le rectangle JZ par xy; et
il obtient des expressions différentes des trois lignes x, y, z.

On forme toujours ainsi des irrationnelles a trojs termes; mais cette
maniere, dont Papplication aux irrationnelles d’un plus grand nombre
de termes, peut offrir quelques facilités, a-t-elle bien été daus Uinten-
tion de lauteur grec; devons-nous croire qu’il ait poussé ses re-
cherches an dela des irrationnelles trindmes, et éprouvé le besoin de
formules plns susceptibles de généralisation, que celles qui semblent
répondre au sens naturel du texte arabe?

Nous n’avons parlé jusqu'ici que des irrationnelles par addition.
Ce que auteur dit des irrationnelles par soustraction se réduit i trés-
peu de chose, et il ne considére que des irrationnelles hindmes.
« Quand on a formé Uapotome, dit-il, qui est la différence de deux
» droites rationnelles commensurables en puissance seulement, si de

» la droite retranchée, appelée par Euclide la congruente, on re-
» tranche une rationnelle commensurable en puissance seulement
» avec elle, on obtient encore un apotome; et de méme, si de la
» ligne retranchée dans cet apotome, on retranche une rationnelle
» commensurable en puissance seulement avec elle, le reste est en-
» core un apotome. [i en est de inéme pour la soustraction des autres
» ]ignes. »

Ainsi auteur ne forme pas d’irrationnelles polyndmes ou entre le
signe moins. On peut penser que cette question avait offert des diffi-
cultés qui auront arrété Apollonius et les autres géométres aprés lui.

Nous avons dit que les irrationnelles considérées par Euclide s’ap-
pelaient irrationnelles ordonnées, et celles d’Apollonius irrationneiles
inordonnées,

" R I TR R E AR TR RN SRRR SRR RRL)
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On lit dans le eommentaire grec, que « les irrationnelles ordonnées,
» lesquelles forment le sujet limité d’une science et se réduisent aux
» treize d’Euclide, sont aux inordonnées, comme les rationnelles sont
» aux irrationnelles ordonndes. Que les inordonnées sont formées des
» ordonnées au moyen de la proportion, de Vaddition et de la sous-
» traction, »

Ce peu de mots ne peut donner une idée de ce qu'il faut entendre
par irrationnelles inordonnées. Mais on trouve dans une préface ou in-
troduction aux Données d’Fuclide, par Marinus, le disciple et le suc-
cesseur de Proclus dans I'école platonicienne d’Athénes, au v* siecle,
une explication de ces mots ordonné et inordonné. On y lit:

Ordonné, ce qni est complétement déterminé et ne peut se faire de
diverses facons, comme une droite menée par deux points. Znordonné,
ce qui west pas déterminé complétement et peut se faire de diverses
facons, comme un angle passant par deux points.

Comment faut-il appliquer ces définitions précises aux irrationnelles
binémes d’Euclide et aux irrationnelles trindbmes &’Apollonius?

On voit bien que la premiere, celle de 'ordonneé, convient aux irra-
tionnelles bindmes, en ce qu’elle peut sappliquer i cette belle propo-
sition d’Euclide, savoir qu’une irrationnelle donnée ne peut étre di-
visée qu’en un seul point de maniére que ses deux segments forment
denx lignes satisfaisant aux conditions de construction de Virration-
nelle; ce qui répond, comuse nous I'avons dit, a I'égard, par exemple,
de la ligne de dewx noms, i cette proposition arithmétique, que I'on ne
peut avoir ya + vb = Va' + .

On peut donc dire, conformément a la définition de Marinus, que
les irrationnelles d’Buclide sont ordonnées. Les Anciens anraient-ils
pensé que les irrationnelles polynémes n’offraient pas le méme carac-
tere, et, par exemple, qu'une ligne de trois noms ya + b + yc, put
étre composée de trois autres rationnelles différentes, et étre égale
a ya -+ b 4y’ ? Ce qui ne serait pas exact.

Le chapitre dans lequel M. Woepcke a émis ses vues, an sujet de la
divination des propositions sur les irrationnelles polynomes qui ont pu
faire partie de I'onvrage d’Apollonius, contient six propositions géné-
rales correspondantes aux six irrationnelles d’Euclide par addition,
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lesquelles expriment qu’une somme de lignes, déterminées d’apres cer-
taines conditions, forme une ligne irrationnelle. Ces propositions sont
la généralisation de celles qui, dans le commentaire grec, sont relatives
aux irrationnelles trindmes comme nous 'avons vu. M. Woepcke, en
énongant ces propositions générales, ne veut pas dire qu’elles aient ¢té
formulées par Apollonius, dans cet état de généralité qui rentre dans
Pesprit de I'analyse moderne, mais seulement qu’elles forment une gé-
néralisation des irrationnelles trindmes décrites dans le texte arabe, et
qu’elles complétent cette théorie.

Nous avons essayé, dans ce Rapport auquel la nature du sujet, de-
venu si étranger 4 nos théories mathématiques actuelles, a donné une
étendue inaccoutumée, de faire connaitre les parties principales de
Iouvrage de M. Woepcke. Nous pensons que cet ouvrage offrira de
Pintérét aux érudits qui cherchent et aiment & retrouver des traces de
la culture des sciences dans I’antiquité et 'esprit des méthodes qui,
sous des formes parfois tres-différentes, ont été la préparation et Pori-
gine de nos méthodes modernes. On saura d'autant plus de gré a
M. Woepcke d’avoir mis ses connaissances dans la littérature arabe au
service des sciences mathématiques, pour tirer de 'oubli ce fragment
de ’école grecque, qu’il lui a fallu beaucoup de zéle et de persévé-
rance pour accomplir ce travail ardu, sur des matiéres qui ne sont
plus cultivées et qui présentaient plusieurs sortes de difficultés. Aussi
ce travail nous parait mériter les encouragements de 1'Académie, et
nous pensons qu'il y a lieu de le mettre au jour. Nous avons ’honneur
de proposer, en conséquence, a I'Académie, d’en voter I'impression
dans le Recueil des Savants étrangers.

(Les conclusions de ce Rapport ont é1é adoptées. )
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