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NOUVELLES RECHERCHES

SUR

LES NOMBRES PREMIERS,

Par M. A. oz POLIGNAC.

PREMIERE PARTIE.
§ .

DEFINITION DES SUITES DIATOMIQUES.

Considérons la suite naturelle des nombres

( ) e, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
a ~
T, 12, 13, 14, 15, 16,....

Si nous rayons tous les nombres de deux en deux 3 partir de zéro,
nous obtiendrons ainsi le tableau (@),
(@) o, 1, =2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1e, 11, 12,

a N
! 13, f, 15, 16, 17, 18, 19, 20e,...

Nous aurons toujours un nombre rayé compris entre deux nombres
conservés; donc, apres cette premiere opération, les séquences des
termes rayés se succéderont comme les termes de la suite

(1) I, I, 1, I,...,

que nous appellerons suite diatomigue de 2, ou premiére suite diato-
mique.

Dans le tableau (a,), rayons encore les nombres de trois en trois i
Tome XIX. — Sgpremsre 1854, 3Q
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partir de zéro, et nous aurons le nouveau tableau

(a2) o, 1, 2, %, 4, 5, 6, 7, 8, g, 1o, 11,
2
12, 13, ¥4, 5, 16, 17,...,

dans lequel les séquences de termes rayés se succédent comme les
termes de la suite périodique '

(2) ' 1,3, 1, 3, 1, 3,...,

que nous nommerons suite diatomique de 3, ou deuxiéme suite diato-
mique.

Aprés 'unité, le premier nombre non rayé dans le tableau (a,) est
le nombre 5; rayons les nombres de ce tableau de cing en cinq a
partir de zéro, nous obtiendrons le tableau (ay):

e, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, g, 1o, 11, 12, 13,
(as) f, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, a5, aff, 27,

28, 29, 3e, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,...,

et les séquences de termes rayés se suivront comme les termes de la
suite périodique

(3) 1, 5,3, 1,3, 1,3,5, 1,5 3,71, 3, 1,3,05, 1,.,.,

qui sera la suite diatomique de 5 ou la troisiéme suite diatomique.
La suite diatomique de 7, ou la quatrieme suite diatomique, serait

1, 9, 1, 3, 1, 3, 5, 1, 5.3, 1,3,5 5,1,5,3, 1, 5, 3, 5, 7,
4) {3, 1,3, 1,3, 7.5 3 5, 1,3, 5, 1,3, 5,3, 1, 3, 5, 1, 5, 3,
1, 3, 13 1, 9, 1, 3, 1, 3, 5, 1, 5, 3,....

Pour généraliser ce qui précede, remarquons d’abord que les se-
conds nombres non rayés dans les tableaux successifs (a), (a,), (@s}s
(a,), etc., sont précisément les nombres premiers rangés dans leur
ordre naturel , et désignons par P, le n'm¢ nombre premier ; alors, en
rayant les nombres du tablean () de deux en deux, puis de trois en
trois, de cinq en cinq, et, enfin, de P, en P,,, nous formerons un ta-
bleau (a,) dans lequel les séquences de termes rayés auront respec-
tivement pour valeurs les termes d’une certaine suite que nous appel-

lerons suite diatomique de P,, ou niéme suite diatomique.



PURES ET APPLIQUEES. 307

§ 1I.
PROPRIETES FONDAMENTALES DES SUITES DIATOMIQUES.

Tutorime 1. — Toute suite diatomique est périodique, et la période
commence avec la suite.

Admettons que le théoréme soit vrai pour la (n — 1)%" suite; si
celle-ci est périodique, en effacant dans le tableau (a,_,) les nombres
de P, en P, pour former le tableau (a,), on finira nécessairement par
trouver deux multiples de P, déja effacés et occupant la méme place
dans le tableau (a,_,).

Nous appelons place d’'un nombre dans le tableau (a,_,) sa dis-
tance au nombre qui commence la péricde dans laquelle se trouve le
nombre considéré; ainsi, par exemple, 5, 11, 17,..., 5 +6n occupent
la sixieme place par rapport au tableau (a,).

Soient &P, et &'P,, les nombres trouvés qui occupent la méme place
dans le tableau (a,_,); alors les séquences ou termes du tableau (a,),
trouvés en allant de AP, vers &' P, se répéteront apres &' P, indéfini-
ment et dans le méme ordre par raison de symétrie, et, réciproque-
ment, on trouvera ces mémes termes dans le méme ordre en ailant
de k' P, vers AP, ou de kP, vers zéro.

Maintenant, on peut supposer que la distarice entre K'P, et AP,
est plus grande qu’entre &P, et ZéI‘O.; donc, puisque tons les termes,
en allant de AP, vers zéro, se suivent dans le méme ordre qu’en al-
lant de X'P, vers kP,, on trouvera entre kP, et AT, un certain
multiple de P,, pP,, qui occupera, par rapport a la période du
tableau (a,_,), 1a méme place que zéro. Donc les termes trouvés en
allant de zéro vers p.P, se répéteront indéfiniment et dans le méme
ordre apres p.P,; or la succession de ces termes forme ce que nous
appelons la n“me suite diatomique; si donc le théoreme existe pour la
suite (n—1), il existe aussi pour la suite (7). Or le théoreme est
vrai pour la suite (1); il est donc général.

Tutorime II. — Le premier nombre du tableau (a,), aprés lequel
les séquences de termes rayés se reproduisent periodiquement, nombre

39..



308 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

que nous désignons par (uP,), est le produit de tous les nombres
.. \ . .
premiers jusqi’a P, inclusivement.

En partant du nombre (nP,) et effacant les nombres de deux en
deux, puis de trois en trois, de cing en cing,..., et enfin de P,
en P, on effacerait juste les mémes nombres qu’en partant de zéro,
et en faisant les mémes opérations.

Donc (p.P,) est égal & 2.3.5... P, on & un sous-multiple de ce pro-
duit; or, ce sous-multiple contenant au moins un nombre premier de
moins, on ne serait pas dans les mémes conditions que si on partait
de zéro; donc

(\‘U,P,,> = 235 P,,.

Tueorime 1. — Dans toute suite diatomique la période a pour
premier terme l'unité; el , dans la série de tous les autres, les termes
également distants des extrémes sont eganx.

D’abord le premier terme sera I'unité; car (wP,) — 1 et (uP,) +1
ne sont divisibles par aucun des nombres premiers non supérieurs
a P,: donc, apres la n¥*™ opération, (rP,) — 71 et (uP,)+ 1 ne
seront rayés ni I'un ni Pautre, et (uP,) sera seul rayé entre eux.

Considérons maintenant, dans le tableau (a,), deux multiples
consécutifs de (nP,), par\ exemple puP, et 2 uP,; il est évident que
les termes de la péricde de la suite (n), qui seront a égale distance
de uP, et de 2 . P, , seront égaux.

Le nombre des termes étant impair, il y a toujours un terme
milien.

Tarorime IV. — Les multiples de P, occupent toutes les places
par rapport a la période du tableaw (a,_,) et ne les occupent qu'une
seude fois dans chaque période du tableau (a,).

7 . [ . 'Pn
Le nombre de places dans la période de la (z—1)%" suite est (ilpJa

n

il faut prouver que les p places occupées par les multiples de P,,, de-
puis P, jusqu’a (uP,), sont toutes différentes par rapport a la période
dua tableau (a,_,).
Or cela a lieu, sans quoi (£P,) ne serait pas le premier 4 partir
duquel la période de la 7" suite recommencerait comme 4 partir de
o.

Vo . T I TIRENCENE e [y I "
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TugorktMe V. — 87 nous désignons par ®(p.P,) le nombre des
termes de la période de la n*¢ suite diatomique, nous aurons

(IJ(‘U.P,,):(2——1)(3—[)(5—I)...(P,,H,—l)(P,,—l).

Désignons par & le nombre des termes de la (n— 1) suite, et sup-
posant que le théoréme soit vrai pour cette suite, il sera vrai pour
la n'me; en effet, le tablean (a,) contient (P,) fois le tableau (@noy)y
en sorte que, si ancune séquence n’avait été réunie i la précédente en
rayant le terme qui les sépare, le nombre des termes du tableau (ay,)
serait £.7,; mais, d’apres le théoreme précédent, les multiples de P,
occupent et n’occupent qu’une seule fois toutes les places de la pé-
riode (a,_,) dans la premiere période de (a,); donc, entre autres, les
places non rayées seront occupées. Or ces places sont au nombre
de 4; done il faudra, pour avoir le nombre des termes de (a,), re-
trancher 4 de £P,; on arrive ainsi 4 A (P, —1).

On vérifie le théoréme pour n = 15 il est général.

Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme trés-connu; en
effet, ® (uP,) est le nombre des nombres premiers et inférienrs

a (pP,). _
On voit que le nombre des termes augmente tres-rapidement:

Pour n =1, @ (pP,) devient 1,

Pour n= 2, ® (nP,) devient 2,

Pour n

I

4, ©(uP,) devient 48,
Pour n =135, ® (uP,) devient 48o0.

.

)

Pour n =3, ¢ (pP,) devient 8,
)
)

Tutortme VI. — 87 l'on désigne par S, la somme des termes de Ia
période de la ™ suite, ou, ce qui revient au méme, le nombre des
entiers inférieurs a P, et divisibles par un ou plusieurs facteurs non
supérieurs « P,, on aura évidemment, dapres les théorémes préce-
dents ,

S, (wP,) - ®(uP,) = (nP,) — (2—=1)(3—1).. (P, —1).
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§ WL

DE LA SUITE MEDIANE ET DES SUITES CONSTANTES QUI TENDENT A SE
FORMER DANS LES SUITES DIATOMIQUES.

A cause de la symétrie des suites diatomiques, si, an lieu de partir
de zéro pour former une période d’une suite diatomique, on part de

P, ee s . . . , .
‘L—z—’; on formera la moitié d’une période en allant jusqu’a p.P,. Dési-

P C 1 .
gnons par @ le ncmbre ‘Lz", et considérons la suite des nombres na-

turels,
cery, a—6, a—5 a—4, a—-3, a—2, a-—ru,
a, a+1, a+2, a+3, a+4, a+5 a-+6,..,
il est clair d’abord que tous les termes de la forme

atxom -+ 1

seront effacés comme nombres pairs, puisque a est impair; mainte-
nant, si I'on efface (en partant de a) de trois eu trois, de cinq en
cing, de sept en sept,..., de P, en P,, il est clair qu’en prenant n
assez grand, on effacera tous les termes de la suite précédente (jus-
qu’a un terme choisi arbitrairement), excep:é les termes de la forme

a == o™,

On voit donc qu’il tend a se former, au milieu des suites diato-
miques, une suite constante que nous appellerons suite médiane, et
qui n’est autre que la succession des puissances de 2 diminuées d’une
unité. On voit, de plus, que la svite médiane s'étend au dela de
toute limite. Les termes milieux des suites diatomiques tendent donc
vers un état définitif, les puissances de 2 diminuées d’une unité. 1ls
présentent le tableau suivant :

..y 255, 127, 63, 31, 15, 7, 3, 1, E, 1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255,....

En particulier, on remarquera que le terme milieu est toujours 3.
On peut se proposer, étant donnée une suite diatomique, de déter-
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miner le nombre des termes de la suite médiane qui appartiennent a
cette suite diatomique. Cette question parait tres-difficile; toutefois
on peut aisément avoir une limite inférieure du nombre cherché. En
effet, ce nombre sera au moins égal 4 deux fois le nombre des puis-
sances de 2 inférieures & P, augmenté d’une unité.

. P P - P .
Prenons maintenant ﬁ?’—", %, ou, en général, iP_,.n" P, étant au plus

égal a P,, et voyons quels seront les termes des suites diatomiques

. [4 P" P ’ pll .
correspondants aux nombres situés autour de ES—’ H5",---, MT Dési-
k
P . R . T .
gnons % par a; il y a deux cas particuliers & distinguer :
k
10 a x1=o0 (mod. Py);

alors les termes diatomiques situés autour de a présentent les tableaux
suivants {pourvu qu’on prenne P, assez grand):

T Pi—Pi—1, Pi—Pr—1, Pr, Pr—2,

P; —Py—1, P —Pi—1,...,

pour
a—1=o,
et
.ey Pz—P‘i—l, P%—Pk—‘, Pk_27 Pk’
P2 —P,—1, P} —Pi—1,...
pour

a-+ 1=0.

2°. a n’est congru ni avec +1, ni avec — 1; alors on a le tableau
suivant, qui ne différe des précédents que par les termes du milieu,

vey Pz—P%—-I, P:—Pk—"l, Pk—Q, I, Pk—-ﬂ,
P? —Pi—1, DPi—Pi—1.
Dans le cas de

P‘Pn_
3 =4
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comme @ — 1 oun @+ 1 est 'un ou 'autre congru avec 3, les deux
premieres valeurs des suites constantes se présenteront seules; pour

P . ‘s . . \
%:7 P; étant supérieur a 3, il pourra se présenter les deux cas

signalés plus haut.

1 . P R
Considérons maintenant le nombre ’21——; nous trouverons qu’a par-

tir de ce terme, il se forme & droite et & gauche une suite qui n’est
e Tiara »P, :
pas symétrique et dont le terme milien est 5. Désignons S— pa b, et
prenons la suile des nombres naturels
o b—=3, b—2o, b—1x, b, b+, b+2, b+3,. .

tous les nombres de la forme

bxom—+1

seront effacés comme nombres pairs. Maintenant il y a deux hypo-
theses A faire :

1°, b —~ 1=0 {(mod. 3).

Dans ce cas, en effacant de trois en trois a partir de & — i, puis de
cing en cing, de sept en sept,..., de P, en P, a partir de b, on voit
que, dans la portion'de droite, tous les nombres seront effacés, ex-
cepté ceux de la forme

b+ 22™,

ou de la forme
b+ 2% .38,

et, dansla portion de gauche, il n’y aura de conservés que les nombres

de la forme
b — 22m oy h — g%, 38,

En sorte que les termes de la suite considérée sont, pour la partie
droite,

22,38 — 0% 3% —1, on 2%.3f8— 2" —1, ou 2" — 2%, 38—,

et, pour la partie gauche,

22,38 — 2% 38 — 1, ou 2238 —2"'—1, ou 2"+ 0232y,

b o ' " | I R R I R N N N
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On peut réunir ces différentes formes dans une seule formule, sauf

a la discuter dans les deux cas ou l'on prendrait la portion de droite
ou la portion de gauche de la série ; cette formule est

27,38+ 2% =% JE—f ) g,

Si 'on se donne et B, « et &' sont déterminés. Supposons d’abord
que £ ne soit pas nul; alors, si la valeur de [ nlest pas nulle non
plus, le terme trouvé pour la portion de droite s¢ trouvera aussi dans
la portion de gauche de la série. Admettons encore que 2 > o; alors,

faf .

sl 3= o, la formule pour représenter un terme de droite devra étre
telle que

o' =2k,
ef, pour un terme de gauche,
& =9k 4.
‘nfin si § = o, on aura, pour un terme de droite,
7= a2k,
et, pour un terme de gauche,
%= ak +1.

£ et B ne peuvent étre nuls 4 Ia fois; quant aux exposants z et o,
aucun d’eux ne peut étre nul.

2% {(h+1)=0 (mod. 3).

Il est aisé de voir, dans ce cas » que la partie gatuche devient Ia partie
droite, et vice versd ; c’est 14 le seul changement qui ait lien.

. . 3 P, sy .
La suite qui se forme autour de “F ne change pas indéfiniment
2.3 8

avec P,; comme la suite médiane, elle tend vers un état constant,
seulement elle peut changer de sens, cest-i-dire que les termes qui

\ uP
pour une valeur de 7 se trouvent a gauche de 53 beuvent pour une

autre valeur se trouver i droite, et vice versd; ainsi la suite est
Tome XIX. — Ocroene 1855 40
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constante par rapport i la valeur des termes, et elle n’admet que
deux états en considérant Jeur disposition. Dans tous les cas, I'inspec-

. P, .«
tion seule de la forme de ng, par rapport a 3, suffira pour marquer

si ’on a un de ces états ou 'autre.

Nous nous sommes un peu étendu sur cet exemple pour donner
une idée de ces sortes de considérations.

p P

3 ts Anét DO P-Pn
2.3 peut se repeter pour

PPy
des conclusions que notre cadre ne nous permet pas de développer;
nous reviendrons la-dessus une autre fois et nous examinerons plus

¢ Py
Pk P]‘I P/‘.//. .

Ce qu’on a dit pour , et on arrive 2

généralement ce qui se passe autour d’'un nombre » par rap-

port aux termes diatomiques.
Il nous a suffi d’indiquer I’existence de ces suites constantes qui
tendent 4 se former dans les suites diatoiiques et nous permettent de

trouver des groupes de termes connus, sans qu’il soit hesoin de
former les suites diatomiques elles-mémes.

DEUXIEME PARTIE.

§ 1.
SUR LES FONCTIONS [L.

Les fonctions p., ou plutét p. (x), dont nous voulons ici parler, nais-
sent de la considération du produit 2.3.5... P,_, P, des nombres pre-
miers successifs de 2 4 P,, que nous avous ci-dessus désigné par (1P,)
ou pu.P,: lear caractere essentiel est d’avoir ce produit pour valeur
quand la variable x (que nous supposons croitre d’une maniere con-
tinue de 1 4 » ) devient égale 4 un nombre premier P,. Quel que
soit ce nombre premier, nous voulons qu’on ait

v(x)=12.3...P,_, P, pour x =P,

Or il y a évidemment une infinité de fonctions jouissant de la pro-
priété indiquée. Ainsi, par exemple, soit @ (Py), un produit quelconque
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de n nombres premiers, et je dis qu'on pourra prendre

. ﬁ;_
(l) . (x) — q(z)n{n?[x, ( 9)2,,J}

¢ () étant une fonction égale 4 Punité tant que x est < 2, égale a 2
pour x = 2, et en général définie par les trois conditions suivantes :

) . . . . .
1°. 9(x) =@ (x —1), tant que x n’est ni premier, ni puissance
d’un nombre premier;

2". ¢ (x) =2 (x — 1), six est premier;

3% ¢(x)=yo(x — 1), si x est une puissance quelconque d’un
nombre premier y (ces deux derniéres conditions n’en font 2 propre-

ment parler qu’une seule, puisque la deuxieme est comprise dans la
troisieme).

Le signe II est le signe ordinaire de multiplication. On peut du
reste écrire antrement la valeur de p. () pour rendre sa forme plus

sensible :
1 1
¢ (.r) Mg (‘I'Pk Pk’) Iy (‘Z‘Pk PyPk”Pw> Lo

pla) = R S AL
Tg (xP") Il (.:CP" P'“’PW) .

/o 1 1 1
ITe (.zP‘) désigne le produit ¢ (ac;> ® <x§> o (a5> ou les dénomi-

nateurs des exposants de x sont les nombres premiers 2, 3, 5,.... Dans

s
les antres produits II les facteurs sont tous de la forme ® (.r"' ), mais

le dénominateur m est formé par la multiplication de deux, de trois,
de quatre nombres premiers, etc., suivant ce qui est indiqué. Observez
1
que pour x = 1 tous les facteurs ¢ (x ’”) se réduisent a 'unité; il en
est de méme pour x > 1 tant que x reste < 2; ainsi plx)=1 pour
toutes les valeurs de x depuis o = 1 jusqu’a > aussi pres de 2 quon
(L
voudra."Mais pour & = 2, ona g (x) = 2; les autres facteurs “ k.x‘"'>

7

jo..
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sont encore ¢égaux a 'unité : on a donc

p{2)= a.

v

En général il n’y a qu'un nombre fini de facteurs ¢ dont la va-
i

leur différe de 1, car dés que m est assez grand pour que 2™ soit

< 2,0n a

On voit aussi tout d’abord que & croissant, (x) ne peut changer de va-
leur que quand x atteint un nombre premier ou une puissance d’un tel
nombre. En effet, par hypothése, ¢ () ne varie que dans ce cas, et il
en est de méme des autres facteurs de Pexpression de p{x), car, x

1 1 1

n’étant pas puissance d’un nombre premier, xPh, PP , xpkﬂpﬂ"P’:”, elc.,
ne pourront €tre ni premiers, ni puissances d’un nombre premier.
Mais il y a plus : p.{x) ne change que quand a atteint un nombre
premier simple.

Examinons, en effet, ce qui arrive quand x devient une puissance
d’un nombre premier y, et pour cela comparons pu(x) a p(x —1);
i1y a deux cas a distinguer suivant que Pindice de Ia puissance
est un nombre quelconque, ou bien le produit de nombres pre-
miers A la premiére puissance.

Traitons d’abord le deuxiéme cas.
Soit, pour fixer les idées,
:]2.3.5,7;
nous allons voir qu’en passant de p.(x —1) a & (), nous introduisons

le facteur y avec un exposant égal au numérateur et an dénomina-

teur, en sorte que la valeur de . () reste égale 4 celle de P (e —1).
On sait d’abord que

o(x) =y (x—1);

ainsi le premier facteur du numérateur est multiplié par y dans le

I
passage de 1 (x — 1) & o (o) : les deux facteurs suivants o (:rp’f P’f’)
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et o (a:'P’ka’ Py P‘”’) introduisent 4 leur tour ¥ avec les exposants 6
et 1. On a

e (x}ﬁ) =7 (;ﬁ) ? (x:) ¢ <x_/> ¢ (xFJ ¢ (x_v) ? (x?)

et, puisque x = y2-3.5.7, les valeurs de ¢ qui ont ici changé sont

Donc

De méme, pour y = x2:3:5.7, ona

? (-r’-;f"?)' A [(w - 1)’*’"‘5-7],

consequemment
1 i . 7
T 9 (xl)kPHP,‘I/PIﬂ/I> — J,I] © [(1 —_ ])PI; Py Py PA’”J_
4

Les autres facteurs du numérateur gardent la méme valeur pour
m(x)etp(x—1).

Au dénominateur, les deux premiers facteurs IT changent seuls.

[Yabord |
My <rp_*> =9 (x> ? (xs) ? (U <D<x7> :
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or, pour x = y>3-57, on a

il s’ensuit

ou trouve

En général , si x est égal & un nombre premier y élevé a une puis-
sance marquée par le produit de m nombres premiers différents,

olat) = g
olat) = o
o(af) = ¢
? (112> =J¢

o (xP"P"’ P"”) =y'ly [(x — 1)

On voit donc, finalement, que y s’'introduit au numérateur avec
PVexposant 1 +6 +1 =8, et au dénominateur avec I'exposant
4 + 4 = 8; donc I'expression ne change pas, et p(x)= p(x —1).
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_ 1
[ (x —1)7 ]
_ E
| (x — 1]’
_ E

(2 — |
_ e
| (z —1)?

1
PP, P,

7 s'introduira au numérateur avec l’exposant

m(m—1)

m(m-—1)(m—2)(m—3)

1,2

1.2.3.4 e
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et au dénominatetir avec 'exposant

m o mlm =) —2)

m(m—1)(m—2)(m—=3)(m—4)
1.2.3 + 1.2.3.4.5 e

or, ces quantités sont égales.

Si x était une puissance d’'un nombre premier dans indice de la-
quelle des nombres premiers figureraient plusieurs fois comme fac-
teurs, on ferait une démonstration tout a fait analogue a celle que
nous venons de donner, et 'on trouverait que la fonction ne change
pas non plus dans ce cas. Pour abréger, nous omettons cette dé-
monstration; le lectenr y suppléera aisément.

‘Mais si o est purement un nombre premier, le premier facteur du

numeératear est multiplié par & quand on passe de & —1 & a; aucun
autre terme ne change. On a donc alors

ple) =xp(x —1)
Ainsi, partant de p (1) = 1, on trouvera successivement
p(a) =2, p(3)=23,
et, en général,
w(x)=12.3...P, P, pour x=70,,
P, étant un nombre premier quelconque; c’est ce qu’il fallait démon-
trer.

Reste a4 choisir ¢ () de maniére a remplir les trois conditions
prescrites.

Or il suffira pour cela d’écrire

R o rgupue| 2
2 g (x) = H{HF[;—(})%();;}% |

dans laquelle I (x ) désigne, en général, le produit de tous les nombres
consécutifs depuis 1 jusqu’au plus grand entier x contenu dans x,
en supposant toutefois F (x) =1 si x =0 : on voit que F (x)=T(x -+ 1)
snivant la notation de Legendre, en sorte que si x est un entier.
Fix)=T(x+1).
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Pour démontrer la formule (2) nous développerons le secondl
membre; nous écrirons
‘ z x \
Pl e (5 )one (s

Pr)’ PP ] "
o(ax)= — — _\PPw/  \PiPuPuPy )" .

x z
nF{ ). ———— ]
(Pk> ¥ (P/r Py P/,u)

l.e nombre des facteurs F dont la valeur differe de I'unité est toujours
limité quelle que soit la valeur de x : pour x = et tant que x esi
< 2, tous les facteurs sont égaux a 1, et comme alors aussi p(x)=1,
notre égalité¢ est vérifiée : pour x = 2, elle fournit encore la valeur
exacte 9 (2) = 2. Voyons ce qui arrive quand x grandit indéfiniment.

Lorsque x est une puissance d’un nombre premier, alors, en pas-
sant de x — 1 a4 x, on multiplie le premier membre par la racine
de x.

Il faut démontrer qu’il en sera de méme pour le second membre,
que je désignerai, pour abréger, par ¢ (a); or au numérateur rien ne
change, sauf le premier facteur, quidans ¢ (x —1) était F (x — 1), et
qui dans 4 (o) devient

F{x) — xF (2 — 1).

. . o & — 1 .-
Au dénominateur, le seul terme altéré, c’est F <—«>, en dési-
y o

gnant par y le nombre premier racine de x; il vient

F(3) =77 (*):

v(x) =y .y (x =)

par suile,

Done, si Pégalité (2) avait lieu pour x — 1, elle subsiste pour x.

Le cas de x nombre premier est compris dans le précédent; alors
Y = x, et les deux membres se trouvent 4 la fois multipliés par .
Mais si & a une autre valeur quelconque, alors on démontre d’une
maniere tout a fait semblable & ce que nous avons donné i propos
de la fonction p. (), que le second membre ne change pas quand on
passe de & — 1 & a; donc le second membre reste encore, dans ce
cas, égal au premier s'il I'était d’abord; I'égalité (2) déja vérifide de
% =1 ax =2 est par snite établie généralement.



PURES ET APPLIQUEES. 321
Puisque F(x; =1 (x -+ 1), on voit que p () s'exprime compléte-
ment avec des fonctions eulériennes.
Nous pouvons maintenant nous proposer la question inverse : ex-
primer ¥ () avec des fonctions ¢, et g avec des fonctions p.

Cela est tres-facile; en effet, prenons de part et d’autre les loga-
rithmes dans la formule (1), nous aurons

logp. () =logo (x) —2 logo (JCP—"> —1—2 logo (leAT”> +...

De méme,

log (‘1’;) = logy (xa) —Elogq (’CTP"> +Zlogqa(x@m> —,

log . (\.r§> = logc‘o (xé) _Elog@ (xf’_*’;> -

log‘u.(xﬂ = ... .. etc.

/ N T

En ajoutant ces égalités, nous aurons

7

N logp (ch) =logpx),

ou g recoit toutes les valeurs 1, 2, 3, etc., jusqu’a une certaine limite,
car les logarithines deviennent nuls quand la valeur de la fonction p.
se réduit a P'unité; de la on tire

1

‘3 Ty, (ﬂ) =g (x)

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de faire voir quun terme
[

quelconque loggo(.r;>, autre que le premier log ¢ (), entre, dans

les seconds membres des égalités qu’on ajoute, autant de fois avec

le signe + qu’avec le signe —; et, en effet, il est aisé de s’assurer

que le coefficient de ce terme autre que log ¢ () sera, au signe pres,

de la forme

; __n_|_'i(_'i;‘1_)_”(n —zl)én~2)

rln—1(rn—2)(n—3

42 )(2 '3.4)( )

Tome XIX. — Ocronre 1854. 41

—..={1—1)\=o.
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On opérerait d’une maniére tout a fait analogue pour trouver F en
fonction de g, et 'on obtiendrait

(4) F(z)=1p(%),

ou, en développant,
x z z
F(x)=¢(®)¢ (;) o(5) 0 (3)
v recoit toutes les valeurs entiéres depuis jusqu’au nombre qui rend

x \ . N - £ s ) at
© « 2, car a partir de la tous les facteurs o (—/) sont égaux a lunité.
7 :

Au reste, dans toutes les formules que nous avons données, il suffit
de prendre la partie entiére de I'indice; car, par exemple,

?(f) = ¢ (a)

v ) . x
si nous appelons a Pentier contenu dans =; et
7

1
2 (xg) = p(a')
si nous désignons par a’ la partie entiere de la racine g " de x.

T.a formule (4) a été aussi donnée par M. Tchebichef qui la dé-
montre directement, chose trés-simple a faire [*]. Les formules fon-
damentales (1) et (2) et la formule dérivée (3) sont entiérement nou-
velles. »

Lorsqu'on veut calculer ¢(x) au moyen de la premiére formule
fondamentale, on se trouve arrété parce qu’on ne connait pas tous les
nombres premiers inférieurs & un nombre donné, et qu’on ne peut les
exprimer en fonction de ce nombre; cest, en effet, ce qu'on devrait

savoir faire pour trouver les limites desZ qui figurent dans la for-

mule

(1) logg (x) = logF () — 3, log F (%) +JlogF (7 ) =

\

{*] Le Mémpire ot M. Tchebichef démontre ce théoréme est postérieur a ma pre-
miere communication  Plnstitut, qui a été faite en octobre 184g. Cependant, le sa-
vant russe w’ayant pu avoir connaissance de nos méthodes, il est juste de dire que son
travail lui appartient en propre.
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puisque 'on doit prendre lesz jusqu’a ce que I'on cesse d’avoir

T, Ev, _% >
? PPy =77 PPy Py =

Nous substituerons des inégalités 4 la place de Pégalité (1) et nous
commencerons par nous demander si 'expression

3y logF () ZlogF( )+2 logF(PLPA)

est plus grande ou plus petite que log ¢ ().
L’indice # que nous donnons auxz indique qu’il ne faut prendre

les valeurs de (&), (k, &), (k, k', k), etc., que depuis 1 jusqu’a #;
par exemple,

logF(ux) ——2 logF( )—I—Z log F <P Py
=logF(x) — logF (—\) — logF(—) + log T ( —)

11 est clair que nous supposons 7z plus petit que le rang dn plus
grand nombre premier satisfaisant 4 la condition

—>2.

Dans le cas contraire, I'expression (II}) serait exactement égalc
log o ().

On voit aisément que le nombre des termes de cette expr essum est
toujours 2"

Malntenant écrivons

log ¢ (o) logF (x — ¢

= logF (x) — logF |-

——

41,
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Nous allons faire voir que

" .
e>0, >0, € >0, & >0,.., &>o0;
il s’ensuivra que toujours

logo () <22n log F.

En se reportant a la formule dérivée (4), on trouve pour o (x ) les
valeurs suivantes :

ST N
ANENENE)
. F(z) " — F(\x)
¢ (x) [?(E)?<%>”<E> ][m<§)?<§> ] <§>[‘F<§)‘P(g) J

de méme .
IRl - |
AL

et ainsi de suite. Or de 1a, en prenant les logarithmes, on tire aisément

e = (e (Z)),=tog[ ¢ (5)2(5) o ()]

= (o). =108 (5) 2 (3) ¢ (5) o (5) -]
wy | = (elE)) =100 (5)e (5 (F)e (55) |

o= (e (2)), =082 (2) 2 (20 (35) ()]

.............................

Ve (e G voel ) o () o() o )

. . 'z “res
Dans Pexpression [qo (;)] les différentes valeurs u,, u,, u,, etc., que
\ n

recoit «, ne sont autres que les termes d’une suite dont les premiéres
différences sont les terines correspondants de la n#me suite diatomique

augmentés chacun d’une unité; «, est tovjours égal a P, ,.
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Les facteurs sous les signes logarithmiques étant > 1, leurs Joga-

(921

2

o

rithmes sont positifs. On a donc bien ¢ > 0,¢ > o, etc., et

{ loge{2) < log F(x)
x
<logF(x)— logF (§>

..........................

A mesure qu'on prend 7 plus grand, la complication des seconds

inembres augmente ; mais Papproximation croit en méme temps; car,
en valeur ahsolue,

ES>E>E > >,

On sait qu’en prenant 7 assez grand, % = o.

On trouverait idenliquement par les mémes raisonnements

log . (ac) = log o (x) — 4

+ logo (.x'2-l3> + loge (\rz_l_’) + logg (x I')

T T e e e e e e e s e s e e e

E. =23 logg — 4",




326 ’ JOURNAL DE MATHEMATIQUES

et

0 = log | a?
(
\

7w = log Pu x%> 2 <w5> p-(xé> f!-(xf’)]

.........................

d’ou

; " N

(
< logo(x) — logy (.;2) — logg (x?’) + logo <x;l3)
b < loge (x) — logo (-r) — logg <x3> —logo (xif’)
o -+ logo x2~3) + logo (.r’—I3> + logg (1’5—1—’

1l semble qu’il soit plus difficile d’obtenir des inégalités en sens
contraire de celles que nous avons données jusqu’ici: du moins, nous
ne sommes pas parvenus jusqu’a présent 2 en former qui soient aussi
simples et aussi générales que les précédentes; cependant on peut en
trouver quelques-unes. Nous allons en donner des exemples; cela est
essentiel pour Vétablissement de nos théoremes sur les limites des
nombres premiers.

Prenons la (£ + 1) égalité du tableau (a), le reste sera ¢*.

)
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Si nous pouvons trouver une fonction connue G, variable avec k.,
et telle que

G, > &%,

il est évident que nous aurons
k
logo (x) > E 2 logF — Gy

Prenons d’abord la seconde égalité, et cherchons 4 déterminer une
fonction G,, telle que

logg (x) > logk (x) — logF (i:.) — G,.

N

o= (£) =1 (5)¢(7) (3]}

il est clair que ce produit sera plus grand que le suivant:

= () el e o5

/

Prenons

puisque chacun des produils élémentaires du premier est supérieur a
ceux du second. Donc

logo(x) > logF (x) -— 2logF (E)

Examinons de méme la troisieme égalité du tableau (a), et cher-
chons G,, tel que

log o () > logF (a) — log F <§) —log¥ (g) +logF (15} — 6.

En faisant

I'&

Gg:lOgF(

f‘),

w

nous aurons évidemment

G,> ¢,

car chacun des facteurs de G, (sous le signe log) est supérienr au fac-
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teur correspondant de ¢: i’en conclus gue
| q

5 /o 4 \
iog ¢ (x) > log T (x) — log F <§) —2logF (g) + logF (%)
Le choix d’une valeur simple qu'on pourrait attribuer 4 G, offre

déja plus de difficultés. Cela tient 4 la complication trés-rapidement
croissante des termes diatomiques u,, u,, u,, ete., qui figurent dans
les restes suceessifs ¢, ¢, ¢, ey €%, et dont il faudrait suivre les ir-
régularités avec les multiples d’un nombre aussi petit que possible de
nombres choisis 4 'avance.

Dans le cas de G, et G,, on a vu que ce nombre se réduit i 1; en
effet, dans G, il a suffi de faire figurer les multiples de 3, et dans G,
ceux de 5.

Nous reviendrons une autre fois avec plus de détail sur ce sujet qui
tient essentiellement A ’étude des suites diatomiques.

§ II.
THEOREMES SUR LES LIMITES DES NOMBRES PREMIERS.

Nous allons maintenant appliquer nos méthodes 2 plusieurs théo-
remes sur les nombres premiers. Donnons d’abord, comme exemple
de ces recherches, une proposition relative aux fonctions 9. On a
toujours

2 " 2
p(2%) > ¢ ()
F(x)

. . » ; F(z) o
En effet, si nous désignons, pour abréger, 1:75 par f, (x) et ——

xZ

par f, (x), nous aurons, d’apres les théorémes précédents,

Silx) > o(2) > fo(x).
11 suffit donc de démontrer que

Jo(2%) > fi(x)?,

[ TRRRRTINN PR PR
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2

k] . .
c’est-a-dire que

Fle) ) Fey

F(3) ()

N\

Soit d'abord a un entier pair. En substituant aux signes T leurs
expressions, il sera facile de vérifier cette inégalité. En effet, on a

bien
'.1:2 ><1.z > 2
(———I—I — =4 2])...X
2 2

> 1.2.3... %(%4—1) (-‘;4—2) .. (g—{—!) (Z-{-a)x

Pour rendre la chose plus sensible, on peut écrire cette inégalité de
la facon suivante :

() ()7t
(

\

Al ] e et
AT

>l e OG- 3) ) 5 (53]
G Era) e (5 2)]

<z o) (@ 4 ) 22

Chacune des trois accolades du premier membre contient un nombre
de facteurs égal a celui de I'accolade cor respondante du second , et
chacun des facteurs dans le premier membre est égal ou superleur au
facteur correspondant dans le second.
Une méthode analogue établira pour x quelconque cette méme iné-
galité
F(z') _ Fla)y

e T
(317 r(3)

Tome XIX. — Ocrosee 1855. 4=
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on a donc bien

p(x?)> g (x)

Démontrons maintenant qu’entre un nombre et son carré il y a tou-
jours au moins un nombre premier; il suffira, pour cela, d’établir que

p(x?) > p(x).

Nous avons démontré ci-dessus que

logg (x) > log F(x) — logF (2) — a2logF (%) + logF (?_xg)

On a vu aussi que
. x T ’ \
logg () < log F(x) — logF <£> — log F (§> + log F (2.3)-

Par des raisonnements identiques, on ferait voir que

log () > log ¢ (%) — log ¢ <x> —2loggp <x5) +logy (17)
et

log 1 (x) < logy (x) — logg <w2) — logg («"cﬂ + logg (:172[-_3> ’

J

ou bien

?(’;>?_<x§)
?(x)q(x%>
plx) < G(Ii—)? R)
Posons |
fi(x):?(x)q,@m),
(), (G3)
et
fg(x):!?_(x)?<x"—3>;
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alors on voit par ce qui précéde que
Ji(®) > p(x) > fi(x).
Et, pour démontrer que
p(x?) > p (),
il suffira de prouver que
S (x) > £, (x),
c’est-a-dire (en prenant x = 29) que

2(2")9(27)  2(2°) 9(2)

#(2)p(s) 7 9(2) 9(2)’

ce qui devient
2 (2% 0 (2)e(2) > o(=* P o (2" o(a).
Diminuons les produits élémentaires du premier membre; augmen-

tons les produits élémentaires du deuxieme membre; si cette nouvelle
inégalité est vraie, la premiére le sera & Jortiori. Or

F (zs)a

f(5)
2

2 (2 <

et




332 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
On pourra donc substituer 4 I'inégalité primitive la suivante
F(z'*) F(z*) F(z) F(z2) F(a)  (2)
P‘<£>2.F kat "F(i’ ‘ F(”G : F(Z‘Y.F £’
) )T ) G RG)

ou bien, enfin, en remarquant que

: F(ZZ)\Q>', Lz:)’_‘>l,
(3 ()

il suffira de vérifier I'inégalité plus simple

F()  F(2)  F(e)  F(s)

S C I,
12 2 6 2 4 2
f(5) G R )
2 2 / 2 \2
Supposons d’abord la valenr de z égale a un entier pair En rem-
placant les fonctions F par leurs valeurs, il viendra, dans ce cas,

[(Z et w5 (ot [ [(2 )t -
< [<;z+n> z] (123%’)

. Lo z'? . .
Mais on peut écrire (1.2.3. .7) de la facon suivante :

N

-Ze+zi+z ze_‘_zs_{__z I)
S )
v [<=6+i‘+z +1> (.i“_j‘,z,‘f% _ 2>]
2 2 N
- 5 d 6 i h
() (=52

< (z"—;—z"+z)(z°+z°+z+[)---—z—”-
2

En substituant cette valeur dans linégalité, on reconnait que le
nombre des facteurs dans chacun des membres est le méme, et que,
de plus, chacun des facteurs du premier membre (en les choisissant
convenablement) est plus grand qu'un des facteurs du deuxiéme
membre. La proposition est démontrée.

oy ' " o [ IREN X forEne e " : u
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Nous laissons au lecteur a chercher une démonstration analogue
pour le cas de z quelconque.

Dans le compte rendu que nous avons eu ’honneur de lire 4 'Aca-
démie en 1849, le théoréme précédent se trouve énoncé sous une
forme différente; on y distingue les cas on le nombre serait premier,
puissance de 2 ou quelconque.

Cette distinction se présente, en effet, lorsqu’on emploie pour arri-
ver au théoréme une démonstration presque aussi simple que la pré-
cédente, mais que nous omettons pour abréger.

Les méthodes exposées dans ce Mémoire conduisent a2 un grand
nombre de conséquences intéressantes sur la théorie si obscure des

nombres premiers. Nous nous proposons d’en faire le sujet de re-
cherches ultérienres.



