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NOTE SUR LES NOMBRES COMPLEXES;

Par M. Ancero GENOCCHI [*].

Soieut 7 un nombre premier impair, r une racine Imaginaire de
I'équation r"=1, et considérons le nombre complexe

a4 ajr+a,r*+ ...+ a, ,r*'

formé avec des coefficients a; entiers. Si ce nombre complexe est divi-
sible par 1 — r, nous pourrons représenter par

bor byr® 4. 4 b,_, r
le quotient, en supposant b,, 62 veves By entiers, et nous aurons
a+by +(a,—b)r+ (a,— b, + b)ri+ (a,— b, + by rt 4 ...

+ (s — b+ by =0
d’ou, en vertu de I’équation irréductible

L+=r 4+ 4" =0,
ou déduira

a+b, =k, a —b ==k, ay—b,+ b, =k,.. .,
a, , — ]7,,_, -+ b,,_:, = k.
A étant un entier, et par conséquent,
a-+b,_ =k, by=a,—k, by=a,+a, — 2k,
by=a,+ a,+ a, — 3k,...,
bi=a,+a,+ ...+ a;—ik,...,
bpi=a,+ay,+ ...+ a,_, — (n—1)k.

[*] 'y a trés-longtemps que cette Note m’a été adressée et qu'elle auratt dd étre
imprimée. L'auteur a depuis publi¢ dis recherches plus étendues sur la théorie des
nombres. Je crois pourtant «ue le present article peut encor: anjourd’hui étre mis
utilement sous les yeux du lecteur. (J. LiouviLLe. )

Fome XIX. — Seereusns +834, 36
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La premiere et la derniére de ces équations donnent

‘. ‘_ﬂ+tt.+nj+...+a,,_|
b
7

et, k étant ainsi déterminé, les autres équations détermineront tous
les coefficients b;. On voit donc que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le nombre complexe proposé soit divisible par 1 — r,
est que la somme

A+ @+ e+ Ay

de ses coefficients soit divisible par n; théoréme connu.
Supposons que chaque coefficient a; soit formé d’apres cette loi,

h, iw(i:') R G a) Kk

: 1.2.3 e

a;=h-+
1

i 1). . (i4m) (i) (- m )

]

1.2...(m+1) o 1.2 ..(m—+2)

+ h,

hy ki, hyoos by, étant des nombres entiers constants. On aura

=0,
- 2
a, 4+ iy + .. +al_l~L2l)+lz. (l+')(3'+ ST

+ A ili+1)...(i+m 4-1) _ i(i+l)...(i+m+2)
" 1.2...(m+2) 1.2, (m+3)

et, en faisant 7/ = n — 1, on verra que le second membre de cette
equatlon aura tous ses termes divisibles par »n tant que m + 3 sera
< n:donc,simest <n—3, la somme

R e

sera divisible par n, et le nombre complexe

4+ ar 4, !

le sera par 1 — 7. De plus, les coefficients b; du quotient suivront la

“méme loi que les coefficients a;, car

i
b= — A'T+a4+a2+...+nl-;

mais m dans b; sera changé en m -+ 1. En traitant de méme ce gno-

e . ,
! ! L N T T RN A R R AN RN RN RN AT Lo , .
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tient, et ainsi de suite, on verra que le nombre complexe primitif
est divisible par la puissance (1 — r)*™"2.

Prenons m = n — 4, la formule

bim — kL pUD g T2
1.2 1.2.3
Iy ili)i42) (i+ma) ilida)... (i+m+2)
Lo 1.2.3...(m—+2) 1.2...(m+3)
donne
by +by+by+ .o+ b= — /fl(:—*;l)+kl(l+ll)2(l3+3}

(i) (i-+-m+42)
+ b 1.2...(m+3)

2

i(i+). . (i +m—+3)
12 (m-+4) ¢
et, par suite,

L (n—1)n (n—1yn(n+1)
by byt by = — Y h 1.2.3
+h (n—t)n(r+1) . (n+m+1) (r—1jr(r+t1)...(n+m+2)
" 1.2.3...(m+3) 1.2.3...(m+4) ’

dont tous les termes, excepté le dernier, sont divisibles par 2; quant
au dernier, il devient

(n+1)(r+2) . (n4+m+2)
.23, (n—2) ’
et puisqu’on a
(n+{n+2).(n+m+2)=Qn+1.2.3...(m+ 2),
(Q étant entier, et que
m-+2=n—2,
on conclut
by + b+ ...+ b,_,==—1 (mod. n}.

On déduit de la ce théoreme :

Que te nombre complexe primitif est divisible par (v — ry*="73, et
que la somme des coefficients du quotient étant augmentée de lunité
est divisible par n.

Je ferai quelques applications de ces résultats.

1°. Si on prend

a=mn, G =dd;==...= 0y, = 0,

36..
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il vient

n

=== = 3rf— L — (=)

l—7r

puis, en prenant

. 7 — i
a=o0, u;=—17, k= —>

on a

n

= b= (ak = 3)rt 4 3k — 6) 10 4,

+ [(rz — 1)k — L—f——:—)i re=t

~+1)

. . : . i(i .
et, dans ce quotient, le coefficient de r? est 4 — —(l——i—a ce qul rentre

dans la loi générale ci-dessus indiquée, pourvu qu’on suppose m = o,
f=k. En conséquence, ce dernier nombre complexe sera divisible

n :
-0 etant

par (1 — r)*=*, et la somme des coefficients du quotient

augmentée de I'unité, sera divisible par n.

Or on a

ne={1—rj(1— R I e PO R

/

et, par suite,

de plus

1— pi

=14 r+ri4 .. 4 rit

r—r

nombre complexe dont la somme des coefficients est {; de sorte que
n .
cette somme, dans le nombre complexe e sera égale au pro-
7

duit 1.2.3. .. (n —1). Il en résulte donc le théoréme de Wilson, sa-
voir, que le produit 1.2.3...(n — 1) augmenté de Punité est divi-
sible par ».

2°. En désignant par m un nombre entier non divisible par n, on
peut changer renr”, et poser

= (1= " (1= P27 (e plmm),
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d’ou
{(t—rm) (1—r*=) (1= rnm0m) n

(l—-r)(l-—r‘!‘)'_'(,_rn_,) _':;—l:o.

Maintenant, si Pon regarde le premier membre de cette équation
comme un nombre complexe divisible par 1 — r, on devra conclure
que la somme de ses coefficients est divisible par n. Mais dans

T — rl'm

— =t g Y

la somme des coefficients est toujours m; et, par suite, celle somme,
5

dans le premier membre en question, est m*™' — 1. Donc m"* ' —1

est divisible par 7; théoréeme de Fermat.

3°. Remplagons r par r*, 1— r?' par — rf(y* — r=%); puisqu’on a

n{n—i} ”hn(rx'z—l)
(—1y'=1, r * =r =1,
il viendra

(I”" — ,.-—m) (rzm — r—zm). .'(’.(n——l)m_ r—(a—t)m

(r—r"')(r"—r**).. (rnt = ) =1t
Posons
L n—1 CN (_I""'— r—m) (rzm —_ 7‘—2"'), ..(,.Iw« —_— ,.—Irm) )
k= 5 90('1) (r—r)(r*—r=2) .. (rk— r=%)
évidemment

mais, en observant que

<’.—i)i — I‘"—i, (’4_1 )—-1 — l,—-n+i’ (l'—' )im —_ ,.(n-—i) m’ “.—1 ‘)——im —_ ,.,—(n--t'; m’

et
n—k==F%+1,
on aura aussi
{pin=tim _ p—g=\m) (pomt)m =ty m) (ke by

Aa ("_i ) e (,.n*| _ r-—n+|) (r.n-.' — r—n+n). . .(r"'*“ Ry -

N

et de la

il s’ensuit
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Désignons par ¢ cette valeur de ¢ (r), dans le nombre complexe
¢(r) — ¢ la somme des coefficients sera divisible par 722, et comme, en
géncéral, dans

J L - r-—im rimo__y

— i),
=1 2

ri— p—t

— plm—) (i) (l.m‘(m—n o opREme2) o pd ,)

la somme des coefficients est m, et que, par suite, elle est m* dans
9(r), on conclura que m* — ¢ est divisible par 7. On a donc

fm\ :
(7)==
en employant la notation de Legendre, ce qui donne la formule

<m> . (rm— r*‘m)(rzm_r—lm)..-(l.km_r_km)

(r—r=")(r*—~—r=2). . (rh—r¥)

I3
Soit m = 2, et remarquons que si { est pair, on a
(=t —r ) =rf—
et si ¢ est impair, on a

(_ I)i (ri - r—i) — ,,—i —_ i = ph—t r-—n+i;

observons de plus que, dans ce dernier cas, n — i sera pair, et plus
grand que 4 si i est < A. En posant successivement i =1, 2, 3,..., &,
en multipliant entre eux les résuliats, et se rappelant 'équation
Ak~ '
1+ 2+ 3+ + k= (—;f«),
on obtiendra
k (k1)
(=1) > (r=r (=) (=) — )

—_ (I“2 - ’.—2) (,.4 - r—n) (1‘6 _ ,.—6‘) o (,.2k _ ,,—21\-);

d’ou, en vertu de la formule précédente, on tire

A{k41) nt—1

G)=(=0" =(=y"*"

La mewme formule dispense de recourir au letnme de M. Gauss dans

o . 1 I AT R F R RN N T SR RSN SR RRR R R LA o o
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la démonstration que M. Liouville a donnée de la loi de réciprocite
de Legendre. Mais elle conduit aussi immédiatement & ceite loi a
Paide d’une simple transformation, indiquée aussi par M. Liouville.
En effet, soient ;2 un nombre premier impair, ¢4 une racine imaginaire
de Péquation

=15
et faisons

m—1
h= :
2

110Us aurons

<_"_> _ =g ). (a =)
(g—¢ ") (go—aq).- (¢"—aq7")

m

on a de plus, en général,

IX:};—":(Ar—Br“‘)(Ar“—Br"“)...
X (Ar"=2 — Brm+?) (Ar! — Br-rtt),
ou
An_B"__ Ar Br-')(A 2 Br—2 Ak B-—-k
fA__B_( r—Br)(Ar* —Br)...(Arf—Br™)

X (Ar—'—Br)(Ar?*—Br?)... (Ar—* —Br4),
el, de méme,
An—B" - 2 —2 P P
S =(Ag —B¢") (Ag* — By . (Ag"—Bg )
< (Ag™ — Bg) (A¢* — Bg*)... (Ag~*— Bg").
En assignant a A, daus la premicre de ces deux équations, toutes les
valeurs ¢, ¢°,..., ¢*, et dans la deuxiéme toutes les valeurs r,

o

1*,..., 1*; et prenant B = A~'; puis en substitnant dans les expres-
. n n .y
sions de <;;) et (;)a on trouvera aisement
) m—1 n—IE
m n " Te n
— Nk —_— 2 2 \
N L ny
( n ) ( ) ( ”1> ( l) (Iﬂ /
Yindiquerai une autre forme qu’on peut donner 4 la démonstra-

tion de M. Liouville. Soit g une racine primitive de la congruence

x"'=1 (mod. n),
et soit
m=g* (mod. n),
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4 étant < n —1 : dans la suite 1+24 24X 3+ X..., k+ X le nombre
des termes compris entre A et 2 & sera 4 si ) <k, sera ok —Xsi)t>k
Mais on aura

A+t —_— e I/ S |
X 8 — 8 8 =8,
et, par suite,
'vgk"" — ,.—g' \ .gzl-H = ; gi ,

d’ott il est facile de déduire
<’,g|+; _ r‘t”"“) (,,5,2+) _ ,,_gz+).) (f'é’H)' _ I,_gx»+z)
= (=) (rf— 8} (ps’ — re8) . (1~ r=s),
et comme
(\%) = (—1/ g =mg' (mod. n), et rms’

on en tirera

/ﬂl) (rmg —_— r-mg) (rmgg — r—mg’) .. (rmgk — ,.—mg")
(ré’—r—é’)(rﬂ”—r—gs)...(rt-’k——r‘g’") .

- ) n N
On aura une formule analogue pour (—> en appelant Jf une ra-
m
cine primitive de la congruence
"' =1 (mod. m),

et, a l'aide de décompositions semblables aux précédentes, on dé-
montrera que

nfoe _ —nf & m (3__ —m ﬁ
1](’L¢> —_—(—l)’"fl‘I(’ i i >,

qf“ — q"f”‘ r&f __ ;—gf

les signes de multiplication II s’étendant aux valeurs 1, 2., / de o,
et aux valeurs 1, 2,..., £ de 3; et de ces équations résultera la loi de
réciprocité.
On peut aussi se servir de la formule
rmgf _ p—mgf

(7)== m (2522,

7/
qu’on obtient en élevant a la puissance £ les deux membres de Péqua-

tion

TEOC g o e 0



