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SRV RV VLY N

LA THEORIE DES FONCTIONS ABELIENNES®™,

Par M. g D WEIERSTRASS,

Professear de Mathématiques au Collége de Brawnsberg ( Prusse orientale).

M'étant occupé depuis plusieurs années de la théorie des transcen-
dantes abéliennes, je suis arrivé a des résultats qui ne paraissent pas
etre indignes de P'attention des géométres, et que je me propose de
développer dans une suite de Mémoires. Le premier de ces Mémoires,
dont la rédaction est déja complétement achevée, aura pour objet
principal le probléme de représenter explicitement les fonctions pé-
riodiques de plusieurs arguments, dont les propriétés fondamentales
se trouvent ¢noncées, ainsi que M. Jacobi I'a démontré le premier,
dans le théoreme d’Abel sur les intégrales hyper-elliptiques : pro-
bleme résolu d’une maniere brillante par MM. Goepel et Rosenhain
pour les fonctions de deux arguments, mais qui sera traité ici dans
toute sa généralité. Je me servirai pour cette discussion d’une mé-
thode tout a fait différente de celle des deux géometres cités, et
Je puis dire de plus dés & présent que cette méthode fait espérer des
résultats analogues pour des transcendantes plus élevées encore. Les
feuilles suivantes présentent un aper¢u succinct de mon travail.

§ 1.

Je donne au systeme d’équations intégrales, qui doit servir, d’apres
M. Jacobi, de point de départ 4 la théorie des transcendantes abé-

liennes, la forme suivante que j’ai reconnue comme la plus simple et
la plus appropriée 4 la discussion.

{*] Tiré du Journal de M. Crelle, vol. XLVII, et traduit de Dallemand par
M. Weepcke.

Tome XIX — Aour 1854, 33
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Soit
R(x)=(r—a,)(x—a)lx—a,).. . [0 —a,)

une fonction entiére de degré 27 + 1; je suppose, en premier lieu,
que les quantités a,, a,,..., a,, sont toutes reelles, et arrangées de

telle sorte que
Ay >y, > g > .00 > gy

, Décomposouns R () dans les deux facteurs
Pa)=(x—a)x—a).. (x— a,.)

et

Q) = (& — ag) (¥ = @) (@ — ar):

puis, en considérant «, , #,..., %, commwe des variables illimitées , et
Zyy Xyy-.., X, comme des fonctions de ces quantités, représentons les
relations qui existent entre ces 27 variables par les n équations sui-
vantes :

= [ 20 @#+/“££L t
. ' a, xr—a 2VR<JL’) wla, r —d, 2V/R(ﬂ) T

+/" d.r
z—a, 2\/R .2:)
" ﬁf P(2) _dL+[ Pﬂ._,if_
P rma ayRia) S, 0 2yR(z)
(1} T Plx) dm
+./a‘ l.z'—ag 2\/[{(‘1_-)

20—

T Pk.z) _,,d{,,, +fx’ P(x) __d.r

. T — @on_, 2\/R(x T — Ay 9‘\/1{(1.)
f P(x) dx

! -+ . —

: 2 n—1 r— agn—“ 2 \/R (x)

Maintenant je démontre d’une maniere détaillée, en m’appuyant
~sur le théoreme d’Abel, le théoréme énoncé déja essentiellement par
M. Jacobi, et que je considére comme la base de toute cette théorie;
savoir, qu’a des valeurs données de x,, x,,..., &, il correspond un

vy ' 5 : 1 ' SULE 0 U R e R o ' s
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nombre infini de valeurs différentes des quantités u,, Us,.... Up, mais
que si u,, Uy,..., u, sont données, les Valeurs de x,, x,,. ., X,, ainsi
que les valeurs correspondantes de \/R x, \/R(acg), o \/R(-Tn), sont
complétement déterminées. En effet, x,, xz, .., &, sont les racines
d’une équation de degré n, dont les coefficients sont des fonctions
comnplétement determmr?es et a sens unique des variables illimitées
W)y Uy,..., Uy, tandis qu'une seconde fonction entiére de x, dont les
coefficients sont des fonctions semblables de u,, u,,..
X =Xy, Xgy..., Xy les valeurs correspondantes de YR (x,), VR (22)s- s
vR (x )

n/

.y Uy donne pour

D’apres cela, toute fonction symétrique et rationnelle de x,, a,...,
x, peut étre considérée comme une fonction 4 sens unique de u,,
Iy,..., U,. On trouve, en particulier, que

(@n — ) (@, — x5). .. (A, — x,)
(ou o désigne un des nombres o, 1,..., 2n) est le carré d’une telle

fonction. Conséquemment, en exprimant le plus grand nombre con-
tenu dans % o par «, et en posant

(x — 2 (2 —a,). .. (x —ax,) =L{x

\/[(—I)‘L\fl ]

{ 2 i —_—

L2 {/[(_I)ZR,,\%)J

et 'appelle les 272 41 quantités al (1, us,... )0, al (14, us,...),, etc.,
ainsi définies, fonctions abéliennes, attendu que ce sont elles qui cor-

.9
je désigne

par al{uy, w,y..., 10,).,

respondent parfaitement aux fonctions elliptiques sinam «, cosam u,
A am u. Les séries développées suivant les puissances de u,, u.,..., 1,
ont la forme suivante :

al {(uy, uy,o)aay

(90 4 't—“a\__) .
g :\/[%‘(’2;_" l Uo+ (W) g Ugyn)g + (U, Usyon )5+ .. ],

al (&, Uyy..)as

Piay . .
g \/ a’b‘»]-[l+(lt,,u2,...)2—q—pzt,,ug,...),i—i-...].
33..
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Dans ces formules, a désigne un quelconque des nombres 1, 2,..., n;
b un quelconque des nombres o, 1,..., n; et (uy, uy,...), une
fonction entiére et homogéne de degré a. Je fais observer qu'en gé-
néral, dans ce qui suit, a, ¢ et a’, ¢’ désigneront un des nombres 1,
2,..., n; tandis que b désignera un des nombres o, 1,..., n.
Il faut observer, en outre, que partout ou il se présentera la racine
(deuxieme ou quatriéme) d’une expression positive composée par
multiplication et division des différences a, — a,, a, — a,,..., a, — a..
@, — @, ..., on devra toujours prendre la valeur positive de cette
racine.

Les séries ci-dessus ne peuvent pas étre convergentes pour toutes les
valeurs de u,, u,,.... Cependant, ce sont elles que je prends pour
point de départ, en définissant d’abord les fonctions al (u,, u,,... ),
seulement. pour des valeurs de u,, u,,..., qui rendent toutes les séries
proposées convergentes. Ensuite, je développe la propriété principale
des fonctions ainsi définies ; savoir, que si u,, u,,... sont remplacés
par des quantités composées de deux éléments w, + o,, uy 4 0,,..., les
valeurs de ces fonctions s'expriment rationnellement par al (u,, u,,...),,
al (&g, tyye)yyeny Al (20, 25,000, al (9, 05,..0, al (v, 05,...),,...,
al (0,, 92,... )2, et par les dérivées partielles du premier ordre de
ces quantités. Puis je démontre, au moyen des formules ainsi trou-
vées, qu’il y a des fouctions de #,, u,,... 4 sens unique existant pour
toutes les valeurs de u,, u,,... qui s’identifient avec les fonctions
représentées par les séries ci-dessus pour les valeurs de u,, u,,...,
qui les rendent convergentes, et que je désigne, a partir de Ia,
par les notations al (z,, #s,...), al (%, #;,...),,.... Cela posé, les
quantités x,, xq,..., T,, qui satisfont anx éqnations (1) pour des va-
leurs quelconques de u,, u,,..., u,, seront les n racines de I'équa-
tion suivante :

2 .12 ¥ al2f y 22 12
eral’(w, uyy..0 ), etal?(myuy, ..., Chnay A2 (U, Uay e ane,
t ( - . 3 [ P Sl ,7‘),7", =1,

(5) a,—x ' a0y — X Ay — X




(7)

;

(6)
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En outre, on a

‘ v R (xd)
. Uyoy ~— Xy 2 eja_ P (xq)al{u,, uz,...)m;‘ dal( Ly Uy y - .\.a._; i
( ek, al> (o), tayens oo Apqe | — g du, ’7

A= 0, 240 .47

ou ¢ désigne un quelconque des nombres 1, 2,..., 1.

Aun reste, on peut proposer, en place des formules (5) et (6),
d’autres trés-semblables, dans lesquelles figurent n quelconques des
fonctions al (#,, u,,...),, al (1), ty,...),.... En exprimant par x,,
Loy, X, les différentielles de ces fonctlom on trouve 'occasion
d’introduire encore une série d’autres fonctlons, représentées par la
formule

al (g, vy,..00,, 5

= [i>(;1 -azﬂ al ( uh u27 )_al(\lt. 3 llg’...)lg-Z[—————ﬁ—(?a) - — |1

(1‘1 ——ay) Ty — a‘.} | R

ou i'on prendra le signe supérienr ou inférieur de (a, — a;z) suivant
que 2 < f3ou o> B, « et B désignant deux nombres différents de
la suite o, 1, 2,..., 222, On aura alors

, \ \
(lal\u‘,llz,...)a__ ela,

- e hd ‘.&?'ﬂ!(ll” u2>~--)2q--|al(”{,"gn,~-~j)y_,-\mx7
dug V___[(a _“u_.)] )

en stupposant 2 22a — 1. De cette équation, il suit la relation remar-
quable que voici :
dal*(u,, Itz,...),a_‘ s dal*{u,. Wy yei)yoy

s 2
| C Eha_y — e
L9/ 2a-4 du, 2o dug

Enire les fonctions al (u,, u,,...), et al (14, uy,... 5, 5 1 existe des
relations nombreuses. Les suivantes me paral%ent pdrtlcullermnent
(hgnes d’étre remarquees

al*(u,, u,.... ,:b — 2 c;a_, al’(ul, s, “)N_"
(10) eiv - ’

dyh — Asq—
T==1,...4 1
/ al*(uy, tsy .. )ub, 20 e
R = al? (uy, u,, L), —+- SRt
eln, ( 19 Uy )zc-s ayb — e,
(ll) +Z 62a |ﬂ] ul)”l,':)?\"\—.],)c—[ 2 2q_1dl (ul’u“ ')za‘x,“_f
Qb — dyq—,y i b — gy 3

1= 1y, C—1 a=c+1,..,n
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Dans cette derniere équation, on prendra le signe supérieur ou infé-
rieur suivant que 2¢ — 1 est plus petit on plus grand que 26. Au
moyen des équations (8 & r1), on peut aussi établir une relation algé-
brique entre chacune des (272 + 1) n dérivées du premier ordre des
fonctions al (u,, u,...). et n de ces derniéres fonctions.

§ 1l

Maintenant j’introdunis les quantités analogues aux intégrales ellip-
tiques complétes de premicre espece. Si x est réel et compris entre
les limites a,,_, et a,, on a

R{x)=(—1){ag—x)...(py —X)(x —a,)...(x — a,,),

et, conséquemment, on peut poser

; .

VR ()= i"(ao— a, .. V(@uoy — ) (2 — ay). . V(X — ay,),
ot les racines du second membre sont toutes positives.

En outre, on a, si x est compris entre -+ » et a,,

VE(@) = £ V(@ — 40). V(@ =y,

et, si 2 est compris entre a,, et — «,

R = = 00 Ty = ) V(s — ),

En représentant par a et & deux quantités réelles et par F(x) une
fonction rationnelle de x, je désigne par

Tpt¥(x)de
LW
la valeur particuliere que prend la formule

bF(.z')d.x
« YR(x)

si 'on détermine, en'intégrant, yR (x) au moyen des formules ci-des-
sus, en employant le signe supérieur. Cela posé, désignons

© a

G dx
I ;&i._ﬂ par K as

oy ' ' 1" . VOO U T T e e e ' .
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on aura la relation

(o] 1 2 24
{(12) Ki~—Ki+K;—..+K,=o, pour a=r1,a,..,n.

Qu’il soit, en outre,

P(x.J i
(.rj Gyq) — 1

o1 (x) de The o/
13) K..= K O f . “4/ [
(13) Ie a K, (2 — Asq_, dR<x ”u—n\/ Q

2r—1

- e — 2 l(‘—l P P 1.‘({1‘
iKeo= Ky — _j __ Plmids
ay,_, 2(x—awu_ ) YR (z

donc )
N 2e—1 -.._,P'
(vd) Rae= “f [ OE b,b)_

ou l'on prendra la valeur positive de \/[

dr

T~ yq_,

Pir) ..
d i dans la premiére

Q=
intégration et la valeur positive de \/[%) o) | dans la seconde. On
obtiendra
' Izﬂ‘: Koo+ Koy +.004+ K oy

f{a =Ko+ Ko+ 4+ Ky, — K, ,,

ﬁa: Koo+ Koo+ K, — iRy,
() K= Kagoerron + Kap— iKe, — iK,,,

‘

IJ{G__ | P + Ko — K., —iK, ,,

an

RKe= — K, , —iKgy —...— IKH -

Un cas particulier du théoreme d’Abel conduit ensuite aux for-
mules snivantes, dans ]esquelles o, By désignent des nombres de la
suite o, 1, 2,..., 2n, et ou le symbole «|f3 représente o st o < 5, et
1sia>f3:

4

(16)  al(u, + K,,...),=

o,

al(u, — K,,...), :_f,,,_'__.'_,,.‘

T
a_r(zc‘,...)a’

I EP NPT /2 — i B% L (a0 ‘@
—_— () )U’P al(u, - Iin )U: L‘ =L

)

{0 )a

.7:4‘. Ty
l

al (u, +

—~
—

~Ja

~—
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De ces relations, on déduit

(18) al (u, + 212, your ) = + al (z,,...)

A
al{u, + 2K,,..) = — al (u,,...),, si fZa,

el, en posant

1 2n

Ki= poRa+ p Ko+ o+ 1y, Kg,
= fo+ Pyt o,

ou Ly, fy,... désignent des nombres entiers quelconques,

(19) al (u, 2K,,...), = (— i)#*%‘al(u,,...)“.
Maintenaunt, posons

(20) Koe=Kq + Koy +...+ Kq,

et

wo=m Ky, +mKy,+...+m,K,,

(2 I ‘) ’ I ' 7

- wa=1, Kq , +1n, Ko o +...+ 1, K )

(ot m,, my,..., n,, n,,... désignent également des nombres entiers
quelconques), on obtiendra les formules

(22) al (u, + 20,...), = (— 1) *—=al (u,,...) ,

ou, pour & = o, il faut prendre m, = o, et

M1, T

(23)  al(uy+ 20, i,..) = (—1) 2+t al (uy,...)

o
ou, pour « = 2n, il faut égaler le facteur de al (u,,...),, 4 1. Au

moyen de la formule (17) on obtient des relations semblables pour
les fonctions al (u,, u,,...),, g

§ TII.

Les fonctions al (,, u,,...), présentent la particularité qu’elles de-
viennent toutes infinies pour les mémes valeurs de «,, u,,.... En outre,
Je fais voir, en démontrant le théoréme principal énoncé dans le § I¢r,
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gue (si 'on renferme les valeurs absolues de «,, u,, etc., entre des limites
déterminées, aussi larges d’ailleurs qu’on voudra, mais qu’elles ne
pourront pas dépasser) chacune de ces fonctions peut étre représentée
comme le quotient de deux séries ordonnées suivant les puissances
enticres et positives de u,, u,, elc., et convergentes pour toutes les va-
leurs de ces variables comprises entre les limites proposées. Cela donne
lieu & supposer que les fonctions al («,,...)o, al (2y,...),, etc., peuvent
étre représentées comme des fractions ayant un dénominateur com-
mun, et dont les numérateurs, de méme que ce dénominateur, sont
des fonctions de u,, u,,... qui ne deviennent jamais infinies, et qui sont
développables en séries ordonnées suivant les puissances entieres et
positives de leurs arguiments et constaminent convergentes. Si I'on

peut réellement poser al (u4,...), = %— (en désignant par p, p_  des

fonctions de I'espéce que nous venons de dire), o log al (u,,...), devra
étre composé de deux parties, dont Pune devieut infinie pour toutes
les valeurs de u,, u,, etc., qui font al (u,, Uyy...), = 0O, et Vautre pour
toutes celles qui rendent al (% ,...), infini. La méme chose a licu pour
les différentielles logarithmiques d’ordres sapérieurs de al (u,, u,,.. ..
Supposant qu’il soit d*logal (%,,...),= P. — P, ot P,= « pour
al (uy,...)»=0, et P = o pour al(x,,...),= o, on pourra poser
d”log p.=P,, d*logp = P; et comme P,, P sont exprimables en
al (ty5...)o, al (&,,...),, etc., donc aussi en p, p,,..., py,, p, on devra
arriver de cette maniére a 27 -+ 2 équations différentielles entre ces
21 + 2 quantités.

Pour les fonctions elliptiques ce calcul est trés-facile.

Car si
X =sinamu, on a

d’logz .4 1
S ey
Posant
X :&’
P
il vient
d'logp.  d'logp 4 pi P
du’ dev " T pr T pt

Tome XI1X. — Aour 1854. 34
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.On décomposera cette équation dans les deux suivantes :

d*logp, __ p* dzlogp____k2p_f
dut pt dut I

Aprés avoir montré que, si la valeur absolue de « ne dépasse pas une
limite prise a volonté, sin am « peut étre représenté comme le quotient
de deux séries développées suivant les puissances entiéres de u et con-
vergentes pour toutes les valeurs de « inférieures a cette limite, on peut
démontrer rigoureusement (ainsi que je Vai fait dans mon Mémoire)
que les fonctions p, p,, définies par les deux équations différentielles
ci-dessus, peuvent étre développées en séries ordonnées suivant les
puissances entiéres et positives de u et constamment convergentes,
c’est-d-dire convergentes pour toutes les valeurs réelles et imaginaires
de u. Et en déterminant les quatre constantes arbitraires qu’elles ren-
ferment, de maniére que, pour x = o,

dp - dp,

P =1, duao’ P1=0, 7:21’

on trouve effectivement

sin am 7z = 2.
P

Il existe des développements analogues pour cosam #, Aam u,
et I'on arrive, de cette maniere, 4 la représentation des fonctions
elliptiques qu’Abel mentionne dans une lettre adressée 4 M. Legendre
(tome VI, page 76 du Journal de M. Crelle), sans I’avoir cependant
exécutée et sans indiquer sa méthode. Des fonctions p, p, on arrive
facilement aux fonctions @ («), H («) de M. Jacobi, et 'on peut ainsi
exécuter le développement des fonctions elliptiques dans toutes les
formes sans le fonder sur les formules de la transformation ou de la
multiplication. En général, on peut prendre les équations différen-
tielles ci-dessus en p et p, pour base d’une théorie compléte des trans-
cendantes elliptiques, ainsi que je I’ai exécuté effectivement dans un
Mémoire composé déja en 1840 et présenté a cette époque a la Cown-
mission d’examen de Munster.

Maintenant jai essayé un calcul analogue pour al (z,, u,,.. ),
comme pour p, p,. A aide des formules mentionnées dans le § 1, au
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moyen desquelles on peut exprimer al (z, + ¢,,...)y, al (1,4 0,,...),, etc.,
par les fonctions de 1, , u,,..., 1, et de ¢,, v,,..., v,, on peut trouver
les différentielles secondes des fonctions abéliennes, et 'on obtient
d*logal (u,,...), exprimé en al (n,,...)s, al(u,,...),, etc., et leurs
diftérentielles premiéres. En employant les relations (8 a 11), on peut
ensuite donner a ces expressions la forme sus-mentionnée, et, en posant

&l (u,,.,.) —7’ al(u“...\ :‘:gi,/—?7

o SN P

on peut trouver un nombre suffisant d’équations différentielles du
second ordre pour les quantités p, p,, p., g; enfin, on peut prouver
que les fonctions ainsi définies sont développables en séries ordonnées
suivant les puissances entieres de u,, u,, etc., et constamment conver-
gentes. De cette maniére, je démontrai (vers la fin de 'année 1847) le
théoreme que je pouvais counsidérer comme le pas le plus important
pour arriver a une représentation des fonctions abéliennes pour
toutes les valeurs des arguments u, , u,, etc. ; savoir, que les fonctions
al (u,,...),, al (u, ,...)m, » beuvent étre représentées sous la forme de
fractions ayant un dénominateur commun, et dont les numérateurs
et le dénominateur présentent essentiellement le caractere de fonctions
entieres, attendu qu’ils existent pour toutes les valeurs réelles et ima-
ginaires des arguments u,, u,, etc., et qu’ils sont développables en
séries ordonnées suivant les puissances entieres et positives de ces ar-
guments et constamment convergentes. En appliquant aux fonctions
auxiliaires ainsi obtenues exactement la méme méthode qui m’avait
conduit des fonctions sus-mentionnées, au moyen desquelles j’avais
exprimé les fonctions elliptiques, aux fonctions @, jarrivai, par un
procédé qui n’admet rien d’arbitraire, aux séries aussi simples que
remarquables par leur forme, auxquelles, pour 2 = 2, MM. Goepel
et Rosenhain avaient ramené, avant moi, les fonctions abéliennes de
denx arguments.

Cependant les calculs nécessaires pour obtenir les résultats que je
viens d’exposer ne laissent pas d’étre assez compliqués. Clest pour-
quoi j'essayai, en poursuivant toujours la méme idée fondamentale,
d’arriver au méme but d’une maniere plus simple. I’y réussis en faisant

34..
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mtervenir des Pabord dans la discussion les intégrales abélienves de
denxiéme et de troisieme espéce, et en les exprimant par u,, u,,..., i,,
d’'une maniére analogue a ce qu'on fait pour les intégrales ellip-
tiques correspondartes.

Le Mémoire de M. Geepel parut pendant le temps ol J'étais occupé
de ces recherches. Ses résultats et sa méthode ne sont pas aussi
simples qu’ils pourraient I'étre, méme en suivant la voie qu’il a
adoptée. Quant au travail de M. Rosenhain, quin’a été publié qu'apres
'achévement du mien, je n’en connais, jusqu’a présent, que les no-
tices publiées dans le Journal de M. Crelle, et extraites de lettres
adressées &4 M. Jacobi. D’aprés ce que J'ai pu en conclure, ses résultats
s'accordent complétement avec les miens trouvés d’une maniére tout a
fait différente. Mais je ne crois pas quon puisse traiter par les mé-
thodes de ces deux géometres des fonctions abéliennes d’un ordre su-
périeur au premier. M. Jacobi a fait remarquaer que déja pour n = 3
les fonctions © généralisées renferment essentiellement plus de con-
stantes que les fonctions abéliennes a trois arguments conjointement.
Conséquemment, il doit exister entre ces constantes des équations de
condition pour que les séries en question puissent conduire 4 des
fouctions abéliennes. Jai trouvé, il est vrai, ces relations pour toutes
les valeurs de », mais je doute que cela soit possible a priori, si
I'on prend pour point de départ les susdites séries, sans faire usage

d’une théorie des fonctions abéliennes déve]oppée d’aprés une autre
méthode.

§ 1V.

Repreésentant par a une quantité arbitraire, posons

Ta R{a) P dx .
o S[CPEE R e,

4o Quny T4 YR ()

en imaginant x,, 1,,..., X, exprimeés en u,, u,,..., u,, et en supposant
que pour chaque intégration séparément x parcourt exactement les
memes valeurs que dans les intégrations des équations (1). Ainsi dé-

v o ' v R RN RN AR R ER IR o
te oy 1 ' ' [T [ECIEEREERETT] oy
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fini, 81 (u,, u,,...) peut étre considéré comme une fonction logarith-
mique de u,, u,, etc., c’est-a-dire comme une fonction de la forme

Alogo (w4, usy...) + o (b, ty,...),

ou ¢, ¢, sont des fonctions @ sens unique de u,, u,, ctc. Parmi les
formules nombreuses relatives a cette fonction, je ne cite que la
suivante :

dsl{u,...}
duc'h
¢ . < c
=tey e al(wiy o e al? (g, )p 0, [al (s, + Wiy gy + al (2, — w,,...
— ezc~lVR( ) al® (uu }2c——
ka“'azc—n’P | — [‘2\1 l’l (iyen )Zﬂ—li’
Z Ay — a
ou

i P{z)d

(26) wa__f (=) _x‘ .

v 2{Z — @ YR (z)

La lettre a placée sous le signe ) signifie que dans une formule

telle que}“A,1 la sommation doit étre faite par rapport au nombre

a

entier variable a qui parcourra toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a n
Posant maintenant

(27) ==,

on pourra, toutes les fois que a se trouve dans le voisinage d'une des
valeurs a,, ag,..., @3n_,, développer Sl(u,, u,,...) suivant les puis-
sances de b, sous la forme que voici :

LD o pf () + b5 13 () +..n

Pour le cas ou «a differe peu de a,._,, je désigne le coefficient de &
dans ce développement par

Sil (4, wgye.. )a,
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de sorte que ’on trouve

(28) dS](llnuga.--)c:E[l Q(aze~) P(#a)dza ],

2 P (@301) (2g — aso,)* YR (20

{a
ou bien

e, du, el elq_ al? eo)aac (ddu,— dua)”
(29) dSl(un llz?---)c_ ’ - ‘+‘Z [8 oyl )i (d “a J7

o alz(ul"")“—l (azc—l — ﬂza—l) al:(ll,, Usyees aomi

a

ou il faut exclure, dans cette derniére formule, la valeur ¢ de a.

Ces n quantités nouvelles S1(z,, u,,...), sont des fonctions & sens
unigue de u,, u,, etc., du méme genre que al (u,,...),, etc. On peut
ramener a ces fonctions toutes les intégrales abéliennes de seconde
espéce, de méme qu’a S1(u,, u,,...) celles de troisiéme espece.

Maintenant je désigne I'intégrale définie

| TP Qlaw)  Ple) d .
(30) ./a“ 2 I_”(_a:&_—x)‘(x~aza_;)z'\/R(x) par I,

et je pose (d’une maniere analogue comme ci-dessus pour les quan-

tités Kq),
¢ —1 2c¢ _ 3¢ —2 2¢—1
Jo, o= Jo — Joy, ida = Ja — Ja.
(31) Joe=Ta s+ 30 ob oo+ T0 .

Alors la différentielle logarithmique de al («,, #,,...), peut étre ex-
primée au moyen des fonctions Sl (x,,...), de la maniere suivante :

dlog al (u,, u,,...v) 20—t 20—1

“(32) o E:J‘Q—Sl(u,ﬁ-K,—K.,...)a—f— Sl(u, — K,,...)

a’

Or on démontre aisément, au moyen de la formule (29), que

2a—iI 2Cc—1

ds(u,— Kiyo. o dS1{a— K,,...).

(33) duc dua

?

d’ou il suit que I'expression

S = To— Sl — K,y )] duc

a

est une différentielle exacte.
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Conséquemment, on peut déterminer une fonction Al (), Usy... ],
de telle sorte que

(34) dlog Al(uy 1y, = — B[ Ty + S1(u, = Kpy.. ] dus,

a
et alors, en posant
. ; AN, 0 )a
(34 bis) e e V[ wevwak
on obtient

2a—1 20— 24

(35) dlog Al(uy, tyy ), = — B[ T, = Iy S {2y — Jy + Tuy...).] e,

Si P'on joint & ces équations la condition que, pour u,= 0, U,=o0,...,
u, = 0, il doit étre Al (u,,...) =1, toutes les fonctions auxiliaires
définies par ces équations seront complétement déterminées. En les
développant en série suivant les puissances de u,, u,,..., on obtient

g Al(uw,, u,,...) =0 (U Uy )y (U Usy )y .,
(36) tA](u,, UsyeoVoam = Uo + (U, Uy,... )y + (@), Uy )5 4.0y
Al(uy, ugye)ysy = 1 + (2605 Uay... )y + (224, Ugyeii )y ~Foeny

et 'on peut démontrer que ces séries sont convergentes pour foutes
les valeurs de u,, u,,....

On peut maintenant ramener Sl (ee5... ) et S1(uy,. . ), & la fonction
Al(u,, uyy...), car en posant

(37) wa:f ! P(z)dx/
) a  2(x—au_)yR(z)
et
. llog Al(u,, u,,... N
{\38> [_‘L((Iua“,u"”') = Al(un Ityy.. ),
on obtient
a
(36) Sy, tgy )= =¥ uyAl(w,,...) + 1 1o Al(w +w,,...)

2 OAl(u,—w,,...)
&€

De la on peut déduire encore une formule qui, pour n=1, est trés-
utile dans la théorie des fonctions elliptiques, et notamment dans les
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applications de ces fonctions, savoir :

Ta P(z) YE(a)] dx 8 .

i‘/a‘ ;[I+F(—‘T)'VR(1)]$—a —-Z;uaAl\Wl,...,

f ~ 20— fmnnsd Al (uI+WI,.‘ .)
(40) e =€ CAlU(w, A ag )

Pour n = 1 cette relation sert, par exemple, a obtenir facilement les

formules au moyen desquelles M. Jacobi a représenté le mouvement
de rotation d’un corps solide.

§V.

Pour représenter effectivement les fonctions Al w,,...), Al (x,,...)
je procede maintenant de la maniére suivante.
Je développe en premier lieu la relation

(23]

o o
— 23T (ug+Kg)
a

(41)  Al(up+ 2K,,...) = (—1).e A (.. );

. ) A
ensuite, je pose dans cette équation u, + 2K, en place de u,, etc.
11 vient
3 B o o
_22[(Ja+Ja)(ua+1‘2“+§a)+éa1a——-lﬁa/§a]
a

o 2
Al + 2K +2K ... )p = (—1)*+Fe Al (uy,..)

ser)e

En échangeant 'un contre I'autre o et 3, on trouve qu’il doit étre

i
;

o B & 2 o o

QE(KGJQ—JQKG‘ —E(Kaéa—.l“ﬁa)
a a

e = ¢ s

d’ou il suit que

« B & p L
N (KeTo— 1K) = poni,
a
ol p est un nombre entier. En effet, je trouve, au moyen d’une dis-

o B «

cussion directe des intégrales définies représentées par K, K, Js, J;,
que
1 .
. B . 8 +, ®i, pour a > f3,
(42) N (Kolo— JoKy) =

T
o — 5 i, pour a < f.
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De cette relation je déduis ensuite les suivantes :
' Z (Koo Joo— Tae Ka.cr) = o,
a
2 (Ka,e Ja, e — Jac Koy o) = 0,
(43) ¢ 2 ,
2 (Koo Ja,0 — Jo,. Kg,0) = 0, pour ¢'Zc,

a

3 (Kaediyem o Ko o) = 27,

2

a

Ces relations, qui sont au nombre de (222 — 1), correspondent 4
I’équation connue de Legendre entre les intégrales elliptiques entiéres
de premiére et de seconde espéce. Fen ai publié la démonstration
dans un Programme (Braunsberg, 184g), et j’ai donné en méme
temps, dans ce Mémoire, quelques notices préalables sur les résul-
tats que j’avais obtenus relativement 2 la théorie des fonctions abé-
liennes. Yannoncai alors que je me proposais de développer ces ré-
sultats dans un travail étendu; mais une maladie, qni m’a rendu
impossible, pendant plusieurs années, toute espéce de travail, m’a
empéché jusqu’a présent d’exécuter ce projet.

Au moyen des relations proposées, on déduit actuellement de
I’équation (41) deux équations plus générales; car posons de nou-
veau

wa=m, Koy +m Ky +...+m, K ,,
W=, Ko+ mKi,+...4+ 1,K, ,,
et
m iea:m, Yoo +my Jop 4+ m, T,
. . ' .
=y Vo ny Jo a4, To g,

(en désignant par m,, m,,..., n,, #,,... des nombres entiers quel-
conques); on aura

s —225a(ua+ma)
Al +2w0,,...)=e Al (uy,. .0
45 ) ( CTRR ’ ! ( )
—izca(ua-f—wat)z
Al(u,+24,i,.)=¢ ° AT (ny,..)3

Tome XIX.— Aour 185]. 35
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et, au moyen de P’équation (17), on obtient des formules semblables
pourAl(u,,...)a. .

Jintroduis maintenant, en place de u,, u,,..., u,, n nouvelles va-
riables, v,, ¢,,..., v, au moyen des relations

I
uy=—(K, o, +K, 0 +...+ K, ,0,),

kil

T

(46) u2:](K2,1"4+K2,2"2+--~+ Ka, 2 va)y

.....................

I N
un:;<Kn.l vy, + Kn,2v2 +...+ Kn.n “p ).

Que les valeurs des v déduites de ces relations soient :
v, = (Gy, 0+ Gy tdy +...+ G, , 1) 1,
(47) v, = (G0t + Gy ptty +...+ Gy p ),

Vo = (Gy,ntty + Gy ptty +...+ Gy 1) 7.

Je tire ensuite des équations (43) les suivantes :

(48) ZGa,cJa',c :2 Ga‘,c ch?m
(49) ZGa,a K:q,c’zz Ga, o K,a,cy

de sorte que, si 'on pose

Sa'c :2 Ga,c’ Jc‘,c'v
cl

(50) ; O\Q,CIEGC',a Krv’,c-ﬂ:y

[

L 0ae = G 7,

on aura

(51) Ca,e = &, a» d\ﬂ,czo“c,ﬂr
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et les relations ci-dessus donnent ;
Ja,c - 2 Ea.c’Kc',m
cl

’

1
1
Jﬂ,c: Eca,c"f—zea c’Kc’,L‘S

v
[ M

o~

c

, I
Ka‘c - ;2 d\a,c’ Kc',c‘

c

Si Pon forme ensuite les fonctions homogeénes du second degré de
Uyy Usny..ns

I
E{u,, u,,...) :;2 Ea,c Malle,
a,c ‘

on peut montrer, a 'aide des équations précédentes, que

(53) E(u.—l-zmq,...X:E(u,,...)—i—QZEQ(ua—i—wa).

a
De la il suit, en vertu de la premiére des équations (45), si I'on pose
. 54) g.efunn DAl (uy, uy,...) = Je (v, 05y... ),
ou g représente une constante,

(55 Je(o,+ a2mym, v, + 2am,n,...) =Jc(0,, 0,,...).

Jappelle cette fonction de v,, v,,..., fonction de Jacobi, parce que

P 19 Yayeeos s P q

c'est ce géometre qui I'a introduite dans Panalyse pour n = 1. Con-
formément & ce nom, J’ai choisi le symbole Jc. En général, je me pro-
pose de justifier, dans mon Mémoire étendu, le choix des symboles
adoptés.

La seconde des équations citées, st I’on pose

q ) P
Fa=0, 80+ N300 5+ 1,00 0,
donne
—ana(va-rd‘ai)i
. - N a

(66) Je(v,+ 3,1, v+ dyi,...)=e Je (v, vay..0).

[l

Maintenant on peut démontrer que toute fonction qui jouit de la
propriété (55), et qui présente, en outre, comme Jc(9,,...), le carac-
tere d’une fonction entiére, tel que je viens de le définir, peut étre

35..
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représentée par une série infinie, convergente non-seulement pour les
valeurs réelles, mais aussi pour toutes les valeurs imaginaires de v,,
Vay..., et de la forme

e A N LA
S[A"nnn"nnne( e T * n) ]’

ou ny, n,,..., 1, représentent des nombres entiers variables dont cha-
cun doit, indépendamment des autres, parcourir toutes les valeurs

depuis — o jusqu’a -+ o . Pour la fonction Jc, c'est I’équation (56)
qui sert & la détermination des coefficients , et 'on obtient

(57) Jc(v” 02’.“) — S{e[n,(u,+o‘,i)+n,{v,+a‘,i)+.. +un(vn+6ni)],~f,

ou bien
— X
a ¢ R n, Ja, ¢

(58) Jc (v vay...) = S[e COS (1) ¢y 4~ Ny vy ...+ u,,u,,)].

Proprement, le second membre devrait encore étre multiplié par une
constante arbitraire, mais celle-ci peut étre supprimée a cause de la
quantits arbitraire g. Le coefficient g de la relation (54) est déterminé
par la condition que, pour u, = o, u, = 0,..., ¥, = 0, on doit avoir
Al (#,y...) = 1. D’aprés cela, on trouve

o Jde(en, 0,000
Jc(o0,0,...)"

(59) Al(u|,u2,...):e—E’\ul’ Hgye
[ :2 Gc’auc.
¢

Pour les fonctions Al (x,, Uy,...), on obtient ensuite, au moyen
des équations (35), les expressions suivantes. Soit

o

K“: ‘U,‘ Ka,‘ +P.9 Ka'2+.--+ f-"nKﬂ,n
—'\\'JaK’a,a + Ko+, K'a.n) Zy

ou chacun des nombres*w,, ..., v,, v,,... sera =1 ou = o, et dé-
terminé au moyen des formules. Soit, en outre,

&a: v‘ d‘“,| -+ v2&q'2 “+ e Vna“,ll7

Lo T' v ' . ' ' N I R AL AR LA AR R LA
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il sera

-4
$3vq(vg—pam+$8,4) 0
. e @ a(*a=ta <) Je(oy—pym 4+ d,i,...)
(60)  eE(uuand Al(uy, Uy,...)p = (oo RN

Mais, en posant p1, v, + @,V + ...+ v, = A, 0n a:
1°. Pour X impair,

(—1)“'_1) g ra(va—mam+3dad)i g, (9s — pym =+ dy4,...)

(61) Pt By = 5 (Rt o) (Motdy) 1 :
=8|(—1) e ac sin [(n 4+ £y ) o+ s
2°. Pour X pair,
(— l)“‘ e%z”“("“—"“"'klﬁ“")iJc(v. — o+ dyi,...)
{62)
\ /

A, — 2 (na+}va) (te+%v) %, ]
:S;(—l} e %° .Cos[(n‘+%v4)v,+..,]=.
Si I'on pose, en outre,
Al(u,,u,,...)a’ 2

al (u” u2"")u,/3 = Mmm,

le second membre de I'équation (60) fournit la valeur de

eE(u,--) Al (un---)a, 8’

lorsqu’on pose pour chacun des nombres By Viy Hay V,, etc., la
somme des deux valeurs qu’il prend pour a et pour 3.

Si en place de ¢,, ¢,, etc., on introduit de nouveau Uy Uy, etc., on
obtient encore les expressions remarquables suivantes.

Soit
o o -3
- ’
Ka: Wq — 1 6g,
ou

o I 2 3 2n—2 2n-—1 2n
W= W Wa T Wy, WO = G, Wg =0,
o 1 2 3 4 2n—1 an

' o ‘o ’ ’
Wq— 0, Wg == Wq, C!)a——wa’.--, Wq == Wy,
2¢—1
Wy = Kq,c+ Kq’c+| -+ .+ Ka’n’
2c
’ "o,
we= Ki,,;
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soit, en outre,

Ga==Ty Ga,y + Ny Gq g +...+ N, 0q ,,

’

wy=1, Ky, + 1, Ky, +.o 4+ 1,K, ,,
il sera

la A\ ! —l_ccl‘
—Z(7atyoq) (vt iwy) P

o
Sie ¢ cos[2Z{a, 410, ) (e, o
al (s, gy )y =200 " (Tat 7 7q) (g — )]

—anw'a
Sle « .COSZoatig

Le signe S se rapporte encore aux nombres n,, n,, etc., contenus
o
dans les expressions ¢, w; mais ¢, représente la valeur de ¢, qu'on

obtient en prenant pour n,, 1,, etc. les valeurs qui font

-4
! ’
g = .
A o 2%
. . - ’
Et si, dans Pexpression ci-dessus, on remplace ¢,, wa. o par les
sommes

« 8 % A 4 i

4 ’
Ca+ Tuy g+ Wqy Wa -+ Wy,

elle représente la fonction al (z,, u2,...)u’ﬁ.

Il existe encore un nombre infini de représentations des fonctions
abéliennes semblables 4 celles qu’on vient de donner. Tl y en a une
notamment (de méme que pour les fonctions elliptiques) ou les fonc-
tions cycliques sin, cos sont remplacées par les fonctions hyperbo-
liques correspondantes. Puis, j’ai aussi développé, dans mon Mé-
moire, commient toute expression formée rationnellement de fonctions
abéliennes peut étre représentée comme le quotient de deux séries
d’une forme tout a fait semblable, considération qui prépare en méme
temps la transformation des fonctions abéliennes.

Westerkotlen (Saline}, en Westphalie, 11 septembre 1853.

Nota. Les derniers résultats du Mémoire précédent ont été déja énoncés dans un
Programme publi¢ par le méme auteur et daté du 17 juillet 1849.
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