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NOTE

UN THEOREME RELATIF AUX DETERMINANTS GAUGCHES:

Psre M. Francors BRIOSCHI,

Professeur a PUniversité de Pavie.

En-indiquant par ¢, ; les coefficients d’une substitution linéaire

. S r{n-1)
orthogonale, on a, comme on sait, entre ces coefficients, W(MT)

équations de la forme
CyrC s+ Co3Co s+ ...+ Cp . Cp =0,
el cr .k, =,

et M. Cayley a démontré qu'en nommant A le déterminant

Z (i a0y, ﬂn,n)a

dont les éléments sont assujettis aux conditions

A,y =1, 4+ a5, =0,
et en posant
o A
T, 5 da,,, ’

ces équations sont vérifiées par les valeurs suivantes :

ACr.lz"zai,rv Acr,2=2a2,rs---

Ac,,=2a,,—A,..., ACr,nzzan.r'
Cela posé, voici le théoréme en question :
L’équation

Ci _>\a Ci,2q-445 Cin

, Cs, 45 Ca,2— hyerry Cap
(A)

Cr, 1y Cn, 2y Cpon— A
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a, lorsque n est impair, une racirne égale a lunité et les n — 1 autres
imaginaires et deux a deux réciproques; lorsque n est pair les racines
sont toutes imaginaires et deux a deux réciprogues.

En effet, en substituant dans le premier membre de cette équation
les valeurs ci-dessus de ¢, (, ¢, ,,..., on a

0‘4,! b‘u" a?,lv LEX) Opy
Oy, 25 g, g = [yery @y on
= ()_’
%y, ns Ao, nyeens Ly n H«
I3 T .
ou g =A4-——;et,en multipliant cette derniere par A, on a
z, @y gyeans Ay g |
A a2,1’ Z""? a‘l,ll |
(1) — o,
. . . . . . . . . ‘}
an,l’ all,2'l"'7 z "
t A= , 3 == 1+2
€n posant z = ;——, et, par conséquent, \ = —

Jobserve qu’en supposant n impair le premier membre de cette
équation est 1m déterminant gauche d’ordre impair, qui se réduira
a zéro pour z= 0; ainsi A = 1 sera une racine de 1’équation (A). Mais
en développant I'équation (1), on a, pour n impair, comme on le
sait déja par des théorémes dus a M. Cayley [*],

_ _a . \ - \
"+ 7 2 /\Ar,n—2 ){) -+ z" 2 ( Ar, n—4Jo re
r T

4 Z3Zr (Ar,3'\50 -+ er (A,.,,)o == 0,

(4,.5), représentant un déterminant mineur principal de Pordre s
dans lequel on a posé les éléments principaux égaux a zéro. Par con-
séquent une des racines de I'équation (1) sera zéro, comme on [’a
déja observé : les autres racines seront deux 4 deux égales et de signe
contraire, et leurs carrés seront donnés par I'équation

( 2) ],m +]Jn~12r( Ar, ”_2>0 —+ ... 7—-}— )"zr (Ar, 3)0 +2r<A"’ ) )0 = 0,

[*] CeeLre, Journal fir die Mathematik , band 38,
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“ . n—1I .
qu’on obtient en faisant y = 2? et m — —,— Les (n — 1) racines de

Yéquation (A), qui restaient i trouver apres la racine A = 1, seront
donc réciproques, comme on voulait le démontrer. J’observe, enfin,
que tous les termes du premier membre de I'équation (2) sont essen-
tiellement positifs, parce que chacun des déterminants gauches sy-
métriques d’ordre pair (A, ) est un carré; par conséquent, I'équa-
tion (2) n'a aucune racine positive; les valeurs correspondantes de z .
et, par suite, de 1, sont donc Imaginaires.

En nommant — ¥, une quelconque des racines de Péquation (i),
on a

z:if],, I‘:\/—‘l,

et les racines réciproques correspondantes de Péquation (A) sont
proq q

- 1-!—1:)' W — I—l:_)‘,’
1= iy, 14 iy,
ou
h=a-+ib, X =a— b,
en faisant

]“J’I, b — 2\/.7_1‘
1+ I+ 7,

Je suppose
a*ib=r (cosb, = ising,),
on a

. _
ri=a’+ b6 =1, tangf, = - = —2—\/—]'-:
par conséquent,
e I
vy =tang -4,
et '

1 1 1
Zr (A, )0 = tang? S 6, . tang? S 6, ...tang? S G, s
Zr (S — tang? é 6, + tang? -; O+ ... + tang? é 6.0

Pour n =3, I’équation (2) nous donne

]+a2,2+a‘;’_3+a§_3:o,
et Pon aura

1
at,+ai ;+aj ;= tang256,
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ou
@, o= COSQ. tangé 6, a,;=cosf. tangé 6, a,,= cosy.tangé g,

en supposant
cos® o -+ cos® 3 + cos?y=1.

Pour n = 5, on aura
p 2 2 2 2 2 2 2 2
a’,+al 4+ aj  Fal syt Ay, Ay s dy ok Az, s+ Q4,5
1 I
= tang® -9 tang® - ¢
g P i g PL
et, en général,

I 1 I
2 E at = tang2; 8, + tang"’; §, +...-+ tang? 5 B,
,

On déduit de ce théoréme une propriété énoncée par Euler comme
ayant lien dans le mouvement d’un corps, propriété qui a été le point
de départ pour la recherche des formules trés-connues qu’on doit a
Euler, Lexell, Rodrigues [*], pour la transformation des coordon-
nées. On peut en déduire aussi un théoreme énoncé récemment par
M. Hermite [**].

Maintenant supposons 72 pair; on a alors, en développant I'équa-

tion (1),

2 2N (Mo pso b zzzr(A,.,;)D+ A, = 0:
r

les coefficients de tous les termes étant positifs, les valeurs de z* que
cette équation fournit ne sont jamais positives; z est donc essentielle-
ment imaginaire, et il en est de méme des racines de I'équation (A),
lesquelles sont d’ailleurs évidemment deux a deux réciproques puis-
que les valears de z sont deux & deux égales et de signe contraire. Notre
théoréme est donc démontré dans ce second cas comme dans le pre-

mier.

[*] Novi Commentarii Academic Petrapolitane, 1775, — LiouvILLE, Journal de
Mathématiques, tome V.
[**) The Cambridge and Dublin Mathematical Journal, n°® XXXIV, fév, 1854.
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