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SUR

LA COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES
A QUATRE VARIABLES;

Par M. BAZIN,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

Si I'on considére deux formes quadratiques, c’est-a-dire deux fonc-
tions homogeénes du second degré i coefficients entiers,
f =ax®+ by* + ¢z* +...+ 2dxy + 202 +...,
Jl=a x4 Py +cz2%+. . +2d'x' y +2ex'2 +...,

on peut se proposer de ramener leur produit a la forme
F=AX"+BY* 4+ CZ*+...+ 2DXY + 2EXZ +...,

A, B, G, etc., étant des nombres entiers, et X, Y, Z, etc., des fonctions
linéaires et entiéres des produits xx’, xy’, xz,..., yx', yy', yz, etc.
M. Gauss, dans ses Disquisitiones arithmetice, a complétement résoln
ce probleme pour le cas de deux variables et lui a donné le nom de
composition. En étendant a quatre variables la définition posée par
M. Gauss pour le cas de deux variables, nous dirons qu'une forme
quaternaire
F = AX®*+ BY? + CZ* + DV? + 2EXY + oFXZ + 2GXV
+ 2HYZ 4+ 2 KYV + 2 LZV
est composée de deux autres formes
S =ax®+ by + cz* + dv? + 2eay + 2fxz + agav
+ 2hyz + 2hyv + 2lzv,
Si=ada? + V)P d VP ada’y + 2f ' + ag
+ ol y' s 42k y v+ 2l'FV,
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si elle se transforme en leur produit /f” au moyen de la substitution &
coefficients entiers,

X=o, 20+ Ly + 3,02+ 0,20+ 0,92 + Gy
V2V Y vt ag B+ B Zy + 0554+ 070
+ o+ By + g5 S e,

-

dioaxl x4 BLaxy Yiox s+ e+ oy Y .

l

" 7" 4
7 =axx+Fxy+fxz+dax0+dyyx+...,

" g

V=odaxa+5xy+ixz+8xv+ayx+ ..,

et si, de plus, les déterminants des huit systémes
plus, Y
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n’ont aucun diviseur commun.

Le théoremne d’Euler sur la multiplication de deux sommes de
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quatre carrés est un cas particulier de la question précédente. En
effet, ce théoréme consiste dans I’'identité

(x? _+_),2+. Z2+92)(xt2 _'_'),./2_*_2/24[_9:2)
= (xx' + yy' + 28 + o/ (ya' — ) — vz’ + 20" )

+ (2’ + vy’ — a8 — yv' )+ (v’ — zy’ + y7 — V')

En remplacant, dans cette identité, y, z, v, ¥/, 2, ¢ par y va, zvb,
vyab, y'va, 2 Vb, ' Vab, on obtient la relation plus générale, due &
Lagrange,

(x® + ay? + bz® + abv?) (2" + ay’® + b2'* + abv'?)
= (xx + ayy' + bzz + ahov'} 4+ a(yx' — xy’ — boz' + bz}’

+ b (22 + avy' — xz — 0y + ab (vax’ — zy + ¥y — av' )i
a4 (ye’) y +r

Nous donnerons d’abord la solution algébrique compléte du pro-
bléme de la composition et nous rechercherons ensuite dans quels cas
il admet des solutions rationnelles et entieres. Ces cas sont assez res-
treints, comme le démontrent les propositions suivantes, qui se dédui-
sent immédiatement de la solution générale :

1°. Une forme quaternaire n’est composable avec une autre forme
quaternaire et méme avec une forme quadratique d’un nombre d'in-
déterminées quelconques que si son déterminant est négatif et, de plus,
un carré parfait. Cette condition se vérifie immédiatement sur les
formes d’Euler et de Lagrange, dont les déterminants sont — 1 et
— a*b?. Dans le cas d’un déterminant positif, les solutions du pro-
bléme seraient non-seulement irrationnelles , mais imaginaires.

2°. Une forme définie ne peut se composer avec une forme indé-
finie,

3. 1l résulte des deux propositions précédentes que deux formes
1, f' susceptibles d’étre composées peuvent étre ramenées par des
transformations rationnelles & deux nouvelles formes, telles que

S = (2,7, ) + A%,
Ji =9 (&, y, 7))+ AT,
Tome XIX. — JuiLter 1859. 28
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¢ (x,7,2), ¢ (&, », &) étant deux formes ternaires toutes deux
définies ou toutes deux indéfinies, et A, A’ leurs déterminants. 11 faut,
de plus, pour que la composition soit possible, quil existe une
transformation rationnelle entre les formes adjointes ® (x, y, z),
(', ', 7)) de ¢ (2,7, 2), ¢’ (2, ¥, z’). Toutes les inconnues de la
question s’expriment en fonction rationnelle des neuf coefficients de
cette transformation. La composition de deux formes quaternaires se
ramene ainsi en derniére analyse 4 la recherche d’une transformation
entre deux formes ternaires. Cette relation entre deux théories qui
semblent n’avoir aucun point de contact est assez remarquable. On
déduit des propositions précédentes que les deux formes fet f” et
leur composée F peuvent, au moyen de substitutions rationnelles, étre
ramenées a lrois nouvelles formes f,, f| , F, qui ne différent que par

un seul coefficient,

Ji= ax®+ %(Cdf2 + bdz* + bheo?),

fi=dx?+ -;-,(c dy® + bdz* + bev'?),

Fi= aa’ X?® + {% (cdY? + bdZ? + beV?).

4°. On voit déja, d’aprés les trois conditions précédentes, combien
la composition est restreinte dans les formes quaternaires. Ces trois
conditions suffisent pour que le probléeme admette des solutions
rationnelles, mais une quatriéme est encore nécessaire pour qu’il y ait
des solutions entiéres. Lorsque l'on se borne au cas le plus simple,
c’est-d-dire a celui de la composition avec elle-méme d’une forme
telle que

J = ax®+ by* + cz® + dv?,

cette condition peut s’énoncer ainsi : Soient / le plus grand commun
diviseur de ab et de cd, [’ le plus grand commun diviseur de ac et de
bd, 1" le plus grand commun diviseur de ad et de bc, le produit £/'4”
doit étre égal & abed. La forme composée est, dans ce cas,

X2 IY2+ I'72 4+ " V2,
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Une forme quaternaire n’est donc pas toujours composable avec elle-
méme. Cette impossibilité établit une différence importante entre les
formes binaires et les formes quaternaires et ne permet pas de faire,
pour ces derniéres, une classification analogue 4 celle que M. Gauss a
faite dans les n 301-307 des Disquisitiones arithmeticee. M. Gauss, en
effet, a établi que les formes binaires d’un méme déterminant peuvent
étre considérées comme résultant de la composition d’un nombre tres-
limité d’entre elles avec les différentes puissances d’une méme forme.
Nous appelons ici puissance niéme d’une forme f la forme que I'on
obtient en composant f avec elle-méme n fois de suite. Pour établir
dans les formes quaternaires une théorie semblable, il faudrait ad-
mettre des substitutions a coefficients fractionnaires; mais la com-
position ainsi entendue prend uve trop grande extension, et toutes
les formes composées que i'on peut obtenir au moyen de deux
formes f et f' ne sont plus équivalentes; elles appartiennent a plu-
sieurs classes d’'un méme genre. On ne peut donc plus considérer la
composition des classes; il faudrait se borner i la composition des
genres, ce qui n’offre aucun intérét, la nature du genre composé pou-
vant se déterminer d’avance d’aprés les caracteres des genres qui le
composent. Les beaux théoremes des n° 3ot-307 des Disquisitiones
arithmetice n’ont donc pas d’analogues dans la théorie des formes
quaternatres.

§ 1.

Nous ramenerons la solution du probléme général a la recherche
des déterminants a seize lettres que lon peut former en combi-
nant de diverses maniéres les soixante-quatre coefficients de la sub-
stitution (S); nous allons d’abord exposer quelques notations et rap-
peler quelques propriétés des déterminants dont nous ferons usage.

Nous désignerons par A,, A,, Ay, A4 les déterminants des quatre
systemes (S, ), (Sa), (Ss), (S4) Considérons en particulier 'un d’eux,
A, par exemple, et supposons que I'on substitue aux quatre lettres
oo o o o formant la premiére ligne verticale du systeme (S,)
Loy Uy Oy O P g ¥ V) les
guatre letires de la premiere ligne du systeme (S,), oy, &y, %y, ©5;

28..
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nous obtenons ainsi un nouveau systéme,

oy 1813 T d\n

4 7 . \V
%y Brs Y s
L " n '
% By Yie &

W " Ht

L A
a:" t? 71» 017

dont nous représenterons le déterminant par A, (;) » la lettre du dé-
L

nominateur dans le symbole (z—‘) désignant la colonne qui est sup-
L

primée dans (S, ), et la lettre du numératenr celle de (S,) qui lui est
substituée; en écrivant successivement les quatre lettres ., o, o), o
a la place des trois autres colonnes de (S,), on obtient trois nouveaux

\ ’ . ’ 24
svstéemes dont les déterminants peuvent se representer par A, (—’) y

8

A, (oﬁ), A, (;—’> Nous donnerons aux déterminants ainsi déduits
K

t i
de A, le nom de dérivés. 11 est clair que chacune des douze colonnes

composant les trois systemes (S,), (S, ), (S,) peut étre écrite & la place
de chacune des quatre colonnes de (S,); nous aurons done quarante-
huit dérivés de (S,), et par la méme raison quarante-huit dérivés pour
chacun des trois déterminants A;, A,, A,. Le nombre des dérivés est
ainsi de 48 < 4 ou 192. Ces cent quatre-vingt-douze quantités peuvent
se partager en trois catégories distinctes : 1° les quarante-huit dérivés
de A,; 2° quarante-huit dérivés de A,, A,, A, qui s’obtiennent en
substituant une colonne de (S,) a une des colonnes de (8,), (S,), (8,);
3° quatre-vingt-seize déterminants ou ne figurent pas les lettres du
systeme (S,) et qui s’obtiennent en remplacant dans I'un des trois
systemes (S,), (S;), (S;) une colonne verticale par une colonne de
Pun des denx autres. Les déterminants des deux derniéres séries sont
liés 4 ceux de la premieére par des équations de condition fort simples.
Ces relations se déduisent toutes des identités connues :

ey ' ! i Y' IR R R R I F AR R RN RN AR R AT e o
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o)+ e (3) =100 ()00 ()
s o) e ) <o )
s () o )1 ()0 1)
seon (D s (D) a2 )
O s (2) a5 e () + aad(z)

Moty = o i (2) + B8V () - A1 (2) + o8, (%),

(Ces identités se vérifient facilement en remarquant que Yon a,
d’apres la définition que nous avons donnée des déterminants dérivés,

%

A "12> = a dA‘ + U’ dA, + U2 dAl n dAi
'k — M de, 2dd, % da aﬂm’

/

Bz . dA, ¢ dAl v A4 1 dA|
s (B) =alt - f o+ A0 B

da, da,

T’ i etc., étant les dérivées de A, prises par rapport aux diffé-

rentes lettres qui le composent. )
On a de méme : '

[ By, =4, (Z—) + Ba A, (;—) 7 Ay (:;—‘2) + 0y A, (%),
(2) A8, = 0y, (—) + ﬁzA,(E') + 12 A, (fj—) + & A, (%)

.............................

Eliminant les seize lettres a,, 8, 7, 91, &, [5;, etc., entre ces deux
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systémes et exprimant que les équations qui résultent de I’élimination
ne sont que de simples identités, on obtient les seize relations suj-
vantes entre les dérivés de A, et ceux des dérivés de A, qui font partie
de la deaxiéme série,
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En changeant I'indice 2 en 3 ou 4, on poserait deux séries de rela-
tions analogues pour les dérivés de 4, et A,.

On obtient de la méme manié¢re des relations entre les déterminants
de la troisiéme série et ceux des deux premieres ; reprenons les équa-
tions (1); en changeant I'indice 2 en 3, on a un systeme analogue.

En changeant, dans les équations (4), I'indice 1 en 2, on obtient
de méme,

i

Ay oy = uy A, (&) "+ 189 A,

O
=
©
™
«
I
<K
[
>
~n
—
212
™
®
>
Y
TN . T T
T
S’
-
W
>
-
~2 [1?
S—

Remplagons maintenant dans les équations (4), «, £, v, ¢, etc., par
leurs valeurs tirées des équations (2}, et identifions les expressions
ainsi obtenues pour a,, {3;, etc., avec les expressions (5); nous avons
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les seize équations de condition :

=
S N
-

2|8

N
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2} 3 1 1

s (3) =a(2) e 5) + o (5) & 2
“+ A, (E> A, [AR A,

T 1 1 Y2
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s (3)=82)5(3) 2 (3) (3
o (3)a(p) =5 ()5 )

1l résulte de ce qui précéde que tous les déterminants dérivés peu-
vent s’exprimer en fonction de A,, et de ses quarante-huit dérivés; les
trois déterminants A,, A,;, A, peuvent eux-mémes s’exprimer ainsi;
_ car, si I'on se reporte aux valeurs de a,, [3,, etc., données par les

oy s : I' L Y T R N N R RR SRR ARRR RN IR
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équations (1), on a, en formant leur déterminant,

'
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Supposons maintenant que Pon donne numériquement A,, A, ALl A,
et leurs dérivés, et proposons-nous d’en déduire les soixante-quatre
coefficients (S): il est clair quil suffit de considérer A, et ses qua-
rante-huit dérivés, pourvu que les équations de condition précédentes
soient satisfaites, autrement le probleme serait impossible. Nous
n’avons donc que quarante-neuf équations gui s’obtiendront en éga-
Jant aax valeurs numériques données A, et ses derives. Ces équations
peuvent étre remplacées par d’autres plus simples. Désignons par

[Ay ] A [ ;], A, [;—]7 etc., les valeurs numériques de A,, A, (?) ,
A, <§%) , etc.; il est clair que Yon a, d’aprés les équations (1), qua-
rante-huit relations de la forme suivante:
i s - 2_ 27 - ;
s 2] s [5] sz -0 15)
32 ] “V _Gz A,
[A*] {j2: o4, [lz] -+ ﬁ. A l%ll + YA, ‘ :—y-l] + d, A, [é—J,

Si I'on choisit les seize coefficients o, 81, 745 ¢, &, etc., de maniere
que lenr déterminant soit égal a | 4,], les équations (8) donneront
les valeurs des quarante-huit autres coefficients o, {3;, etc. En effet,
on a

"C( dAI ! dA1 " dA\ " dA
A«(—’):“zfﬁJf%z;”f“azz ¥
L &y 1 1

1

Tome X1X. — JuiLLEr 18534. 29

o) 9
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n

Remplacant a,, o), o, o par les expressions (8), 1l vient
/ 2 B 2k 2_ B 2 i ) 4 !
808 () =fea 2]+ poa [ 2] + o, HEN I
-+ 2 a’l A‘ [?] —+

+ .

:dAl

ou bien

le‘coefﬁcient de A, [:T] est égal 2 [A.], ceux de A, [gf]s etc., sont

évidemment nuls. On a donc bien )

s(2)=afz]

Les équations (8) fournissent ainsi la solution compléte de la ques-
tion.

§ II.

Revenons maintenant au probleme qui fait I'objet de ce Mémoire.

Supposons les deux formes f, J' données, et proposons-nous d’en
déduire la forme composée F. Les inconnues sont an nombre de
soixante-quatorze, savoir, les dix coefficients de F et les soixante-
quatre coefficients de la substitution (8). Les équations qui doivent
déterminer toutes ces quantités s’obtiendront en effectuant dans F Ia
substitution (S) et identifiant le résultat avec le produit ff'. Nous
avons ainsi cent équations se rapportant a trois types différents. Afin

. . ’ . dF
de les écrire sous une forme plus simple, nous désignerons par —,

&y
d¥ dF dF v

Yz s PR . ” w 2 .
7L A T les dérivées par rapport a «,, o, o, o] de I'expression

Az} +Bo* + Co\2+ Do2 4 2Eq, o, ..,

oy . . 1 . VU U Y ' e
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que Pon obtient en faisant, dans F,

' " "
X=a, Y=d, Z=2d, V=oua;

, dF dF ,
nous représenterons parz %y == Z B, - efc., les expressions
] !

dF r, (ZF +f_/” dF + " dF
dz, Bl dd, Tl %4 rl_a/:'

(lF ot dF " dF " dF
N +p1,71” +ﬁ1_': +ﬁ1m’

oy 9

 w . dF dF .
et parz‘@,ﬁw-, 27. o etc., des expressions analogues a,, f8,,
7+» etc. Nous supposerons, en outre, que f et /' ne contiennent que
les carrés des variables, c’est-a-dire que les douze coefficients e, f,

g h, ke, f'y g, B, K, I sont nuls, le cas général pouvant se
déduire facilement de ce cas particulier.

A cause de la symétrie des lettres, nous n’écrirons que les seize
equations ou figure le coefficient «,, les autres s’en déduisant par de
simples permutations de lettres. Ceci posé, ces équations, en se ser-

vant de la notation exposée plus haut, s’écriront de la maniére sui-
vante :
Premier type.

p N 2 (l’F (ll,’
(g3 o, — = 2ada.
\9)J Y

Ce type comprend seize équations qui se déduiraient de la précédente
en remplagant o, par §,, y,, etc., et aa’ par ab’, ac’, etc.

Deuxiéme type.

dF
2,343: = 0,

. ) dF

rkl()"! 2'}'{ :17; = 0,
? y dF .
—‘0'70:*_0’

, dF
'\2“22;;-0’

o o dF
e ﬂz%aa—l—o,

Za‘j—:zo

29..
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Les équations (10) ne contiennent que des letires de méme indice.
Pour chacun des quatre indices 1, 2, 3, 4 on aura six équations que
Pon formera en combinant deux 4 deux les quatre lettres 2, 3, v, .
Il'y a donc vingt-quatre équations de la forme (10). Les équations (11),
au contraire, s'obtiennent en combinant des lettres semblables, mais
d’indices différents ; elles sont également an nombre de vingt-quatre.

Troisiéme type

i dF o dF dF a¥F

j Zpﬂd_a.‘*_z‘aQ;lﬁ[‘_O’ 253‘?—"—'—}—2“3%_07
dF dF

Eﬁ*ﬂ+2“‘Tﬁ: 0,

{F dF F dF
V " f— —_— Yy — ——
dd /2 da, +2a2 (/7, 0, /3 o o, +2a3 d'y. 0y

dF iF
2ty Rk =0,
dF dF dF dF
—— —— = — 3 =~ °=
202 da, +2a2 dd, 05 2&3 da, —1—20!3 do, o
dF dF
i‘ 2+ Dgy =0

La premiere équation de chacun de ces trois groupes s’obtient en
combinant I'une des quatre lettres ,, §8,, v,, &, avec 'une des quatre
lettres o, , 3., 7,5, 03 il y aura donc six équations appartenant 4 ce
type dans lesquelles les indices seront 1 et 2. La méme opération peut
étre répétée pour chacune des six cowbinaisons des indices 1, 2,
3, 4. Nous aurons donc en tout trente-six équations de la forme (12).

Nous allons commencer par éliminer les dix coefficients de F. Si
nous considérons les équations (9) et (10) comme un systéme d’équa-
. . , . . dF dF¥ dF dF
tions du premier degré dont les inconnues seraient rrlral Al
nous avons, en résolvant par rapport a ces quantités:

——

 dF 2ad’ dA, dF  2aa’ dA,
|7 =8 da @ T a4
(13) dF 2aa’ dA, dF _ 2ad da,

1

r ' ' ' [ P T TR R [ R R R R R e
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1l est clair que ces quatre équations peuvent remplacer les equa-

. ; . . ;o dF

tions (g) et (10). Si I'on substitue les valeurs précédentes de —; etc.,
da,

dans les équations (11), elles deviennent:

o dA + r dA, 4 ” ([A| , U”’ llA| -0
"2 dCL, a‘.’ (la'l 0_2 !/a"' i Lo .’la"I' = O,
o dA| + f’ (IA‘ - " dA( . fW flAl o
da, x do. a o /" &lf —

3 da, 3 dml 3 {{anl 3 da’l N
. (iA| ' dAl e all dAl + U’" ([AI — o
g T M s T Fads T

Les premiers membres représentent les trois déterminants que Pon
obtient en remplagant dans A, les quatre lettres ,, o, oy, o par

! " L ! L " U " nr K \
Gg, Oy, Oy o Uyy gy Uyy Qgs Guy Ugy Lyy %y, ON A donc, d’apres la
notation convenue

\/\""/}) A, (?;) == 0, A, K‘ﬁ) = o0, A, (ﬁ) == 0.

o, %

Fn faisant la méme substitution dans les équations (12}, elles devien-
nent :

B

|

o) 8
| N
°

/ al, <1€—T> + b A, <§T‘> == 0,

al, (Ei) + hA, (%> = o,

an (¥) + b, (3) = o,

al, (\Z—f) “+ A, (%) = v,

15) ( (lA1<1—31) 4 cA, (;—i) = 0,
) +ea

2
g
o~
B2
o
I

~2

2

2

l

aA,

2) + dA,

al,

ST
o) B

N e’
!
2

\—i—({A,

/

TS TS
Ry S R

Qo

R

l
i
°

ab, (——> + dA,

&y

22

Nous avons déduit les équations (13

—

et (15) des équations primi-
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tives du probléme. 11 est facile de voir que ces derniéres peuvent éga-
lement se déduire des €quations (13) et (15) qui peuvent, par con-
séquent, les remplacer. I ne nous reste plus, pour achever Péli-
mination des coefficients de I, qu’a éliminer ces inconnues entre les
équations de la forme (13), qui sont au nombre de soixante-quatre,
En effet, en écrivant de nouveau les quatre équations (13) et leur
adjoignant douze autres qui s’en déduisent par de simples permuta-
tions dle lettres, nous avons :

dF _ 2aa’ da, dF 2 ba’ da,

da, — A, do, ! Tﬁ,ﬁ A, E’
dF __2ca’ da, dF __2da’ da,
dy. A dy, a5 A d3,’

dF 2aa’ dA, dF 2 ba’ dA,
A AN o 2
dF 20ea’ dA, dF ada’ dA,

(163

dF _2ad da, dF 2 ba’ dA, .
do’y T A de d’ A, dﬁ':’

i 1

dF  aca’ da, dF 2da’ da,

Cr A AN

dF __2aa da, dF 2 ba’ da,

T RIS a A
dF 2ca’ dA, dF 2da’ dAa,

ur

ayy T A Ayl a4 T T dg”

En changeant successivement lindice 1 en 2, 3, 4, nous aurons
trois systemes de seize €quations semblables an précédent; c’est entre
ces trois derniers systémes et le systeme (16) qu'il faut éliminer les
coefficients inconnus de Ja forme composée F. Si I'on examine les
équations (16), ou plutét les équations (9) et (10) dont elles ont
été déduites, on voir qu’elles expriment simplement que la substi-
tution )

i X:mx%—ﬁ,y—}—%z—n— d, v,
(8,) )Y:“’1x+plif+7'1z+d"1v’
Y ’Z:a",x+ﬁ",y+y",z—l—d"’lv,
" V=dlx+ By +vz+ 0,

U E U N i e
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. ) I :
transforme F en a'f; done, si I'on désigne par (\/_J S, ) la substitu-

tion que I'on déduit de (S,) en divisant par ya' les coefficients a,,

£, etc., cette nouvelle substitution doit transformer F en f. De
méme, la substitution

=X 4 Boy + a2+ 0,0,
e Y=dyx + B,y +7,2 + 0,
" Z=uy,x+ 0 +,2+ 0,

r " 14 N ’//" ' , .
V=od,x+ Sy + Tod = Uy

2 7

transtorme F en 4'f; et, en employant la méme notation, on voit que
1

la substitution (W Sz> transforme F en f. Mais il résulte des équa-
tions (1) que l'on a
&y
()
T a, a’

— e +_@f’<%> v

o e s VetV

"a, &,
A (—) — - Y (—> —
L vl a4 N fa
va A v Ja A b7’

A (ﬁ_,> pr N <@\, o
PRI (VY LR Y N L
N \/b' +Ve a \/b"

. . S , . o
la substitution (\/_F SQ> équivaut donc aux deux substitutions suc-
£
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CesSIVes ©

[X="g +-"—7‘]’+f—‘_-2+ &

x/ Va' \/ \/a
Y —_ _x 4 L [’3| yn |_ V”
g Vo' \/fl va' o’
\/z ’ 7 — G‘I: ax " ’: o
= T
V = Fjl 71 P 4 g, ()”,

Ve T

[car en substituant les valeurs de x”, ", 2, v en fonction de x,

7, etc., dans les expressions de X, Y, etc., on retrouve la substitu-
tion | —— S,') |. Mais la substitution -8, \ transforme F en fsla
Voo va

substitution (17) est donc une simple transformation de f en elle-méme.
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est facile de voir
que la substitation (8,) transformera F en & f. Effectuant dans f la
substitution (17), et identifiant le résnltat avec f elle-méme, nous
obtenons dix équations qui remplaceront celles des équations (16) ou
figurent les coefficients de (S,); ces équations sont, en remarquant

que les quatre déterminants A, <Z—T} » A, <%>, A, (Z/—T\, A, (i—j» sont

J =y v A, I A, & 1
(‘ \
A(ﬂ) - A(gﬂ) . A(z) _ A‘(;)
S\ TV LV TE Y AP V1V N ¥
A, o' A, 174 A, o A,

@2 g ) )
N N (5 7 a5
vﬂ — - a . \ 6\1 a’ + z lr)‘, a Lo a \/
\ v = A V¥ Ry b’ A, o A,
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nuls,
2 N\ 2 2 b
bA. (% &> w\? _ ¥ s
A& + cA, " + dA, 3 a,aA‘,
2 b
>:?bA%7

-2
w
»
2

a
>
_.}_

=~
Ig

I

|

Q,
>
S

N

<
W

2
I
1
o~
I

!
|

=203
— S
»

|
SN

3

"

-

xQ
Le
P N
B|&
e’ e e S
w©
=
L
TN e
2
——— S
(]
TR~ W W
L
P N e N
£l

R
zl=
»>
+
(o}
I

=
2

o
I

—
®©
—
—
TN TN

-

g
e
X

+

2
g

| &
S
g

|

£

=
>
[

8

™| 8
S~ e
I g
A
=¥
—” S
)
~
=
N
o8
—~——
I's
-~ ~— TN TS
I
R g
1
i
L

N D
s (o) o () (B =
s (&) (2) = earlf)an(G) =
L aa, (7) A, (5—) + bA, H A, <6—> —o

En considérant les substitutions (S,) et (8,), nous aurions deux sys-
temes analogues qui pourraient remplacer celles des équations (13)
ou figurent les lettres de ces deux substitutions.

L élimination des coefficients de F se trouve ainsi complete, et
nous avons, pour déterminer les inconnues de la question :

1°. Tes seize équations (16) ou entrent les lettres de (S,); ces seize
équations se réduisent a dix équations distinctes et serviront a déter-
miner les dix coefficiénts de F lorsque ceux de la substitution (S)
seront connus;

2. Trois systéemes de dix équations analogues au systéme (18),
vingt-quatre équations de la forme (14) et trente-six autres de la
forme (15). Toutes ces équations ne contiennent que les déterminants
dérivés de A,, Ay, Ay, A,

I.a question se trouve ainsi ramenée 2 la recherche de ces détermi-
nants.

Tome XIX. — JuiLer 1854. 30



234 TOURNAL DE MATHEMATIQUES

§ 111,

D'apres ce que nous avons vu précédemment, il suffit de trouver
les quarante-huit déterminants dérivés de A,. Douze d’entre eux sont
déja connus par les équations (14), ce sont les déterminants :

a2 (e ()
sl a )
(19] | |
L) s a ()
T 71 T
i [ &, 33l 3
| m(a—l), A.(a—), A,(8—1>,
qui sont tous égaux i zéro. Nous substituerons aux autres, douze

inconnues auxiliaires dont Vintroduction simplifiera les calculs. Re-
prenons I’équation

(20) 2 1@, + 27 Ta T
il est facile de voir que I'on a
Safp =X o Bphie=Ye I

d’ou résulte que Féquation (20) peut s’écrire 4 volonté sous I'une des
quatre formes :

dF dF dF dF
2“2;’@7+232§;:°’ Z“*W+2“2d_p‘:°’

dF dF¥
b Zng =0 B +Eeha o

dF dF dF
Substituant dans ces relations, 4 la place de g—a 7 7B Ay etc.,

leurs valeurs tirées des équations (16), elles dev1ennent

(21) P <F3n> + @b, (il> =0, ba, ké:—) + a4, (‘;—7) = o,
bA, (;s > + aA, (E\ =0, bA, (%) —f—a’A,(%) .

o ae g ' ' I R R RN R AR Y RN ER RN ARRANART]
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On déduit de ces équations la relation fort simple

s (2)e () =2 F) o ()

Posons

23) a(B) s (3) =80,

(#[3),., désignant une inconnue auxiliaire; nous avons de méme,

8, (%) A,(%) — A, Ay (%fes.

L 2

En résolvant les équations (21) et (23) par rapport aux détermi-
nants dérivés, il vient

4 ‘A' K%) = A (2f), \/a,a~ Ay (i) = — Aﬂo&ﬁ),q\/%q,
240 L _ " . v
o () = = aaiay/Te a(2) = tepna/00

la yuantité (a3}, ., pouvant étre précédée du signe + ou du signe — .

- ey 2\
Nous pourrons de méme exprimer les autres dérivés de A,, A, (1 bs

A, {fy—l) A, (i_‘>’ A, Q;—j) A, (%)7 A, (\%» etc., en fonction de nou-

velles indéterminées analogues (27),.,, («0),.., («f),.5, etc. La
question se trouve ainsi ramenée a la recherche de ces inconnues
auxiliaires qui sont au nombre de dix-huit, savoir:

Cpr ; A © . Y o
(2, (29 (200 (B iess (Bhiesn (7840,

o h (g 130 ; [y o Y 7oy M
20 (230 (@7)ha (20, \ﬁ"{'/’vw \[jd\)i-ao (79 )13

g s 3y . \ oy N
(a[j)rn Ly inas (ao}l-w (ﬁy)«w.s (ﬁd\)l-u YO )i

Ces dix-huit quantités sont liées par un grand nombre d’équations de
condition que nous allons énumérer successivement. Nous distingue-
rons, comme nous ’avons fait plus haut, trois séries de déterminants :
1° les dérivés de A,; 2° les dérivés de A,, A;, A, qui s’obtiennent en
substituant dans I'un des systémes (S, ), (S;), (S,) une colonne de (S, );
3° les dérivés de A,, A;, A, qui ne contiennent aucune des lettres

30..
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(28)
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de (8,). Chacune de ces trois séries nous fournira un certain nombre
d’équations de condition auxquelles doivent satisfaire les dix-huit in-
connues auxiliaires. Considérons d’abord les déterminants dérivés
de A,; ces déterminants figurent dans trois systémes d’équations, qui
sont : 1° douze équations de la forme (14): nous n’avons pas a nous
en occuper, puisqu’elles donnent les valeurs des déterminants, tels que

A, <:=_:> s A, <§—j) » elc., qui ne s’expriment pas en fonction des inconnues
auxiliaires; 2° dix-huit équations de la forme (15) dont il est égale-
went inutile de nous occuper, puisque ce sont elles qui nous ont
fourni les valeurs des déterminants en fonction de (2f8)s.q, etc.:
3° enfin, les équations (18). En substituant dans ces derniéres les va-
leurs des déterminants en fonction de (@f3)(.2, (@7)i.2, €tc., elles de-
viennent :

/ ?2‘*“ 'Y 2‘4"(“&)?.2:],
| ?2 {3)7)2 ﬁd\ 2-3217
ay)ia+ ﬁ'Y) (y)2.=1,

(=

(@

(

(d)3..+ (Bd)2.
(26) (2 (By)iea

—

(

(

(

(

+ /d‘,i—-l,
()., = o,
1 ( )-220,

).z
af)i. 2 BY)iea )
Jiea (7042 =0,
Jiva
)
Jive

+ (a
afd)y. 2 (L) + (a
%f8)is 0‘7)4 2+ (f
af)y2(ed).o— (). 2(76‘) g = 0,
ay)y2(@0 .+ (B)r-2 (98)2 = 0.

+ (@
(
(

B '}'& -2:()9

)
7
d
Y
Ces dix équations se réduisent aux quatre suivantes :

(2f)f 2+ (aPi,+ (ad)i, =1,
('}'é‘)a-z:ei-z(aﬁ)l 29 (ﬁd‘>|-2=_54~2(17)4-21 (ﬁ?>c-2:50-2<“d\)4-27

g., désignant la quantité =+ 1. De méme,

(af)fs+ (ay)ts+ (ad)2 =1, ,
('Ya)rs-:sc-:’.(aﬁ)rs’ (ﬁa‘)i-az—él-s(“'Y)i‘ss (37)4-3:54-3(‘16\)4»37
(@f)i-s+ (29)ia+ (ad)iu=1,

\('yd‘)..,,zs..;(a@)..“ (ﬁd\)via:"'ec-l(a?)a-n ﬁ'Y 5T €y i 0'0)
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Considérons maintenant les déterminants de la deuxieme série,
Cest-a-dire ceux qui s’obtiennent en substitnant a4 nne colonne de
Pun des trois systemes (Sy), (Ss) (S,) une colonne de (S,). 1ls sont
liés 4 ceux de la premiere série par les équatious (3). Si nous rempla-
cons dans ces équations les déterminants par leurs valeurs en fonction
de (af3),.5, etc., nous retrouvouns simplement les équations (26); il
n’en résnlte donc aucune condition nouvelle.

1l ne nous reste plus & nous occuper que des déterminants de la
troisieme série; les équations ou figurent ces déterminants sont au
nombre de trente, savoir, donze équations de la forme (14) et dix-
huit équations de la forme (15). Nous avons vu plus haut que’ ces
déterminants s'expriment en fonction de ceux des deux premieres
séries a aide des équations (6); nous avons done leurs valeurs en
fonction de (af3),.,, etc., et nous pouvons, en les substituant dans les
équations (14) et (15, obtenir de nouvelles conditions pour les dix-
huit inconnues ()., etc. Effectuons d’abord cette substitution
dans les équations (14), qm sont:

A\
a

) =0, A4, (%{) = o0, A, (%) = 0,

2/

w

|

A [2) =0 A

A\

(ﬁ):o, AQ(
\,Aa(a_d\)———oa Aa(\

o

Ead

\

{29) {4

&

oo mo wlE o
> == 0, A:, (3§> - O, A3 (g‘:) == 0.

A cause de la symétrie des lettres, il suffira d’effectuer la sub-
stitution dans celles de la premiére ligne; on obtient de cette ma-

} /

=

o
&

niere :
(of)ialaf) (@7)i-a(zy)s + (2:8);-2(20)1s = 0
(af)ia(®ff)is+ (Bpia(Byhia+ (@d\)vu(ﬁ"“)l-s = o,
(@q)sen (@0 + (BDia (B0 s+ (7802 (7)1
(28,2 (20) s+ (B)i2(0)s + (M2 (795 = 0.

I

Mais en ayant égard aux équations (27) et (28), ces relations devien-
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nent :
‘2 (0-6\)4 3 == 0,

(aﬁ),‘g(aﬁ),.3+(r/."/),.g(o:y),.g—!—(ao"). ~.
M
J 1'3&0’

Sad g {af)ia(af)., + (@yhia(ay)iy + (ad), ¢)
(aﬁ)r:z(”-ﬁ)a-:s .y 51-3(“7)4-2(“7)4-3 -+ (ad\>4~2(ad\)a-3 = o0,
(af5)., (af3),., 4- (aﬂ/),.Q(ay)..g + &2 8 (ad)

2(“

D’ou résulte que

E1oo ™7 &y,
el que ces quatre équaticns se réduisent simplement a la premiere
d’entre elles. En faisant les mémes transformations sur les autres équa-
tions (29), on n’obtiendra donc en tout que trois relations nouvelles
entre les inconnues («3),.,, (@7)y.2, etc.,

L (@2fB)a(af) .+ (@y)i-e (@7)ies + (29),.5(ad),., = o
30) ! (@B)a(af)y. .+ (s (a)y + {ad), ., (ad),., = o,
‘I\ (0[8\’1 :;(aﬁ)qw -+ (05"/),.3 (a7)1-4 —+ (OCO“)‘.3(U.0\},.4 = 0,

auxquelles il faut ajouter la condition

Nous désignerens par ¢ la valeur commune de ces trois quantités,

Si Pon effectue maintenant les mémes substitutions dans les dix-
huit équations de la forme (15), elles se réduisent a de simples iden-
tités, en sorte qu’il n’en résulte aucune condition nouvelle.

En résumant tout ce qui précede, on voit que les déterminants dé-
rivés seront tous connus, dés que on aura obtenu les neuf quantités
. . 1 \ / .

(o )4-27 (“7)1-27 (ad\)«'w (1ﬁ)4-3’ A \ad\)a-:«n (0:‘3),.4, (a'}’)q-u
(ad),.,; désignons-les, pour abréger, par i, X, Ny w1y, v, v
Les équations qui les déterminent sout au nombre de six seulement :
] q

D L DXL

PR A =,

, vi - e 7 oy

31)
oo+ Nl - V= o,
Ay + NV 4+ N'y'= o,

NN/

\ @y v 4wy = o,

Yooy o VOOV I ' Vi
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11 nous reste encore 4 trouver A,; nous remarquerons que la
substitution (S,) transforme F en a'f, et que on doit avoir, en dési-
gnant par D, et D les déterminants de T et de f,

Da'* = D, A2,
posons
D,
"l‘)—' == h 3
il vient
A, = = na'?,

la quantité n restant d’ailleurs tout a fait indéterminée. De mérme,

Ay =z = nb?, Ay = Ene® A= £ nd?,

les signes supérieurs doivent étre pris ensemble ainsi que les signes
inférieurs, en vertu des équations (7).

Tous les déterminants sont donc connus; les soixante-quatre coef-
ficients de la substitution (8) s’en déduisent facilement, comme on I'a
va plus haut, et la solution algébrique du probléme sera compleéte
dés que l'on aura obtenu les dix coefficients de F. Revenons aux équa-
tions (16); elles expriment que la substitution (8,) transforme [ en @'/,
On obtiendra donc F en faisant dans @’f la substitution inverse :

d A, dA; )

/ ﬂf—ﬁ‘x %Y+TJCZ+FZ”)’

" ;}’:ALL<:(§%X+2—§%Y+2—%L+2—%;\’<)7
z:%(d—;‘-xﬂv—Yﬂul—v‘lzﬂuﬂv)
\v:i—(—ij— %Y+‘j—j7+‘di§—v>

que V'on trouve facilement en résolvant par rapport & a, ¥, z, ¢ les
équations

(X =a,x + By + 72+ 640,
s ! - [ N
L Y:“1x+51]+71z+01"7
(\b"; Z— " : o " &YI
=o,x+ By -+ z+ 0,
1 14 " g
V=dix+fly+iz+ v,
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. dA, dA . .
a,, fi, et, par suite, d_a,l’ d—ﬁ:-a etc., sont connus. On obtient donc im-

médiatement A, B, G, etc., et la solution algébrique du probléme se
trouve ainsi complete.

Remarquons, en passant, qu’il existe, entre toutes les formes com-
posées que I'on peut obtenir, des transformations rationnelles; car
ces formes se déduisent toutes de a’f par des substitutions ration-
nelles.

§ 1V.

Nous allons rechercher maintenant les conditions qui doivent étre
remplies pour que les valeurs des inconnues soient rationnelles et en-
tiécres. Revenons aux dérivés de A,, et considérons spécialement ceux
qui s’obtiennent en introduisant dans le systeme (S,) une colonne du
systeme (S,). En ayant égard aux équations (27), les valeurs de ces
seize déterminants sont :

4 (_>
l

A a‘) A “2)
l B: I by / ‘a 7 —_ ¥ _b_,_a_ I 8‘/ — )
. - \/a'b’ A, - ac’ A, '

A @ a
pzj . (E i . B _
A (a_, iy A\, A 7‘) e M s\
=x\/ > - = o, = —e) — =)
(33) A, aa A, 4, a c A% a
92 Y2 '_Y_E\ 'k N
o(B) e oE) o o) B i
A, aa’ A "V ue a7 T o' d
/8, N 82\ R 3_2 A 82\
A <°‘_'>—)” b'd ‘(ﬁ!)_ L /vd T\ /e ‘ 3-)__0
| = 7 =WV ae T Ve Y

A, a'a A,

- Si Yon prend le rapport des deux déterminants A, (o-‘i> et A, <n§) ’

on a

o ' .
' 7 1 LR N R R A N Y RN N R SN SRR NS T
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e second membre de cette équation doit étre une quantité ration-
nelle 4; on doit donc avoir

ad = hck?,
d’on

D= — abc(/ e b2(:2/’£2.

Nous obtenons ainsi une premieére condition : le déterminant de f
doit étre négatif, et, de plus, un carré parfait; il est évident qu’il en
est de méme du déterminant de Vautre forme. Il résulte de cette con-
dition que l'on a

a = bedn®, a = bcd'm?,
m et m' étant rationnels, et que, si 'on fait dans f et f’

xr = mxr,, x=—mx,,
elles deviennent

hedx? 4+ by? + cz2+ v, Weodxl by + 2 + drv.

La conclusion précédente est indépendante des signes de a, b, c,d,
a,b,c,d.

Examinons maintenant s'il existe également une condition relative
aux signes de ces quantités. Nous distinguerons trois cas :

1°. f et f' sont définies. Dans ce cas, les huit coefficients a, b,
e, d, a, b, c, d sont tous de méme signe; les radicaux qui entrent
dans les expressions (33) sont tous réels; il en est de méme de
b, Wy X

2°. f est définie, f* est indéfinie. Dans cette nouvelle hypothese,

a a ab b ¢ - . .
les rapports +» —» —> = = - sont tous positifs. Mais, parmi les quatre
i [3

coefficients de f’, deux doivent étre négatifs; nous pouvons supposer

que ces deux coefficients sont b etc', a' et d’ étant, au contraire, po-
. b’ L . . .

sitifs: le rapport — est donc négatit, et, par suite, tous les radicaux (33)

deviennent imaginaires. Les déterminants dérivés ne seront réels que
si les quantités A, ¥, 1" sont également imaginaires; mais cette der-

Tome X1X, — Aour 1855, 31
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niére condition ne peut étre remplie, puisque

PLEE (R L

La composition de deux formes de nature différente est donc impos-
sible.

3°. f et f" sont toutes deux indéfinies. En raisonnant comme pré-
cédemment sur les expressions (23), on ne découvre dans ce cas au-
cune raison d’impossibilité. Nous verrons plus loin qu’en effet deux
formes indéfinies peuvent étre composées.

Désignons par P, P/, P’ les trois déterminants A, (Ei), A, (’—)

\ %y L
o . \ . . .
A, ({7), et par M* le produit abed; le systéme des seize détermi-

nants (33) peut s’écrire :

a a a "
o, _ZP’ - C—P’, — 5P,
ab_ ab _,
P, 0, aﬁP , eﬁP,
(3[” , ac ., ac .
P, sﬁ—P , o, —sﬁl,
d d
\ P7, - s%[— P, E%P, 0.

Tous les déterminants seront rationnels dés que P, P’ P” le seront.
Faisons, de méme,

L& X
m@ﬁz& &@)=R,m@ﬂzw;

il suffira de trouver pour les neuf quantités P, P, P’ Q, @, @,
R, R, R” et pour A, des valeurs rationnelles. Nous commencerons
par A,. Nous avons vu plus hant que Pon a

(35) A= *xna?® A,==xnh?, H, == nc?, A, = =% nd?,



PURES ET APPLIQUEES. 243
n représentant le rapport \/g—-, on pourrait poser, de méme,

(36) A = =xzna®, A,==nb? A

’ i r 42
1 , = =*nc? A, =+and?

3 [

A, A, Ay, A, étant les déterminants des quatre systemes (S, ), (S,),

(S). (S}), et n’ le rapport \/]b)—l.’ dans lequel I’ représente le déter-
minant de f'.

Soient m le plus grand commun diviseur de @, b, ¢, d; m' celui de
a, b, ¢, d; k celui des huit déterminants A,, A,, A,, A, A, A,
Ay, A : on pourra toujours trouver huit entiers M,, M,, M, M,, M,
M,, M, M, tels que Pon ait

M, o'+ M, b™ 4 My + M, " = m"
M, a* + M, 5" + M, ct + M, d* = m".

Multipliant la premiére de ces deux équations par n? et la seconde
par n'%, on a ‘

M, A - My A7 4 My A2 4+ M, A2 — 2 s

M A? = M AL+ M, A+ M, A2 = 2t

d’ou 'on conclut que 72 m'* et n'*m* doivent étre entiers et divisibles
par &*; par suite, D, n?m’* et D, ' m*, c’est-a-dire Dm'* et TV m*, se-
ront divisibles par D, 2. Réciproquement, il est facile de voir, i
Paide des équations (35) et (36), que tout nombre qui divise n?m’*
et n'* m* divise 42, ou, ce qui revient an méme, que tout nombre qui
divise D, n*m'* et D, n"*m*, c’est-a-dire Dm’* et I¥Ym*, divise D, k2.
Donc, enfin, D, 4* est le plus grand commun diviseur de Dm’* et
D mt.
Faisons
D't D'

. = &2 = ]2
D, 4¢ S ’ D, i S :

S et §' seront des entiers. Nous aurons
mn'= kS, m'n==FkS,

de sorte qu’en prenant pour D, &* le plus grand commun diviseur de
Dm'™* et de D'm*, m'n et mn, et, par suite, les déterminants A,
A, elG., seront entiers. On ne peut prendre ponr & qu'un nombre de

31..
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valeurs limité. Chacune de ces valeurs correspondra 4 une forme
transformable en f/" au moyen d’une certaine substitution (S). Pour .
la forme composée proprement dite, on doit avoir, d’apres la défini-
tion, & = 1; elle est donc, de toutes les formes transformables en f /7,
celle qui a le plus grand déterminant.

Les déterminants A,, A,, etc., varient proportionnellement & 4 : il est
facile d’en conclure, en se reportant au théoréme démontré au com-
mencement de ce Mémoire et aux équations (32), que toutes les formes
ransformables en ff’ comprennent la forme composée; on en conclut
également que toutes les formes répondant 4 une wéme valeur de &
sont équivalentes.

Revenons maintenant aux inconnues P, I, P, etc., en fonction
desquelles s’expriment toutes celles de la question. On a vu plus

haut que 4, (ﬁ?\) ou P est égal a 1A, \/% on a done

@, |
5 = P aa’ P aa’
T AV YL T RV VY
Mo Xy, gy v v, " s'exprimeraient de la méme maniére en fonc-
tion de P, P”, Q, (¥, Q", R, R/, R”. En substituant ces valeurs dans

les équations (31), elles deviennent

; 7l
CedP? + bdP? 4+ be P = n*Pa’® b’~b%7

bed
cdQ® + bdQ) + bcQ"* = n*ac - %—7

e JE / N o bed
(37) ( cdR?*+ bdR”? + beR"* = n?a’d’ - ==

cdPQ -+ bdP'Q + beP' Q' = o,
cd PR + bdP' R’ + beP"R” = o,
L edQR + beQ'R + bc Q'R = o.

Si 'on considére les seconds membres de ces équations, on peut

poser

, bed . U n?a’* M2 M?
n2[l 3 b/ ¢ — = n" {lla b"— ey My T C'li' == M‘fc' d’,
a a? a*c?d”
bed M? n’a’*M* M’
2 '3 7 —_— 2 3 / — ’ L 2 s ’
nfatc . — =n*a c—t-z;__h————*———a,b,.zd,z bd' =M3ibd,
bed M: nta’t M M2
712{1’3 d/ L= pnt afa d'_a_z — _(17(7? bl o = M?,,,b'c’.

vy . 1" VIO e e e
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Donec, en faisant
P=M7P, P=MP, P=MFPF,
Q=MQ, Q=MQ, Q=MQ,
R=MR,, R =MR,, R =M,R,

les équations (37) deviennent

cdP} + bd P2 4+ be PP = ',
cdQ? + bdQ 2+ bc QP =0b'd’,
cdR? + bdR* + beR\2=b'¢,
cdP,Q, + bd P, Q, + be P Q) = o,
¢cdP R, + bd P, R, + bc P\ R, = o,
L edQu R+ bd QR + be QR = o.

1

38)

Le probleme se trouve ainsi ramené 4 déterminer ces nenf quantités
en nombres rationnels, de maniére que la substitution

x=P,x+Q,y + R, 7,
J= P’l x -+ QII .)" - R’1 2,
z=Pa'+ Q¥+ R 7,
transforme la forme ternaire
cdx® + bdy?* + bcz?
en

A x4 by - b e

Il v’y aura de solutions rationnelles que s’il existe entre ces deux
formes une transformation rationnelle; et si cette condition est rem-
plie, on sera certain qu’il existe des solutions de cette espéce.

La composition des formes quaternaires se réduit donc, en derniére

analyse, 4 la recherche d’une transformation entre les deux formes
ternaires

cdx® 4 bdy® + bez?
el

A+ b Ayt b et
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Si les conditions auxquelles nous sommes arrivés jusqu’a présent
sont remplies, le probléme admetira des solutions rationnelles ; mais
elles ne seront pas toujours entiéres, et méme il n’y anra de solutions
enticres que dans des cas assez particuliers. Nous allons d’abord
constater ce fait important, qui distingue complétement les formes
quaternaires des formes binaires, dans la composition d’une forme
définie avec elle-méme. Dans ce cas, on a

n=n—r;
les deux formes ternaires

cdx® + bdy* + bez?,  o'd x + b d'yt o+ b d 2

deviennent identiques, et, comme elles sont définies, il n'existe entre
elles d’autre transformation que la suivante,

Py =1, Q, =o, R, = o,
v ! ’
PIIO, Q]:‘.l, tho,

7/ " "
P, = o, =0, R|=1,
ou, du moins, les autres transformations s'en déduiraient par de simples
permutations entre les coefficients. Substituons les valeurs des déter-
minants qui se dédunisent de ces neuf coefficients dans les équa-
tions (1), afin d’obtenir les coefficients (8); ces équations deviennent :

oy = — f,, oy = — v, o, = —d,,
ﬁzzgo:,, B, = —4d, \/%, Gi= 7, j—j,

(39) (72-:_0“, g 73:%(1,, 7 = B \/:;d;’
g = — 7, g, &y = 8, g, ¢, = :;Zlo:,.

1l est inutile d’écrire les équations semblables qui s’obtiennent en
ajoutant un, deux ou trois accents A toutes les lettres. J faut détermi-
ner les seize coefficients de (S, ), o, B., etc., de maniére que les équa-
tions (39) fournissent pour les autres coefficients o, fB,, etc., des va-
leurs entieres. Soient /le plus grand commun diviseur de ab et de cd,
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. . B ab cd
" celui de ac et de bd, 1" celui de ad et de be. Les quotients — —
ac bd ad be . A , . .

T doivent étre des carrés, puisque les radicaux des expres-

sions (3g) disparaissent. Faisons donc
ab = (ab)*l, ac = (acV*l', ad = ladpPl",

cd == (¢, bhd = (bd* ', be = i be L,

les équations (3g) deviennent

4= By %2 T = 2, = — d,
\ﬁ2::§a|, 183:*%0“,, ﬁf.zg%ﬂ/,,
S Qﬁ) S =L, = <2>) 8.,
P2 == — /Z(Pl)\ Voo s = E—:,(% B & Tgo:..

Supposons, pour plus de simplicité, que a, b, ¢, d w’aient pas de
diviseur commun. En examinant ces valeurs, oun voit facilement que o,.
et, par suite, o, o, & doivent étre divisibles par «; de mcme, G
£y Es B} doivent Uétre par (ab), v,, ¥,, v, ¥} par .ac), et d,, ¢,
7}, 9 par (ad). Le déterminant formé avec ces seize quantités ie sera
donc par a(ab)(ac)(ad). Mais ce déterminant est égal 4 a?; il faut

donc que « ou a soit un non:bre entier. Cette
0 qt a(ab)(ac)(ad) (ab){ac)(ad) : : ’
condition peut encore s'énconcer autrement. Elevons Iexpression

a ab ar ad
. 5. et ; 2 N2 ad)? par 22, 20, 18
(@b ac) (ad) MU CAITE; € remplacons (ab)?, (ac)?, (ad)? par AN
elle devient ——- Le produit /{'l” doit donc étre divisible par le dé-
abed

terminant abed. D’un autre coté, il est facile de s’assurer que ce pro-
duit ne peut pas étre plus grand que abcd. En effet, il ne contient pas
d’autres facteurs premiers que ceux de abed : soit ¢ 'un de ces fac-
teurs et désignons par e, ¢, ¢, ¢ les exposants dont il est affecié
dans les quatre nombres a, &, ¢, d; si I'on remarque que, par hypo-
these, 'un de ces quatre exposants est nul, il est facile de s’assurer
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que Pexposant de ¢ dans /{'{” ne peut étre plus grand que la somme

g€ 4 & -+ & + ¢,

Donc 1I'l" est au plus égal a abed. Mais il doit étre divisible par
abcd. Donc enfin la condition nécessaire pour que les valeurs des
inconnues données par les équations (39) soient entieres se réduit a

(41) [I'l" = abcd.

Supposons cette condition remplie, la forme cor?)posée s’obtiendra
immédiatement. Il suffit, en effet, de choisir les seize coefficients du
systeme (S,), de mani¢re que leur déterminant soit égal 4 a®. On peut
prendre

o, — a, Ey= o, Y =0, d, = o.
13 T ’ J

o, = o, £, = (ab), +,=o, d, = o,
" . 14 . " . '\I( _
oy, = 0, j1*‘07 71_(610)7 01—07

" " Z
(ot

= o, 5 — o, 7, = o, & ={ad).

Les équations (3g) fournissent les valeurs des autres coefficients, et,
en achevant le calcul qui n’offre aucune difficulté, on trouve, pour
la forme composée,

F= X3 IY? 4 1224 [V
D’aprés la condition (41), le déterminant de cette forme est égal a
abed. 11 est facile de vérifier directement que F est la forme composée,
car on a bien
(ax® + by* + cz* + dv*) (ax'™® + by + cz* + dv'?)

= (axx’' + byy' + czz + dov')?
(43) 1 + L[(ab) (ya — xy") + (cd) (v& — )]

+ U'[(ac)lax’ - x2) + (bd)(yv' — oy’ )|

L+ U [(ad) (va’ — xo') + (be) (29" — y2" )]

Remarquons, en passant, que la condition

1l = abcd
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se vérifie immédiatement sur la forme de Lagrange,

x% + by* + cz2® + bev?y
on a, en effet,
l=b, I'=¢, "=bc.
Revenons maintenant au cas plus général dans lequel les deux
formes f et /7 sont différentes.
Supposons d'abord que les neuf coefficients P,, Q,, R,, P, Q,
R, P, Q}, R’ soient connus; il nous sera facile d’obtenir une solu-
tion rationnelle. En faisant dans les deux formes

r r

X=X, X, =X,

ed cd
Yy = 'M.}’H ]:”W]u

\—/la) b b d o,

EEW A P to

be b'e
4 :MV,, U:WV“

elles deviennent
- I P
fi=ax? + ~(edyt + bzt + beo?),
S =adx?+ % Ay 2 d b VR,

D’aprés ce que nous avons vu plus haut, la substitution composée
des neuf coefficients P,, Q,, etc., transformerait
cily} + bdz} + bev?
en
Ay bd 2+ by
il est facile d’en déduire les neuf coefficients P,, Q,, R,, etc., de la
substitution qui transformerait
cd'yr+bd' 2V ovz?
e
cdy? + bdz? + bevi.
En effectuant dans f, la substitution

= 2,
e P2_7”1 + Q, 2’”1 + R, V”H
'1 - Plzf"t"i‘ Q'2 zut -+ Rl2 v"”
=B Q- B,
Teme XIX. — Aour 1854. 32

<.y

A

L44)
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elle devient

fl=ax'®+ (cd)f + bdz"2 + bheo'?).

Remplagant dans I'équation (42) les coefficients a, b, ¢, d par 1,
ed, bd, be, et les variables &, ¥, z, v, &/, ¥/, 7, ¢ par x, Va, %—'7
a

" Il

4
vy — F4
—s X =y — ., —L,0na

N S vl

[awt + S (edrt+ bt + beop) | [ @'t + 5 (edy’, + bl 4+ bev'?

— aa'|x, o, + & AL
= a | i AN aa' 171 ;;’V'v‘r
‘ cd | f U " " 12
< +;‘7 aly,x '_ax*71+b(vlzj = 2 9))
bd | p " " e ]2
+ —la'zxy —ax,z + c(y v — o)
| be [ ’ " ’ "o 1 " " T
o @ —ax i+ (2., — 7 % )_

Si I’on résout maintenant les équations (43) et (44) par rapport a x,,
Yis Bis Yiy Lyy ¥y 235 ¥, €t si Pon substitue les valeurs ainsi obte-
nues dans I’équation (45) afin de rétablir les variables primitives, on
obtient

(ax® + by* + cz, + do*) (@' x'* + 'y + ¢' 2% + d' v'?)
=aa (o, x'x+ B>y +yx'z+...)°

,bd L4 ! I
+ (@ X+ Xy + s+ )

(46) /
d
+ ca (i dx + B2’y + 7, xz+...)
bd 1 / o N2
—+—n—a,(a,xx+ﬁix]+'yixz,+...) )

¢y Bis Yis Oy 0, etc., étant des fonctions rationnelles des quantités
a, b,c,d,a, b, c,d,P,,Q,,R,, etc.
D’aprés ce que nous avons vu plus haut, la formme composée F doit



PURES ET APPLIQUEES. 251

pouvoir se déduire de la forme

aa' X* + J(bd¥? + ed7* + beV?),
aa

que nous venons d’obtenir 4 ’aide d’une substitution rationnelle.
Nous avons donc le théoréme suivant :

Si deux formes quaternaires J et [’ sont composables, ces deux
formes et leur composée ¥ peuvent, au moyen de substitutions ration-
nelles, se ramener & de nouvelles Jormes f,, f! . F,, qui ne diffe-
rent plus que par un seul coefficient, savoir :

, o 1 . . o
J‘ S Y A ;( b(:/)’z - C[/ZZ 4 bCU' ),

’ 9 I, a 7 D
Ji=ax"* + 2 Py + edz® + beo),

Fi=aa X* + —(bdY* + cd2* + beV?),

[«

Tous les cas de coinposition possibles sont donc compris dans lequa-
tion (45), et s'en déduiraient en remplacant x, y, z, v, etc., par des
Jonctions linéaires et rationnelles de nouvelles variables.

La solution générale du probleme de la composition se rameéne donc
uniquement i la recherche d’une transformation entre deux formes ter-
naires; on ne connait pas encore de solution genérale de ce probléme:
en sorte que la forme composée ne peut étre obtenue directement que
dans des cas particuliers. Mais le théoréme précédent montre que la
composition des formes quaternaires a lieu dans des cas trop particu-
liers pour pouvoir conduire & des résultats importants. Une forme de
cette espece n’est méme pas toujours composable avec elle-méme. f.a
classification des formes binaires créée par M. Gauss ( Disquisitiones
arithmelice, 301-307) Wa pas d’analogue dans les formes quater-
naires; car il faudrait admettre des substitutions fractionnaires, ce
qui donpne 4 la forme composée une trop grande généralité, et ne

permet plus de considérer la composition des classes, mais seulement
celle des genres.

Nous avons supposé jusqu’ici que les formes données ne conlenaient

3a..
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que les carrés des variables; mais il est aisé de voir que les proposi-
tions précédentes n’en sont pas moins générales. Car on peut toujours,
au moyen d’une substitution rationnelle, faire disparaitre les doubles
produits des variables, et remplacer les formes proposées par des
transformées sur lesquelles on raisonnera comme nous venons de le
faire. 11 suffira ensuite de revenir aux variables primitives par de
nouvelles substitutions rationnelles inverses des premiéres. Mais ces
transformations ne modifient les déterminants primitifs qu’en leur
ajoutant ou leur enlevant des facteurs carrés; les déterminants des
formes transformées devant étre des carrés parfaits, il en est de méme
de ceux des proposées, et, par suite, toutes les conclusions que nous
en avons déduites sont applicables a ces dernieres.

oy ! . 1 P T T T R T I



