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DEMONSTRATION
THEOREME SUR LES DETERMINANTS;

Par M. BAZIN,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

Ce théoreme, qui nous sera utile dans le Mémoire ci-apres sur la
composition des formes quadratiques 4 quatre variables, est P'exten-

sion d’un théoréme donné par M. Gauss dans les Disquisitiones arith-
meticee.

Soient deux systémes
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chacun de n séries de m nombres entiers, m étant > n. Si ces deux
systémes (S) et (S,) sont tels, que tout déterminant A, formé avec n
colonnes verticales quelconques du systéme (8, ), par exemple
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ait un rapport constant et entier A avec le déterminant A formé au
moyen des 7 colonnes correspondantes du systéme (S),

Uy g, Vaeeos A '

a/’ ﬁl’ 'Y',..., )\.’

a(n—l)’ ‘8(11-4)’ .,/(n—i),.”, A=)
en sorte que A, = kA, et si, en outre, le plus grand commun divi-
seur de tous les déterminants A, A’, A”, etc., que I'on obtient en

combinant 7 a 7 les différentes colonnes de (S) est égal & 'unité, on
pourra trouver »* nombres entiers,

M, N, p,..., S,

m, N, P,. S,

M=, N@=h, P(n-n’_”’ S,
qui solent tels, que 'on ait
ay=Ma + No' + Pa" ...+ Sa",
o, =Ma-+Nao + Pa 4.+ 8",

a({t—l) — 1\/1('1—1) o -+ N(”‘”a’ + P(n—f) a// L S(n—l_) a(n—i)’

IBIZMﬁ"—Nﬁ/%— Pﬁ”—l‘-..--i— Sﬁ(n—i),
(]) ﬁ,l:.N[’ﬁ—'_N/,B,—f‘P’ﬁ’/"‘f“---"}—'slﬁ(n_”,

‘B(n—n — M(n—l)ﬁ 4+ N(n—i) ‘61 - P(n»—l) ﬁ” e S(n——a) ﬁ(n—u,

=My -+ Ny + Py +...4 Sy,

etc.,

et que leur déterminant soit égal au rapport constant .
Démonstration. — Le plus grand commun diviseur des déterminants

A, A, A", etc., formés avec les diverses combinaisons des colonnes

de (S) étant I'unité, on peut trouver des nombres entiers A, A’, A", etc.,

tels que
(2) ADA+ AN+ AN+ =N AA=1.
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Considérons spécialement 'un de ces déterminants, par exemple celui
des n lettreg,

“ B me. A
3 o, . P "

—1, -4 (n—1) (n—1
lr=t, B, gt |

que nous représentons par A. Remarquons qu'il peut s’écrire sous la
forme

da . da da
A_aTa+Hd_§+/(f7 )\I
les dérivé sdA da <a ne tiennent pas les n lettre £, J
ivées —, IR > contiennent pas les n resa, f3, 7, ke

Si nous remplacons, dans le systéme (3), «, By, dpar e, f,
Y13---3 Ay, le déterminant du nouveau systeme ainsi obtenu sera

da L dh Al
P F‘(Zp Ty '

Effectuons le méme changement dans les déterminants A’, A", etc.,
¢’est-a-dire remplagons dans chacun d’eux les nombres de la premiére
ligne horizontale par les nombres correspondants de (S,), et multi-
plions les déterminants ainsi déduits de A’, A”, etc., par les coefficients

A’, A7, etc., de Iéquation (2), nous aurons, en désignant par M la
somme de tous ces produits,

M ~2A( —+6‘:§—(A3+7'Zj+”')'

Posons de méme
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De méme que nous avons écrit A sous la forme a + [ (;;

[
nous aurions pu I’écrire sous la forme analogue o -+ ...,
da’ r/B

et poser

/ dA d A da '
NZEA (Ch "i““/ —+ ﬁq P -+ FJT’T—" )’

oo dA oda )
ZA( ]d’.' pjzf_[‘i—'_'_/'d—“/'»—f”',’

N (1) _2 A < (n—1) (/A R (‘;@A 7({!—')% -+ )
Faisons de la méme manieére,
P= A\o:.l,,+ﬁ. ﬁ,,—n—y,%—;—..),
_ZA (a yrdas ﬁ, dp” + 9, :’A -+ ),
pa=t) :EA ( /”“”:;A,, =t (_(l{g” + 7(1"—4);;, + > ;
SZXA(a'd (n=1) ﬁid[g{fua— + df,?_”—i--...)
S :ZA< da . dA )

t o (n——l) ﬁi dp(nq) + 71 d,y(n—l) + .

?

s

{A dA . dA )
(r—1) — (n=1) __° (n=1) (n—1} )
S ZA ( )” d1<n——l) -+ @1 dﬁ(n—l) + 71 d‘y(n—!) -+ )
Les n* nombres M, N, P,..., M', N, P, etc., jouissent de la pro-
priété énoncée. En effet, on a, en désignant par ¢ une letire quel-

conque de (S), »
MG+ NG + PG +...+ 86"

:@ZA<”'d + ﬁ‘Zngy,g%—o-...\)‘
+6,2A<0"F' B dg—}-/,d )

+
+9’2‘\(0|d,/+3 g~ 7';”,,—{— )

o dA dA @A
+6\n 1’2A<0:‘ ("""l)+p‘({[3(" 1 717,),(7:1—)+>.
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Faisant passer les coefficients 9. ¢, 6, etc., dans les parentheses, il
vient

M6 + N& + PG ... SO

(L dA da , dA
o, (652 + 6 —+ 7 =+ ...
_‘xA da do do
e GdA 5 dA g da N ) n
B0ty )T
Mais, d’apres I’énoncé,
dA , dA , da 1 CLodd, . dA, Y 3
9E+6 do + 0 ?l_cc—+—_2(61~d7\+ Ldd, Jl([’/.”‘ fﬁ)
da , Ay L, dA 1 < d A, o da o A
i) il . [—— 2 =L L
G 5 + 6 7w g = \9. a6+ ¢, a6, ¢ a7 )
da, . da da, L da,
6,;,(—}:—1—613;7 B eim (}*@,;'F...,

désignant ce que deviennent les déterminants,

45
9 7w TR

dA

o dA ‘,dA N g 44
df

5 — —_—
du da

lorsque Pon y remplace chaque lettre par la lettre correspondante
de (S,). On a donc

MO + N6 4 Pg" 4 ...+ S§"

[ d A, cdA s db,
o CM(SIH*{—Q‘L{—O{I—!—G’;HT—{—...)
Tk [ dA, . da, . da, ) ’
+ B, K@lmjt-e,@,l-ﬂu@im—k...') .

ou bien

MG+ NG + P& + ...+ SG""

5, { da, P d A, d A, )
_—[Z(Oh ‘lal—l-p,'d—ﬁ‘l"‘i—/.({% -+ ...

9'I / dA, o dA, o A,
+72Ka|ﬁ+pad—‘8vl“}‘ /1[{_7,]‘4—

o dA, d A, EY )
-+ 72(“«;{}: -+ {3'(76_: -+ /.;[—ﬂ—}— s

» ) s ‘ . y N 9,
D’apres les propriétés connues des déterminants, le coefficient de 5
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, \ 6
est égal az AA,, ceux de 77 7 ete., sont nuls; donc

’ ” ("__)_.ex
MG + N + P& 4. ...+ §Hon—1 __TZAA,.
Mais
8, A,
?ZAA,:G,ZA?ZG,ZAAZG,;

on a donc, enfin,
MG + NGO + PO+ ...+ SO =,

Les autres équations (1) se démontreraient de 1a méme maniere. En
se reportant a ces équations, on voit facilement, d’apres leur forme,
qu'un déterminant quelconque formé avec n colonnes de (8,) est
égal au déterminant composé avec les colonnes correspondantes
de (8), multiplié par le déterminant des nombres M, N, P, etc.; ce
dernier est donc égal au rapport constant & des deux séries de déter-

minants : ce qui démontre la seconde partie de I’énoncé.



