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DEUXIÈME MÉMOIRE 

SUR 

LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES ; 

PAR M. A. CAYLEY [*]. 

Je vais essayer de développer ici les propriétés qui se rapportent 
aux transformations linéaires des périodes des fonctions yx, gx, 
CiX, Zx, dont je me suis occupé dans le Mémoire sur les fonctions 
doublement périodiques que j'ai donné dans ce Recueil en 1845. 
Avant d'entrer en matière, je remarque que partant des expressions 

il — (0 —H G) 1, 
Τ = υ + υ'ί, 

des deux périodes, où i = — i, on obtient, en écrivant 

Ω* — ω — ω' ί, 
Y*=: y — υ' i, 

les équations 
ΩΥ* — ωυ -h ω'υ' — i (ωυ' — ω'υ), 
Ω* Y = ωυ + ω'υ' -l· t (ωυ' — ω'υ), 

au moyen desquelles et des valeurs 

g π i (ωυ' — ω'υ) g π (ωυ -f- ω'υ') 

des quantités β, Β. on déduit les formules 

1 il mod. (ωυ—ω υ) 1 Y mod. (ωυ' — ω υ^ 

Je ne fais attention qu'aux transformations qui correspondent à des 

(*) Voir le premier Mémoire, tome X de ce Journal, page 385. 
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entiers impairs et premiers, et je suppose, de plus, que la transfor-
mation soit toujours propre et régulière; c'est-à-dire qu'en écrivant 

(2 k -+- 1 ) Ω, = λΩ -H μ Τ = (λ, μ), 

(a k -+- 1 ) Τ = νΩ + ρ Τ = (ν, p), 

ou ai + 1 est un entier positif, impair et premier, et où λ, μ, ν, ρ 
sont des entiers tels, qu'au signe près, λρ — μν soit égal à 1 k -1- 1, 
je suppose 

λρ — μν = 2 k + 1 

(condition pour que la transformation soit propre), et, en outre, 

X=,µ_ o 
ν ~ ο, ρ == ι, 

(condition pour que la transformation soit régulière). 
On trouve tout de suite 

Ω = ρΩ, - μΤ = (ρ, - μ), , 
Τ = _ ν Ω, + λ Τ = ( - ν, λ),; 

j'écris aussi 

Ω
;
 — <μ -f- μ f, Ω ι — 'ρ — (ρ ι, 

Υ = μ -+- μ i, Τ*— μ — μ 

et je suppose que B
;
, β

ι

 soient des fonctions de <p, μ telles que les 
fonctions R, β, de ω, υ. 

Cela étant, je forme d'abord l'équation 

( ik 4- 1) (ω, μ — op μ) = ω υ' — ω'y, 

au moyen de laquelle l'équation 

(Β + β) Ω = —, Ω* 

se transforme en 

(2 A' -f- 1) (Β -t- β) Ω :—; ;—- Ω*. 
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De là 

1 (»* + O (B + P) — B. I u = 5aTO=TO 0), CO. X) il Y / 1 ! 

= mod. T PY,)( 

7T mod. ( o>/ \)'f — o/ v/ ) 

(pQr -h [j.Tj, co,u,CO, », Y* ü'j!í 

ou enfin 
ak -+- ι (Β + fi) — Β, j Ω — fi, (p ι Ρ·), · 

et de même 
; ik + I (B — fi) — Β, } Ω = — fi

r
 (ν, λ), 

équations qui seront bientôt utiles. 

Je suppose d'abord que ik + ι soit égal à l'unité, transformation 
que l'on peut nommer triviale. La fonction y χ est définie par 
l'équation 

νχ= ε 5 χΠ ι + , ,L mod. (m,η) <Τ, Τ = αο : 

dans (m, η) = mQ. + η Τ, les entiers m, η doivent prendre toutes les 
valeurs positives ou négatives (le seul système m = ο, η — ο excepté; 
qui satisfont à l'inégalité 

mod. [m, η) < Τ , 

dont le second membre Τ sera ensuite supposé infini. Soit y
(
x la 

fonction correspondante pour les périodes Ω
(

, Τ ·, on aura 

ν χ = ε *u'arΠ j ι + -
 X . [> mod. [m, ti) < Τ, Τ = oo . 

Or 
[m. n), — m Ω, + «Y, 

= m (λΩ -+- p. Y) + η (ν Ω + ρ Y) 
= (λ «ι -+- y η) Ω + (μηι + ρη)Τ 
= ιη

ι
 Ω + « Υ 

— (ιη , η ). 
î5.. 
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En écrivant, comme nous venons de le faire, 

m
t
 = + y η, 

», — vm + pn, 

on voit tout de suite qu'à chaque système de valeurs entières de 
m, η, correspond un système et un seul système de valeurs entières 
de m

t
, n

n
 et que de même à chaque système de valeurs entières de 

w,, »,, correspond un système et un seul système de valeurs entières 
de m, »; de plus, les systèmes m = ο, η = ο et m,= o, », = o, corres-
pondent l'un à l'autre. Il est donc permis d'écrire 

.r Π j ι + —î—r | = χ II , 

les limites comme auparavant; car, à cause de 

[m,n\ = (/»,»), 
la condition pour les limites, savoir : 

mod. (m, »), < Τ, Τ = «3 , 
devient 

mod. (m, η) < Τ, Τ = cc . 

Cela donne enfin l'équation 

y, χ = ε y χ : 

et, au moyen de cette équation, on obtient une équation correspon-
dante pour la transformation de l'une quelconque des fonctions y χ, 
gx, Gx, Lx, définies par les équations 

vx = £ ·χΠ I+, r s mod. (/«,«)< T, 

gx=e · π| l + (- ^ j ' mod. [m, η) < T, 

\ T —ΐ 
Gx=6 5 -Ilji-t-p -Ji mod. [m, η) < T, 

Zx = E '· III I -f- , 1' mod, (m, n) < T, 

(équations dans lesquelles m = m + η — η + ·|). Je prends par 
exemple la fonction gx, et j'écris dans l'équation entre y,χ- et yx, 
χ + û au lieu de x. Soit pour un moment ρ = a ρ' -t- ι, μ. == iu.' ; 
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cela donne 
χ -+- {Ω = χ \ (pQ

r
 — ju.Y,) — χ -h (ρ', — μ')· 

Donc 

γ
/

(τ + {Ω) = εβ'χ(ρ'μ)'Μ^
ι

χ, 
c'est-à-dire 

γ,[χ+±Ω) = ετΡι """'Μ,
8
,χ; 

de plus, 

}'^+|Ω) = ε Mgx. 

Ces substitutions étant effectuées, les coefficients M. M, doivent èlre 
éliminés en écrivant χ — ο; cela donne 

±ΧΙ{Β + Ρ-·ΒΙ)Ω.-Ϊβ,<ρ,μ),} 

ou enfin, au moyen d'une équation déjà trouvée, 

g( χ = S gx t 

et de même pour les fonctions Gx, Zx. 
Donc enfin, en représentant par 3 χ l'une quelconque des fonc-

tions yx, gx, Gx, rLx, on aura 

ίχ = ε 3 χ, 

où J
r
.x est ce que devient 3χ au moyen d'une transformation triviale 

(propre et régulière) des périodes. 
Je passe à présent à la transformation pour un nombre impair et 

premier [ik+ i) quelconque; mais pour cela on a besoin de con-
naître la valeur de la fonction 

u' = Π j ι +
 mod

· ί (
m

 '
 n

)
 +

 )' i <
 T

'
 T:=co

' 

où y = α -+- bi est une quantité réelle ou imaginaire quelconque. 
Soit u ce que devient u' en prenant pour la condition par rapport 

aux limites 
mod. (ηι, η) < Τ, Τ = ce ; 

on trouve sans peine 

u = ε CL , ■ 
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Pour trouver u', je forme l'équation 

! {m,n)\ 

la limite inférieure du produit infini double étant 

mod. [ {m, η) + jr} > T, 
et la limite supérieure 

mod. (m , η) < Τ, Τ = qo ; 
cela donne 

logu ~ log= 0:2 ~ ~ + ■ ■ ■ 

= X2(^T) -ï(*’ + aJ'*)2(S7T)i+-

= χ Σι—'—i' 

car on peut démontrer que 

Σ ! \ï = ° 1 X? —V = °î etC" 

Pour cela, observons que m et n étant infinis puisque Τ l'est, la pre-
mière des sommes dont il s'agit peut se remplacer par l'intégrale 
double 

T Γ Γ dm dn 

laquelle (en écrivant m — r cos 9 , η = r sin 6, ce qui donne , comme 
on sait, dmdn = rdrd9) devient 

J J r ( Ω cos 6 r sin θ f ' 

d'où 

J J ( il cos θ -+- r sin θ )' ' 

en prenant (logr) entre les limites convenables. Pour trouver ces 
limites, j'écris 

{m, n) -h y — r (Ω cos θ -+- Τ sin θ) Η- γ\ 
ce qui donne 

mod.a \{m, n) -j- j-\ 
= jr. (Ω cos 9 + Τ sin θ) -+-j] [^(Ω* cos θ -h Τ* sin θ) + y*\, 
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savoir, à l'une des limites 

r2. (Ω cos θ + Τ sin 0) (Ω* cos 0 + Τ* sin Β) 
~h /'I jr* (Ω cos 0 + Τ sin 9 ) + j (Ω* cos Β + Τ* sin Β) j -ι- 'Γ2 = ο; 

ou, en négligeant les puissances négatives de T, 

sf[Sl cos S + Τ sin θ) (Ω* cos θ + Τ* sin 1) 

2 1 Ω cos 6 -+- Τ sin θ Ω* cos 9 4- Y* sin 9 1 ' 

et à l'autre limite, 

y'iQcosS + Τ sin9)(n*cos04-Y*sin9) 

Or, en représentant ces deux équations par 

r — R — φ , r — R, 

on trouve, pour la valeur de (log r) entre les deux limites, 

log R - log(R- ψ) = -log(i - j) =o, 

à cause de la valeur infinie de R. Ainsi la somme cherchée est nulle; 

et il est tout clair que les sommes suivantes^ -r~—r, > etc., se réduisent 

de même à zéro. 
Donc enfin, 

log«-log«'=::r2
(
-^)· 

Cela fait voir que 
u' = i~hx u, 

le coefficient k étant donné au moyen de l'équation 

k 2 («,«)' 

où la somme est prise, comme auparavant, entre les limites 

mod. j (m, n) + y j > T, mod. [m, η) < Τ, Τ = oo . 

Mais il n'est pas permis d'écrire 

, Γ Γ dm dn 
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En effet, cette intégrale n'est que le premier ternie d'une suite dont il 
faudrait, pour obtenir un résultat exact, prendre deux termes; le se-
cond terme de la suite serait une intégrale prise le long d'un contour, 
et il serait, ce me semble, très-difficile d'en trouver la valeur. Pour 
trouver la valeur de k, je remarque que k sera fonction linéaire des 

quantités T, y,y*, etc., qui entrent dans les valeurs de r; donc, 

puisqu'en dernière analyse Τ = co , k ne peut être que de la forme 
Ly + M/*. Cela étant, en substituant pour iï sa valeur, je forme 
l'équation 

y (x~hf) —{Β·*1 (—Kf+hy+Mr* ) χ ί x | 

mod. j ( m , n) ~hy j < Τ, Τ = co , 

et j'écris successivement 

y = {Q, y={Y, 

ce qui donne pour les valeurs correspondantes du produit infini 

double ε . gx et ε . Gx ; en comparant les valeurs ainsi obte-
nues avec les équations qui donnent les valeurs de y (x -+- 4- Ω), 
y ( χ + \ Y), on trouve 

L — ο , M .—. —3—, 

ou enfin , 

y (x + y) —ΙΒχ1 ( mod. (mu' — o>'v) ) j x 1 

mod. j (m, n) -hy J < Τ, Τ = oo , 

laquelle est l'équation qu'il s'agissait d'établir. Il est à peine nécessaire 
de faire la remarque que pour y = o, on doit considérer à part le fac-

teur ι -1--j lequel multiplié par y [y) devient tout simplement x; 

l'équation subsiste donc dans ce cas. 
En revenant au problème des transformations linéaires, partant des 

équations 
(2/τ + ι)Ω

Γ
 = λΩ + μ Y, 

(2 À" + 1) Τ, = υ Ω + ρ Τ, 
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je suppose d'abord que les coefficients λ, ν ne satisfassent pas à la fois 
aux deux conditions 

λ = ο, ν ξ ο, mod. ( 1 k-t- 1), 

et je prends p, q des entiers quelconques tels, que \p + vq ne soit 
pas o, mod. (2/c + 1). 

Cela étant, soient 
λρ + vq = p

it 

μρ + pq = q
f
, 

(a/i + 1) ψ = ρ,Ω + qT, 
et, par conséquent, 

ψ = ρΩ, H- qj . 
Je forme l'équation 

(m,, « ) + ΐψ = {m, n\, 
savoir 

m
r
Q -t- m, Τ + s ψ = ί«Ω

;
 + nT

(
, 

c'est-à-dire 
\ιη -4- y η — sp

t
 = (2A + 1) m

t
, 

p.m + vn — sq
t
 = (aA -+- 1) η , 

ou, ce qui est la même chose, 

/« — sp = m
t
 ρ — «

;
v, 

η — sq = in
t
p. — /?

(
λ. 

Or, m
t
, n

t
, s étant des entiers donnés, m, η seront aussi des entiers; 

de même, m, η étant des entiers donnés, on trouve de k à — k un entier j 
qui donne m

)
 un entier. Mais cela étant, n

t
 sera aussi un entier; car 

autrement n
t
 serait une fraction ayant pour dénominateur, lequel on 

voudrait, des nombres a A -+- 1, λ, ν, ce qui est impossible à moins 
que 

λ = ο, v = o, mod. (2A + 1). 

Mais si ces équations avaient lieu, on trouverait d'abord 0 de maniéré 
à avoir n

t
 entier, et alors, puisqu'on n'a pas aussi 

p. = o, p = o, mod. (2 A+1) 
Tome XIX. — Juillet i854· 26 
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(en effet, cela est impossible à cause de l'équation λρ — μν = 2A + ι), 
on démontrerait, comme auparavant, pour n

t
, que m

i
 est entier. Donc, 

enfin, m, η étant des entiers donnés, on trouve pour m
t

, nr s un 
système d'entiers tel que s soit compris de A" à — A, et l'on voit sans 
peine qu'il n'y a qu'un seul système de cette espèce. 

A présent, partant de l'équation 

y (χγ) — }Br" ( mod.(iou'- u'u)r ) x ί χ \ 

(et faisant attention à la particularité que présente le cas dey — o), 
j'écris successivement 

y = °» 7 = ±ψ,..., μ·=±Αψ, 

et je forme le produit des équations ainsi trouvées. Cela donne, à 
cause de (»z

;
, n

t
) -+- î ψ — (m, n)

t
, 

γ(χ-)-ίψ) — + I xi 

la condition, par rapport aux limites, étant 

mod. [m, η)
ι
 < Τ, Τ = oo . 

Or 

\'Χ~ί ,ΧΠ |+; Γ-

avec la même condition, par rapport aux limites; donc, enfin, 

v, = r[B'-(îi+,1BîI,.n i^Vvr10! 

où, dans le numérateur, s doit avoir toutes les valeurs entières depuis 
s — — k jusqu'à s — + A, y compris s = o, et dans le dénominateur 
ces mêmes valeurs, hormis la valeur s — o. 

Il est, à présent, facile de faire voir que cette propriété subsiste pour 
l'une quelconque des fonctions γχ, gx, Gx, Zx; en effet, pour la 
démontrer pour gx, j'écris χ + au lieu de χ ; en prenant, pour 
un moment, ρ — ι ρ' + ι, μ — 2 μ', cela donne 

«+{û = *+ (ρ', - μ'), 
, ι P>x(p'> p')r ΛΛ ϊ&*(ρ> H* VI 
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c'est-à-dire 

y, (x -+- |Ω) \?-ι χ{ρ> ιΛ 

Or, on déduit de l'expression pour y
(
.r, 

— i β, * {ρ, ρ·\ γ, (χ-h-il) 

~τβ'τ( Ρ> P-)t — |(Br — 2λ·-τ ιΒ) (χ3-μ£1χ) y ίψ -+- ii ) 

— τβ, χ (ρ, μ), —Ι (Βι —2/i-i-i Β) λ·" |(2ί:-ι-!)^Ω.χ ffiar-1-ίψ) 

c'est-à-dire 

— α (Β, -~27+7Β)χ' ϊ * ( - Β, η +- ·2/ν -Τ- ι ( Β -Η » : Ω. — β, (ρ, μ), J frix-^sù) 

ou enfin, à cause de l'équation 

— Β, Ω + 2 A -t- ι i. Β -H β) Ω — β, (ο , μ\ = ο, 

la valeur de g,χ est 

g X = £ . Π , , , ι 

et en représentant, comme auparavant, Tune quelconque des fonc-
tions ya;, gx, Gif, Ζ a? par Jx, on a l'équation 

J χ — ε -it "T , ,,—' 

équation dans laquelle s doit avoir, dans le numérateur, toutes les 
valeurs entières depuis s = — A jusqu'à s — A, y compris s = o, et 
dans le dénominateur, ces mêmes valeurs, hormis la valeur s = o. 

Je suppose que les valeurs de p
t

, q
t
 soient données (cela va sans dire 

que l'on ne doit pas avoir à la fois p
t
~o, q

t
~o, mod. 2A-+-1), 

et je remarque que Ton a, pour déterminer λ, μ, ν, p, les conditions 

pp,-vq, = O, mod (aA + 0t 
-pp. + lq, — o, 

XSI' μΚ°' (mod..), 

λρ — fj.v = 1 k -+- ι. 
26.. 
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Et cela étant, on aura ensuite, en rassemblant toutes les équations qui 
ont rapport à la transformation, 

P-P, - v(i, = l*k + *)Pi 
- + H = (** + 0 ?» 

y = P,a +
 q

 τ, 
(2A -4- ι) Ω, = λ Ω -t- μ Τ, 
(ik + ι) Τ ---= υ Ω + ρ Τ. 

Or, quoique les valeurs tie λ, p., ν, ρ ne soient pas complètement 
déterminées au moyen de ces conditions, cependant il est clair que la 
valeur de la fonction ne dépend que des valeurs de ρ,, q

t
 (en effet, 

ces valeurs suffisent pour déterminer la quantité Ψ = p
t
ù qY, de 

laquelle dépend la fonction Les formes différentes de , pour 
les systèmes de valeurs de λ, μ, ν, ρ, qui correspondent à des valeurs 
données de p,, q,, doivent donc se dériver de l'une quelconque de ces 
formes, au moyen d'une transformation triviale des modules Ω,, Τ . Il 
est, de plus, clair que les valeurs de p,, q,, qui sont égales à des mul-
tiples de (ak H- i) près, ne donnent qu'une seule valeur de Je 
suppose d'abord que 

p
t
 = ο, mod. ( 3 k M- ι ) ; 

on peut trouver un entier Ô tel que 

Ξ4 i, mod, (2A + 1), 
soit 

Oq, = q
t
, mod.(2À' + i); 

cela donne 

6 (ρ,Ω + c/,Y,) = Ω q
t
Y, mod. (2/1 -4- 1), 

savoir 
Ω-f-<7,T, mod.(2# + i). 

Mais en donnant à s des valeurs entières quelconques, depuis — A 
jusqu'à k, le système des valeurs de ίψ est équivalent au système des 
valeurs de s0ψ, mod. (2 k -f- 1) ; il est donc permis d'écrire, sans perte 
de généralité, 

Ψ = il + qj. 
De même pour 

p
i
~o, mod. (2A'■-+- 1). 
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On démontre que i on peut donner à q
t
 une valeur quelconque, sans 

changer pour cela la valeur de J,x; il convient d'avoir />, impair et q
: 

pair. J'écris donc, pour le premier cas, 2q, au lieu de <7,, et je suppose 
que, dans le deuxième cas, les valeurs de p

t
, q, soient 

p,= zk-l· i, q, = 2. 
Cela donne : 

Premier cas. 

Ψ — Ω + 2q,T, 

q, un entier quelconque, y compris zéro, depuis — À-jusqu'à -1- A. 

Deuxième cas. 

ψ = (2k + ι) Ω + 2 Y. 

Le nombre des valeurs différentes de Ψ sera donc, en tout, 2A -+- 2. 
On obtient tout de suite, pour le premier cas, le système d equa-

tions 
Ρι= 1, q, — 2 q,, 

λ = ι, μ = 2 q,, 

V = ο, ρ = ( 2 A -+- l), 

ρ = 1, q = ο; 

U = ^γγ(ω + 2(ί'τ)' 

!Ω, = (Ω + 2(lt) = ψ, 

Υ = Υ. 

Le cas particulier !e plus simple est celui de q
t
 — o; cela donne 

ώ = Ω = ~—Ω, Y = Y. 

et, de là, 

rj — ih +7 y: 

et même le cas général se réduit à celui-ci, car, au moyen d'une trans-
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formation triviale, on obtiendrait 

Ω' = Ω + 2 q, Y, Τ' = T, 
et puis 

ψ
 = ω = — Ω', r = r, 

et, de là, 

r, 2I + 1 τ ' ' 

Les équations correspondantes pour le deuxième cas sont : 

p,= ik + 1, q, = 2, 

λ = 2 £ + I , p. = ο, 

ν = ο, ρ = I , 

/? = ι, q = 2, 

Ψ = + 

Ω, = Ω , 

ce qui donne 

Y, = V— τ ? 

-t = ( 2A: + il·-· 

J'ajoute, sans m'arrêter pour les démontrer, quelques formules de 
transformation pour le nombre 2 ; je trouve d'abord 

Ω, = {Ω,, Y, = Y, 

I — ϊ(Β/-»Β)*5 

y,*=ε 

)ζ>χ=ε ' 
1 G

t
x = ε GxZx, 

I -i(Bl-2K)xtz(x-iii)Z(x + in) 

Ces équations donnent, en introduisant les fonctions elliptiques, ψχ, 
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jx , Fa? données au moyen de 

JX=7Tx' lX = Tx' 

les équations 

Fx ^ 'Fa:' 

/ .._/(*-ja)/(* + ja) 

dont la seconde peut encore s'écrire sous la forme 

·' ' ι -+- e' c1. <p1 (t- il). ψ χ 

et les deux équations combinées ensemble conduisent sans peine à la 
valeur des modules c, e . On trouve en effet, en mettant comme à 
l'ordinaire b2 = c2 -t e2, 

c2 — 4 he, 

e2 = (6 — c)2, 

et puis 

ι — c.(<? — b\ ο1 χ 

J,
X

 — ,_
C

(
C
_Tyf

x
 ' 

' ι — c (c — b ) ο χ 

formules qui correspondent à celles de la transformation de Lagrange. 
Les équations pour y,x, "L,x donnent encore une valeur de ψ,χ, 
laquelle, égalée à la valeur qui vient d'être trouvée, donne 

Z\x — ifl) Z(a + {il) ι—c(c—b)<tf-x 

On obtient tout de suite les formules pour la transformation analogue 
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Ω, — Ω, Y, — ^T. Mais il faut de plus considérer le système 

Ω, = *(ΰ-Τ), γ
/ =

 ±(Ω + Τ): 
on aura alors 

7,x = s ga?Z.r, 

„χ== _ y (x +jft-T)y(g— 

— i ( β/ — a Β ) a·* ζ (χ -+--L a — υ) ζ(χ + ±Ω^τ) 

G χ — y + + y(j —-Lfl + τ) 

__ *»)*' Z(ar-+--J-iï-t-Y> Z(jf —-i il + ï) 

Zx = r1(B'~2B,I'.gxGx; 

c2 = (e — fc)2, 

-e,2 = (e+ ic)*, 

<¡)X QX fx Fx 

r I -\r ice f χ 

ι — ί ce φ' χ 

I —j- ί Ce φ' Λ" Ζ (χ + y Ω — τ) ζ(χ — jli — ϊ) 
A Fx Ζ2(|Ω — y)çxGx 

ι — i ce γα: Z(,r-f-|^ + ï J Ζ ( j? — y £1 H- Y ) 
fx Fx ~ -+- r)gxQx 

I + icefx_Z{x-hjD. — -I) Ζ{Χ — ~Ω — Ύ) Z"(jî! + ï)
é 

I — ice fx ζ (χ + JÛ + T) Ζ (χ — J Ω — r).Za(}û — τ) ' 

ou, au moins, ces formules seront exactes au signe de i près; car il se-
rait peut-être difficile de déterminer quel est le signe qu'on doit 
donner à cette quantité. 


