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SUR 

L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES IRRATIONNELLES ; 

PAR M. P. TCHEBICHEF. 

§ I-

Si la différentielle -^==1 composée d'une fraction rationnellefox/ Fox 

et d'une racine d'une fonction entière Qx, s'intègre à l'aide des signes 
algébriques et logarithmiques, nous savons, d'après les recherches in-

génieusesdeM. AbeletdeM.Liouville, qtiel'intégrale J —se pré-
sentera sous la forme suivante : 

U + A0 log V° + A'log V' + A"log Y" -+- ..., 

où U, V°, V', V",..., sont des fonctions rationnelles de χ et '\jBx-, 
A0, A', A",..., sont des quantités constantes. 

Le terme algébrique U peut se déterminer facilement. On sait qu'il 
m—· 1 

est de la forme ^ (θχ) , où Ρ et Q sont des fonctions entières, que 
l'on trouvera à l'aide des procédés suivants [*] : 

i°. On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fonc-

tions F
a
x$x et ce diviseur est le dénominateur Q du ternie 

algébrique. 
20. Si les degrés des fonctions 

Q/.* Q 

F0 x0x m-1/ m 

[*] Nous supposons que la différentielle est réduite de manière que ')x 

ne contient pas des facteurs d'un degré plus élevé que m — 1. 
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sont inférieurs à — ι, le terme algébrique est o. Dans le cas contraire, 
en désignant par η le plus petit nombre supérieur au degré de ces 
fonctions, on trouvera le numérateur Ρ d'après la formule 

Ρ = B0 -+- Β, H- x -h Bs x1 -+-... -+- B„ x", 

ou B
u

, lî,, B2,..., B„ sont des coefficients constants, dont la valeur se 
déterminera en cherchant à rendre le polynôme 

fx — ίο*&* [Β, + 2 Bj je+ ... +nBnvn-1 

Fox0x dQ 
—■ |~ Q qî J [B

0
 + Β,λ· + Bjj: + ... + ft

n
x ] 

divisible par et avec cette condition que le quotient ne soit pas d'un 

degré plus élevé que ——' D étant le plus grand commun divi-

seur entre les fonctions θχ et 6'x. 
Si ces conditions ne peuvent être remplies, on en conclura que l'in-

tégration de à l'aide des signes algébriques et logarithmiques, 

est. impossible. Dans le cas contraire, on trouvera le terme algébrique, 

et si I on ôte sa différentielle de ='——=> le reste doit pouvoir être in-

tégré à l'aide des seuls termes logarithmiques. C'est de cette intégration 
que nous allons maintenant nous occuper. 

Voici les questions dont nous donnerons les solutions dans ce Mé-
moire : 

i". Déterminer le nombre de termes logarithmiques dans la valeur 
de l'intégrale donnée. 

La solution de cette question, dans un cas particulier, donne la dé-
monstration du théorème énoncé par M. Abel en ces termes : 

π ... Le théorème suivant très remarquable a lieu : 

ν Lorsqu'une intégrale de la jorme j où ρ et R sont des Jonc-
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lions entières de χ, est exprimable par des logarithmes, on peut tou-
jours l'exprimer de la manière suivante : 

Λ£ = Alog£-±^, 
p - qVR 

où A est constant et ρ et q des fondions entières de χ. » (Œuvres 
comp]., tome I, page 65.) 

20. Trouver les conditions analytiques qui déterminent chaque terme 
séparément. 

On verra, en outre, d'après la solution de ces questions, que les 
cas connus d'iutégrabilité des différentielles binômes de la forme 

xs (a -+- bxs'Y dx, 

sont les seuls où l'intégration de ces différentielles est possible par les 
signes algébriques et logarithmiques, s, s', s" étant rationnels. 

§ n. 

Nous avons vu que les termes logarithmiques, dans la valeur de 

l'intégrale J ~ sont de la forme 

A log V, 

où Y est une fonction rationnelle de χ et \θχ. Donc en faisant, pour 
abréger, 

\/θχ = Δ , 
et en désignant par 

ίο (Δ), <?, (Δ), <Ρϊ(Δ), ψ, (Δ),.... 

des fonctions rationnelles de χ et Δ, nous aurons l'équation suivante 

/^7= '°g ?o (Δ) + A'log φ, Δ' -4- A" log œ
a

 (Ai 

lorsque la valeur de l'intégralecontient plus de termes al-

gébriques. 
Si nous remplaçons, dans cette équation . AparaA. 7.-A ■/"'Ά. 

Tome XVIII. - M vus ι853. I '·' 
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et si nous la multiplions respectivement par ι, a, a2,..., a'" 1, 
a étant racine primitive de l'équation 

Xm — I = o, 

nous trouvons une série d'équations, dont la somme donne 

m
fÊcΤ = Α°1οβ[ΐ>°(Δ)·<ΐ5ό(αΔ)·?ό,(αΐΔ). ..<pf '(α-'Δ)] 

■+■ A' lo§ [?· (Δ) · ?" (αΔ).ψ"* (α2 Δ). . . ff (α™-1 Δ)] 

+ » 
et, par conséquent, 

/fxT = Αο '°gW
0

 + A, logW< + A
2

logW
2

 -+-

où W
0

, W,, W2,..., sont des fonctions de la forme 

ί>(Δ)φκ(αΔ)φα,(α2Δ). . .ψ"" '(α" '
 Δ

)> 
\0, A,, Aj,..., des constantes. 

C'est sous cette forme que nous allons examiner la valeur de l'inté-
gra, Γ fx dx 

βγ 
Nous commencerons par prouver que la valeur de l'intégrale 

F fx dx / Fxétant réduite au minimum de termes, les coefficients A
0
, A,, 

A
2
,..., ne peuvent vérifier l'équation 

N
0

A
n
 + N,A| Ns A2 + ... — ο, 

dans laquelle N„, N,, N
2
,..., sont des nombres complexes de a. 

En effet, si cette équation a lieu, nous trouvons 

A — --Ά — *'A - · 

et. en substituant cette valeur de A0
 dans l'expression de l'intégrale 

fξ-— » nous la transformons dans celle-ci : 

_ίι -Λ 
A, logW,W

0

 N° + A
2
 logW

2
W

0
 No + ..., 
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qui contient inoins de termes que l'équation (i); et chacun de ces 
termes, comme nous allons le démontrer, peut se réduire aussi à la 
forme 

A log [ψ (Δ). ψκ(αΔ). ψκ,(α2Δ).. . ψκ"' '(α"-1 Δ)], 

ού ψ (Δ) est une fonction rationnelle de χ et Δ. 
Pour réduire ainsi le terme 

N, 
Aj log W, W

0
 \ 

Ν nous mettons —1 sous la forme No 
n* -H nf a -h n" at? -h . . 

5 η 

où n, n°, n', sont des nombres entiers réels (ce qui est toujours 
possible). D'après cela, le terme 

_N1 
A, log W, W

0
 *· 

peut s'écrire ainsi : 

£MwVW7«,.W7*''.W-n" a² ....], 

où la quantité mise sous le signe log se décompose en facteurs et 
diviseurs de la forme 

WK'= φα'(Δ) . φα'+' («Δ). φ*** (α3 Δ)..., 

et que l'on réduit à celle-ci : 

Ψ (Δ) <ρα(αΔ) φ (α3 Δ)..., 

en remplaçant φ (Δ) par ψ (α1 Δ). 
La même forme subsiste également après la multiplication et la divi-

sion de ces quantités. 
Donc, à l'aide de l'équation 

N0 A0 -i- N, A, N2 A2 + ... — ο, 

on peut diminuer le nombre de termes dans la valeur de l'intégrale 
12.. 
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/ fx / dx dx /Asans a^rer ^eur I°rme principale, et, par conséquent, cette 

équation ne peut avoir lieu dès que la valeur de l'integraleΓ fx cîx 
— — 

est réduite au minimum de termes, ce que nous supposerons toujours 
dans nos recherches. 

§ III. 

Soit x' une valeur de χ qui rende W
0
 égale à ο ou ao . Il n'est pas 

difficile de s'assurer qu'on trouvera une puissance de χ — χ', dont le 
rapport à W

0
 sera fini pour x = x', et que l'exposant de cette puis-

sance sera en général un nombre complexe de a. En effet, la fonc-
tion W

0
, comme nous l'avons vu, est égale au produit 

©
0

ιΔ).<ρ (aA).<pa*(alA)..., 

où ψ
0
 est une fonction algébrique. Or, si l'on développe les facteurs 

?o(A), çpo(aA), f
0
(aaA),... 

selon les puissances de χ — χ', et qu'on désigne par n°, n', les 
exposants de χ — x' dans les premiers termes, les nombres n°, n', 
n",..., sont rationnels, et la somme 

n° + n'u + n" a?n"&² + ... 

est l'exposant de x — x' dans le premier terme du développement 
de W

0
. D'où il suit que, N'

n
 étant égal au nombre complexe 

n° -t- n'a. 4- n"a? + . . ., 

w le rapport ^ ^^7- reste fini pour x = x'. 

Soient N',, N'
2

, ... les nombres complexes qui jouent le même role 
par rapport à W,, W

2
,.... En prenant 

ΓΑ„Ν', + A, Ν', -t- + . . . ^ 
x - x' 

= A
0

log (x — x') ' -h A, log (x — x') ' -t- A
2
log(.r — x') ' + 



PURES ET APPLIQUÉES. φ 
et retranchant terme k terme de celle-ci, 

fir T = A° '°g w" + A· lûgW< + A* log W, + . . ., 

nous trouvons 

/ [ fx / Fx A - Ao N' + A1 N1 + A2N' + ....] 

= A° !οδ: ΓΚΤ + A« S, γντ + A* tog rsr: + ■·■· 

La seconde partie de cette équation étant finie pour χ = χ', nous con-
cluons que cette valeur de χ ne rend pas infinie l'intégrale 

fx Ao AoNo + A1No + A1N'1 + A2 N'2 
J [_ F .r Δ χ — x' J ' 

ce qui suppose que la limite de 

I
 r
 _ r-M Γ fx

- -
 Α.Ν',+ Α, «', + A, W,+ ..... 

FxA x - x' 

pour x =x', est égale à zéro, et, par conséquent, 

N'
0

A
0
+N'

1
A
)
-hN'

2
A
2
+... = lim[i-^^] _ · 

Cette équation nous prouve que les termes de la valeur de l'intégrale 

|r.-^-ne peuvent devenir infinis que pour une valeur de x égale à 
l'une des racines de l'équation 

F x — ο ; 

car, d'après le § Il, la somme 

Ν 0 A
0 -t- Ν, A, + Ν 2 A2

 -t-... — ο 

sera sifferente de zéro, tandis que lim [ FâTà J Ue i es,e {''U 

que dans le cas où Fx contient le facteur x — x', le facteur Δ ne 
pouvant contenir x — x' qu'à un degré inférieur à ι (§1, note). 

Cette équation nous prouve aussi que la limite de " pw"' 
x — x', ne peut être infinie. 
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Supposons maintenant qu'on désigne par χ', χ"χ ", .. ., χ[1] 

toutes les racines de l'équation 

F jt = ο, 

et par R', R", R",..., R(0 la valeur de 

lim
 [t^L. 

pour ζ = χ1, χ", χ'",..., x(l). 
L'équation que nous venons de trouver et celles qu'on obtient de 

la même manière en examinant les cas où χ = χ", x'",··., x11', pour-
ront s'écrire ainsi : 

i — t i = t i = t 

(a) ΣΝ:·Α··=Κ'' ^"A^R",.·., 2Νί"Α,. = Κ(», 
/ = o i = 0 i = ο 

ou t est le nombre de termes de la valeur de l'intégrale J^-γ'· 

N'0, N"
0
,..., N„N'

t
, Ν",,..., etc., sont les nombres complexes 

choisis de manière que les rapports 

W, 

(x — x')*1' (x — —x (1) N. 

w, 

(x — x'f ' (* - x" f '. . . (x - *(') ) ' 

restent finis pour χ = x>, a?", xχ{1\ et> Par conséquent, pour 
toutes les valeurs finies de x; car, comme nous l'avons remarqué, les 
racines de l'équation 

Fx — ο 

sont les seules valeurs finies de x qui peuvent rendre les fonctions 

W0, w„ W,,..., 

infinies ou o. 
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En changeant, dans i'équation 

/ TxT
 = A0logW0+ A. log W

(

 A
2

 log W
1 +

 ..., 

χ en - > et en traitant le cas de ζ — ο, nous trouvons de la même ma-

nière l'équation 

ί = t 

(3) ςμ.·=
 k(01

' 
i — Ο 

où R(0) est la limite de^-^ pour χ — <x>, et μ
0

, μ,, μ
2
,..., les degrés 

des fonctions W
0

, W,, W
2
,.... 

Cette équation nous prouve, en outre, que la fonction ne peut 

être d'un degré plus élevé que — ι ; car, autrement, 

R® = Jim Γ^Ί 
x = && 

serait infinie, ce qui ne peut avoir lieu d'après l'équation trouvée. 

§ rv. 
Supposons, maintenant, qu'en désignant par M", M', M",.... les 

nombres complexes de a, on cherche à vérifier l'équation 

M® ro
 + w R> + M" R" + ... = ο, 

et que l'on ne trouve que λ équations de cette forme qui ne soient pas 
identiques entre elles par rapport à R°, Κ'. Κ.",..., ΚΛ. 

D'après ces équations, on pourra évidemment exprimer λ quantités 
de la série 

R°, K',K", ...., K(l) 

en fonctions linéaires des autres, et ces fonctions auront pour coeffi-
cients des nombres complexes de a. Supposons donc qu'on parvienne 
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a Ironver 

ν ί ) 

i = 1 -y i = l - y 

R°= 2 M^R'"4"5, R'= 2 M/K (y + 1) 
1=0 1=0 

i—l — ï. 

κ = 2
 Μ

·
 Ry + i 

/ = ο 

('.online les quantités R°, R', R",..., R·'1 ne peuvent vérifier plus fie 
λ équations différentes de la forme 

Γ>) M°R°-i- M'R'4- M"R"+ ... = o, 

les quantités 

K (y) , K (y + 1), ..., K (1) 

prises séparément de 

R", R', R",..., R(; °, 

ne pourront vérifier une équation de cette forme; car, autrement, cette 
équation et les λ équations (4), évidemment non identiques entre 
elles, donneraient λ 4- ι équations de la forme (5), ce qui est con-
traire à la supposition. 

D'après cela, il est facile de s'assurer que le nombre de termes. 

dans la valeur de l'intégrale ne peut, être au-dessousde/ — λ-t- ι. 

ear, dans ce cas, le nombre des coefficients 

Ao , A,, A
a
,..., 

serait aussi moindre que / — λ 4- ι ; et alors les / — λ 4- ι équations 
dernières de la série (2), après élimination de ces coefficients, donne-

raient au moins une équation entre R(' , R R1'' qui serait de 
la forme (5), ce qui est impossible. 

Le même résultat aurait lieu si l'une de / — λ 4- ι dernières équa-
tions (a) était identique aux autres par rapport à toutes les quantités 
\
0

. A,, A,,— Donc, au moyen de ces équations, il est possible de 
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trouver / — λ+ ι quantités de la série 

•A-o > ^ 1 ) Α-a T'-

en fonction des autres et des quantités K^, Κ ; + R^'; ces fonc-
tions seront linéaires et auront pour coefficients des nombres complexes 
de a. 

Supposons qu'on parvienne ainsi à trouver les quantités 

A
0

, A|,..., A^ ; + j » 

et qu'on porte leur valeur dans l'équation 

/fi t==a° 1osw° + A' log W< + A
2

 log w
2

 +.... 

Après cette substitution, la valeur de l'integrale /— contiendra 

plusieurs ternies avec les coefficients 

KW, κ1''4"5,.·.,K (1) 

A/ — >. —t— ι ' VA'· 

Mais si l'on rassemble dans un seul terme tout ce qui contient le 
même coefficient, 011 n'aura que t ternies, dont la forme générale 
sera 

K" log Ζ ou A, log Ζ, 
et dans lesquels 

Po P1 P2 
Z = W

(1

Q".w5. w^,.·-· 

P
0

, P,, P
2
,..·, Qo, Qi, Qa,.·., étant des nombres complexes de a. Or. 

d'après ce que nous avons montré § IT , il est certain que, quelque com-
pliquée que soit la forme de ces termes, ils pourront être réduits à une 
forme telle que celle-ci : 

log w ou Ai / n log w 

où η est un nombre entier réel, et M une fonction de la forme 

ψ (A), ψ* (α A). 'fia? Al... t!/" ία'""' A'·. 
Tome Will. — Mars i853. * 
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Donc, après la substitution dont nous venons de parler, la forme 
principale des termes n'est pas altérée; mais les / — λ-+- ι coefficients 

A
0

, A,,Aj_j 
sont remplacés par 

K0) K.O + I) K(0 
/2(1 /2 | /2} /2 1—Λ 

où n
0

, «
2
,..., ηι . sont des nombres entiers réels. 

Dans la suite, nous supposerons toujours que cette transformation 
a été faite ; et par conséquent, dans l'équation 

fin, ί = A0 log Wo + A, logw, + A
a

 logW, + ..., 

nous prendrons 

(6) A _ Κ.0) * κ(Α+"° . K
(^>

 Kt
/j 

«fl «| «j / À l ^ 

où n
0

, n,, ra
s
,..., «<_i sont des nombres entiers réels. 

Jusqu'à présent nous n'avons rien dit sur la forme des fonctions 
φ

0
 (A), <p

(
 (Δ),..., qui entrent dans la composition de W„, W,,..., et 

qui sont rationnelles par rapport à χ et Δ ; dans ce qui suit, nous les 
supposerons réduites à la forme la plus simple, c'est-à-dire 

Χ, + Χ,Δ + Χ,Δ'-Ι-.. . H-X
ra
_, Δ™-1 

Ϋ ' 

où X
0

, X,, X
2
,..., X, Y sont des fonctions entières de x. De plus, 

le dénominateur Y se détruit dans la valeur de 

W = φ (A). tpa (aΔ). φ"' (a' Δ) ...φ""-' Δ) ; 

à cause de l'égalité 
ι + α -+· a2 + ... -t- α"1-1 = ο, 

nous pouvons prendre Y = χ. 
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§ v. 

Les équations (2), (3), (4) et (6), par l'élimination de 

K°, R',K", ...., K(l) 

nous donnent 
i=l — > 1 = t 

2 M,0 rti Aj = 2 Φ A» ' 
I — Ο 1 = 0 

i—l — 1 /—£ 

2 Mi"iAi=2N/A" 
i = 0 i = 0 

.............................................. 

2 M ü ni a, = 211 rm ï r=s O JL r= ri 
i=ο ί=ο 

i = t 

«0Α· =E Ni (y+1)Ai, 
1=0 

n1A1 = E Ni (y+1) A1, 
i = 0 

....................................... 

i = £ 
n 1y A l-y = E N i(l) 

i =0 

où les nombres complexes désignés par M*, sont déterminés par les 

équations (4), qui donnent R°, R', R",'' en fonction de 

r(;', R^^1',..R(,); les nombres complexes désignés par N' sont in-

connus et jouissent, comme nous l'avons vu, de cette propriété que 
13.. 
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ie rapport 

W, 
[x — x') ' (x — x") ' ... 

reste fini pour toutes les valeurs finies de x·, le nombre désigné par a, 

détermine le degré de la fonction W,·. Quant aux quantités n
0>

n,,..., 
n

!
 , ce sont des nombres entiers réels, également inconnus. 

Ur, comme les coefficients 

A-09 A 4 ; Aj,. · ·■) 

ne peuvent vérifier aucune équation de la forme 

N
0
 A

0
 -+- Ti^■ A

t
 -+- N

2
 A

2
 -+-... — ο ; 

N„, N,, étant des nombres complexes de a, les équations que 
nous venons de trouver doivent être identiques par rapport à A

0
, A,, 

A
2

ce qui suppose les égalités suivantes : 

p-i = M
(

°η,·, Ν'. = M", η,·, Ν'= MN(/ %, 

Ν, = ο, Ν. = ο,..., Ν. = ο, Ν,. = n
t
, 

Ν. '=ο,..., Ν,. = ο 

pour i = ο, — λ, et 

Pi — ο, Ν. = ο, Ν. = ο, Ν. = ο,... 

pour / > / — λ. 
D'après cela, en ayant égard au rapport qui existe entre la fonc-

tion W i et les nombres u,,, Ν. , N.,..., nous concluons : 

i°. Toutes les fonctions _
; + )

, sont du 

degré o, et aucune valeur de x ne peut les rendre ni nulles, ni 

infinies. 
i". Pouri = o, i, 2— λ, le degré de W, est M"n,; et la fonc-

tion dont le rapport à W,· reste fini, tant que X n'est pas infini, se 
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présente sous cette forme : 

(x — λ.·')1 ' . ( j? — x")' ■'. (jc — λ·'")' ' ... (x — .r</ —'' ) ' . (χ — .r ' ) , 

expression où il ne reste d'inconnu que le nombre entier et réel //,. 
Telles sont les propriétés des fonctions 

w0, w„ w2, w„..., 
qui entrent dans l'équation 

fÈΤ = A° ]o% W° + A' W< + Aî lo§ Wa + ■ '" ■ ' 

quand cette équation se trouve transformée par la méthode que nous 
avons donnée § IY. De plus, les équations (6) nous donnent l'égalité 

Ai = K (y + i)/ ni 

/ étant égal ào, ι, α— λ. 

§ VI. 

D'après ce que nous venons de trouver par rapport aux fonctions 

W l -y 1 , W l- y +3, W l- y + 3, .... , 

il n'est pas difficile de s'assurer qu'elles se réduisent à des quantités 
constantes. 

En effet, si la fonction W ne devient ni ο ni co pour χ — a, l'ex-
posant de χ — η dans le premier terme du développement de W, selon 
les puissances de .r — a, doit être zéro. Or, pour 

W = 9 (Δ) . f (a Δ). φα' (a2 Δ)... f:" ' ( a'""' Δ ), 

cet exposant (§ II) est égal à la somme 

n° 4- η! a + τι"α2 -+-... -+- n '"~y . α.'η~{, 

où η°, η', η",..., η'"1 11 sont des nombres réels rationnels, désignant 
le degré doar-a dans les premiers termes du développement de 

ιρ(Δ), φ(αΔ), φ(α5Δ),... <p (α'"-1 Δ), 
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et a une racine primitive de l'équation 

Xm — I = o. 

Or cette somme ne peut se réduire à zéro, à moins qu'on n'ait 

n° = n' = n" = ... = n(n-1) 

c'est-à-dire à moins que le développement de 

<ρ(Δ), ψ (a A), φ (α*Δ),..., <p(am 'ΔΝ 

ne contienne dans ses premiers termes la même puissance de χ — a ; et 
alors nous trouvons que pour x = a, q et ρ étant des nombres entiers, 

le rapport reste fini. 

Donc, si la fonction W reste finie pour toutes les valeurs finies de χ, 

la même chose doit avoir lieu pour la fractiony (&P A)/ y(&qA) 

De la même manière, on parvient à conclure que le degré de la 

fonction est o, et, par conséquent, qu'elle reste finie pour 

χ — ce. 
D'après cela, nous trouvons que le produit 

<p (βΤΔ) φ (α'Δ) φ (αϊ"Δ) γ(αΡά) 
φ(Δ) <ρ(αΔ) «ρ (α' Δ) <ρ (α™-' Δ) 

reste fini pour toutes les valeurs de x. 

Mais ce produit se réduit à 0
{, indépendante de af, est 

une fonction entière de x·, car 

S = φ (Δ). φ (αΔ ). ψ (aa Δ)... ψ (α"1-' Δ) ■ 

est une fonction symétrique des racines de l'équation 

Δ"1 = à une fonction entière, 

et φ (Δ), comme nous avons vu, est une fonction entière de χ et Δ. 
Quant à fm{upA), cette fonction sera évidemment de même forme que 
φ(Δ). {Voir § IV.) 
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Donc, en faisant 

(7) ^=11"'). 

nous trouvons que ψ(αρΔ) est line fonction déterminée par l'équation 

ψ(«ΡΔ) = ̂  + ^Δ + |^Δ2-(-... + 5ρΔ"'-(, 

où S, X
0

, X,, X
2
,..., X,„_

(
 sont des fonctions entières dex, et qui 

reste finie pour toutes les valeurs de x. Or nous allons prouver que 
cela ne peut avoir lieu, à moins que tous les termes de. la valeur de 
ψ (of Δ) ne soient constants. 

En effet, d'après la valeur de ψ(αρΔ), pour i < m, nous trouvons 

ψ (of Δ) + or' ψ (αρ+ι Δ) + or2' ψ (of+2 Δ) +... 

-+- ψ (
a

P+m-< Δ) = ιη~ Δ', 

et, par conséquent, 

Γψ (of Δ) +- α- ψ (αρ+ι Δ) + α"2' ψ Δ) + .. .Τ"
 =
 ̂  /χ,χ « „ 

+ & - (m-1) y (& p + m - 1 A) 

La première partie de cette équation étant composée de la fonc-
tion ψ reste finie pour toutes les valeurs de χ ; mais la seconde 

(\\m 

'-jr\ Δ"", tant qu'on ne la suppose pas constante, sera infinie on 

pour certaines valeurs de x, ou bien pour χ = cc , selon que la fonc-

tion rationnelle mm-5Δ) Δ"" se réduira à une fraction simple ou à 

une fonction entière. 

Donc on ne pourra supposer aucun terme de la fonction ψία^Δ) 
variable, et par conséquent, d'après (7), on aura 

?(apA) = C#,^'S, 

où 0^ est une constante et S une fonction indépendante de of. Or, si 
l'on prend, d'après cette équation, la valeur des fonctions 

φ(Δ), ®(αΔ), φ(α8Δ),..., φ(α'η-'Δ), 
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et qu'on les porte dans la formule 

W = φ (Δ) . φα (α Δ) . φ*' (α* Δ ).. .φ*'" ' («'" 1 Δ'ι, 

on trouve 
t~h Χ* -h St* V.1"—1 

W = C
0

 . C*. Cj .. .c**;1. S " · 

Mais la somme 
i+K + ti' + .-. + a"1-' 

se réduit à o; donc W a une valeur constante 

§ VII. 

Ayant démontré que dans la valeur de l'intégrale/ψ-
χ

 — ·> toutes les 

fonctions 
W 1 - y + 1, Wt-1+2, ...., 

ne peuvent être que constantes, nous en déduisons que les seuls termes 
variables sont 

A„logW
0

, A, log W,,..., A; _ ; log W, _ ., 

et comme, d'après (6), les coefficients de ces termes sont de la 
forme 

Ku+o 
» 

ni 

où n, est un nombre entier, nous concluons que leur nombre ne peul 
surpasser celui des termes de la série 

Ku, K/, K\ . ., K', 
différents île zéro. 

l'.n remarquant que / est le nombre des racines de l'équation 

F χ = ο, 
et que 

K° = lim (fi-) 
x=y 
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se réduit à o, si Je degré de — est inférieur à — i, nous parvenons 

à établir les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Soient ̂  une fraction rationnelle, θ χ un polynôme 

dont les facteurs sont d'un degré moins élevé que m. Si la valeur de 

l'intégrale J~= ne contient que les termes logarithmiques, l'inté-

grale I — —= est égale à une somme de termes de Informe suivante : 

A log [y (\/Gx) . ψχ (α2 'sjQx) . φ*' (α2 y θ χ )... φκ'" ' (α"1"' \θχ)\ , 

où ψ (\'6χ) est une fonction entière de χ et \[θχ ; α est une racine pri-
mitive de l'équation 

x m - 1 = 0 

et le nombre de ces termes, suffisants pour donner la valeur de l'in-

tégrale fffL ne surpassera pas le degré de Far, la jonction 

—étant d'un degré moindre que — i; dans le cas contrat! e, le 

nombre de ces termes ne surpassera le degré de F χ que d'une 
unité. 

Dans le cas où Far = ι, le théorème précédent se réduit à celui-ci : 

THÉORÈME II. — Si fx, θ χ étant des jonctions entières, 5 χ ne con-

tient que des jacteurs de degrés inférieurs à m, l'intégrale I 4L dx 

s'exprimant d'ailleurs par les seuls termes logarithmiques, sera réduc-
tible à la jormule 

A log [φ if!Gx) ■ φ*(α\θχ) ■ f (α2 \Gx).. yj-'" 1 ( am~l ν'6 χ î j. 

où ψ(\θχ) est une jonction entière de χ et \'Gx. et a est une racine 
primitive de l'équation 

xm — 1 = 0. 
Tomi> XVIII. — MARS I853. ' J 
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Dans le cas de m — i, nous obtenons le théorenie de M. Abel, cité 
dans le § 1. 

THÉORÈME III. — L'intégrale j dx η est pas réductible aux 

fonctions algébrique et logarithmique
}
 si θ χ n'a pas île facteur mul-

tiple d'un degré plus élevé que m — χ, et si la fonction fx est d'un degré 
moins élevé que 'Ϊΐΐ. 

X 

En effet, si l'on suppose que J-^Ldx est réductible aux fonctions 

algébrique et logarithmique, d'après le § I, on parvient à conclure que 
sa valeur n'a point de terme algébrique. La même chose a lieu par 

rapport aux termes logarithmiques; car la différentielle dx n'a 

pour dénominateur que \1θχ, et le degré de est moins élevé que 

— ι ; mais dans ce cas, d'après le théorème I, le nombre de termes 

logarithmiques suffisant pour donner la valeur de ÇJrfL est o. Donc, 

si l'on suppose que l'intégrale J—= dx est réductible aux fonctions 

algébrique et logarithmique, on sera forcé de conclure que sa valeur 
est une constante. 

Dans le cas de m = i, cela se réduit au théorème donné par 
M. Liouville. 

§ VIII. 

A l'aide des théorèmes que nous venons de donner, on peut résoudre 
entièrement la question de l'intégration en signes algébriques et loga-
rithmiques des différentielles binômes 

xs (a -h bx' )s" dx, 

où s, Î', s" sont des nombres rationnels. 
L'intégrale de ces différentielles se réduit facilement à la forme 

J xf~' (t -+- x
q

)
m

 dx, 



PURES ET APPLIQUÉES. 107 

où />, q, m, m' sont des nombres entiers et q >o, et l'on trouve, par 
les méthodes connues, la valeur de cette intégrale, si l'une des deux 

quantités- -+- — est un nombre entier. Dans le cas contraire, cette 

intégrale se réduit à la forme 

Uo + / x p-1 / mn 

où U
0
 est une fonction algébrique, p' est le plus petit nombre positif 

congru à ρ selon le module q, et m" le plus petit nombre congru à — m' 
selon le module m, ce qui suppose 

p'< q, m" < m. 

Pour trouver le terme algébrique dans la valeur de l'intégrale 

—1^ djc, d'après le § I, on cherche le plus grand commun diviseu r 

1 + x 9 ) m 

entre les fonctions (ι — jc"1}'"" et—■—^—Cediviseur étantfi -ι-x9 ) m m-1 

on conclut que le terme algébrique doit avoir pour dénominateur la 
fonction ( 1 + xq )m"~l. 

Mais, en examinant les fonctions 

j \nt^ djc » Ce diviseur ;tant ( i -}- x'{ )m"-

où, comme nous avons vu, p'<q, m" < q< o, on trouve que 
leur degré est au-dessous de — 1; ce qui, d'après le § I, prouve 
qu'il n'y a pas de terme algébrique dans la valeur de l'intégrale 

dx. 0 

Donc il ne reste plus qu'à chercher l'expression de sa valeur à l'aide 
des seuls termes logarithmiques. Mais une telle expression , d'après le 

r4.. 
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§ III, n'est possible que dans le cas où le degré de ne se 

(ι + χ<Γ 
trouve pas au-dessus de — i, et, par suite, du dernier théorème que 
nous venons de montrer, ce degré ne doit pas être au-dessous de — ι. 

Par conséquent, l'intégration de —„dx, à l'aide des signes algé-

(l+ Jrî)™ 
briques et logarithmiques, n'est pas possible, à moins que la fonction 

— ne soit précisément du degré — ι ; ce qui entraîne cette 

(î-H-ri)™ 

equation entre les exposants ρ, q, — : 

p' m" = 0 
q m 

Mais en passant au nombre p et m', dont le premier est congru à p' 
selon le module q, et le second à — m' selon le module m, nous 

trouvons que l'équation précédente suppose que^ -t- est un nombre 

entier. Donc, outre ce cas et celui où p est divisible par 7, l'intégrale 

m' 
/χΡ-Ui χΐ) dx 

présente une transcendante particulière; c'est ce qu'il s'agissait de 
démontrer pour être sùr que les méthodes ordinaires de l'intégration 
des différentielles binômes avec les exposants rationnels, comprennent 
tous les cas où cette intégration est possible en signes algébriques et 
logarithmiques. 

§ IX· 

D'après ce que nous avons trouvé dans les §§ IV, V et VI, on con-
clut qu'en général le nombre de ternies logarithmiques suffisant pour 

donner la valeur de l'intégrale j est l — λ -+- ι, où / indique le 
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degré de ¥ χ. et λ le nombre des équations (4). De plus, nous avons 

vu que l'intégrale j"peut être réduite de manière que, dans l'é-
quation 

f ητ =
 A°losw°+ A< losw« + A»Iog w» + ·■■' 

tous les termes soient de la forme 

KI»g w„ 

ou nt est un nombre entier non complexe; 

W, = fi (Δ) · fi (« Δ ). φ* (α2 Δ)... (α*- ' Δ ) 

est du degré Μ".η,·, et, pour toutes les valeurs finies de .r, reste en 
rapport Uni avec la fonction 

[_(x — Λ'')
ΛΙ
'. (χ — x")

M
' . [χ — x

m

f
1
' . ..{χ — Χ" ' ~ ,;) M' . (x —x' + 1 

Quant aux nombres M?, M',, M", M"', M;' '* > *'s sont connus 
d'après les équations (4). 

Il n'est pas difficile de s'assurer que, d'après cela, chaque ternie de 

la valeur de l'integrale /— —est complètement déterminé, c"est-a-
V 

dire que, si l'on trouve les nombres 

"o 5 "l ) "î!··· ), 11 I — / 

et les fonctions 
w

0
, w„ w

s
,..., w 

ι — /. 

qui puissent remplir les conditions mentionnées, la somme 

— log W
0

 + —— log W, H- log W
2

 +... + ±— log W'i 

sera la valeur de l'integraleΓ fx dx, 
lorsqu'elle peut être exprimée a 

l'aide des termes logarithmiques. 
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En Effet, si cette somme n'est pas la valeur l'integrale / fx/Fx dx/A 

supposons que 

BjogW0, BjogW', Bj log W",..Bj log Ws 

soient les termes qu il faut y ajouter pour la rendre égalé a Ifx / Fx dx/A 

t>n aura 
Γ fx fix 
Fx A 

^-log W
0
 + 5l_ log W, + *_ Jog W,—log W/_i 

+ B
0
log W° + Β, log W' + B, log W" + ... -t- B, log W">. 

Pour cette valeur de l'intégraley*^ les équations (2) et (3) 

donnent 

RO = Σ Fi^ïr+Σ w β,, 
1=0 ;= 0 

i = l - y i = s 

R' = Σ + Σ p' B-
/=0 1=0 

RW = Σ N" ^r~ + Σ p< b" 
i = Ο i = ο 

.............................................. 
i = l - y 

r«= Σ ΝΓ^—+ Σ ΡΓΒ«·' 
i = Ο I = Ο 

où ν,·, Ρ, , Ρ" , Ρ7, ···> Ρ® sont les nombres complexes de a qui jouent 
le même role par rapport à la fonction W', que les nombres μ, , Ν*, , 

Ν" , ^7 j-··? Ni" par rapport à la fonction W,. 
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Mais pour les valeurs trouvées de μι, Ν' , Ν", Ν"',..., Nf> (§ V), on 
a, comme il n'est pas difficile de s'en assurer, les égalités suivantes : 

i = l - i 
K° = Σ λ V· i — ο 
i = l - y (y + i) 
κ^= y H; -—, 

i — Ο 
i = l - y y - 2 

K.W= y Ν' -—, 
i = ο 

....................................... 

Κ.= Σ «rSr-
i = O 

Par conséquent, les équations précédentes donnent 

i = S i = s 
2vîB/ = O, B

<=°> 
1=0 1=0 

i = s i—s 
E P"i Bi = 0, ..., E p (l)Bi = 0 
t = 0 t = ο 

qui doivent être identiques par rapport à B
0

, Β,, Β,,..., IL, lorsque la 
somme 

B„ log W° -+- B, log W H- B
2
 log W" -+-... -i- B, log Wi5' 

est réduite an plus petit nombre de termes (§ II). Donc on aura 

Vi = ο, κ = ο, Ρ, = ο,... , Pf) = ο , 

ce qui, d'après le § VI, nous fait conclure que chacun des termes 

B
0
 log W

0
, B, IogW

(
, B

2
 log W

2
,,.., BJogW

s 

ne peut être que constant. 


