JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

P. TCHEBICHEF
Sur I’intégration des différentielles irrationnelles

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 18 (1853), p. 87-111.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1853_1_18__87_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1853_1_18__87_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA
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SUR

I’ INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES IRRATIONNELLES;

Pan M. P. TCHEBICHEF.

§ 1.
. [ . .
Si la différentielle ;,E :/I_, composée d’une fraction rationnelte f:

et d’une racine d’une fonction entiére 6.z, s ‘intégre 4 I'aide des signes
algébriques et logarithmiques, nouns savons, d’apreés les recherches in-

génieuses deM. Abel etde M. Liouville, que I’ mtegralef Foz dr

j;.z. me

se pré-
sentera sous la forme suivante:
U+ A%log Vo 4 A log V' + A"log V" +

ey

ou U, V°, V', V”,..., sont des fonctions rationnelles de x et Q’E;
A% A’y A%,..., sont des quantités constantes. :
Le terme algebnque U peut se déterminer facilement. On sajt q’il

m——1

m
est de la forme £ 2 (Gx) , ou P et Q sont des fonctions entieres, que

Fon trouvera a l'aide des procédés suivants [*]:

- On cherchera le plus grand commun diviseur entre les fone-
d{Fx0z]

tions Foxr G et o ce diviseur est le dénominateur Q du terme

algébrique.
2°. Si les degrés des fonctions
Qfix Q
F,z6z’ m—1’
z[ox] ™

[*] Nous supposons que la dlfferenuelle Sz — \/T est réduite de maniére que 6

ne contient pas des facteurs d*un degré plus eleve quem —1.



35 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

sont inférieurs & — 1, le terme algébrique est o. Dans le cas contraire,
en désignant par n le plus etit nommbre supérieur aun degré de ces
fonctions, on trouvera le numérateur P d’apres la formule

P=B,+B,+x+Bya’+... + B, 2",
ot By, B,, B,,..., B, sont des coefficients constants, dont la valeur se
déterminera en cherchant a rendre le polynome

Foroz

Jx — 3 [By+2B,x +... + nB, x|

m—1F,xt'a Fozbz di.?

— 1 Fzb'x p

T LT T T @ [B, + B,z + Byx? + ...+ B,x"|
divisible par g, et avec cette condition que le quotient ne soit pas d’un

Fzx VG_;.D
zQ

seur entre les fonctions 6. et 6.

degré plus élevé que » D étant le plus grand commun divi-

Si ces conditions ne peuvent étre remplies, on en conclura que 'in-

s Sfox '\"/B.z- T . . . . )
tégration de Fzoan I'aide des signes algébriques et logarithmiques,

=st impossible. Dans le cas contraire, on trouvera le terme algébrique.

x dr . < s .
é—m—:, le reste doit pouvoir étre in-
F.x \/9_,_.
tégré a P'aide des seuls termes logarithmiques. Cest de cette intégration
que nous allons maintenant nous occuper.

et s1 'on Ote sa différentielle de

Voici les questions dont nous donnerons les solutions dans ce Mé-
nwre ©

17, Déterminer le nombre de termes logarithmiques dans la valeur
de l'intégrale donnée.

I.a solution de cette question, dans un cas particulier, donne la dé-
monstration du théoreme énoncé par M. Abel en ces termes :

« ... Le théoréme suivant trés remarquable a lieu :

. .-, *odr .
v Lorsqiune intégrale de la forme ’ F’—l‘z’ oi p et R sont des forc-
Vi
.
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tions entieres de x , est exprimable par des logarithmes , on peut tou-
jours Uexprimer de la maniére suivante :

oit A est constant, et p et q des fonctions entiéres de x. » (OEuvres
compl., tome I, page 65.)

2°. Trouver les conditions analytiques qui déterminent chaque terme
séparément.

On verra, en outre, d’aprés la solution de ces questions, que les
cas connus d’intégrabilité des différentielles binomes de la forme

x'(a + bx*Y dx,
sont les seuls ou V'intégration de ces différentielles est possible par les

signes algébriques et logarithmiques, s, &', " étant ratiounels.

§ 1L

Nous avons vu que les termes logarithmiques. dans la valeur de
Sr e d.
I'intégrale il =% , sont de la forme
Fx \/9_,,
AlogV,

ou V est une fonction rationnelle de x et y6x. Donc en faisant, pouv
abréger,

o

viax = A,
et en désignant par

(i;(‘ (A)’ .Ol (A), <P2 (A)- "-5:: (A)~ res

des fonctions rationnelles de x et A, nous aurons I'équation suivante :

d . ) .
%—; = A°log 9, (A) + A’log ¢, A' + A" log g, (A) = ...
. % d .
lorsque la valeur de U'intégrale f-l'fi (Tx ne contient plus de termes al-
gébriques.
Si nous remplacons, dans cette équation. Apar gA. z* A 2" AL

Tome XVIHI. — Minrs 1833. 12
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et si nous la multiplions respectivement par 1, «, ¢?,..., o™,
a étant racine primitive de I’équation

x™ — 1 = o,

nous trouvons une série d’équations, dont la somme donne

f.za

m—I1

= = A%log [, (A). 9% (2A). 9% (a2A). .. 92" (™ 8)]
+ A’log [, (A). 9% (2d). 4% (a2 A). .. g% (' A)]

et, par conséquent,

(1) 2L AologW, i+ A, log W, + A, log W, + .

ou W,, W,, W,,..., sont des fonctions de la forme

P(8)9" (ad) 9™ (aA). .. 9" (@ A),
Agy Ay, A,,..., des constantes.
C’est sous cette forme que nous allons examiner la valeur de Pinté-
grale f %d{
Nous commencerons par prouver que la valeur de Iintégrale
f Jx dz — ¢tant réduite au minimum de termes, les coefficients A,, A,,

A,,..., ne penvent vérifier Péquation

NOAO +N‘ A| +NQAQ =+ ... = o,

dans laquelle N,, N,, N,,..., sont des nombres complexes de o.
En effet, si cette équation a lieu, nous trouvons

N,

A, = ——A. — FhA—

et. en substituant cette valeur de A, dans Pexpression de Pintégrale

fﬁ ‘—-7 nous la transformons dans celle-ci :
_N -
A logW,w, N A, logW, W, Mo

=
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qui contient moins de termes que I'équation (1); et chacun de ces
termes, comme nous allons le démontrer, peut se réduire aussi a la
forme

n—

Alog [§(4). ¢ (@a). 4% (a24)...¢*" (a8)],

ou ¢ (A) est une fonction rationnelle de x et A.

Pour réduire ainsi le terme
N,

A, log W, Wo-ﬁ;,

N,
nous mettons = sous la forme
0

R4na+n"a+.
n

ou n, n°, n’, n",..., sont des nombres entiers réels (ce qui est tonjours
? 2 bl q .]
possible). I’aprés cela, le terme
N,

A, logW, W, N,
peut s’écrire ainsi :

log[Wr. Wi W Wy e,

ou la quantité mise sous le signe log se décompose en facteurs et
diviseurs de la forme

1 {+2

W = go“I(A) 0% (aA). " («®A)...,
et que I'on réduit a celle-ci :

p(4)g"(zd)g (ad)...,
en remplacant ¢(A) par ¢ (¢/A).
La méme forme subsiste également aprés la multiplication et Ja divi-
sion de ces quantités.
Donc, a I'aide de I’équation
NoAo+ N,A, + NA,+ ... =0,

on peut diminuer le nombre de termes dans la valeur de I'intégrale
12..
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d: . ; o .
7% 2% cans altérer leur forme principale, et, par conséquent, cette

Fx A

JSr dx
J Fxra
est réduile au minimum de termes, ce que nous supposerons toujours
dans nos recherches.

équation ne peut avoir lien deés que la valeur de l'intégrale

§ TIL.

Soit x’ une valeur de & qui rende W, égale 4 o ou oo . Il n’est pas
difficile de s’assurer qu'on trouvera une puissance de 2 — x’, dont le
rapport 4 W, sera fini pour x =x’, et que I'exposant de cette puis-
sance sera en général un nombre complexe de «. En effet, la fonc-
tion W,, comme nous ’avons vu, est égale au produit

201A).9 {aA).¢" (a®A)...,
ou g, est une fonction algébrique. Or, si 'on développe les facteurs
90 (A), @o(xd), po(a®A),...

selon les puissances de x — &', et qu'on désigne par n°%, n’, n”,..., les
exposants de x — x’ dans les premiers termes, les nombres n°, n’,
n”, ..., sont rationnels, et Ja somme

n+nu+n"at+...

est 'exposant de o — x’ dans le premier terme du développement
de W,. D’ou il snit que, N'; étant égal au nombre complexe

R+nae+n"a®+...,

W .
le rapport —— - reste fini pour x =x".
— 0

(=
Soient N',, N',, ... les nombres complexes qui jouent le méme role
par rapport A W, W,,.... En prenant
i 2?

fAuN', + AN, + AN, +... Ao

zr—x

= A,log (x — x’)N; + A, log (2 — x')N' + A,log(x — x’)N; .

Voo v O e R R RN AR R IR R LR S RN AN RAR A
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et retranchant terme 4 terme de celle-ci,

Jx dx

25 = AclogW,+ A logW, + A, log W, + . . .,

nous trouvons

Jx AN, + AN 4 AN, +...
- dx

Fra x—x

—_—Aolog——vv°—N7+ A,log—ly-lf—Azlog——&N—, + ...
(z—a') "’ (2 —2') (z—2) "

La seconde partie de cette équation étant finie pour & = x’, nous con-
cluons que cette valeur de x ne rend pas infinie Pintégrale

f[ Jr AN, + AN, + A,N, _|_] dr,

FraA - o
ce qui suppose que la limite de

(x — ') [-,Ifx AN AN+ AN, 4 .'J’

FzaA xr —a
pour x = x’, est égale a zéro, et, par conséquent,

N'o Ao -+ N'l Al -+ N,2 A2 +... = lim [(‘Z ;‘:‘A)fx]x = r’-

Cette équation nous prouve que les termes de la valeur de I'intégrale

Jfr dx

Fx 2 D€ peuvent devenir mﬁms’que pour une valeur de x égale a

I'une des racines de Péquation
Fax =o0;
car, d’apres le § 11, la somme

NoAo+ N A + N, 4, +... =0

(x — ') fx

sera différente de zéro, tandis que lim [—
FrA

J ne reste fini
r—=u'

que dans le cas ol Fx coutient le facteur x — &', le facteur A ne
pouvant contenir x — x’ qu’a un degré inférieur a 1 (§ I, note).
(x—2") fx

Cette équation nous prouve aussi que la limite de -—" pour
Fra

x = x', ne peut étre infinie.
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Supposous maintenant qu'on désigne par x/, x”, x',..., x¢
toutes les racines de ’équation

Fx=o,

et par K/, K”, K",..., K® la valeur de

lim [(_’_ﬂ’]
Fx A xXx=2
pour z=x', a”, x",..., 2.
L’équation que nous venons de trouver et celles qu’on obtient de

la méme maniére en examinant les cas ou x = x*, x”,..., %, pour-
ront §’écrire ainsi :
i=1t =t i=1t
— WA KW
(2) I NA=K, ¥ NA=K,., IN’'A=K"

i=o0 =0 i=o

. d
ou ¢ est le nombre de termes de la valeur de I'intégrale f % 'Af:
(1)

r l)
N,, N,..., N/, N, N ..., N(1 , etc., sont les nombres complexes
choisis de maniére que les rapports

W,

(a:—x’)N'(x—.t”)N'...(.z—.z-(l)) ’

W,

(z-—.r’)N'(.z:—.z")N‘. c(z—x®)

restent finis pour x = a2/, x”, x7,..., ¥, et, par conséquent, pour
toutes les valeurs finies de x; car, comme nous I’avons remarqué, les
racines de P’équation

-

Fxr=o0

sont les seules valeurs finies de & qui peuvent rendre les fonctions

WO’ Wl? Wﬁ"" ?

infinies ou o.
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En changeant, dans Péquation

Jx dr

FxT:AOIOgW°+ A, logW, + Aylog W, 4 ...,

1 . “

o €n—. et en traitant le cas de z = o, nous trouvons de la méme ma-
z

niere I'équation

i=t

(3) ZHiAi:K(O"a

i=o0
1 K@ est Ia limite de 2% les degrés
ou K est la limite e POUT X = @, et Wy, 1y, tys..., les degreés
des fonctions W,, W,, W,,....

, . . Jx )
Cette equation nous prouve, en oittre » que la fonction Foa Nepeut

étre d’un degré plus élevé que — 1; car, autrement,

K©® = lim [E%]

=

serait infinie, ce qni ne peut avoir lieu d’aprés 'équation trouvée.

§ 1V.

Supposons, maintenant, qu’en désignant par M°, M, M”,.... les
nombres complexes de «, on cherche A vérifier équation

M°K® +~ MK’ + M"K” 4 ... — o,

¢t quel’on ne trouve que A équations de cette forme qui ne soient pas
identiques entre elles par rapport a K°, R/, K”,..., K@,

D’aprés ces équations, on pourra évidemment exprimer ). guantités
de la série

K°, K/, K,..., K®

en fonctions linéaires des autres, et ces fonctions auront pour coetti-
cients des nombres complexes de . Supposons donc qu’on parvienne
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a irouver

i= = i=1l--3J
K= 3 MK, k=3 oK
, i=o i=o0
L) Py
K\/—u: 2 lel—l) K(/+l).
i=o

Comme les quantités K°, K’, K”,..., K¥ ne peuvent véritier plus de
2. équations diftérentes de la forme

) MeK4+ MK' 4+ M"K"+ ... — o,
les quantités
) (5 +1) h
K%, K yeery KT,

prises séparément de

K°, K, K.., K"

ne pourront vérifier une équation de cette forme; car, antrement, cette
équation et les A équations (4), évidemment non identiques entre
elles, donneraient A + 1 équations de la forme (3), ce qui est con-
traire a la supposition.

D’apres cela, il est facile de s’assurer que le nombre de termes.

v- a4 dx . N
dans lavaleurdel mtegraleffﬁ-z —? hepeutétre au-dessousdel —} +1:

car, dans ce cas, le nombre des coefficients

Aoy Ay Agyen.,

serait aussi moindre que / — i+ 1; et alors les [ — ) + 1 équations
derniéres de la série (2), aprés élimination de ces coefficients, donne-

. . R . (+7 ,l++1
raient au moins une équation entre K* ', K

i) . .
...y K7 qui serait de
la forme (5), ce qui est impossible.
Le méme résultat aurait lien si Fune de [ —) + 1 derniéres équa-
tions (2) était identique aux autres par rapport a toutes les quantités

\,- Ay, As,.... Donc, au moyen de ces équations, il est possible de
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trouver { — .+ 1 quantités de la série

Ay, Ay, Aasee

. . ) (241 ! .
en fonction des autres et des quantités Km, K'Y, K );cestunc-

tions seront linéaires et auront pour coefficients des nombres complexes
de o.

Supposons qu’on parvienne ainsi & trouver les quantités
Ay, A, A

{—+1

et qu'on porte leur valeur dans I’équation

fx d. )
f%{: A log W, + A, logW, -+ A, log W, + ...

. . . ., ‘v dx .
Apreés cette substitution, la valeur de Pintégrale []{xf contiendra

plusieurs termes avec les coefficients

{he1)

(%) (1
K'Y, KV, K,
A vees Ap
Al—}.+1’ l—).+2’ k !
Mais si Ion rassemble dans un seul terme tout ce qui contient le
méme coefficient, on n’aura que ¢ termes, dont la forme générale
sera
K% logZ ou A;logZ,
et dans lesquels
L b, L
Z=wo w4 we .

P, P,, Puy.oty Qo Qy, Q,...., étant des nombres complexes de «. Or.
d'aprés ce que nous avons montré § IT, il est certain que, quelque com-
pliquée que soit la forme de ces termes, ils pourront ¢tre réduits & une
forme telle que celle-ci :

R¢ . A,
~— _loc W —log W,
- log ¥ ou - log
ot 2 est un nombre entier réel, et W une fonction de la torme

. m. , B .
G(A). Y (zA) LR ANL LT oA

Tome SVITE. — Mags 1853 1
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Donc, apres la substitution dont nous venons de parler, la forme
principale des termes n’est pas altérée; mais les [ — A+ 1 coefficients

Ags Ayy A,
sont remplacés par
K.(A) K("""‘l) K()_‘_z) K(l)
9 b LA ] ?
n, n, n, n

ou n,, n,, n,,..., n, . sont des nombres entiers réels.
— A

Dans la suite, nous supposerons toujours que cette transformation
a été faite; et par conséquent, dans Péquation
Jr dz

2 =4 logW, + A, logW, + A, logW, +...,

nous prendrons

(2) (i 4+1) (d=+2) K
(6) AO=K b) A.:K ) A,=K IR .= ’

I n, n, 11— 7,

oun,,n,, Rg,..., n,_

, sont des nombres entiers réels.

Jusqu’a présent nous n’avons rien dit sur la forme des fonctions
9o (A), 4 (A);..., qui entrent dans la composition de W,, W,,..., et
qui sont rationnelles par rapport 2 x et A; dans ce qui suit, nous les
supposerons réduites 4 la forme la plus simple, c’est-a-dire

X+ X A 4X A 4. . .+ X, A
Y

2

ou X,, X,, X;,..., X, _.» Y sont des fonctions entiéres de x. De plus,

le dénominateur Y se détruit dans la valeur de
W= (A).¢"(z4). 9% (a?4)...0° (a™'A);

a cause de Pégalité
I+oa+ o 4. . +a™!'=o,

nous pouvons prendre Y = 1.
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§ V.

Les équations (2), (3), (4) et (6), par I'élimination de
Ke, K', K”,..., K®,

nous donnent

i=l—) i=t¢
> Mz‘oniAi:ZP-iAiy
i=o0 i=o0
i=[—3 i=1t
2 M; n,-A,—:ZN:. A,',
i=op =0
i=1l—2 i=t
(1—-1) (2—1)
2 M T A =3NTY,
i=o i=o
i=t
A
nvo = ZNE )An
i=o
i=1t
n, 4:2N<)+I)AH
i=o
i=t¢
n_ A _=V$N4
A= 3N A,
i=o

ou les nombres complexes désignés par Mi sont déterminés par les
, ) . , 1—1) . .
équations (4), qui donnent K°, K’, K,..., K en fonction de
0 p
K, kP

connus et jouissent, comme nous I'avons vu, de cette propriété que
13..

.+» K@ les nombres complexes désignés par N' sont in-
i
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le rapport
W;

7 "

(r— o) (z— o)

reste fini pour toutes les valeurs finies de a; le nombre désigne par u;
détermine le degré de la fonction W;. Quant aux quantités rg, n,5.. .
n,_ ., cesont des nombres entiers réels, également inconnus.

—_

Ur, comme les coefficients
Aoy Ayy Agseess
ne peuvent vérifier aucune équation de la forme

NoAs + NyA, + NyA, + ... = 0;

N,, N,, N,,..., étant des nombres complexes de a, les équations que
nous venons de trouver doivent étre identiques par rapport a Ay, Ay,
A,,..., ce qui suppose les égalités suivantes :
0 C " (1=2) __ pall=)
p =M n, N, =Mn, N=Mmn,., N; =M, n;,
12) (A1) (A+i—1) (A+1)
N"=o0, N = 04..., N, =o, N, = n;,

(Ai-1
N; ) — 0,.., N,=o
pour i=0, 1,2, [—12, et

pi=o0, N,=o, N, =o, N, =o,...
- pour i> {—
D’aprés cela, en ayant égard an rapport qui existe entre la fonc-

. - ’ ]
tion W, et les nombres u;, N, , N;,..., nous concluons :

. sont du

[d 3 >
1°. Toutes les fonctions W,_ ., W, o W, . g

degré o, et aucune valeur de x ne peut les rendre ni nulles, ni
infinies.
29, Pour i=o0, 1, 2,..., { — X, le degré de W; est M/ n;; et la fonc-

tion dont le rapport 4 W; veste fini, tant que x n’est pas infini, se

e - N Vo
! O U O R e e N
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présente sous cette forme :

Cye—t)
3 " “‘\’-_ /

| m 2™ (& — 2™ ()™ =) ()

expression ou il ne reste d’inconnu que le nombre entier et réel ;.
Telles sont les propriétés des fonctions

Wo, Wi, Way Wayooy
qui entrent dans I’équation

* fx dx

o = A logW, + A, logW, + A, logW, +..,

quand cette équation se trouve transformée par la méthode que nous

avons donnée § IV. De plus, les équations (6) nous donnent I’égalité
(a+1i)
K
Ai=—rn——y

t ’7"

iétant égalao, 1, 2,...,1— ).
§ VL

D’apres ce que nous venons de trouver par rapport aux fonctions

w W

1=+ L—i+42? Wl-—).—i—ﬁ"“’

il n'est pas difficile de s'assurer qu’elles se réduisent a des quantités
constantes.

En effet, si la fonction W ne devient ni o ni © pour x = a, l'ex-
posant de & — @ dans le premier terme du développement de W, selon
les puissances de & — a, doil étre zéro. Or, pour

. 1 L, R
W=10(A).9"(2A). 0" (a?A)...¢" (o™ 'A},
cet exposant (§ TI) est égal a la somme

n e+ nel - gt

ou n® n', n’..., n™ sont des nombres réels rationnels, désignant
le degré de o — a dans les premiers termes du développement de

p(4), 9(2d), ¢(a®A),.. o¢(a"'4),
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et ¢ une racine primitive de I'équation

x™ — 1 =o.

Or cette somme ne peut se réduire 2 zéro, 4 moins qu’on n'ait
] »

We=n=n"=...— n(.n—l);
C’est-a-dire & moins que le développement de
¢(A), ¢@(ad), ¢(a*ld),..., ¢(a™'A)

ne contienne dans ses premiers termes ]Ja méme puissance de x — «; et
alors nous trouvons quepourx =a,qetp étant des nombres entiers,
g(ara)
g (a70)
Donc, si la fonction W reste finie pour toutes les valeurs finies de x,

p(afh)
p(a?a)

reste fini.

le rapport

la méme chose doit avoir lieu pour la fraction

De la méme maniere, on parvient i conclure que le degré de la
9 (ard)
p(a4)

fonction

est 0, et, par conséquent, qu'elle reste finie pour
X = .
D’aprés cela, nous trouvons que le produit

p(aFd) g(aPa) 9(wrd) g(ard)
9(8) 9¢(za) ¢(e?a) g(a"'4)

reste fini pour toutes les valeurs de x.

" (=" 4)

Mais ce produit se réduit & v s ou S, indépendante de o”, est
une fonction entiére de x; car
S=¢(A).¢(ald).p(a’Ad)...0(a™ " A)"
est une fonction symétrique des racines de I’équation
A™ = a une fonction entiére,
et ¢ (A), comme nous avons vu, est une fonction entiére de x et A.

Quant 4 ¢™(a”A), cette fonction sera évidemment de méme forme que
g (A). (Foir§1v.)
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Donc, en faisant

(7) Y — g (@),

nous trouvons que ¢ (¢’ A) est une fonction déterminée par 'équation

Xm—' m—1
S A ?

[y

X, |, X, X,
¢ (@A) = §°+§A+ 5 A+ +

ou§, X,, X,, Xy,..., X,,_, sont des fonctions entiéres de x, et (i
reste finie pour toutes les valeurs de x. Or nous allons prouver ue
cela ne peut avoir lieu, & moins que tous les termes de la valeur de
¢ (o A) ne soient constants.

En effet, d’apres la valeur de ¢(a”A), pour i < m, nous trouvons
$(2PA) + e (P A) + o g (a2 A) ...
+ ol (gPrn—t A) = m%—i Af,
et, par conséquent,

$(aPA) + o (P A) + a2 Y (PP A) + o (XA
4 gm—hi q} (ap+m—¢ A) —m (_S—) am,

La premiere partie de cette équation étant composée de la fonc-
tion ¢ reste finie pour toutes les valeurs de x; wais la seconde

X\ ; . .
m™{ =) A™, tant qu’on ne la suppose pas constante, sera infinie ou
S ? »

pour certaines valeurs de &, ou bien pour o = =, selon que la fonc-

. . X \m ; B . . . . . .
tion rationnelle m™ { 2] A™ se réduira 3 une fraction simple ou A
S P

;

une fonction entiére.
Donc on ne pourra supposer aucun terme de la fonction ¢ (o2A)
variable, et par conséquent, d’aprés (7), on aura

m

¢ (a”A)'z p\/‘S’

ou C, est une constante et S une fonction indépendante de #”. Or, si
Pon prend, d’aprés cette équation, la valeur des fonctions

7(8), o(2a), g(a*A)...., p(a"'4),
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et qu’on les porte dans la formule

T =9(A). g% (ad). 97 (22 8)...¢7 (@' AL

on trouve
1402 4 2 e

W=¢,.C.C;..C" "8 m

m—t

Mais la somme
1+a+ ¢t .+ o™

se rédnit 4 0; donc W a une valeur constante.

§ VII

, , ., d.
Avant démontré que dans la valeur de V'intégrale Sz 2L, toutes les
v 9 B Fzx a

fonctions

W W

I— )+ {—)+2?""
ne peuvent étre que constantes, nous en déduisons que les seuls termes

variables sont
AoglogW,, A logW,,..., A, _,logW, .,
et comme, d’aprés {6), les coefficients de ces termes sont de la

forme
K().+i}

?
n;

olt n; est un nombre entier, nous concluons que leur nombre ne peut
surpasser celui des termes de la série
’ 1 4
K, K, K'..., K7,
ditferents de zéro.
In remarquant que { est le nombre des racines de I'équation
Fr=o,
et gue
- . Zx]T
K? = lim [ Zf* )
\FxA

€=

IR iy . “ ' ] [ e RN RN N R IR LA NN RRRRN AN ERR I I
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se réduit i o, si le degré de f — est inférieur 4 — 1, nous parvenous

a établir les théorémes suivants :

L . r . . . P
TatoriME 1. — Soient % une fraction rationnelle, § x un polynéne

dont les ﬁzcteurs sont d'un degré moins éleve que m. Si la valeur de

lintégrale F ,\n/__ ne contient que les termes logarithmiques , Uinté-
grale EJ; Toe est eégale a une somme de termes de la_forme suivante

AlOg[?((’/ﬁ)-?“(a’V‘G_x)-sW"(aWG ). (et Vo) ],

ot 9 {V6x x) est tine Jonction entiére de x et \/0x; o est une racine pri-
mitive de (équation

. —
" —1=o0,

et le nombre de ces termes, suffisants pour donner la valeur de ['in-

, d. , .
tegrale f = 2 ne surpassera pas le degré de Fa, la fonction
Frxybx

X
Lm_— étant d'un degré moindre que — 13 dans le cas contraire, le
Fryox

nombre de ces termes ne surpassera le degré de Fx que dune
unitée.

Dans le cas ou Far = 1, le théoreme précédent se réduit i celui-ci :

Tutorime 1. — Si for, G étant des fonctions enticres, G.x ne con-

tient que des facteurs de degrés inférieurs a i, l’intc’gmle /— da
Vo

s'exprimant dailleurs par les seuls termes logarithmiques, sera reduc-

tible a la formule
Alog o (Vox) . ¢ (aNbx). " (a2 V6 2). . o (g™ Yot

oit 9 (vGx) est une fonction entiére de x ot \Gx. et o est une racine
primitive de I'équation

Tome XVIIL. — Mars 1853 [
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Dans le cas de m = 2, nous obtenons le théoreme de M. Abel, cité
Jdans le § 1.

Tréorkme 11I. — Lintéerale —fidx n'est pas reductible aux
o 1{791_ P

Jonctions algébrique et logarithmique, si 6 x na pas e Jacteur mul-
tiple Cun degré plus élevé que m — 1, et si la fonction fx est dun degre

mio
moins eleve que iz,
x

. x , . .
En effet, si I'on suppose que ML_dm est réductible aux fonctions
\/61'
algébrique et logarithmique, d’aprés le § I, on parvient a conclure que
sa valeur n’a point de terme algébrique. La méme chose a lieu par

. - S0 . X )
rapport aux termes logarithmiques; car la différentielle \/fT dx na
x

, . maE , f-r . , ]
pour dénominateur que Y, etle degré de ‘/—_ est moins élevé que
bz

— 1; mais dans ce cas, d’aprés le théoreme I, le nombre de termes
b bl b

logarithmiques suffisant pour donner la valeur de‘/}y% est 0. Donc,
X

. o x . . .
si 'on suppose que l'intégrale ,,,L__dx est réductible aux fonctions
;/ bz
algébrique et logarithmique, on sera forcé de conclure que sa valeur
est une constante.

Dans le cas de m = 2, cela se rédait au théoréme donné par
M. Liouville. '

§ VIII.

A Paide des théorémes grie nous venons de donner, on peut résoudre
entierement la question de lintégration en signes algébriques et loga-
rithmiques des différentielles binomes

x* (a + bx" ) dx
ou s, &, s” sont des nombres rationnels.
L’intégrale de ces différentielles se réduit facilement a la forme

m'

fx“" (r+ 2" dx,
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ou p, g, m, m' sont des nombres entiers et ¢ > o0, et Pon trouve, par
les méthodes connues, la valeur de cette intégrale, si 'une des deux

r

., P m' . .
quanmes%’ v + ~— est un nombre entier. Dans le cas contraire, cette

intégrale se réduit a la forme

.
—1

X
U0+ ————7,-,(/.1',

\

(1+ a7)

ou U, est une fonction algébrique, p’ est le plus petit nombre positif
congru & p selon le module g, et m” le plus petit nombre congru & — m’
selon le module m, ce qui suppose

ry<gqg, m<m.

Pour trouver le terme algébrique dans la valeur de Dintégrale
xP = . -

——— dx, d’apresle§ 1, on cherchele plus grand commun diviseur
{r + 22 )"

d {1+ 21y
dx

on conclut que le terme algébrique doit avoir pour dénominateur la

fonction (1-+ 29",

entre les fonctions (1 — /)™ et -Cediviseur étant (1 4- x? )",

Mais, en examinant les fonctions

mp'—l(l_'_zq)m”—l (l-—l—.‘t’{)‘"ﬂ_"
(141 ’ m”.——m—],
z {1+ 29) m

ou, comme nous avons vu, p'< g, m" < m, g <o, on trouve que

leur degré est au-dessous de — 15 ce qui, d’apres le § I, prouve
quil v’y a pas de terme algébrique dans la valeur de Vintégrale
Pt
——7 dx.
(14207

Donc il ne reste plus qu’a chercher Pexpression de sa valeur a Vaide
des seuls termes logarithmiques. Mais une telle expression, d’apras le

t4..
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p !

) . . ’ X
§ LI, n’est possible que dans le cas ou le degré de ————_; ne se

(14 21)"
trouve pas au-dessus de — 1, et, par suite, du dernier théoreme que
nous venons de montrer, ce degré ne doit pas étre au-dessous de — 1.

, ., . xt ! \ . . ,
Par conséquent, I'intégration de ———; dx, & I'aide des signes algé-

(14 x1)™
hriques et logarithmiques. n’est pas possible, 4 moins que la fonction
I P
L= . , ., , . R
—; ne soit précisément du degré — 1; ce qui entraine cette
(]+.ﬂ)m

-

' . N
équation entre les exposants p', ¢, etk

Mais en passant an nombre p et m’, dont le premier est congru a p’
selon le module ¢, et le second 8 — m’ selon le module m, nous

, . . . m'
trouvons que I’équation précédente suppose que]—) + — est un nombre
q m

entier. Donc, outre ce cas et celui o p est divisible par ¢, I'intégrale

n'

3
f.x-l’" 1+ x9) dx

présente une transcendante particuliere; c’est ce qu'il s’agissait de
démontrer pour étre stir que les méthodes ordinaires de I'intégration
des différentielles bindmes avec les exposants rationnels, comprennent
tous les cas ou cette intégration est possible en signes algébriques et
logarithmiques.

§ IX.

D’aprés ce gue nous avons trouvé dans les §§ 1V, V et VI, on con-
clut qu'en général le nombre de termes logarithmiques suffisant pour

Jx dx

onner la valenr de Vintégra
d g iet —

est I — 2 + 1, ou { indique le

" i 1 ' [ R T N N RO A TRR R LAV NS RN 20 AT o
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degré de Fx, et ). le nombre des ¢quations (4 ). De plus, nous avons
e L, fr dr . . .. ..
vu que ] mtegralefﬁi pent etre réduite de maniere que, dans I'é-
quation

S0 A, log W, + A, log W, + A, log W, + ...,

tous les termes soient de la forme

(%~ ¢)

}00' ‘\"i )

o

ou n; est un noinbre entier non complexe;

Wi=0:(8).¢/(24).¢] (@*4)...5"  (am a)
est du degré M}’ .2, et, pour toutes fes valeurs finies de &, reste en
rapport (ini avec la fonction

4 — 1

— 1;‘.) ‘\ll

" L
1

Mli W;’ R (x —_ Jm)‘“i

[(.r — )

A —a”) ce e — 2 A — )

Quant aux nombres M?, M;, M/, M/,.., M~ ils sont connus
d’aprés les équations (4.

11 n’est pas difficile de s’assurer que, d’apreés cela, chaque terme de
la valeur de Pintégrale [1{—;% est complétement détermine, ¢est-i-
dire que, sion trouve les nombres

oy My Nuyoyn
et les fonctions
Woy Wy, W,,... W

I—.

qui puissent remplir les conditions mentionnées, la somme

* (e 1) G+ ) L
K K ;. K . K .
’lo logWO—I_TIOg‘NITTIOg\Vz_"‘ Ve - " lOg W,

., r dx | ..
sera la valeur de Pintégrale fé e lorsqu’v!lo peut etre exprimée

Paide des termes logarithmiques.

Tu
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. : , - v dz
En effetr, si cette somme n’est pas la valeur de l'intégrale f {% Tl'

SIIPI)OSOIIS que

B, log W°, B,logW’, B,logW",..., B,log W*

soient les termes qu’il faut y ajouter pour la rendre égale a 'gd{
On aura
fo de _
Fz a
) (1) (A +2) 0
- log W, + - log W, + - ]ogW,+...+”l )long_;

+ Bylog W° + B, log W' + B, log W" + ... + B, log W*.

ye 4 fr dx o . .
Pour cette valeur del mtegralefF—x — les équations (2) et (3)

donnent
P=1—1 K(A_'_i) i=s

K® = 2 P — —+2 vi B,
i=o i—=o
=1 . i=s

0
. ¢+ K ,

K - 2 Ni ; +2 P,- Bia
i=o0 i=o0
i=l—1 K()+i) i=s

K=3 N-—F+3 B,
i—=o i=o
i=1l—) : i=s

@G+
@) I

K= ¥ N, E_ +2P“B,,

i=0 i=o

ouv;, P, P/, P],..., PP sontles nombres complexes de a qui jouent
le méme role par rapport a la fonction W*, que les nombres p;, N;,

N!, N7,..., N® par rapport a la fonction W,.

¢ !



PURES ET APPLIQUEES. e

Mais pour les valeurs trouvées de u;, N, , N;, N7,..., N® (§ V), on
a, comme il n'est pas difficile de s’en assurer, les égalités suivantes :

i=1— 4 . .
(A4 1)
K
K= 2 w5
i=o
i=1—1 K(J.—t—i)
= 3 N2
i=o
f=1l-2 KA+
K(R)_ N” ’
1 ni
i=o0
i=1l-2 G+ D
o _ WK
K 3> x, -
i=o0

Par conséquent, les équations précédentes donnent

i=s i—=s
EViBi—_—Oa ZP:- B, = o,
i=o i=o
i=s i=s

» U]
ZP,-B,':O,..., ZP,Bi':O’
i=o0 i==0

qui doivent étre identiques par rapport a By, B,, B,,..., B,, lorsque la
somme

B,log W° + B, log W’ + B, log W” + ... - B, log Wi
est réduite an plus petit nombre de termes (§ II). Donc on aura
v=o0, P,=o0, P, =o0,., P¥=o,
ce qui, d'aprés le § VI, nous fait conclure que chacun des termes

B,log W,, B,logW,, B,logW,,..., B, log W,

ne peut étre que constant.

——— Y ——



