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RESOLUTION DES EQUATIONS BIQUADRATIQUES
(1) (2) 22=a' £ 2™y, (3) 2=amx? —r% (4)(5) " B=x"xy"

Par M. LEBESGUE,

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeaux

I

Euler a examiné ces équations dans le chapitre IX du 2° volume
de son Algébre, pages 175-189. Comme on peut faire

m=A4p+r,
il suffit d’examiner les cas de
m=o, 1, 2, 3;

alors y est remplacé par 2.
Les seules équations non examinées par Euler sont

2 =x'+8y*, Z=x'-8y', Z2=8x'— .

La seule trouvée possible par Euler, et dont il a donné une solution
incomplete, est

P2 =uax'—ayh
Quant 4 J’équation

=2yt — b,

elle est aussi possible. Le chapitre V11 de I' 4igébre d'Enler en donne
une solution incomplete. L’équation
=2t 4+ 817!
se ramene toujours a
2= ax'— y',
aussi bien que
=t — 2y,
Tome XVIIL. — Mars 1853 o
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Euler a montré que si 'on pose
fl -+ 8gl —_— hﬂ,
on peut résoudre
9 xl _‘),4 — 2z
par les formules
x=f+af?g—gh,
y=s—A4fg*+gh
2 =f+ f'g"+ a4 fg" — 88— 6/ gh.
Jexposerai plus bas cette solution qui m’a été communiquée par

M. Tchebichef, et qui se trouve dans les OEuvres posthuwes d’Euler.
Il resterait donc a donner toutes les solutions de

xl ~+ 8j5= z2’

ce qu'Euler n’a pas fait. Jai suivi une autre marche. J’ai donné la
solution compléte, ou plutét le moyen de trouver toutes les solutions

de
5t __].s = 22,
a laquelle toutes les autres se raménent.
Il est & remarquer que la méthode de Fermat, pour rendre ra-
tionnelle la quantité y (2 + fx + y2? + dx® + ex*), appliquée a

4
\/ 2 (;) —1, ne donnerait pas toutes les solutions. Ainsi Euler a

trouvé par cette méthode (chapitre IX)

T _ 3 42422452969
0 ? 9788425g19
La solution? = % n’y est pas comprise.

On peut voir, par une Note de M. Jacobi (De I’Usage des Inté-
grales elliptiques et abéliennes dans I Analyse de Diophante, Journal
de M. Crelle, tome XIII, page 353), qu'Euler, dans plusienrs Mé-
moires publiés en 1830 par ’Académie de Saint-Pétersbourg, a traité,
pour ainsi dire d’'une maniére compléte, un probléme dont il s’est
occupé a plusieurs reprises : Etant donné un nombre x qui rende
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rationnelle l’expression a -+ bx + cx? + dx*+ ex* , trouver un
nombre infini dautres valeurs qui remplissent la méme condition.
Ignorant si cette méthode donne la solution compléte de I’équation

—_— L)
2 =sx*— y*,

j’en vais donner une ici.

II.
TakoriMe 1. L'équation
zz e xn -+ am‘),.k
n'est possible que pour m = fin + 3; elle se raméne alors &
23 — 9% — ]"7
ow x, y, z sont impairs.
Démonstration. On supposera toujours y impair, en remplacant,

s'il est nécessaire, 2™ par air+m_ Il se présente deux cas : celui de z
et x impairs et celui de z et x pairs.

Premier cas. z et x umpairs. On posera
B2—x'=(zxx*) (s x?) = 2"p'¢*,
en faisant y = pg; comme on peut toujours faire disparaitre par la
division les facteurs communs & x, ¥, z, et les facteurs impairs

communs 4 z et x, z = x*, 2= x* n'auront que le facteur commun 2,
et 'on pourra poser

2 4 — 2 . m—1 4 LI 2 4 m—2 A
zxxi=a2p' zxax’=2""¢, doun xax=p'— q'.

Avec le signe supérieur, m doit égaler au moins 5, ce qui est admis-
sible puisque m peut toujours étre augmenté d'un multiple de 4.
L’équation '
pi _ xz — 2m—2 qh
donne, en posant ¢ = rs,

P!i axr — ri, P2 : xr = 2m—3 S‘, P2 — rb 4+ 2m—4 Sb.,

équation semblable a la primitive ot m a été diminué de 4.
Avec le signe inférieur, comme p* + x? est divisible seulement
1o..
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par 2, il faut poser m = 3, d’ou
(a) x*=aq'— p*
qui est résoluble.
On voit donc qu’en supposant z et x impairs, I'équation
2'2 — xﬂ + .2”!‘),.4

Y

pourra se ramener 4 I'équation (@) ou a I'équation semblable ou wm
est réduit 4 0, 1, 2 ou 3 par la suppression du multiple de 4. Or,
comme z? — x* est nécessairement divisible par 8, il faut admettre
m = 3, les autres cas sont impossibles. Soit donc

z‘2=xﬁ + 8),--5;
s, X, J impairs, on en tire
zxx*=ap', zx x*=44", r=1r¢
et de la

ixﬂzplh_ qu;

x, p, ¢ impairs, on ne peut admettre que le signe inférieur, et Fon
retombe sur I’équation (a).
Second cas. Si z et x sont pairs, soit 2* la plus haute puissance
de 2 qui les divise; on fera
z2=2"72, x=2"X,
et 'on aura
ZQ — 22’!'X_l + 2"[—21111.
Pour X impair m = an, on rentre dans le premier cas. Pour Z pair,
qui exige X impair, on rentre encore dans le premier cas si an<m—a2an.
Pour 2 n=m—a2n et 2n>m—a2n impair, 'impossibilité est manifeste.
Pour 2r>m—an pair, on rentre dans le premier cas.

Tuiorime II. L'équation
— 5
23— x* — nmJ,. ,
ote Lon suppose y impair, west possible que pour m= hn +1, et elle se
réduit encore a léquation

2 — A 5
2=a2x'— .

il ' 1 I [ L O R AR RR R RN IR R AN LR N RN AN R
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Premier cas. z et x impairs, m > 2; on fera
r=pg, &xz=a2p’, x*xz=2""'g,
d’ou
xfl: Pi_+_ 21’1—-2 qé;
il faut donc avoir
m—2=4p+3 ou m=4p+5=4v+1.
Second cas. z et x pairs. Méme démonstration ('impossibilité (ue
dans le premier cas.
Tatorime III. L’équation
z2 — 2mx4 _]i
r’est possible que pour m = fn +1; elle se ramene & U'équation
P=ax'— y'.
Premier cas. z et y impairs; il faut poser forcément
m=1, dou zZ#=a2x'—y"
Second cas. z et y pairs. Comme plus haut.

Trrorkme 1V. L’équation
oM 72 — b . ],4
est toujours impossible.
Démonstration. Cela est prouvé par m pair. Soit i impaiv = 27~ 1.
Premier cas. x,y impairs. On posera
x2+]2:2f2, x2_~7.2= 4g2, 2"Z=2/g;
de la, I’équation
2 .2 f
xtyt=f'— 4g',
qui est impossible.

Second cas. x, y pairs. Le factenr 2 disparait par la division, et
I’on retombe sur le premier cas.
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Tueorime V. L’équation
2"3 Z2 — x‘ +]‘
est toujours impossible.

Démonstration. 11 faut supposer m impair; alors le diviseur 2, qui
serait commun & x et y, disparait, et il suffit de supposer x, 7, z im-
pairs et m = 1. Soit donc

22’ = x*+ 7';

on en tire, comme le dit Euler,
2 (3 + &) = (4 2P 2yt = (2 — ),
d’ou

. _ 2
2 — v = (z_‘__y‘) s
v 2

qui est impossible.

II.

TaroremMe VI. Si lon a
2 fx —g'= k2,

A=af*+g* B=fg+h,

et que l'on pose

les signes de f, g, h étant arbitraires, on satisfera a l’équation
2Z2=axt— gyt
en posant
x=f’A’+g’B’,
y= g’A’—- nszz,
z — (gaA3+ af’B’)’— a(j'aA: _ ngn)z’
les signes de x, y, z étant arbitraires.

Démonstration. On vérifie de suite la relation

B'= (f*— g*) A+ afgB,
af'—g'=(B—fg)l=B —afgB+ (g’

af =g =g =("—8)(a*+g)=(f*—8")A.

ear

et
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Comme .
22 — ot — ]4

(5= e 25 - 25,
on a, réduction faite,
[(8" = S")A* + 2 /28" A28 + (4 — g") B']?
=16 g ATB?( f2A? — g?B?)3,
et comme la racine carrée du premier membre revient a
(82 + /") A%+ (2/? + g*) B*] [(8 — f*) A* + (2f* — ) B?],
on satisfait & I'équation en posant
YA A+ gB)=(g"+f7) A"+ (2)2 + g*) B,
28B(fA — gB)=(g"—f*) A+ (2f* — g*) B2,
qui toutes deux se réduisent 3
B*=(f*—g*)A + 2fgB.
Voici I'analyse qui conduit & ces valeurs de «, T 2
. L’équation étant mise sous la forme

.77+zn_|_ .72-52___ 5
(2

on doit poser forcément

revient a

2 __ 2 2 Stz __ yr—z .
E=PH, e=ap o =p— ¢

ou bien

=p'+ ¢, P=p+apg—¢, z=—p+apg+ ¢,
ou il faut supposer ¢ pair pour que y* ait la forme d’un carré.

La premiére équation donne nécessairement
T=rl4s g=oars, p=r?—s2,
d’ou
J,.2: (P_,_q)ﬂ_ 2q2= (r2+ ars _52)2_ 8,.26.2,
2= (p +q)* — 2p=(r*4+ 2rs — s — a (r? — §2)2,
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I.’équation
(r* + ars — s* — 92 =8r%s?,

vu que 'un des nombres r, s est pair et I'autre impair, est telle, que
Vun des facteurs r* + 2rs — s°~+y, r* + ars — s* — y est divisible
par 2 seulement; on peut supposer que ce soit le premier en laissant
le signe de y indéterminé. On fera donc pour r impair,

r*+ ars — s+ y= 251", r? + 2!‘6‘—-32-—]:4;.92,
u, t étant nécessairement impairs et premiers entre eux; de la
() r(e* — ut) — arsut + s*(au® + ut) = o.
Si s était impair, on poserait

1’4 a2rs—s*+y=a2 és’, r’4+ars—s'—y :[;i: r?,
(e) $*(*+ ut) — arsut + r*(2u® — ut) = o.

Les nombres ¢, « peuvent étre tous denx positifs, ou 'un positif et
Pautre négatif; de sorte que les équations (4), (c) ne different que

par le changement de Ten =1
4 r
I’équation (4) donne

r__at+ Vur(2w' — 1)

s t? — ut

Pour u et ¢ positifs, il faudra faire

_ f£2 — o2 A a__ pe s r__ fg+h S
n=f* t=g* o2f'—g'=~"r, dou el iy R
Pour ut négatif, 2 — 2u* devrait étre positif; mais comme ¢, u sont
impairs, 12 — 2u® serait de forme 84 — 1 qui nappartient pas a un

carré.
I’équation ¢’ donne

s wt—+ Nut{rr—oau?)

r 4 ut

' . oy [ R AR RN AT L S TR R NN AN EAY I
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Ici il faut prendre «t négatif,

= 32’ w = __f‘2’ zj'b . g4: ’!2,

d’ou
e/t BV
r g—S* 8
Dans I'équation (4), on a trouvé

ST T
: 1

P Je—h g

On peut donc poser
s=(Jg—h).g, r=(2f"+g*.[;

de sorte que x* = r® +- s* prend la valeur f?A?+ ¢*B?, donnée plus
haut. D'ailleurs
y = [ RN 232: t’r’—zu”s'—'e
@ 4 (713
ou bien

‘}’:ngz—QjﬂBz.

Siret s avaient un diviseur commun, il en serait de méme de x, 7,
et on le ferait disparaitre par la division.

Dans le cas de I'équation (¢), on a trouvé

s —Sfg+r F
. rT =
d’ou
r__ JEtk

g
s 2 2 +g* f’

on retrouvera donc encore les mémes valeurs de x et y . seulement
le signe de /& sera changé.

Les équations (), (¢) ne peuvent perdre un carré qu'en suppo-
santouf=o,oun=o0,00 ¢ =u,out= —u,out-—=— 2H, OU
t=2u.

i°. {=o0 ouu« = o donnent r ou « nul; par suite ¢ nul. x = j;
c'est la solution

Tome XV111. — Mans 1553, [}
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2°. £ = u, a cause de ¢ premier A u, donne

‘ t=1, u=1,
de 1a
ars =3s* ar=73s;

pour avoir r, s premiers entre eux, on fera
r=3, s=2, doi x=13, =1, z=23q.
3°. ¢ = — u;ici on aura
s=3, s=— a;

mais, d’ailleurs, la méme solution.

Comme ¢ et u ont été supposés impairs, on ne peut pas avoir

t=zau, quisuppose u—1, (= *a2.
Bien que I'équation (6) ou Péquation (¢) aient perdu un terme, la

solution
r=13, y=i1

n’en résulte pas moins des formules du théoréme V; il faut y faire

f=g=1, h=1

On voit donc, par ce qui précéde, qu'une solution de I'équation
2.t — ]4 = 22
dépend d’une solution en nombres plus petits (sauf x =1, y = 1.

z=1); car u et ¢ étant diviseurs de r? et 57, puisque 7 et § sont < v,

les nombres f, g seront < yx; comme y13 est < 4, la solution en
moindres nombres aprés x = I,y =1, sera

x =13, y=1, z=a123,

car f= 3 est inadmissible.
Si dans les formules du théoréme VI on pose

S=13, g=1, k=239,

A et B prennent le diviseur comme 113, qu'on peut supprimer, et
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I’on a la solation

x=1525, y=1343, z= 2950257,
indiquée plus haut comme n’étant pas donnée par la méthode de
Fermat,

A=2f?+ g2=339g =3.113,
252 = 2%.3%.9,
B = +h=13 * 239 =

J8 ! 299 — 226 =2.113.

Avec le signe supérieur, les nombres seraient bien plus grands.

On peut donc ainsi obtenir toutes les solutions; mais ces calculs
sont impraticables, vu leur longueur.

Iv.

A la page 221 des OEuores posthumes ’Euler, tome I, dans la
section intitulée : Fragmenta ex Adversariis deprompta, n° 57, il est
prouvé que les équations

220k —-]“:Zz, 8Pl +qn: r?
peuvent étre ramenées I'une i I’autre.

Voici le théoréeme d’Euler :
TrroreME. Si Uon a
j’l + Sg' — hz,
l’équation
2 xt __J,l — z?
sera résolue par
Z=f1+ 2fg?— gh,
Ve -——f, _— [lfg2 —+ ghy
3=f°+ fre?+ 24 f2g' —8g° — 6f°gh.
Euler satisfait a I'équation
2" — ],.4 — z2
par
=P, =P — gt 2=+ apg—p,
ir..
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de la

r—x*=aq(p—q);

il pose ensuite

Qo

y+x=3q y—xz=2(p—9)
d’onr

(b'—!;a’b’)p’—a(b‘+2a“b’)pq+(b‘+_/|a“)q2—_-o,

et, par suite,L;:.--.

Fuler s'arréte 13 le calcul est trés-aisé a finir.

P _ b+ 2a'b"+2ab 2 (b +2a),
7 bt — fardh?

[l faut poser
2 (b* 4+ 2a*) = 4%,
ainsi '
b* + aa* = alk?;
b doit étre pair, b = 2g. On a
a‘ + 834 — hﬂ;
d’ou les formules de ’énoncé, en posant a = f.

Avant de connaitre ce procédé d’Euler, javais résolu par le méme
moyen quelques équations biquadratiques , dont

Qxl_.ri=z2

est la plus simple.
Tl est toujours facile, étant donnée une solution de P'équation

pr=r'+ ar*s® + bs*,

d’en trouver une infinité¢ d’autres. Ainsi, on satisfait a I'équation
22 = x' + ax®y*+ by

en posant

x=1"—bs*, y=aprs, z=p'— (a®—4b)r's";

A ! i i I ' | L R A NN RRRA AR IRRRE LA LN R A RN AR ERE AN B
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mais le but important n’est pas atteint, celui d’obtenir toutes les
solutions.

11 y a plusieurs maniéres d’obtenir les formules précédentes :

1°. On peut employer la méthode de Fermat;
2°. On peut les vérifier directemnent;

3°. Le moyen le plus simple parait étre le suivant :
Prenez
=20
Z=x'+ fax’yi+ 160yt = (2 +2ay? P + 4(4h — a® ).
ou
(2* + 2ayi+z) (2’ + 2ay] — z) =4 (a® — 4b) y! = heptgt,

en posant

Soit maintenant
at+a2ay} +z=12p', T+ aay! —z=2cq*,
d’ou
z=pl—cq', x'+2ayi=p'+cqt
La derniére revient a
x*=p*— 2ap®q® + cq* = (p* — aq,)* + (¢ — a*¢*,
ou '
x*=(p*—aq’)’ — 4bg".

On fera
q=rs,

et 'on posera
[(pP—ars )+ x](p* — ar’s® — x) = 4bi*s",
qu’on peut décomposer en
pPP—arts4+x =21, p*— arts® - x = 2bs*.

d’our

et
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Cette derniére équation est semblable a la proposée, et il en résulte
une sclution x, », z, au moyen d’une premicére r, s, p.

1l faut bien remarquer que, quand les décompositions faites ici
peuvent étre faites autrement, on ne peut étre assuré que l'on obtient
ainsi toutes les solutions.

Ce procédé, d’ailleurs, est commode pour démontrer I'impossibilité
de certaines équations;

xS _}_J,-3= ZS, xs +]5= ZS’ x‘l +‘7.7 — z‘l

tombent dans ce cas.



