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Extraits de deux Mémoires sur les propriétés générales

et la dépendance mutuelle des courbes algébriques ;

Pin M. STEINER,

Membre de I’Académie royale des Sciences et Professeur a 1'Université de Berlin.

(Traduit de I'allemand par M. Worrcxe. )

1.
PROPRIETES GENERALES DES COURBES ALGEBRIQUES.

Dans la séance des sections réunies de I'Académie de Berlin du 10 aoui 1848 [*],
M. Steiner présenta un Mémoire sur les propriétés générales des courbes algébriques.

Ces courbes sont considérées dans ce Mémoire relativement 3 leur degré et i leur
classe; on y explique la nature des points doubles et de rebroussement, des tangentes
doubles et d'inflexion, et I'on fait voir la dépendance mutuelle entre ces éléments d'un
coté et le degré et la classe des courbes de P'autre coté. Quon désigne par get 4 respec-
tivement le degré et la classe d’une courbe K¢ = &, par det r le nombre de ses poinis
doubles et de rebroussement, par 7 et w le nombre de ses tangentes donbles et d'in-
flexion, on aura les trois équations snivantes :

(1) g(g—l)=1-+7.d+3r,
(2) k(hk—1)=g+ 243w,
(3) 3g(g—1)=6d+ 8r4w.

Des six quantités qui figurent dans ces équations , trois étant données, ces équations
servent & trouver les trois autres. Cela donne lieu & soixante formules.

Pour la détermination des courbes par des points donnés, le théoréme connu suivant
se présente comme

PREMIER THEOREME FONDAMENTAL, Par n(n + 3) —1 points a, donnés quelcongues

{*] Nous donnons ici cet exirait des Comptes rendus mensuels des séances de IAcadémic des
Scivnces de Berlin, principalement parce que dans les morceanx suivants on devra souvent renvoyer
aux définitions et aux théorémes qu’il contient.
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il passe un nombre infini de courbes du n*™ degré A", et toutes ces courbes passeut,
en outre, nécessairement par 5 (r—1)(r— 2) autres points determinés a,, de maniére
« former un faisccan de courbes B (A") ayant n* points en commun.

Appelons les points a, les points déterminants, les points a, les points nécessaires. et
tous ces 2* points a ensemble les points fondamentauz du faisceau B(A").

Ce théoréme est un des plus essentiels et des plus féconds pour 'examen des proprietes
des courbes, parce qu’il donne lien i des développements nombreux. Mentionnons entre
autres la génération des courbes par des faisceaux de courbes de degrés inférieurs, ab-
solument analogue & la génération des coniques par des faisccaux de droites projec-
tives ; puis un grand nombre de théorémes sur les contacts des courbes, conduisant en
particulier a différentes proprictés remarquables des vingt-huit tangentes doubles des
courbes du quatri¢ime degre.

Le Mémoire présenté d 'Académie de Berlin établit relativement aux polaires quel-
(ues points de vue nouveaux et plus ctendus qui aménent une foule de nouveanx
vésuitats.

Si d’un point donné quelconque P on méne les tangentes & une courbe donnee A"
(que nous appelleruns la base), les n (n — 1) points de contact se trouveront sur une
courbe A"—'; et si du méme point P on méne les tangentes i cette nouvelle courbe, les
. n —1)(n — 2) points de contact se trouveront sur une courbe A"*; en continuant ainsi,
on obtient successivement les courbes A™', A%, A= .. A A’, que nous appelle-
rons respectivement la 1%, 2°, 3%, ..., (#— 2, (n — 1) des polaires successives dn
point P par rapport a la base A%, et que nous représenterons par les symboles snivants -

(P).: Av= A", (P),: A"= A",
‘(P)x s AP — An—z’ (P)n—a : no—— A’, (P)"-‘ : Ar — Au’
oir, par exemple, la formule
(P)x T AP — An—*
exprime que la z¥*m polaire du point P par rapport a la base A" est une courbe du

degré (n — x}, done A", La (» — 2 )" polaire A” est une conique, et la {n — sl
polaire A' est une droite.

Si le psle P se meut sur une ligne quelconque L (directrice), chacune de ses po-
laires, par exemple la z#™, parcourra une série continue de courbes A%, que nous
désignerons par S (A" *); celte série de courbes enveloppera une courbe que nous ap-
pelons la z#m enveloppe polaire E. du péle mobile P, ou simplement /a '™ polaire d

ta directrice L par rapport & la base A". Nous exprimons cela par les symboles suivants :
{4 (L);: A= 8§ (A" =) =E,.

Si la directrice L est une courbe donnée du degré r, donc D, le degré de chacune de
ses polaires E,, E,,..., E,_, sera déterminé; 2 savoir, on aura généralement

(5) (D) : An= B30,
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¢ est-i-dire la x%™ polaire de la courbe Dr par rapport & la base A" est ane courbe ¥,
du degré r(r + 2.2 — 3) (r—z); ou si le pdle P se meut sur la courbe Dr, son xie ¢p-
celoppe polaire E, est une courbe du degré r(r + 22 — 3)(r — )

Pour la premiére et la derniére polaire, donc pour z = 1 et pourx =n — 1, on a,
“n particulier,

\'b', (Dr)l . An:E:(r—!)(n-—l),
et
) (D)o A= BT

sl, au contraire, on a
r—ri,
donc, si la directrice est une droite D', on aura, d’aprés I’équation (5),
o . 2(1—1)(7:—1)’
") (DY), : A»=E; ,

et pour r =1 etzx==n — 1, il suit

9) (D), A= E°,
ct t
{10) : (Dt A =E"V = @7

c'est-a-dire, si le péle P se meut sur une droite ' [équation (q)], sa premiere cnoc-
loppe polaire est de degré nul, E®, ce qui indigue que les courbes de la série S (A1)
se coupent en (n— 1 ) points a, awzquels se réduit Uenveloppe , ou que la série des po-
laires A" se transforme dans un faisceax B (A"='); et puis [équation (10)], la (r— 1 )iéme
polaire d’une droite 1! par rapport a la base A* est une courbe € du degré o (n — 2)
et de la classe (n—1).

Pour 'examen des polaires, le théoréme suivant, genéralement connu, sert comme

SECOND THEOREME FONDAMENTAL. 8i, par rapport & la méme base A%y on prend les
premiéres polaires P! et Q*~' de deux points quelconques P et Q, et si I'on prend en-
suite la premiére polaire de P par rapport & la courbe Q" et la premiere poluire de Q
par rapport & P"\, ces deux polaires seront une seule et méme courbe R"~2, ce que
nous cxprimons par

{1r) (Qh:[(R) 2 A"]=(P): [(Q):: A"} =R

Ce théoréme est aussi fécond que le précédent; par wne application répétée de Ia
loi qu’il exprime, on trouve d’abord que

02) (Q); 1 [(P)e: A"] = (P)e: [(Q), : A"] = R,
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On en conclut aussi que, sé le point Q se trouve sur la x* polaire de P, donc sur P*~*,
la (n — z)™e polaire de Q, donc Q°, passera par lc point P.
De méme, on en déduit le beau théoréme de réciprocité suivant :

Si la 2™ polaire d’un point P, donc P*—*, a un point double Q, réciproquement la
{(n — x —1)4™ polaire de Q, & savoir Q*+', aura le premier point P pour point double.

Les points doubles des polaires jouent un rdle important, ainsi qu’on le voit dans
I’exemple suivant :

Le lieu du point P, dont la premié:e polaire P*—' a un point double Q, est une courbe
du degré 3(n — 2)(n —2),

2
I (m—=2}
— L ]

ot le liew du point double Q est une courbe du degré 3{n — 27,

3(r—12)
— o 3

cette derniére courbe Q, est donc en méme temps le lieu du point Q dont la (# — 2 j=*
polaire Q% a un point double P, et la premiere courbe P, est le lieu de ce point double.
Conséquemment , la polaire Q? est une conique formée de deux droites qui se coupent
en P.

Les courbes P, €t Q,, et d’autres semblables, seront appelées courbes nodales[* |
conjuguces de la base A”. Elles jouissent, entre autres, des propriétés snivantes :

La courbe Q, passe par les 3r(n—2 ) points d'inflexion de la base A®, et la courbe P,
touche toutes les tangentes d’inflexion de A*. La courbe P, est de la classe 3 (n—1)(n—2);
ot c'est & la méme classe qu'appartiendra, en général, la courbe R, qui est enveloppée
de la droite PQ; cette courbe R, touche parcillement les tangentes dinflexion de ia
base A*, etc. La (n —1)* polaire d’une courbe quelconque D', & savoir DF (+3073)
[ equation (7)], toucke la courbe nodale P, en 3 r(n— 2) points, etc. La courbe no-
dole Py a

3(rn— 2) (4 n —9g) tangentes d’inflexion ;
2{n—2)[(3r741)(n—4) + 28] tangentes doubles ;
12(n — 2) (»n — 3) points de rebroussement, ct

i(n~—2)[3{rn— 2P — 14(n — 2) + v1] points doubles.

Pour que P, et P, soicnt deux points tels que leurs polaires premiéres P\~ et P17
se touchent en un point X, il faut que la droite P, P, toucke toujours la courbe P, en
un point P; le point X sera le pdle Q réciproque de P, et la droite PQ sera la tangente

rommune des susdites polaires au point X = Q. Donc toutes les polaires premiéres P,

i** La traduction littérale du terme Kern-Curve emplové par M Steiner serait courbe-noyau

i ' ' " ' (IR L N e N R NRRRR R IR RS BT N EARN SN AR
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Pi™,... ne peuvecnt se toucher qu’en des points Q qui se trouvent sur la courbe nodale Q,,
lesquels points sont, en conséquence, des points doubles des polaires prises séparément. 4
chaquetangente PP, de la courbe P, il correspond un faisceau de polaires premiéres{équa-

tion (9], B(P"~'), lesquelles se touchent en un seul et méme point Q , qui est le pdie re-
ciproque du point de contact P de la tangente. Si, en particulier, PP est unc tangcnie

d’inflexion de la courbe nodale P,, ses polaires B (P'~') auront un contact du deuxiéme

ordre en Q; et si PP, est une tangente double de P,, les polaires B (P"—') se toucheront en
deux points différents Q. Si, enfin, P est un point double de la courbe P,, sa premicre po-
lnire P qura deux points doubles Q; conséquemment, il existe autant de polaires

premiéres ayant deux points doubles qi’il existe de points doubles de la courbe no-
dale P,; etc.

La totalité des polaires premiéres P—', P*~/, P2, ... forme un réseau qui est déter-
miné par trois quelconques d’entre elles qui n’appartiennent pas 4 un méme faisceau,
et par lequel la base A" est déterminée ensuite de son c6té. Si les trois courbes données
ont des points communs [ 1, 2, 3,..., et tout au plus 3 (2 —1) {2 +2) — 2]}, ces
points seront des points doubles de la courbe nodale Q,.

Donc le lien des points doubles (ou des points de contact) de toutes les courbes P* qui
passent par les mémes +x(x + 3) — 2 points donnés d, sera une courbe Q*(*—" qui
anra les points d pour points doubles. Si les courbes P* sont assujetties a passer par

<& x4+ 3) —1 points d, elles formeront un faisceau B (P?) ot auront ensemble 3(x —1)
points doubles.,

Au sujet des polaires (enveloppes polaires) mentionnées ci-dessus , nous faisons ob-
server que si 'on en prend une pour directrice, il lui correspondra pareillement une
serie de courbes polaires, dont une, en particulier, sera appelée sa polaire réciproque.
Or, i de la 2% polaire d'une courbe D7, donc [ équation (5}] de

rir4+2z—u){r—2z)
E. ’
on prend la {7 — z % polaire, donc la polaire réciproque, celle-ci devrait ctre ia
~ourbe donnée D" ; mais, en vertu de la formule générale (5), en posant

r(r+zz—3)(n—x)=s,

clle sera une courbe du degrés[s + 2 (n — x — 3] . Ici la contradiction apparente
est plus frappante encore que dans le cas de la polarité ordinaire, ot Ia base est une
conique, et pour lequel cas cette contradiction a été ¢claircie par M. Poncelet. Dans
le cas actuel , nous expliquons le paradoxe comme il suit :

T.a premiére polaire de D’ par rapport i la base A" est

r{r—1} (a~—:)
E! ’

Tume XY 1L, — Sepremsee 1853, 40
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et pour la (» — 1) polaire de cette derniére, on a, d’aprés la formule (7),

Er(r—l) (8—1)}[r{r—1)(a—1)+20—3]
R—1 b
tandis que, en vertu de la réciprocité, on devrait obtenir la courbe originale D’. Ce
qJue ce résultat présente de surprenants’explique par la considération que la courbe E,_,
est formee :
1°. De (2 — 1) fois la courbe D" conjointement avec ses 37 (- — 2 ) tangentes d’in-
flexion et ses 3 r(r— 2)(r* —g) tangentes doubles, o chaque tangente d'inflexion
doit étre comptée comme une droite triple, et chaque tangente double comme une
droite double; donc de
(r— 1y (DF+2d+ 3w);

2° Des 3r(r—1) (7 —1) (7 — 2) tangentes communes A la courbe D” et i la courbe
nodale P,.

Une courbe donnée Q¢ peut étre touchée par les courbes d’un faisceau B ( P? ) donné
dans le méme plan, en ¢ (g -+ 2p — 3) points R, lesquels, conjointement avec les
3 (p—1)* points doubles du faisceau B (P?) se trouvent toujours sur une courbe
R7+77—* Deux faisceaux de courbes quelconques B (P?) et B (Q?7) étant donnés dans
un méme plan, le licu du point R ou les courbes des deux faisceaux se touchent deux
a deux, est une courbe du degre (2p + 24 — 3); et le nombre des points R, , en
lesquels deux courbes P? et Q7 des deux faisceaux ont un contact du deuxiéme ordre,

est
=3[(p+q)lp+qg—6)+2pg+5]

B

Trois faisceaux de courbes quelconques B(P?), B (Q7) et B (R") étant donnés dans
un plan, le nombre des points en lesquels ces courbes se touchent trois A trois est, en
geénéral, ’

=4{pg+pr+qr)—6(p+q+r—1)

On voit facilement que ces considérations générales donnent lieu, pour les courbes
du troisiéme et du quatriéme degré en particulier, 4 un grand nombre de relations
intéressantes et en partie entiérement nouvelles; notamment ou arrive ainsi 4 des pro-
priétés remarquables des vingt-huit tangentes doubles de la courbe du quatriéme degré ,
matiére qui jusqu’ présent a fourni peu de résultats aux géométres qui en ont entre-
pris Fexamen, La courbe du troisiéme degré présente encore plus de cas spéciaux ; on
démontre i cette occasion que I'involution est la véritable base d’un grand nombre de
ses propriéteés.

Différents systémes de corrélation conduisent soit & des résultats analogues 4 ceux
qw’on obtient par la polarité, soit 4 des théorémes nouveaux sur les courbes alge-
briques.
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II.

PRESENCE DES COURBES A CENTRE DANS LA DISCUSSION DE COURBES
GENERALES.

Polaires intérieures.

§ Ier.

Par chaque point P situé dans le plan d’une conique C? on peut toujours mener une
corde réelle on imaginaire @a. ayant le point P pour point milieu. En général, on ne
peut mener par P qu'une seule corde de ce genre. Dés qu'on peut mener deux cordes
de ce genre par un méme point P, on pourra en mener une infinité, et P sera, en ce
cas, le centre de C°.

Cette considération peut étre-étendue aux courbes supérieures. Si par un point quel-
conque P situ¢ dans le plan d’une courbe donnée C™, on méne une droite S, elle cou-
pera la courbe en m points. On peut demander maintenant que la droite soit menée
de 1elle sorte que deux quelconques des m points d’intersection, soit a et a, , soient
cgalement distants de P et placés de part et d’autre de ce point (non pas réunis dans
un point de contact). Pour abréger, appelons toute droite S contenant un tel couple de
points d’intersection, corde simplement, et les points a et a,, extrémités de la corde;
si une droite contient deux de ces couples de points d’intersection, soit a et a,,
b et &,, nous I'appellerons corde double, et nous la désignerons par S,; donc S, aura
deux couples d’extrémités. Pareillement, il y aura lieu 2 des cordes triples, qua-
druples, etc.

Le nombre de toutes les cordes S passant par un méme pole P, et la position de
leurs extrémités @ et @, sont déterminés par le théoréme suivant :

1. Par chaque point P situc dans le plan d'une courbe donnée C" il passe, en géné-
ral, ; m(m — 1) cordes S, dont les m (m —1) extrémités (a et a,) se trouvent toujours
sur une courbe 1"~ dont le degré est inférieur au degré de la précédente d’une unite,
et qui a nécessairement le pdle P pour centre [*).

{*1 On«démoatre ce théoréme, entre autres, par la considération géométrique suivante : Qu’on fasse
décrire a la courbe C™, dans son plan, autour du péle fixec P, une demi-révolution de 180 degrés, et
qu'on désigne la courbe dans cette nouvelle position par C}, ou, ce qui revient au méme, qu'en
imagine la courbe CT symétrique & C™ par rapport au point P, de sorte que C™ -+ C™ représentera
une seule courbe C*™ ayant P pour centre, et dans laquelle chaque point p appartenant a C™ a son
correspondant p, appartenant & C7, et réciproquement. Les courbes C™ et C7 auront des asymptotes
paralléles. Conséquemment , m de leurs m* points d’intersection s¢ trouvent sur la droite al'infini G.,

donc les m(m-—1) points d’intersection qui restent se trouveront sur une courbe 17" du degré

jo..
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Les extrémités dont il s’agit sont précisément formées par tous les points d'intersec-
tion des deux courbes. Si, dans un cas particulier, il passe par un méme pole P plus
de + m(m —1) cordes S, ne fit-ce qu'une seule corde de plus, il en passera une infi-
nité, de sorte que la conrbe donnée C* aura elle-méme le point P pour centre.

Si de toutes les droites passant par P on ne considére que les droites T sur lesquelles
deux des m points d'intersection avec la courbe C* sont encore également distants de P,
mais placés du méme coté de P, de maniére A coincider dans un point de contact de
la droite T, il existe, comme on sait, m (m —1) tangentes de ce genre, dont les
m (m — 1) points de contact se trouvent sur une courbe A*—', que nous appelons li
premiére polaire du péle P par rapport a la courbe C*  woyez I'extrait précédent).

En égard 2 'analogie que présente cette relation avec celle que nous venons d’énon-
cer, nous appellerons la courbe 1™ la polaire intéricure (quoique, sous d’autres
points de vue, cette dénomination ne soit pas parfaitement convenable), et la courbe
A™' la polaire extérieure, ou simplement la premiére polaire du pdle P par rapport

a la base C. Les deux polaires sont donc toujours de méme degre. En outre, il existe

entre elles la relation importante que voici.

Il. Les deux polaires A™' et 1"~' d’un point quelconque P par rapport a la méme
courbe donnée C* ont m — 1 points d’intersection & l'infini, situés sur la droite é& Uin-
fini G ; conséquemment, leurs asymptotes sont paralléles deux ¢ deux, et les denr
asymptotes formant un de ces couples sont & la fois réclles ou imaginaires; en
outre, les (m —1) (m—2) autres points d’intersection des deuz polaires se trouvent sur

nne courbe C"=) du degré (m — 2.).

§ 1.

Discutons d’abord diverses questions particuliéres relatives a la polaire intérieure et
conduisant en partie & des résultats intéressants. On pourra demander qu’est ce qui
s’ensuivra pour la polaire I"' ou pour sa relation avec la base C™ lorsque le péle P se
trouve sur la base méme, ou si, en particulier, il en est un point singulier; ou, ce qui
anra lien relativement a la polaire I, si Ja base prend une forme spéciale, par
exemple si elle se décompose en parties; ou, enfin, s'il existe dans le plan de la
base des poles particuliers donnant lieu 2 une forme particuliére de la polaire inte-
vieure , par exemple i une décomposition en parties, etc. Voici un apercu suceinct des

cas les plus importants.

{m —1); ils formeront, en outre, deux b deux des couples de points symétriques par rapport i P (car
si n estun point d’intersection de C™ avec €™, son correspondant «, appartiendra également aux deux

courbes a la fois). En conséquence, ces points dintersection seront les extrémités de tm{m— 1)

cordes aa, de la courbe €™ (et de méme de LT), et la courbe 1™~ aura le pole P pour centre.

t ! ! ! [ | L N R N RN R TR LT DR A N R
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4

1. Modifications de la polaire intérieure , si le pdle P se trouve sur la base C" méme.

1l faut distinguer les deux cas m = 2y et m = 2v —1; donc deux espéces de polaire
intérieure

QPu—1 PR
1 et I°Y T2

doat la premiére passe toujours par son propre centre, c’est-a-dire par son propre
pole P, et se distingue encore sous d’antres points de vue de la seconde.

1°. Si le pdle P est un point quelconque de la base Cm.

Y. amd | = .
fo) 1°¢ aura la tangente de £ aun point P (3)

jronr tangente d’inflexion.

-2 .
aura un point double en P,

2°. Si P est un point d’inflexion de la base C*.

2 —1
3 “ aura, en cominun avec la base, la
tangente en P pour tangente d’inflexion.

2y —2 .
(B 1 aura un point double ¢n P aver
deux tangentes d’inflexion dont une coincide
avee la tangente d’iuflexion de la hase.

3°. 8i P est un point double de la base.

{&) 24~ aura en P un point Winflexion
triple, et trois tangentes d’inflexion avec les-
quelles elle a des contacts dn quatriéme ordre.

2y — .
(AL aura un point double en P uvec
deux tangentes d’inflexion qni coincident avec
les deux tangentes de Ia base.

4°. 8i P est un point de rebroussement de la base.

) I"* ™! aura en P un point dinflexion
triple avec trois tangentes d’inflexion, de sorie
qu'elle y a avec chacune deces tangentes un con-
tact du quatriéme ordre comme dans le cas pré-
cédent (3°).

(8 12 " *auraeuPla tangente de zebrous.
sement de la base pour tangente de rebrovss..-
ment double et pour tangenie d’inflexion double .
car elle y touche latangente de rebroussement de
la hase doublement, avec denx branches, et con.

séquemment clle 8’y touche anssi elle-meme.

Si, par exemple, la base donnée est senlement du quatriéme degre, donc (4, la po-
laire intérieure I* sera formée dans les deux cas (3, x) et (4, ) de trois droites 31
passant par P, savoir de trois cordes doubles aq, ou S,, ayant un couple d’extrémites
b et b, coincidentes en P. En méme temps, la polaire extérieure A’ aura cn commun avec
la base le point double ou de rebroussement, ainsi que les tangentes correspondantes
(deux tangentes réelles au cas 3, une tangente de rebroussement au cas 4). En vertu
du théoréme, § I¢", 11, il suit: que les trois droites 31' dont la polaire intérieure est
Jormée, ou les trois cordes doubles S; = aa, qui passent par le point P, doivent étre res-
pectivement paralléles aux trois asymptotes 3 A, de la polaire extérienre A*; et récipro-
quement, que, si 'on méne par P une droite S paralléle & une asymptote de A°, cette
droite sera rencontrée par la base C* en deux points a et a, également distants de P.
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5°. Si P est un point (m — 1)*P® de ia base C™.

La polaire intéricure I"=', aussi bien que la polaire extérieure A, sera formée des
m —1 tangentes de la base au point P.

1. Modifications de la polaire intérieure si la base est formée de différentes parties.

La base C™ peut de différentes maniéres se décomposer en parties, c’est-a-dire elle
peut étre formeée de deux ou de plusieurs courbes de degrés inférieurs, ou méme exclu-
sivement de droites, auxquels cas le théoréme du § T°* reste toujours vrai, ce qui
donne lieu, entre autres, aux théorémes particuliers suivants:

1%, S8i la base C™ est formée de m droites G :

Etant donndes dans ur plan m droites quelconques G, si l'on méne par un péle quel-
conque P entre ces droites prises deuxr a deux les cordes S, ou aa, ayant P pour point
miliew du segment compris entre les deux droites respectives, ce qui donne lieu a
+m (m —1) cordes aa, ; les m (m —1) extrémités a et a, seront toujours sur une courbe
I du degré (m —1) ayant P pour centre.

2°. 8i la base C™ est formée de deux courbes C* et CR, ot o + B=m:

Etant données dans un plan deux courbes quelconques C* et C2, si I'on méne par un
pile quelconque P les L a (@ —1) cordes aa, de la courbe C*, ainsi que les (B —1)
cordes bb, de la conrbe C, et, en outre, les af cordes ab entre les deur courbes (c’est-
&-dire des droites ayant leurs extrémités a et b situées sur C* et sur CP respectivement

et ayant P pour point milieu du segment compris entre a et b) 5 les extrémités de toutes
ces cordes, au nombre de

alea—1)+B(B—1)+20p=m(m—1),

seront toujours sur une courbe "= du degré (x + p —1) ou {mn —1) ayant P pour centre.
Cet énoncé renferme le théoréme particulier :

Que par chaque point P situé dans le plan de deux courbes quelconques C* et CF, il
passe, en général, aB cordes ab ayant leurs extrémités sur les deux eourbes respective-
ment, et leur point milieu en P.

On en déduit encore sans difficulté le théoréme suivant :

Etant données dans un plan deuwx courbes quelconques C* et CF ayant af points d’in-
tersection ¢, si U'on méne par un pble quclconque P les 3 a(a — 1) cordes aa, de la
courhe C*, ainsi que les L B(P — 1) cordes bb, de la courbe CP, les extrémites des deux
systémes de cordes conjointement avec les points d’intersection c , en tout

ala—1)+B(B—1)+aB =m(m—1)—aB points,

seront toujours sur une courbe 1"~ du degré (« + B —1) ayant le pdle P pour centre.
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WI. Position ou liew du pble P si la polaire intérieure doit se decomposer en
différentes parties.

Ce cas donne déja lieu A des discussions assez compliquées quand méme la base don-
née n’est encore que d’un degré peu élevé, par exemple du troisiéme ou du quatriéme
degré , ainsi qu'il résultera des recherches suivantes.

§ L.

1. Si la base donnée est seulement du troisicme degré C*, de sorte que la polaire in-
téricure d'un pdle quelconque P est une section conique 1%, celle-ci ne pourra se dé-
composer, s'il y alie, qu’en denx droites, et I'on peut demander si cette décomposition
peut réellement avoir lieu, et ot sera situé, en ce cas, le péle P, ou quel en sera le
lien géométrique. De fait, on trouve que cette décomposition peut se faire de deux
maniéres différentes, et qu'en conséquence il existe aunssi deux lieux distinets, a
savoir :

Le licu du péle, dont la polaire intérieure I* se décompose en dewx droites, est forme
de deux courbes distinctes :

A. La base donnée C? elle-méme, et

B. Ul;e courbe déterminée du second degré B, qui est la seconde polaire de la
" droite G, par rapport i la base C*(voyez Vextrait 1), ou qui est U'enveloppe de tors les
diamétres de C*.

Car, si I'on coupe la courbe C* par une transversale quelconque D, et que l'on déter-
mine ensuite le centre de gravité d des trois points d’intersection , tous les centres de

gravité provenant d'un systéme de transversales paralléles D se trouveront sur une
méme droite D qu'on appelle diamétre de la courbe C*, et par rapport a laquelle
nous appelons la direction des transversales la direction conjuguée i ce diamétre. Or,
tous les diamétres D de la courbe C?, parmi lesquels il faut compter, en particulier, ses
asymptotes A, touchent la conique E2. Si les trois asymptotes sout toutes réelles, E’
sera Dellipse inscrite dans le triangle des asymptotes qui touche les cotés de ce triangle
dans leurs points milieux. Lorsqu’en particulier les trois asymptotes se coupent en un
méme point, E? se réduit i ce point, de sorte que tous les diamétres passent par
ce point. Si, au contraire, il n'existe qu'une seule asymptote réelle, la conique E:
sera, en général, une hyperbole qui touche cette asymptote en un point qu'il est facile
de construire.

Voici maintenant une discussion plus- détaillée des denx lieux géométriques [ A}
et (B).

II. 1. Si le pole P se trouve sur la base C* elle-méme (A), des trois cordes S qui pas-
sent par P, et que nous appellerons respectivement aa,, bb,, cc,, 'une, soit cc,,
coincidera avec la tangente en P, et ses deux extrémités ¢ et ¢, coincideront avec P, de
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sorte (u'on peut les considérer comme étant situées sur les deux autres cordes , soit ¢
sur aa, et ¢, sur bb,. Ainsi la conique I* se décompose dans les deux cordes aca,
et be, b,, que nous désignerons par S,, ou, selon les circonstances, par S et S,. Donc
il correspond & chaque pdle P situé sur la base, seulement deux cordes veritables S, ; la
troisiéme coincide avec la tangente, devient infiniment petite, se réduit & son point de
contact P. Si, en méme temps, on considére aussi la polaire extérieure A’ du méme
pole P, il suit que (voyez § I, 1) :

Pour chaque péle P situé sur la base G, les deux cordes correspondantes 8 et S, sont
paralléles aux asymptotes de sa polaire ertérieure A*. Donc ces deux cordes sont réelles
ou imaginaires, sclon quc la polaire A* est hyperbole ou ellipse, et réciproquement. Lors-
qu’en particulier A est une parabole, les deux cordes S et S, coincident, et réciprogquc-
ment. It n’cxiste cn tout que six de ces péles particuliers pour lesquels les deux
cordes S ct 8, se réunissent cn unc seule ab ou'S,, tandis qu’en méme temps la polaire A°
devient une parabole. Nous désignerons ces pdles par P,. Les siz pbles P, sont les inter-
sections des deuz courbes C et E*[*]. Chacune des siz cordes S, jouit de la propriets
que les tangentes & la base C* qu’on fait passer par scs extrémités a, b sont paral-
léles. Lorsque le pdle P est, en particulier, un point dinflexion de la base, une
des deux cordes S ¢t S,, soit S, coincide avec la tangente d’inflexion, et alors A®
aussi est formé de denx droites, savoir de la tangente d’inflexion et de la droite H
ronjuguée harmonique du point d’inflcxion[** ). En outre, H sera paralléle & S,. Donc,
rn ce cas, chacune des deax polaires I° ¢t A* est formée de deux droites dont deur
cotncident avec la tangente d'inflexion, tandis que les deux autres S, et H sont pa-
ralléles.

Les couples de cordes S et S, sont tous assujettis & la loi suivante :

Toutes les cordes S,, en lesquelles se décompose la polaire intérieure 1* lorsque le
pole P se trouve sur la base C* méme , ou, ce qui revient au méme , toutes les cordes aca,
dont les points milienx ¢ s¢ tronvent sur la base, touchent une courbe déterminée de la

suriéme classe, 8%, et du diz-huitieme degré, G*.

Voici quelques détails sur les propriétés dont cette courbe jouit relativement i la
base, et autres.

:*) Dans le Mémoire dont nous avons parld dans 'extrait I, on démontre : Que la courbe E* o5t
I+ lieu de tous les péles 1 pour losquels la polaire extérieure A* devient une parabole, et, qu'en gé-
néral, la polaire A* est hyperbole, ellipse ou parabole, selon que le péle P est situé respectivement on
dehors de E*, dans Uintéricur de E*, ou sur la circoaférence méme de E*. Les ménics conséquences s’ap-
pliquent aussi i la polaire intéricure I%, parce que I® et A* sont loujours semblables et semblablement
placées. Il w'existe, en général, qu’un seul pile déterminé P, dont les polaires A* et I* soient des cercles.
Si le pole P est situé au centre de la courbe B ses polaires A* ct 1* seront semblables, semblablement
placées et concentrigues & la courbe E* ( vores aussi ci-dessous, extrait [V .

(=«j M. Steiner désigne par cette 2xpression la droite qui jouit de la propriété de 1encontrer chagque
transversale S menée par le point dinllexion, en un point k qui forme avee les trois autres points
Fintersection de la transversale et de la courbe un syitéme de qualre points harmoniques, b ¢tant
e conjngué harmoniyque du point dinflexion.
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2. Lacourbe 8} touche la base G dans ses neuf points d’inflexion, ainsi que dans ses
trois points situcs & Uinfini a., de sorte qu’elle a en commun avec la base les trois asymp-
totes A3 mais la courbe S} touche chacune de ces trois asymptotes encore dans un
autre point déterminé, de sorte qu’elle a ces asymptotes pour tangentes doubles. Comme
la base est également de la sixiéme classe C = K5, les trente-six tangentes communes
awx deux courbes ne consistent que dans les neuf tangentes d’inflexion et les trois
asymptotes de la courbe C*, paree que chacune de ces douze droites doit étre comptee
pour trois tangentes communes aux deuzx courbes.

5. La courbe S} touche les six cordes particuliéres S, , dont il a été question ci-dessus,
dans leurs points milieux P,; donc clle y rencontre la base C*. Er conséquence, nous
connaissons déja trente des 3.18 = 54 points communs auzx deux courbes, savoir les
neuf points d’inflexion et les trois points & Uinfini, comptés chacun pour deux points
et puis les six points Py, Les vingt-quatre autres points forment chacun une cxtrémité «,
de certaines cordes particuliéres aca,, que nous désignerons par 3,, et qui jouissent :
1° de la propriété que les tangentes & la base qu’on fait passer parUautre extrémité a et
parle point milicu ¢, sont paralléles; 2° de la propriété de toucher la courbe S dans les

six points a, mémes. Des courbes du huitiéme degré peuvent passer parles vingt-quatre:
points a,.

4. Les douze tangentes communes aux courbes S ¢t B? consistent : 1° dans les trofs
asymptotes de la base, comptées chacune pour deux; et 2° en six cordes S, qui sont on

méme temps diamétres de la base ; les six points milienr c de ces siv cordes se trowornt
sur une section conique C*.

8. La droitc G- est une tangente triple de la courbe S° et la touche en trois points g
chacun desquels forme relativement aux trois points a., (2) le quatriéme point d’un syvs-
téme harmonique; c’est-i-dire si par un point quelconque on méne trois droites A.
B, C paralléles aux trois asymptotes A, de la courbe C-, et gu'on détermine ensuite par
rapport @ ces droites les trois quatriémes droites harmoniques A,, B,, C,, de sorte que
ABA,C, ABCB,, AC, BC soient des faisceaux harmoniques , ou bien , si dans le triangle
des asymptotes on méne des trois sommets, par les points milicur des ctés OPPOSEs | trivs
droites A,, B,, C,, alors ces droites seront dirigées vers les points de contact 8. Situry
@ Uinfini. Les trois droites construites de cette maniére sont aussi respectivement pa-
ralléles aux axes des trois paraboles asymptotiques qui ont avec la courbe S¢ un con-
tact du quatriéme ordre aux trois points g.. Comme la courbe §¢ est du dix-huiti¢oie
degre, elle doit avoir en commun avec la droite G_, outre les neuf points déja mention-

nes (les 3g, comptés deux fois et les 3a, ), encore neuf autres points d,. Ces points d

sont déterminds par la relation que les tangentes ou asy mptotes ;J]o de la courbe vui feur
rorrespondent, passent par les points dy de la base G2, en chacan desquels cette derniere
est touchée par un diamétre D,, ¢t que les asvmptotes en question ont la direction coj-
juguée & ces diamétres (1). Il existe neuf diamétres D, de ce genre, attendu que ce
sont des tangentes communes aux courbes C* et E’, lesquelles sont 21t nombre de

Tome XVIHI. — Seprexere 1553 /i !
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douze, mais dont trois sont les asymptotes A, de C*. Les neuf asymptotes B, sont en
méme temps des cordes ad,a, (=S8, ) jovissant de lu propriété particulidre que les trois
tangentes A, A, et D,, qu'on méne i la base C* par les extrémités a, a, et le point mi -
lieu d,, se rencontrent en un méme point Q. Donc il criste, en général, dans une courbe
du troisieme degré C*, neuf transversales D, s telles que Uun des trois points d’intersec-
tion d, est le point milieu du segment compris entre les deux autres a et a,; que les
trois tangentes correspondantes se rencortrent en un méme point Q, t que la tan-
gente D, passant par d, est en méme temps un diamétre de la courbe. On passe ici sous
silence les relations que la courbe S¢ a avec certaines autres courbes intimement liées
a la base €, relativement aux neuf droites B, et aux neuf points Q. On les examinera
dans une autre occasion.

6. Par un point quelconque Q il passe, en général, six cordes S, , ou aca, , et leurs six
points milieux ¢ se trouvent toujours sur une conique. Si Q se trouve sur la base C* méme,
celle-ci aura en ce point un contact avee la conique. Si I'on fait passer Q a l'infini, trois
des six cordes S, coincideront avec G., les trois autres servut paraliéles , et leurs points
milieux ¢ se trouveront sur le diamétre D conjugué 4 leur direction, dont ils seront en
méme temps les points d’intersection avec la base C*. Conséquemment, les tangentes
la eourbe 8%, ou les cordes 8., ne sont paraliéles que trois & trois, ayant pour points
milieux les trois extrémités du diamétre D de la base C conjugué a leur direction, et
réciproquement.

7. Le poinl de contact s de tonte corde uca, =S, avec la courbe $*, qui est son
enveloppe, se détermine par la simple construction suivante : Qu’on fasse passer par
ses extrémités a, 4, et son point milien ¢, des tangentes A la base C?, que nous dési-
gnerons par A, A,, C; gue les points d’intersection de A avec A,, de A avec C etde C
avec A, soient désignés par p, ¢, ¢, respectivement; qu’on premne sur A et A, des
points § et ., tels que ¢ ¢t ¢, soient les points milieux des segmenis p§ et pP, ; qu'on
méne ensuite les droites a, et a, et qu'on désigne leur point d'intersection par r: la
droite pr passera par le point de contact cherché s de la corde aa,. Observons encore
que la droite C,, qu'on fait passer par les points et $, (laquelle est paraliéle i C et
située avec C du méme coté de p, mais i une double distance de p), coupe la corde «a,
dans un point s, qui est le conjugué harmonique de s par rapport A a et a,, c'est-
a-dire asa,s, forment un systéme de quatre points harmoniques. Lorsque, en parti-
culier, C passe par p, C, coincide avec C, s, avec ¢, et s passe a 'infini.

8. De (2) on déduit, entre autres, le théoréme suivant :

Qu’on imagine dans un méme plan deux courbes semblables du troisieme degré,

G et G}, dont les dimensions homologues soient dans le rapport de 21, et qu’on fize
ta position de l'une, disons de C*; 'autre courbe pourra prendre vingt-quatre positions
différentes, telles que les deux conrbes ( prises directement, non symétriquement) soient
semblablement placées et se touchent en un couple de points homologues m et m,, et, en
outre, en deux points non homologues n et q,. Des courbes du huitiéme degré peavent
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passer par les vingt-quatre points m de la courbe G, et de méme par les vingt-quatre
points m, de fa courbe C2.

III. Si le péle P se trouve sur la courbe E* (I, B}, les trois cordes S qui lui corres—
pondent, savoir aa,, bb,, cc,, auront leurs extrémités a, b, ¢ sur une droite I, et, con-
séquemment, leurs autres extrémités a, , b,, ¢, sur une autre droite I,. Ainsi la polaire
intérieure I* se décompose en deux droites I et I, qui sont paralléles, également dis-
tantes du péle P, et, en outre, projectivement égales , parce que

ab=ab,, ac—=a.c, bc=byc,.

Dans ce cas, la polaire extérieure est toujours une parabole dont Paxe est paralléle
aux droites I et I, (II, 1). Parmi les péles situés sur E?, les suivants se distinguent par
des propriétés particuliéres :

1°. Les six points d’intersection P, des deux courbes C* et E*. Pour chacun de ces
points, la corde ce, est infiniment petite, et, en conséquence, les droites I et I, coinci-
dent en méme temps que les cordes aa, et bb, (désignées ci-dessus par S et §,) avec
la corde désignée ci-dessus par S,.

2°. 1l existe trois pdles particuliers, que nous désignerons par X, Y, Z, tels que
pour ces pdles, non-seulement la polaire intérieure, mais en méme temps aussi la po-
laire extérieure A? (la parabole) se décompose en un couple de droites A et A, , paral-
léles entre elles et paralléles, en outre, aux droites correspondantes I et I,. QOutre ces
trois points X, Y, Z, il n’existe dans le plan aucun auntre pole dont la polaire exté-
rieure A’se décompose en deux droites paralléies.

Relativement 2 toutes les droites I, I,, on a le théoréme suivant :

Tous les couples de droites 1 ct 1,, en lesquels se décompose la polaire intéricure 1,
Inrsque le pdle P se trouve sur la courbe E’, touchent une courbe I° de la sixiéme classe
et du quatorziéme degré, ayant les six cordes S, pour asymptotes et la droite G.. pour
tangente quadruple. Cependant la courbe ¢ touche la droite G, non pas en quatre,
mais seulement en deux points distincts , mais en chacun de ces deux points doublement
de sorte qu’en chacan de ces points clle se touche elle-méme. Ces deux points sont en
méme temps les points que la courbe E? a en commun avee la droite G, ou les points
situés & Uinfini sur les asymptotes de E*. Si 'on méne par le péle P une troisiéme droite 1,
paralléle aux droites 1 et 1,, elle aura pour enveloppe une courbe 13 de la troisicme
classe et du quatriéme degré, qui aura la droite G, pour tangentc double et la tou-
chera dans les deux points qu’on vient de distinguer. Conséquemment aussi, tout le

systéme des différents couples de droites 1 et 1, jouit de la propriété, que chaque point v
du plan sera, en général, le centre d’une section conique qui touche trois de ces couples,
savoir les trois couples correspondant auz trois droites Y, qui passent par le point ’

Les trente-six tangentes communes & la courbe T et & la base C* consistent en dix-
huit couples de droites1 et 1,.

Si les droites T et I, sont tangentes 4 la base C°, deux des trois points @, &, ¢ sitnés

41
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sur 1, disons 4 et ¢, se reunissent en un point de contact (bc) ou a; de mée,
les points b, et ¢, sitnés sur I, se réunissent en un point de contact (b,¢,) ou a,; en
conséquence, les cordes 65, et cc, forment en coincidant la corde de contact az, , que

nous désignerons par &, et dont nous désignerons le point milien ou le péle corres-
pondant P par P,. Appelons les segments égaux @z = a, a,, pris sur I et I, respective-
ment, tangentes paralléles égales ; mais, comwe leurs directions de a vers a et de =
vers a, sont opposées I'une i I'autre, appelons-les dissemblablement dirigées. Ceci posé ,
le théoréme précedent donne lieu au théoréme que voici :

Une courbe quelconque du troisiéme degré C* u, en général , diz- huit couples de tun-
gentes égales ct paralléles, mais disscmblablement dirigdes, o.a cta,a,, et les points mi-

tiewc P, des diz-huit cordes de contact &, (= aa,) se trouvent sur la conique F?, déter-
minée ci-dessus.

Des trente-six tangentes communes & la courbe 18 ct & la courbe 8% (1), douze coin-
cident avee la droite G_, six autres sont les siz cordes particulicres S, (1, 1), et les
dizx-huit qui restent sont formées de neuf couples de droites T et 1,.

Attendu que ces derniéres (comme tangentes & la courbe §¢) forment en méme
temps neufl conples de cordes paralléles et projectivement égales S, (ou, pour les dis-
tinguer les unes des autres, S, et S!), de sorte que

IT=8 =abc, 1,=8,=a,bec e ab=bc—=a b =hbe,

st b et b, sont les points moyens, donc les points milieux des cordes S, et 8}, on aura,

en désignant par P le pole correspondant ou le point milien de la droite b6, , le théo-
reme suivant :

Dans une courbe quelconque G, il existe en tout neuf couples de cordes paralléles et
egales S, ct 81, ot les neuf points milicux P' des droites bb, qui joignent les points mi-
lewr de ces eordes, se tronvent sur la conique E*.

Observons, relativement aux quarante-deux points communs anx courbes I¢ et (7,
que, si a est un de ces points et I la tangente correspondante de la courbe I°, et si
Fon imagine, en outre, le couple correspondant de droites I et I, avec son pdle P situé
sur B2, qe’alors les tangentes menées par les points P et a, respectivement aux courbes F?
o1 U sont toujorrs paralléles. On déduit de 1a le théoréme suivant :

Si Lon fait déerire & la courbe donnde C' dans son plan unc demi-révolution
{ e 18o degrés’ autour du centre E de lu conique 2, si U'on désigne la courbe dans cetie
nonvelle position par C? 5 siy, en outre, on imagine une conique B} semblable et sembla-
blement placée & la conique B2, mais de dimensions doubles, et dont le centre E, se
trouce sur la courbe C}, et si l'on fait mmouvoir cette conique B de telle sorte qu’elle reste
towjornrs semblablement placée iz B2 on que ses axes restent toujours paralléles a cur-
mimes pendant que son centre €, parcourt toute la courbe C2, alors la courbe donnée C
sera. en général, tonchée quarante-deu fois par ta conique B} mue de cette manicre.
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IV. Dans ce qui précéde, il a été plusieurs fois question de certaines cordes §,, &,
et &, pour lesquelles les tangentes mences par leurs extrémites 2 Ja base G ¢taient
paralléles. On a considéré six cordes 8,(II, 1), vingt-quatre cordes &, (1, 5) et dix-
huit cordes &, (II). Examinons cette propriété isolément, et désignons par & toute
corde qui joint les deux points de contact a et g, de deux tangentes paralléles X et A
de la base C*. On obtiendra les résultats saivants :

Toutes les cordes & quijoignent les points de contact de dewe tangentes paralléles de la
tase donnée C, touchent une courbe ° qui est de la newviéme classe et (tour an pivs’
du trente-sixiéme degré. Puis: La courbe 3 *a six tangentes triples 33 qui se rencon-
trent deux a deux dans les trois points ci-dessus mentionnés X, Y, Z (Y1) situés sur la
courbe B, et qui passent, en outre, trois & trois par quatre points q, ry s ot t, de manicre
a former les siz cotés d un quadrilatére complet rqst. La méme courbe touche aussi les troix
asymptotes de C*. Son point de contact avec chaque asymptote scra le centre d’une hyper-
bole qui a avee C* un contact du quatriéme ordre au point de contact a, (11, 2 de C
avee cette asymptote. En désignaut par A, toute tangente de C* qui est paralléle a une
de ses trois asymptotes , et par 4, son point de contact, il existera, en général, 12 A, et
124,. Ces douze tangentes A, sont en méme temps des cordes particuliéres & et touchent
Lt courbe &° dans les mémes points a,. Si, en outre, on désigne par ¥ toute tangente
A la courbe C' qui est paralléle i une de ses neuf tangentes d'inflexion, par ¢ son point
de contact, et par W le point d’inflexion correspondant a cette tangente d’inflexion , il
existera en tout trente-six points v, et conséquemment aussi trente-six cordes wy = g,
qui jouissent de la propriété particulicre de toucher la courbe =0 précisément aur
points v. En outre, les neuf tangentes d’inflexion mémes touchent aussi la courbe S
en qualité de tangentes particuliéres &, aux points . qui lear correspondent. De ceci
et de plusieurs théorémes précédents, on déduit les relations suivantes entre l
courbe & et les courbes C et S¢:

La courbe & touche la base C* dans ses nenf points d'inflexion et dans les donz
points 0, Les cinquante-quatre tangentes communes awx dewxr courbes consistene :
1° dans les neuf tangentes d'inflexion de G2, comptées chacune pour trois ; 2° dans les
douze tangentes 30, comptées chacune pour denx; et 3° dans les trois asymptotes A,
de G, ce qui fait en tout c?nqmmtc—quatre langentes.

Les cinquﬂnt{.’-quatﬂ' tangentes communes auxr dewx courbes ¢$ et SY consis‘ent :
1" dans les neuf tangentes d'inflexion ot dans les trois asymptotes de la base Co, comptees
chacune pour deuzx ; 2° dans les vingt-quatre cordes 5 o mentionndes ci-dessus 11, 3
et 3° dans les six cordes S, (11, 1), ce qui fait en tour cinquante-quatre tangentes.

Des points communs aux deux courbes ' et C* nous en connaissons deéji soixante-
dix-huit, savoir les neuf points d’inflexion et les douze points g, comptés deux fois, et

. . - . . &, T
les trente-six points ». $i maintenant le degré de la courbe &' n'est pas inférienr au
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trente-sixiéme (ce que, cependant, je n’ai pas encore suffisamment démontré), il manque
encore trente points; chacun de ces trente points sera le troisiéme point d’intersection
d’une des cordes ag, (= 3 ) avec la base C*, et en méme temps le point de contact de
cette corde avec la courbe &°. D’aprés la position des soixante-dix-huit points pré-
cédents, on conclut que des courbes du diziéme degré peusent passer par ces trente
derniers points.

Le point de contact s d’une quelconque des cordes 48, — & avec la courbe &°, qui en
est lenveloppe, est déterminé par la simple relation suivante : que si 'on prend les
centres de courbure m et m, de la base G* relativement aux deux extrémités o et 8, de la
corde, $ se trouvera sur la droitc qui joint m et m, , de sorte que la droite mm, coupe tou-
Jjours la corde 4@, au point de contact cherché s. De cette relation, on conclut entre
autres :

Qu'il existe, en général, trente-six couples de rayons de courbure paralleles, egaux,
et semblablement dirigés dans ure courbe quelconque C* du troisiéme degre.

En désignant par Mie point milieu de chaque corde g4, = &5, il suit encore que:

Le lieu des points milicuz M de routes les cordes & qui joignent les points de
contact de tangentes paralléles de la base donnée C:, est une courbe M du douziéme
degré ct de la quatrc-vingt-seizicme classe, qui toucke la base G dans ses neuf
points d’inflexion, la rencontre dans les siz points P,, et a pour points quadruples ses
trois points situés a Uinfini a., ce qui fait en tout le nombre complet des trente-six
points communs aux deuwx courbes.

Les trois fois quatre asymptotes de la courbe m"- qui sont respectivement paralléles
aux trois asymptotes de C* sont respectivement situées au milieu entre chaque asymp-
tote ct les quatre tangentes A, qui lui sont paralléles.

La courbe IR rencontre la courbe E? dans les mémes sic points P, et, en outre,
dans les diz-huit points P, (1II).

Si I'on prend pour péle P le point milieu M d'une quelconque des cordes a¢,= S,
sa polaire intérieure 1’ toachera la base C* dans les extrémités @ et ¢, de la corde.
Pour tout autre pole, I et C' ne peuvent se toncher. Donc ces deux courbes ne peu-
vent pas avoir un seul contact en un seul point; mais dés qu’elles ont un contact
simple en un point quelconque g, elles ont nécessairement encore un second contact
dans un autre point 4,, et alors les tangentes A passant par ces points de contact
sont paralléles, et la corde de contact 44, passe par le pole P en l'ayant pour point
milieu. Donc:

Le licw du péle dont la polaire intérieure 1* doit toucher la base C* est la courbe du
douziéme degré MM’ quc nous avons deéterminée ci-dessus; les courbes 1 et C* se tou-
chent toujours en deux points simultanément, et les deux tangentes aux dewzx points de
contact sont paralléles. De 1A il suit :

Qu'il ne peat pas cxister dans la base donnée C* deux cordes & qui se coupent dans

................... Bever i binoe 4
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. Iy s 12 .
leurs points milieuz; et, conséquemment, la courbe J"* ne peat avoir aucun autre
puint multiple hormis les trois poirts quadruples a_ mentionnés ci- dessus.

§ IV.

5i la base donnée est une courbe générale du quatriéme degré C1, et si, conséquen -
went, la polaire intérieure d’un péle quelconque est une courbe dn troisiéme degré I+,
cette derniére ne pourra se décomposer, s'il y a lieu, qu’en une courbe du second
degré et une droite , ou en trois droites. Cette décomposition ne pourra avuir lien que
par suite d’une coincidence de denx d’entre les six cordes aa,, bb,, cc,, dd,, ee, et
7\ qui passent par le péle P (lesquelles deux cordes forment alors une corde doubic S,}.
Car, comme en ce cas il ne peut pas passer par les deux couples d’extrémités a et a,,
& et b, qui se trouvent sur S,, une courbe I proprement dite , il faut que la courbe s¢
décompose, et que S, méme en -forme une partie. L’autre partie passera alors par les
huit extrémités des quatre autres cordes S, et sera, en général, une conique I* qui a le
péle P pour centre, et qui pourra, dans des cas particuliers, se décomposer i son tour
en deux droites. Cette décomposition peat avoir lieu de deux maniéres, 3 savoir : 1°dés
qu’il coincide encore un couple de cordes parmi les quatre cordes qui restent, les
deux cordes du troisiéme couple coincideront nécessairement aussi, de sorte que I
scra formée de trois cordes doubles 8,; 2° il peut arriver que des extrémités des
quatre cordes cc,, dd,, ee,, ff,, quatre extrémités, dont une de chaque corde,
" soient ¢, d, ¢, f; se trouvent sur une droite I; alors les quatre autres extrémités ¢, , . ,
e1,.f1 se trouveront nécessairement sur une autre droite I,; et, en ce cas, I* sera formée
de trois droites, S,, I et I,, dont les deux derniéres sont paraléles et également dis-
tantes du pole P. Conséquemment, la polaire intérieure I* peut étre formée :

A. De I'+ 8,, c'est-a-dire d’une conique I’ et d’une droite ou corde double S, qui
passe par le centre P de la conique;

B. (a). De 38,, c'est-A-dire de trois cordes doubles S, , passant par le pole P

(6). DeS,+ 141, c'est-a-dire d’une corde double S, passant par le pole P et de
deux droites 1 et I, paralléles et également distantes du péle P.

Lecas (A ) se présente le plus fréquemment, tandis que les deux cas (B) n'ont lieu que
pour certains péles particuliers. Quant au cas {B, a), il n’existe en tout que neuf péles,
que nous désignerons par Py, pour lesquels la polaire intérieure 1* se décompose en trois
cordes doubles 8,. Ces pdles sont en méme temps les neuf péles correspondants & la
droite G_ par rapport & la base donnée, ¢’est-Ge-dire qu’ils sont les points d ‘intersection
commune de toutes les polaires extéricures premiéres A* par rapport & C* dont les poles
se trouvent sur la droite G. Les poles particuliers qui donpent lieu au cas (B, &) sont
moins faciles 3 déterminer, ainsi qu’on le verra dans la suite.

Relativement au lieu du pole dont la polaire intérieure se décompose comme nous
venons de le dire, et relativement 4 I'enveloppe de toutes les cordes doubles qui se pré-
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sentent en méme temps, ainsi qu'd certaines autres circonstances intimement lices &
cette discussion, on obtient les théorémes et les propriétés suivantes :

Le lieu du péle P, dont la polaire intérieure se décomposc en parties de la maniére
qu’on vient de dire, est une courbe P du diziéme degré et de la trente-siziéme classe,
avant les susdits neuf péles particuliers P, pour points triples, touchant la base C dans scs
quatre points a, situés & Uinfini, ot ayant, en conséquence, elle-méme pour asymptotes les
quatre asymptotes de la base. Les autres trente-deux points communs aux deux
courbes P et C' sont des poles particuliers P? jouissant de la propriété que la corde
double correspondante S, se change dans une tangente S} de la base C!, tandis que
I'un des deux couples d’extrémités , soit b et b,, se réunit dans le point de contact P*.
Donc :

Une courbe guelvanque du quatrieme degré C* a en tout trente-deux tangentes S§ qui
jouissent de la propriété d’étre coupées par la courbe en deux points a et a, également
distants du point de contact P* [*\. Des courbes du huitiéme degré peuvent passer par
les trente-dewx points de contact P°.

Nous ne connaissons encore que quatre des dix points communs i la courbe P et
a la droite G, savoir les quatre points situés i 'infint a, ; mais de ces‘points, et des
quatre asymptotes A, qui leur correspondent, dépendent les six autres points et les

{*} Ce théoréme cencorde avee le théoréme donné par M. le professcur Hesse, page 1Gr du
tame XXXV 1 do Journal de M. Crelle; ear, au moyen de la projection, on passe de Pun de ¢es deux
théorémes 4 l'anire, ou bicn ces deux théorémes sont contenus I'un et Pautre dans le théoréme
suivant :

8i sur chaque tangente dunc courbe donnée du quatriéme degré Ct, on prend le quatriéme point Q con-
fugué harmonigue du poing d- contact par rapport aur deux points dintersection de la tangents avec la
courbe , le lieu de Q sera unc courbe Q¥ du trent--deuxiéme degr'é, qui a avec la courbe donnée des
contacts du deariéme ordre duns ses vingt-quatre points d'inflexion ( qui a en commun avee elle les tan-
gentes dinflexion ., et qui la coupe dans les cinquante-six points de contact de ses vingl-huit tangentes
doubles, co qui fait en tout le rombre complet des 24.3 + 56 = 128 points communs aux deuv courles.
Les trente-deux tangenics particuliéres 83 dont il a 6té question ci-dessus , sont paralléles aux trente-deux
wsymptoles de la courbe Q¥

Qu’il e soit permis de faire 4 cette occasion I remarque suivante:

I.a courbe nodale, designée daus Pexstrait des Comptes rendus d- UAcadémic de Berlin par Q:v"w‘-‘ )
e~t pour la base C* une courbe diéterminée du sixieme degre Q}, qui passe par les vingt-quatre points
A'inflexion de la base C*. Or, comme il passe par les cent vingt-huit points ecnmmuns aux courbes Q**
et {* une infinité d'autres conrbes du trente-deuxi¢me degré , et comme, si par § x de ces cent vingt-
huit points il passe unc courbe Q= d"an degré inléricur au trente-denxiéme, il passera de méme par
fes 1o — jJor = §{32 — 1 autres points une infinite de courbes du {32 —xjiéme degre, Qiz—s, il
it : Que par les cinguante~siz points de contact des vingt huit tangentes doubles de la base C*, il peut
nasser une infinité de courbes du quatorziéme d-gré Q. Car, si I'on imagine la courbe nodale Q,
corme triple [ ou a Ja maniére du calcul, si Pon ¢léve son équation a la troisiéme puissance ), on
ponrea da regarder co nme une courbe du dis- huitiéme degré, Q4% qui passera comme telle par les
47.3 ou §.18 points, que Q** et C* ont en commun dans les vingt-quatre peints d'inflexion; et con-
sequennnent , il peut passer une intiniteé de courbes Q' par les cinquante-rix puints de cuntact des
vin_t-huit tangentes doubles. Jo montrerai, dans une oecasion plut‘i convenable, d¢ combien de ma-
niéres nne telle courbe Q'° pent a son tonr se deccomposer en parties.

i ! It Ve T R R R T AT T
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directions des asymptotes correspondantes. Désignons pour un instant les quatre points
a_ par «, B, 7, d, et les six points inconous par x et z,, y et y,, z el z, ; alors chacun
de ces derniers couples sera formé de deux points conjugués harmoniques & la fois par
rapport aux deux couples de points qu’on peut former des quatre premiers points, de
sorte que, par exemple,

roaxr B et xyxd, yay,y et yBy.d, zazd et 2Bz,

seront des systémes harmoniques de quatre points ; ou bien, si par un point quelconque
on méne quatre droites A, B, C, D paralléles aux quatre asymptotes A,, si on les ar-
range des trois maniéres possibles en deux couples, savoir

AB et CD, AC et BD, AD et BC,

et si I'on construit trois autres couples de droites
X et X, Y @@ Y,, Z e Z,
tels que )
XAXB et XCX,D, YAY.C et YBY,D, ZAZ D et ZBZ,

soient des faisceaux harmoniques ; alors ces droites X, X,, Y, Y,, Z, Z,, sont paral-
léles aux six asymptotes inconnues de la courbe P, et conséquemment dirigées vers
les six points x, x,, ¥,,, 2, 2 que la courbe a en commun avec G_. De ces trow
couples de points, deux sont towjours réels, tandis que le troisieme est imaginaire ; ot
d’unc maniére analogue, des six asymptotes quatre sont réelles et dewx imaginair.s,
pourvu toutefois que les premiéres quatre asvinptotes A, soient réelles.

En outre, la courbe P© passe aussi par les points milienx des vingt-huit tangentes
doubles de la base Ci.

Quant aux cordes doubles S,, la courbe P" sera le lieu géométrique de leurs points
milieax, mais ces cordes elles-mémes envelopperont une autre courbe, savoir :

Le licu de toutes les cordes doubles S, qui forment des parties de polaires ir:téricures
It décomposées, ou qui peuvent en général exister dans la base donnée , ost une courbe %!
de la newviéme classe et du trente-quatriéme degré qui a avec la base nn contact du tro-
sicme ordre dans ses quatre points a, situés a Uinfini, et qui a conséquemment pous
asymptotes les quatre asympiotes de la base ; elle touche en méme temps chacune de cvs
asymptotes encore dans un second point déterminé, de sorte qu’elle a ces asymptotes pour
tangentes doubles ; en outre, clle touche aussi les vinge-huit tangentes doubles de la base
et a la droite G_ pour tangente sextuple, attendu qu’clle la touche dans les six points
xetx ., yelty,,setz , déterminds ci-dessus. Car, si 'on imagine le péle P situ¢ dans
un de ces six points, soit en z, la corde double correspondante S, coincidera avec G,
et touchera la courbe au point conjugué x,, et réciproqucment. Il en est de méme pour
les deux autres couples de points. Ces contacts sont réels ou imaginaires en méme temps
que les points auxquels ils correspondent.

Comme la base C' est, en genéral, de la douziéme classe, elle aura en commun

Tome XVILL. — SepTEMBRE 1853. G2
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avec la courbe 83, en tout 12.9= 108 tangentes, lesquelles consistent: t° dans les
trente-deux susdites tangentes S?; 2° dans les vingt-huit tangentes doubles de la base,
comptées deux fois; 3° dans les quatre asymptotes compiées chacune pour cing, ce qui
faiten tout 32 + 28.2 + 4.5 = 108.

Des points que la courbe S¢ a en commun avec la droite G, nous en connaissons
déja seize, savoir : les six points de contact z, x,, 7, ¥, 3, z, comptées deux fois, et les
quatre points a,. La courbe étant dutrente-quatriéme degré, il manque encore dix-huit
points, qu’on détermine par la considération suivante, qui fait connaitre en méme temps
quelques auntres propriétés :

Par chaque point donné il passe, en général, neuf cordes doubles §.. Si ce point, que
nous appellerons a, se trouve sur la base C* méme, il formera 'une des deux extré-
mités de chacune des neuf cordes doubles S,, et alors les neuf autres cxtrémités conju-
guées a, se trouvent sur une courbe du troisiéme degré a?, qui a acec la base un contact
du second ordre au point a, ct de méme les points milieux P des neuf cordes doubles se
trouvent sur une autre courbe du troisiéme degré P°, qui a avee la base au point a un
contact de premier ordre. Si, en particulier, le point « est un point d’inflexion de la base,
il sera aussi un point d’inflexion de chacune des deux courbes a} et P*. Et si a est un
des susdits trente-deux points d’intersection P* des courbes P* et C', la base auru
en ce point un contact du troisiéme ordre avec la courbe a®, et un contact du second
ordre avec la courbe P2, de sorte que ces dewx derniéres courbes ont en ce point un
contact du second ordre.

Quoique par chaque point il passe neuf cordes doubles, celles-ci ne sont cependant
paralléles que trois & trois, de sorte qu'il i’y a que trois cordes doubles S, dirigées a la
fois vers une direction quelconque donnée; ou, en d’autres termes, par chaque point Q
de la droite G, il ne passe que trois cordes doubles S, (non situées elles-mémes &
I'infini), landis que les six autres coincident avec la droite G, méme. Les points
milieux P de trois cordes doubles paralléles se trouvent nécessairement sur un dia-
métre D de la base C* (§ 111, I) ou, ce qui revient au méme, sur la troisiéme polaire
extérieure D, du point Q par rapport 4 la base, et les trois cordes S, ont la directivn
conjuguée au diamétre D. Qu’on imagine, en outre, la premiére polaire extérieure A®
du méme point Q par rapport i la base; elle passera, comme on I'a déja observé, par
les neuf péles P, qui sont des points triples de la courbe P'*; et conséquemment elle
ne peut plus rencontrer cette derniére qu'en trois points P, lesquels (en vertu de la po-
sition des neuf points P, ), se trouvent nécessairement sur une méme droite. Or, cette
droite est précisément le susdit diamétre D, et les trois points d’intersection P sont
précisément les points milieux des trois cordes doubles dirigées vers Q. Donc :

8i l’on imagine la premiére ct la troisiéme polaire extéricure A* et D, d’un point quel-
conque Q situé sur la droite G, par rapport & la base C*, elles se couperont duns les trois
poles P, dont les trois cordes doubles correspondantes S, sont dirigées vers le méme
point Q, ou ont la direction conjuguée au diamétre D. Et si le point Q se meut sur la
droite G, , le lieu des trois points d'intersection B de sa premiére et de sa troisiéme po-
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laire extérieure sera la méme courbe du dizxiéme degré PV, qu: contient tous les poles
dont les polaires intéricures 13 se décomposent en partics. Toutes les polaires A qui se
présentent pendant ce mouvement forment un faisceau de courbes B (A?), ayant pour
points fondamentaux les neuf points P,.

Il peut arriver qu'une des polaires A® touche la courbe P, ce qui fait que deux

des trois points d’intersection P se réunissent en un point de contact vo de P,
A’et D, et que les deux cordes doubles correspondantes S, se réunissent en wne
seule 2. Alors cette corde & ; touche la courbe S¢ au point correspondant Q { que,
pour ce cas, nous désignerons par Q,) et sera en conséquence une asymptote de cette
courbe, de méme que Q, sera un de ces points qu’elle a en commun avee la droite G,,
et qu'on demandait ci-dessns. Or, comme une courbe P? peut étre touchée par les courbes
d’un faiscean B (Q7) en p (p + 29 — 3) points (voir Extrait I), laconrbe P'* devrait
étre touchée par le faisceau de polaires B (A*) en 10 {10 + 2.3 — 3) .= 130 points. De
ces cent trente points, cent huit sont absorbés par les neuf points communs P, ; il
n'en reste donc plus que vingt-deux points, parmi lesquels se tronvent encore les
quatre points a, que I'on connait déja, de sorte qu’il ne reste que dix-huit points e
contact iﬂ‘. possibles. A ces dix-huit points P, correspondront donc sur la droite G, les
dix-huit points Q, qu’on avait demandés ainsi que les dix-huit asymptotes &, de la
courbe 83 ; cest-d-dire les diz-hait points Q, que la courbe S! a en commun avec la
droite G, et dont on n’avait pas encore rendu compte , jouissent de la propriétd, ou sont
déterminés par la relation que la premicre et la troisiéme polaire de chacun d’euz, par
rapport & la base, se touchent dans un point ’0, et que Vasymptote 5. correspondant
@ Q, passe en méme temps par v‘,. Les quatre points 2, jouissent de la méme propriété ,
mais en présentant cette particularité, que chacun d’eux est en méme temps Q, et 3[‘“,
c’est-a-dire que la premiére et la troisi¢me polaire de chacun d’enx touchent la courbe P
en ce point méme. La troisiéme polaire de ce point sera 'asymptote correspondante de I
base, de sorte que les quatre asymptotes de la base en seront en méme temps des dia-
métres particuliers. Les dix-huit asymptotes =, jouissent, comme cordes doubles, d.-
la propriété particuliére, que les couples de tangentes A et A, B et B, , menées & ln
base C' par les extrémités a et a,, b et b, des cordes doubles, ont leurs points d'intersec-
tion sur le diamétre correspondant D, de sorte que ce diamétre est une diagonale du
quadrilatére complet AA, BB, dont les dewr autres diagorales sont paralléles a I : .

Chaque diamétre D rencontre la courbe P premiérement dans les trois points P,
situés en méme temps sur la polaire correspondante A%, et, en outre, en sept autres
points P; les premiers trois points se distinguent des sept autres puints en ceci que les
cordes doubles S, correspondant aux trois points ont la direction conjuguce au dia-
métre, tandis que les cordes doubles correspondant aux sept autres peints sont conju-
guees chacune a un autre diamétre, respectivement. Donc : Des diz poles P qui se
trouvent sur un diamétre quelconque D, trois lui appartiennent plus particulierement
en jouissant de la propriété, que les cordes doubles correspondant & ces poles ont la

42..
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direction conjuguée & ce diamétre , ou sont dirigées vers son ple Q situé sur la
droite G..

Relativement a la totalité des diamétres, on a le théoréme snivant :

Tous les diamétres D de la base donnée C* enveloppent une courbe déterminée D* de
la troisiéme classe et du quatriéme degré, ayant trois points de rebroussement et unc tan-
gente double D, ; rotamment cette courbe touche chacune des quatre asymplotes de la
base (en qualité de diamétres particulicrs) en un point qui est le centre de gravité
de ses trois points d’intersection avec les trois autres asymptotes. Nous appelons aussi
ta courbe D0 la troisiéme polaire dec la droite G_, par rapport & la base C' (woir
Extrait I).

Conséquemment il passe, en général, par chaque point R du plan de la courbe C*
trois de ses diamétres; donc il passera aussi par chaque point Q de G, trois diametres
paralléles D, , lesquels ont la direction conjuguée an diamétre D qui est la troisiéme po-
laire du point Q. Mais les directions conjoguées aux trois diamétres D, sont différentes
entre elles et différentes aussi, en général, de celle du diamétre D; savoir :

La base C' r’a, c¢n tout, que trois couples de diamétres conjugués (c’est-a-dire
des diamétres dont U'un a la direction conjuguée & Uautre), lesquels diamétres sont res—
pectivement diriges wvers les couples de points x et &\, ¥ et ¥, z ¢t 3, situés sur la
droite G, et conséquemment paralléles aux couples de rayons X et X,, Yet X\, Zet Z,,
construits ci-dessus. 8i Pon imagine le point Q situé en un de ces six points, par exemple
en x, le diamétre correspondant D passera par le point conjugué x,, et réciproquement.
En méme temps, x, sera un des trois points P qui appartiennent plus particuli¢rement
au diamétre D, ou dans lesquels ce diamétre est rencontré par la polaire correspon-
dante A3,

Les quatre asymptotes A, sont les diamétres particuliers qui sont conjugués a leur
propre direction.

La tangente double 1, de la courbe D* est en quelque sorte un diamétre double,
cest-a-dire conjugué a dewx directions différentes, de sorte qu’il lui correspond aussi
denx pdles différents sur la droite G, soient Q, et Q), situés dans ces deux directions.
De méme, il faut que deax fois trois poles P lui appartiennent plus particulicrement, ct
que les cordes doubles S, correspondant & ces pdles aient trois par trois les directions con -
Juguées, done soient paralléles ou dirigées vers les points Q, et Q.

Les directions conjuguées aux trois diamétres qui passent par un point donné quel-
conque R sont toujours déterminées par les asymptotes des deux polaires premiéres A
ot I de ce méme point, et réciproquement.

En général, chaque pole P (situé sur P'°) n’appartient particuliérement qu’a un seal
des trois dimnétres qui passent par ce péle, savoir au diamétre conjugue a la corde
double correspondante Seulement des neuf péles particuliers P,, chacun appartient en
méme temps aux trois diamétres, puisqu’il lui correspond aussi trois cordes doubles,
conjuguées respectivement i ces diamétres,
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Les trois diamétres qui passent par chacun des neuf poles P, touchent en ce poine les
trois branches de la courbe P qui passent par ce méme point.

.

Si le péle P, (= P) est en particulier un des quarante points communs aux courhes
P! et D*, deux des trois diamétres qui passent par ce point\coincident avec la tan-
gente D, menée 4 la courbe D® au pole P.. Le troisiétme diamétre touche la courbe D?
en an autre point que nous désignerons par R,; désignons ce diamétre par D,. En
cette circonstance, deux cas peuvent se présenter, savoir le pole P. peut appartenir
particuliérement :

1°. Au diamétre D,, ou
2°. Au diamétre D, ;

ce qui détermine ensuite les intéressantes relations que voici :

I. &i le pdle P, appartient au diamétre D,, sa polaire intéricure U est composér
I! + 8,, la corde double S, étant en méme temps une asymplote de la conique I°.

IL. Sile pdle P, appartient au diamétre D,, sa polaire intéricure est composee de
S, 4+ T+ 1,, les droites T et 1, étant paralléles et également distantes dn pole.

Il se présente ici la question suivante :

Parmi les quarante pdles P, , combien cn appartient-il a des diamétres V., et combicn
& des diamétres D, 5 ou combien existe-t-il de polaires intérieures se décomposant en
I* + S, de manicre que 8, soit une asymptote de 12, et combien en existe-t-il qui se de-
composent en trois droites §, + 1+ 1,?

X

Je ne saurais encore répondre d’une facon certaine i cetle question , et j'en aban-
donne la solution au lecteur.

Fajoute encore, relativement 4 la courbe D, que :

La courbe I est le licu géométrique du péle R,, dont la polaire extéricure A* touche
{a droite G _; et la troisiéme polaire du point de contact Q est précisément le diamétre D
qui touche la courbe IV en ce péle R,. Or, comme la polaire intérieure I3 du meéme
pole R, a toujours en commun avec la droite G, les mémes trois points que la polaire
extérieure A* (§ 1, 1), il s’ensuit qu'elle aussi touche la droite G, en Q. Mais jai fait
voir que ce contact n’est possible qu'd condition que Q soit un point double de la
courbe I*'. Donc, on peut dire aussi :

Le liew géométrique du péle R,, dont la polaire intérieure I' n’a qu'un seul point
double Q (ou, dans un cas particulicr, trois points doubles [*]), est la courbe D, vt le

(") Pour que la polaire I’ puisse avoir deux (on trois ) points doubles, il faut quwelle se compos.:
de I* + 8, , done il faudra gue leTieu de son pole soit la courbe P'¢, et en ce eas les points doubles

sont les points d’intersection de I* et S, soit @) et @,. A cette occasion , on peut se demander :

Quelle est la courbe @Y sur laguelle se trouvent tous ccs points doubles? L'exposant n, qui indique son

degré, est-il peut-étre égal au nombre des péiles Py qui appartiennent i des diamétres De? Et les cordes
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lieu géometrique du point double est la droite G_. Pour les péles P, { = R,), dont les
polaires intérieures se composent de S; + I + I, et ont, en conséquence, trois poinls
doubles, il n’y a qu’un seul de ces points doubles (savoir I'intersection de I et I, ) qui
se trouve sur la droite G_; et pour les poles P, dont les polaires intérieures se com~
posent de 1’ + S, , les deux points doubles se réunissent en un seul, qui se trouve sur
G, et doit étre considéré comme un point de rebroussement.

Si le pdle R, est, en particulier, un des trois points de rebroussement de la courbe D',
le point correspondant Q sera en méme temps un point dinflexion de sa polaire ex-
térieure A, ¢t un point de rebroussement de sa polaire intérieure 1, et la droite G
sera respectivement la tangente d’inflexion et de rebroussement.

Siun pole R se trouve sur le diamétre double D, ( tangente double de D?), ses deux
polaires A® et 1* passeront par les deux points Q, et Q! qui correspondent, sur
la droite G., au diamétre D,; et si R se meut sur le diamétre D,, deux couples

d’asymptotes des polaires A® et I! resteront constamment paralléles & elles-mémes,
attendu qu’elles sont constamment dirigées vers les points Q, et Q}.

III.

SUR QUELQUES PROPRIETES DES TRANSVERSALES RECTILIGNES DANS
LES COURBES ALGéBRIQUES.

§ 1o,

Une courbe donnée C™ du degré m est rencontrée par chaque droite ou transver—
sale S menée dans le méme plan en m points (réels ou imaginaires) a. Le centre de gra-
vité des m points d’intersection soit désigné par A. On aura relativement & ce centre de
gravit¢ les théoréemes suivants (dont le premier, I, a, est généralement connu ) :

I, a. 8ila transversale S se meut parallélement & elle-méme , son centre de gravité
(c’est-a-dire le centre de gravité de ses m points d’intersection variables a) décrit une
droite déterminée D, savoir le diamétre de la basc C™ conjugué & la direction de §.

b. Si I'on donne & la transversale S successivement toutes les directions possibles, on
obtiendra tous les diamétres de la base. Parmi ces diamétres , les m asymptotes A, de la
base se présenteront comme les diamétres particuliers qui sont conjugués & leur propre
direction. Conséquemment, le centre de gravité de toute transversale paralléle & une
asymptote est situ¢ auw point & Uinfini a_ de Uasymptote. Le centre de gravité de la

doubles S, qui correspondent & ces piles sont-elles en méme temps des asymptotes de la courbe @Y7 Au

reste, cette courbe inconnue m" aura les neul poles P, pour points triples, de méme que la

courbe P'*. Le lieu des points doubles de toutes les polaires intérieures 1* est composé de ()" -+ G_.
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droite G, considérée comme transversale, cst indéterminé, se trouve sur rout diamétre
qu’on woudra , donc dans toutc direction qu’on voudra. Tous les diamétres de lu base
touchent une courbe déterminée de la (m — 1) classe, D™, et du 2 (m — 2 )iéme degre,
P, Notamment, chaque asymptote A, touche cette courbe en un point a, qui est le
centre de gravite de ses m — 1 paints d’interscction avec les m —1 autres asymptotes.
Cette courbe a, en général, %+ (m —1)(m— 2) tangentes doubles qui sont des dia-
métres D, de la base conjugués a la fois & deux directions différentes. Conséquemment
il passe, cn général, par chaque point P du plan m — 1 diamétres de la base ; on chaque
point P est le centre de gravité A de m — 1 transversales S passant par ce point et con-
Juguces respectivement i ces m — 1. diamétres. Si le point P se trouve sur une asymptote,
celte asymptote elle-méme sera un des m — 1 diamétres , et coincidera , en conséquence ,
avee la transversale S qui lui est conjuguée ; et puisque cette transversale , de méme qur
les autres, doit avoir comme auparavant son centre de gravité en P, on peut considérer
chaque point P d’une asymprote A, comme centre de gravité d une transversale S qui
coincide avec cette asymptote. Si U'on transporte P an point & linfini a_ de Pasymptote,
les autres m — > diamétres seront tous paralleles & A;, les m — 2 transversales conju-
guées & ces diamétres coincideront toutes avec G_, et la transversale conjuguée & A, coin-
cidera avec A,, comme auparavant. Enfin, si P se trouve sur la droite G, dans une di-
rection quelconque, tous les m —1 diamétres seront paralléles & cette direction » e toutes
les transversales conjuguées & ces diamétres coincideront avee G,.

¢. Comme la base C" est de la m (1 —1)i#me classe, elle a en commun avee la courbe
D™~'en tout m (m —1) (m —1) tangentes ; donc la base a, en général, m(m—1)(m—1)
de ses diamétres pour tangentes. Parmi ces diamétres particuliers, il faut compter no-
tamment les 2 asymptotes A, dont les points de contact a_ se trouvent sur G_. Nous
désignerons les m? (m — 2 ) autres diamétres par D, et leurs points de contact avec la
base par 4,.

I, a. Si Uon fait pivoter une transversale quelconque S autour d'un pdle P situé sur
cette transversale, le centre de gravité A décrira une courbe A™ du mitme degré et de la
2(m—1)classe, qui a le péle P pour point (m— 1 )%, qui est touchée en ce point par
les (m— 1} transversales ayant P pour centre de gravité (1, b), et dont les m asymptotes A
sont respectivement paralléles aux m asymptotes A, de la base. Les deux polygones for-
més des m droites N, et des m droites A, sont semblables et semblablement placés ; ils ont
le péle P pour centre de similitude, et lenrs dimensions homologues sont dans le rapport

de 1:m. Conséquemment, tous les polygones m N, formés des m asymptotes des
courbes A™ correspondant & des pbles P quelconques sont égaux et semblables. Si l'on

imagine, outre la base donnée C*, d'autres courbes Cm, C™, ... ayant en commun avec la
base les m asympuotes A, , il correspondra & chaque péle P, par rapport & toutes ces
courbes, une seule et méme courbe A™, et, de méme » ces courbes auront en commun tous

les diamétres D, ainsi qua leur enveloppe D™, Parmi les courbes C™,... qui ont e¢n

commun avec C" les m asymptotes A,, il en existe une, soit C,, qui a le pdle P pour
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point (m — 1Pk, ct qui a en commun avec la courbe A™ les m — 1 tangentes qui la tou-
chent en ce point, de sorte que les branches respectives des deux courbes se touchent e

ce méme point. En d’autres termes , les deax courbes C;' et A™ sont semblables et sem-
blablement placées, elles ont P pour centre de similitude , et leurs dimensions homologucs
sont dans lc rapport de m 1. Si Von fait passer le pdle P 4 I'infini dans une direction
déterminée, la courbe A™ se décompose dans le diamétre D conjugué a cette direc-
tion, et dans une autre partie située tout entiére i Uinfini.

b. Attendu que la courbe A™ passe (en vertu du parallélisme des asymptotes ) par
les m points a_ de la base C™ situés i linfini sur G, il faut que les m (m —1) autres
points communs aux deux courbes, que nous désignerons par A, se trouvent sur une
courbe du (m —1)é degré AT~'. Ou, par chaque péle P il passe m (m —1) transver-
sales pr/rtirulif'rcs S, (= 8) dont les centres de gravité A, se trouvent sur la base méme,

ot sont en méme temps les points d’intersection de la base aver une courbe du (m —1j™
degré AT, Si le pole P se trouve sur la base méme , celle-ci aura en P un contact du
{m—2 Yeme ordre avec AT . Le contact scra du (m —1)m ordre, si une des m—1 trans-
versales , qui ont P pour centre de gravité, coincide avec la tangente de la base au
point P. Mais cela ne peut avoir licu que pour un nombre. déterminé de péles, savoir
pour m (m — (P pdles. Si Lon fait passer le pdle P & Uinfini dans uae dircction quel-
conque, des m (m — 1) transoersales S, m seulement resteront présentes dans la Jfigure ;
rlles seront paralléles & cette méme direction, et leurs m centres de gravité A, sc trouveront
sur le diamétre D conjugué & cette dircction dont ils seront cn méme temps les pounts
dintersection avee la base. Les m (m — 2) auatres transversales S, coincideront avec ln
droite G, ot leurs centres de gravité seront réunis par groupes de m — 2, dans les

points a, de la base, de sorte gi’'en ce cas la courbe A7~ sera formée de D+ (m—2)G, .
Dans le cas particulier ot 'on considére les denx courbes Cy et A" (a', les m(m —1°
points A, communs 2 ces deux courbes sont tous réunis an pole P, er la courbe AT
se décorr pose dans les m —1 tangentes de contact [*] en ce point.

Si, en particalier, la courbe A™ touche la base C en un point quelconque , la courbe

correspondante AT touchera la base en ce méme point.

e. Sile pdle P se meut sur une droite fixe quelconque G, les courbes A™, qui o
correspondent , par rapport & C7, de la ani¢re que nous venons de dive {2, for-
meront une série de courbes S (A™) avant en commun, outre les m points a, de la base,
le centre de gravité de la droite G, (ue nous désignerons par A,. Fn ontre, ces

courbes sont disposées dans le plan, de telle sorte que par chaque pomnt v il passe en
séenéral m — 1 de ces courbes, que la base a dans chucun de ses m points a_ avec
une de ces courbes un contact du premier ordre, et dans chacun de ses m points d’in-
tersection avee 'a droile G avee une de ces courbes un contact du {m — 2)° ordre, et
qu'elle est touchée encore par m (m*— 3) de ces courbes en autant d'autres points.

1 Cheataqdiee les tangent-s communes 2u point de contact des deux conrbes.
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Les courbes de la séric S (A™) sont toutes enveloppées par la courbe D (L, by qui
est touchée, en général, par chaque courbe A* en 2m — 3 points différents. Mais parm
ces courbes A™ il en existe f (m — 2) qui ont, avec la courbe D" dans un de ses points,
un contact du troisieme ordre, de sorte gu’elles ne la touchent en outre quen 2m —-5
points. Enfin la série de courbes S (A™) jouit de la propriété, qu’unc courbe donnée qucl-
conque du degré g est touchée par q (g —+ 1) (m — 1) des courbes de ladite série ; consé-
quemment toute droite donnée est touchée par 2(m — 1) dé ces courbes [*].

Les m — 1 transversales qui ont le péle P pour centre de gravité (I, 4) donneront
lieu, pendant que P se meut sur la droite G, 4 des systémes de transversales consti-
tuant ensemble la totalité¢ des transversales dont le centre de gravité se trouve sur G.
Désignant chacune de ces transversales par S, on aura le théoréme suivant :

Le liew [**] de toutes les transversales S, dont les centres de gravité A se trouvent sur
rne droite donnée quelconque G, est une courbe, S}, de la m*™ classc et du 2 (m — 1y
degré, qui a la droite G, pour tangente (m — 1 )P, qui touche les asympiotes A, de la
base, et qui touche la droite G dans son centre de gravité A,.

Ce théoréme fait en quelque sorte pendant aa théoréme (a). Au moyen de ces deux
théorémes, on obtient facilement tous les théorémes suivants :

I, a. Pour que lu transversale S, menée dans le plan de la base fize C, PUuisse
toucher une autre courbe donnée quelconque de n'*me classe, K*, il fant que son centre
de gravité A soit sur une courbe du mni degré A, qui a les m points a,, de la hase
pour points n“re, et dont les asymptotes sont conséquemment paralléles par groupes de
n & chaque asymptote A, de la base, respectivement. Les n asymptotes R, d’un groupe
correspondent auzx n tangentes T de la base qui ont la méme dircction, de telle sorte que

{*] 8i le pole P, au lieu de sc mouvoir sur la droite G, se meut sur une courbe du niéme degré G", la série
correspondante S (A™) jouira des propriétés suivantes: 19 Les courbes de cette série ont en commun les m
points a. de la base. 2 Par chaque point P du plan il passe, en général, n(m —1) courbes A™. 3° L
Lase C™ a dans chacun des m points a, avec n de ces courbes un contact du premier ordre, puis dans
chacun de ses mn points d'intersection avec la courbe G", avec une de ces courbes un contact de l'ordre
(m—1), et enfin avec nm(m*— 3) de ces courbes en d’autres points déterminés un contact du premic
ordre. 40 Une courbe donnée quelconque du qiém degré QF est touchée, en général, par ng g “+1)(m—1
courbes A™ 50 L'enveloppe de la série S (A™) est composée : (o) des m points a, ; (&) de la courbe D™
touchée, en geénéral, par chaque courbe A™ en 2 m — 3 points, tandis qu'il existe 4 n(m—2) de ces courbes
£ qui ont avec D™ 'en un de ses points un contact du troisiéme ordre; () de m—1) (m—2) Jois la
courbe donnée G" ; (3) d'une courbe déterminée du degré mn, laquelle cependant nest touchée, en giné-
ral, par chaque courbe A™ gu’en un seul point, )

Si le pole P se meut sur la base C™ méme, celle-ci aura non-seul t dans ch

n des points
occupes successivement par P un contact du (m — 2)"*™ ordre avec les courbes correspondantes A™

et AT™'(B), mais elle touchera, en outre, m (m*— m’— m —1) courbes A™ (ainsi que les courbes corres-
pondantes A :; elle en touchera m (m —1)* au point méme oceupé respectivement par le pile [ contact

du (m—1)*™ ordre, tandis qu'elle en touchera m(m — 2) tm* 1) en d’autres points déterminés.

[**] C’est-a~dire I'enveloppe.

Tome XVIII.— Sepremsee 18533, 43
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la distance d’une de ces asymptotes Aa Pasymptote A, est a la distance de la tangente
correspondante T & A,, comme (m — 1) . m.

b. Pour que le centre de gravité A de la transversale S puissc se trouver sur wne
rourbe donnée du n degre Go, il faut que la transversale touche une courbe S™ dc
la mn¥me classe et du degré n(n—1)(m—1)42n(m—1)=(m—1) r{n+ 1)}, la-
quelle courbe a les m asymptotes A, de la basc pour tangentes n'r' et la droite G,
pour tangente n(m — 1)"P%. Les n(m —1) points de contact de cette courbe avec G
sont déterminés par les directions conjuguées aur n fois (m — 1) diamétres de la base
qui sont respectivement paralléles aux n asymptotes de la courbe donnée G". Les
n{r—1) (m —1) asymptotes rectilignes X, de la courbe S™ ont les directions conju-
guées aux diamétres de la base qui touchent la courbe G, et ces asymptotes passent
respectivement par les points de contact de ces diamétres, et sont ainsi complétement
déterminées.

IV. Le lieu de ia transversale S, dont le centre de gravité A, se trouve sur la base C"
méme (11, &) et coincide conséquemment avec un des m points d’intersection a, que nous
désignerons par a, , est une courbe S™"—9), de la m(m — 1) classe et du m (m?— 3)iéne
degré, qui a la droite G, pour tangente m(m — 2\, qui a en commun avec la base
ses m asymptotes A, ayant en méme temps ces asymptotes pour tangentes (m — 1 Juptes,
et qui touche, en outre, la base en m*(m — 2) autres points déterminés. Les m (m — 2)
points e contact de la courbe ™ (") avec la droite G sont déterminés par les directions
conjuguces aux diamétres de la base qui sont paralléles, par groupes de m — 2 , aux
m asymptotes A,(1, b). Les m(m —1}* asymptotes rectilignes de la courbe S™™—":
{parmi lesquelles sont comprises les m asymptotes A,) passent par les points d, de la
base, en chacun desquels la base est touchée par un de ses diamétres D, {1, ¢). Chacunc
de ces asymptotes a la direction conjuguée au diamétre correspondant, done elle est

déterminée.

La courbe §7'("—Y) a en commun avec la base C" en tout
m(m—1) X m(m—nu)

tangentes. D’aprés cela, on pourrait conclure que la base a un nombre égal de tan-
gentes S{ dont les centres de gravité A, se trouveraient sur la base méme. Mais ce n’est
pas précisément ce qui a lieu en réalité. Mettons & part d’abord les 2 asymptotes A, de
la base, comptées chacune pour m, donc toutes pour m? tangentes communes; il restera
encore

(m— 2)m®

tangentes communes S} dont les points de contact a, avec la base ne sont pas situés a
I'infini. Relativement i ces tangentes, on doit se poser la question : Pour combicn
d’entre elles le centre de gravité A, coincide-t-il avec le point de contact a,, et pour com-
hien d’elles coincide-t-il avec un des m — 2 points d’intersection a , soit avec a,? Attendu
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que deux des m points d’intersection a sont réunis au point de contact a., j'ai sup-
posé [*] que les probabilités des deux cas sont dans le rapport de

2. (m—z2},

Lot il swit que le centre de gravité A, des (m — 2) m® tangentes S° se trouve

(1) 2(m — 2)m* fois en a,,
et
{2) -+ (m — 2;*m’ fois dans un des points a,.

Mais si le centre de gravité A, se trouve au point de contact a,, la courbe 8™m—!
touchera nécessairement en ce point la tangente S, donc aussi la base C*; ainsi S°
doit étre comptée en ce cas (comme tangente au point de contact des deux courbes )
pour deux tangentes communes, et doit étre considérée comme une des tangentes par—
ticnliéres 87, définies au § IV, de I'Extrait II. Conséquemment, le centre de gravité A,
ne se trouvera en a, gue la moitié du nombre de fois qu’on vient de détermincr dans la
formule (1); donc seulement

ity (m — 2)m?* fois.

i
D’aprés cela, le nombre des (m — 2) m* tangentes S se réduit a

(m—2)(m—1)m?,

et il résulte, en définitive, que:

La base donnée C™ a, en géncral, outre les asy mptotes,

a. (m — 2) m? tangentes dont le centre de gravité A, coincide avec le point de con-
tact a.,; et

b. (m — 2)*m* tangentes dont le centre de gravité A, se trouve dans un des m — 2
points d’intersection a, soit en a, [**].

Au reste, la méme chose a lieu pour les m asymptotes A.. Attendu que chaque asymp-
tote A, doit étre comptée pour m tangentes communes, il faut aussi que m centres de
gravité A, se trouvent en méme temps sur A, et sur la base C. Ils se grouperont sui-
vant lerapport de 2 : (m — 2); savoir, deux de ces centres de gravité seront réunis au
point de contact a, (= a,) ol les deux courbes ont en méme temps un contact, et les
m — 2 autres centres de gravité coincideront avec les m — 2 points d’intersection

de A; avec C.

Ainsi toutes les m(m — 1).m(m —1) tangentes communes S° se groupent et se ré-

[*] Yabandonne & d’autres une démonstration rigoureuse de la justesse ou de la fausseté de cette
supposition. Pour m = 3 et m = 4, c’est-d-dire pour les bases C* et C¢, la supposition est vraie.

*x] Probablement des courbes dum (m—2)™ degré peuvent passer par les m* (m — 2) points a, ; vt
% gre p P 23

alors des courbes du (m — 2)* m*“™ degré passeront aussi par les (m — 2)* m* points «,. Du moins .

c’est ce qui a lieu pour les bases du troisiéme et du quatriéme degré.

43 .
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duisent de la meme maniére; savair, leur nombre se réduit &
m(m—1p,
et le centre de gravité A, de ces tangentes se trouve

(=) m(m — 1) fois en a.,
et

(g) m(m — 2}(m —1)* fois en a,.

Ici, et plus encore ci-dessus (I, 5, il se présente la circonstance remarquable, que le
centre de gravité de Pasymptote A,, c’est-a-dire le centre de gravité des m points «
qu’elle a en commun avec la base, est indéterminé, et peut se trouver sur elle partout out
P’on veut; tandis que le centre de gravité de toute transversale S paralléle 2 A, a une
position déterminée, étant situé i I'infini en a_. Cela s'explique, parce qu’on peut ima-
giner les deux points a_ et 4", qui sont réunis dans le point de contact a, de A,, comme
étant situés 4 'infini dans des directions opposées; car en ce cas tout point quelconque
de A, peut étre considéré comme étant leur point milieu, donc leur centre de gravité, ce
qui rend indéterminé le centre de gravité des m points a pris ensemble. De méme le
centre de gravité de Pasymptole A, est déterminé ou indéterminé, selon qu'elle a, avec
la base an point a_, un contact dn deuazxiéme ou du troisiéme ordre, respectivement.

V. Le lieu des centres de gravité A, des tangentcs S, de la base C", considé-
rées comme des transversales S, est une courbe A==V du degré m (m* — m —1);
cette courbe a les m points a, de la base pour points (m* — m — 1), y touche ia
basc avec une de ses branches, et la coupe, au contraire, avec les m* — m — 2 autres
branches ; elle touche encore la base aux (m — 2} m? points a, , ci-dessus indiquds, et la
coupe aus {m — 2)* m* points a, (IV). Conséquemment elle a, en communr avec la base,
les m asymptotes A, de cette derniére; mais elle a, en outre, pour chaque asymptote A,
m*— m — 2 autres asymplotes ﬂ, paralléles & A,. Les asymptotes ,a, correspondent au.x
m’ — m — 2 tangentes T de la base qui sont paraliéles & la méme A, , de telle sorte que
les distances d’une asymptote ,3, et de la tangente correspondante T a A, sont dans ly
rapport de (m —1) : m.

V1. Le liew des centres de gravité Aq de tous les diamétres D de la base don-
née C" considérés comme des transversales S, est (hormis les asymptotes de la base }
une courbe AT die degré m(m — 2). Cette courbe a les m points a_ de la base pour

points {m — 2)Ps; conséquemment elle a pour chaque asymptote A, de la base
m — 2 asymptotes A, paralléles & A, et correspondant aux m — 2 diamétres D (1, b),
paralléles & la méme A, , de telle sorte que les distances d’unc asymptote X, et du dia-
métre correspondant D & A, sont dans le rapport de (m —rx) . m. Enfin la courbe A7 "2
touche la courbe D™ ', enveloppe de tous les diametres, aux mémes points a, ol cette der-
niére courbe est touchée par les m asymptotes A, de la base (1, b). Les m(m— 2) < m
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points communs aux courbes A™(m—1) et C* sont les centres de gravité A, d’'un nombre
p 4 g

égal de diameétres de C”; et comme m (m — 2) de ces centres de gravité coincident avec
les m points a,, les m(m — 1) (m — 2) autres points indiquent le nombre des dja
métres dont les centres de gravité se trouvent sur la base » Mais pas i Pinfini. On arrive
au méme résultat en considérant les m{m — 1)* tangentes communes anx courbes
8} m=1(IV) et D™, Car, si I'on en retranche les asymptotes A; comptées chacune
pour (m —1), les m(m — 1) (m — 2) autres tangentes doubles sont précisément les
diamétres dont il s’agit. Donc :

La base donnée C* a, en général, m (m—1)(m — 2) diamétres dont les centres
de gravité se trouvent sur la base méme, mais pas a Uinfini, et des courbes du
{m —1)(m — 2) degré peuvent passer par ces centres de gravite.

Relativement aux diamétres D et a leur enveloppe D', nous ajoutons encore Jo
théoréme suivant :

8i par le point de contact a, de chaque diamétre D de la base C avec | “enveloppe Drm—,
on fait passer la transversale & (= 8) conjuguée an diamétre, le liew de cette trans-
versale sera une courbe §5™ de la (2m — 3 classe et du 4(m — 2 degré ayant la

droite G, pour tangentc 2(m — 2Pk | et touchant notamment aussi les m asyn

JIN
totes de la base.

VII. Les théorémes précédents, appliqués aux bases les plus simples C' et C', donnent
lieu & des corollaires nombreux, tels que les suivants :

a. La plupart des propositions relatives i la base C* ont été déji presentées ci-dessus
(Extrait 11, § I1I) sous un autre point de vue. D’aprés (1V), la courbe S¢ toucherait |4
base en (3 — 2)3* == g points a, qui sont en méme temps les centres de gravité A, des
tangentes correspondantes S; en outre, le centre de gravité A, de (3 —2).3"= g autres
tangentes S| coinciderait avec I'unique point d’intersection &, de ces tangentes. Mais ces
deux fois neuf tangentes S° se réduisent aux neuf tangentes d’inflexion de €2, de sorte
que dans chaque point d’inflexion un point @, et un point @, sont réuais (voir Ex-
trait I, § 10T, II, 2). D’aprés (V), le lieu géométrique des centres de gravité A, de
toutes les tangentes S, est une courbe du quinziéme degré Als, qui a les trois points «
de la base C* pour points quintuples, et touche celle-ci en chacun de ces points avee
une de ses branches respectivement, de sorte qu'elle y a dix-huit points communs avec
la base; en outre, elle a avec la base dans ses neuf points d'inflexion un contact du
deuxiéme ordre, et conséquemment a en commun avec elle les neuf tangentes d’in-
tlexion. Le centre de gravité A, de chaque tangente S, est situé au point de trisection
le plus voisin du point de contact. Désignant par M le point milieu de chaque tan-
gente S, , le licu géométrique des M sera pareillement une courbe du quinziéme degré M'-,
qui a les trois points a,, pour points quintuples, y touche la base C* avec une de ses bran-

ches, et, en outre, a en commun avec la base ses neuf points d’inflexion ainsi que les newf

tangentes d’inflexion correspondantes. Conséquemment : il existe, en général, dans le
plan d’unc courbe du troisiéme degré C? (outre les trois points a, et les neuf points
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A’inflexion) cent vingt points P jouissant de la propriété d’étre en méme temps A, et M,
'est-&-dire d’étre en méme temps point de trisection ou centre de gravité d’une tan-
gente, et point milieu d’'une seconde tangente. D'aprés (VI), le lieu des centres de
gravité A, de tous les diamétres D est une courbe du troisiéme degré A} ayant des
asymptotes paralléles & celles de C*. Conséquemment les triangles des asymptotes des
deux courbes sont semblables et semblablement placés; ils ont le méme centre de gra-
vité, lequel en conséquence sera en méme temps leur centre de similitude; leurs cétés
homologues sont dans le rapport de 1:3; enfin la courbe A} touche les cotés du
triangle des asymptotes de ia base dans leurs points milieux a, et a ses propres asymp-
totes en méme temps pour tangentes d'inflexion, etc.

b. Relativement i la base C', nous signalons entre autres les relations suivantes :

D’aprés (IV), le lien de toutes les transversales S, dont les centres de gravité A
se trouvent sur la conrbe C* elle-méme, est une courbe S!* de la douziéme classe et
du cinquante-deuxiéme degré, qui a en commun avec la base, outre les asymptotes,
{4—2)4* =128 tangentes S{. Parmi ces tangentes, soixante-quatre coincident
deux a deux, de maniére & ne former que trente-deux tangentes S dont le centre
de gravité A, se trouve au point de contact a., et que nous avons discutées d’une
maniére plus détaillée ci-dessus (Extrait II, § IV); le centre de gravité A, des
‘4 — 2)*.4* =164 autres tangentes S} se trouve dans un des deux points d'intersection
a ou a,. Sil'on désigne le point de contact de chacune de ces derniéres tangentes par «,
et les deux points d'intersection par § et y, et si 'on suppose que le centre de gra-
vité A, se trouve en B, p devra étre situé entre o et v, de telle sorte que 8y =2 fa.
Denc : Une courbe quelconque du quatriéme degré C' a, en général, soixantc-quatre
tangentes dont les deux points d’intersection 8 et y se trouwvent du méme coté du point de
contact o, la distance de U'un des deux points d’intersection au point de contact étant
triple de celle de Pautre, ay = 3af. Des courbes du seizieme degré peuvent passer par
les soizante-quatre points a, (ou B). Les centres de gravité A, de toutes les tangentes S,
de la courbe C' se trouvent sur une courbe du quarante-quatriéme degré (V). Le lieu
des centres de gravit¢ Ay de tous les diamétres D est une courbe du huitiéme
degré A%, qui a Jes quatre points a,, et les trois points d’intersection des trois couples
de diamétres conjugués de la base {Extrait 11, § IV ) pour points doubles. 1l existe,
outre les quatre asymptotes A, vingt-quatre diamétres D dont les centres de gravité A,
se trouvent sur la courbe C* elle-méme , et des courbes du sixiéme degré peuvent passer
par les vingt-quatre points Ay (VI).

Note. Au mnyen de la projection , on donnera aux théorémes précédents une forme
plus générale. Les centres de gravité seront alors remplacés par des centres de moyennes
harmoniques, qu’on déterminera de la maniére indiquée par M. Poncelet dans son inté-
ressant Mémoire sur les centres de moyennes harmonigues (Journal de M. Crelle, tome II1,
page 213},
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§ I

I. Les m points d’intersection a, &, ¢, d,... de la base C™ avec une transversale
quelconque déterminent sur cette derniére 7m(m—i) segments ab, ac, ad,..., be,
bd,..., ed,... ; désignons par Q le point milien de chaque segment. Chaque segment est,
relativement & son point milieu, une corde simple que nous désignerons par s (au lieu
de S, voir PExtrait 1T, § 1); et, conséquemment, il se trouvera sur chaque transver-
sale 5, en général, {m(m —1) cordes simples s et autant de points milienx Q. Si, en
particulier, la transversale S touche la base, un des points milieux Q se trouvera an
point de contact, soit en (ab), et deux fois (m — 2 ) points milieux coincideront par
couples en m — 2 points. Si S est paralléle 3 Pune des asymplotes A, de la base, m —
points Q doivent étre considérés comme se trouvant en a.; et si S coincide avec A.,
2 (m — 2) points Q se trouveront en @, tandis qu’un autre point Q, savoir e point
milien des deux points a et & réunis an point de contact a., reste indéterminé et pourra
¢tre tout point de A, qu’on voudra (voir§ I, 1V); les autres 4 (m — 2)(m — 3) points Q
seront déterminés comme auparavant. Si I'on fait passer S a Pinfini, de sorte ue
§ = G, les points Q seront indéterminés, parce que ia divection de G est indeter-
minée; mais dés qu’on fixe la direction de G, tous les +m (m—1) points Q sont de-
terminés, savoir, au moyen des m asymptotes A, de la base. Cette indétermination de
la direction G, fait que tout point Q_ situé¢ sur G_ dans une direction donnée quel-
conque, peut étre considéré, a volonté, comme point milieu de chacun des Fm(m—r
segments déterminés par les points 2, b_, ¢, d,,....

Ces relations donnent lien aux théorémes suivants :

II, a. 8i lon fair mouvoir une transversale quelconque S parallélement i elle-meme
ses m (m—1) points milieux Q décriront conjointement une courbe Qimim—1) 4,
M (m— 1) degré et de la m(m —1)(m— 2} classe. Cette courbe aura
3 m(m—1)(m —2)(m — 3} points doubles Q, et m (m —1) tangentes (m — 2)e'e qui
touchent en méme temps la base. Ses asymptotes N, passeront respectivement par (s
g m(m—1) points dintersection des m asymptotes A, de la base et Sormeront par rap-
port & celles-ci les conjuguées harmoniques & la direction de S » de sorte que si A, et B,

sont deux asymptotes de la base qui la touchent respectivement en a, eten b_ et coupent
une quelconque des transversales paralléles S en a, et b, respectivement, la droite 3,,
menée du point d’intersection A, B, par ic point milicu Q. du segment a, b, sera une
asymptote de la courbe Qi™(m—1) qu’elle touchera au point mitieu Q_ du segment a_éb_.
Au reste, on obtient toutes les autres tangentes de la courbe Qimm—1) par une con-
struction pareille. Si Ion imagine les tangentes A et B menées & la courbe C par denx
de ses points dintersection a et b, avec S, la droite A, menée du point dintersection AB
par le point milieu Q du segment ab, touchera la courbe Qimm—1) 4y point Q.

8i la transversale S se meut, en particulier, parallélement &t une asymptote A, de la
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base, le degré de la conrbe-lien des Q scra abaissé dune unité, ou plutdt ce lieu sera
Jformé de Uasymptote A, et d’'une courbe du degré

tmim—1)—v=}(m+1)(m—2)

Cette courbe aura A, pour asymptote (m — 2)"*P et la touchera au point a_ avec m — 2
de ses branches , lesquelles , en conséquence, s’y touchent aussi les unes les autres.

b. Si 'on donne & la transversale S successivement toutes les directions possibles, on
abtiendra unc séric de courbes S [Q:T"‘ (m _')] qai couvrent le plan entier, de telle sorte,
qu’en général, par chaque point P il en passe 3 m(m — n*lk

Pendant que la transversale S change de position,, les § m (m —1) asymptotes A, de
la courbe variable Q:™ (™— ') pivotent autour des points fixes d'intersection mutuelle
des m asymptotes A, de la base, et forment un nombre égal de faisceaux de rayons
projectifs, placés en partie en perspective et en partie obliquement ; conséquemment,,
ces faisceaux auront en partie leurs points d’intersection G en perspective, et, en par-
tie, engendreront des sections coniques K*; savoir : chaque faisceau de rayons est en
perspective avec 2 (m —2) faisceaux, et obliquement placé par rapport i ;(m—2){m—3)
autres faisceaux. Les points G et les coniques K? sont liés les uns aux autres par des
relations nombreuses que cependant nous passerons ici sous silence.

I, a. Si on fait pivoter la transversale § autour d’un péle P pris sur elle a vo-

jonté . les L m (m—1) points milieux Q décriront une courbe m(m—1) dy degré m(m—1\
> E g i

et de la classe (m — 1) m. Cette courbe aura le pdlc P pour point £ m(m —1)“rt, et

[*] Les points P par lesquels il passe un nombre de courbes moindre d’une unité, se trouvent
sur enveloppe E de cette série de courbes, laquelle enveloppe est touchée par chacune de ces

derniéres en L m'(m —1)* points. De quelles parties cette enveloppe E* esi—elle formée , ou quelles sont
ses propriétés? Ne serait-elle pas formée de deux parties distinetes, savoir : 1° du lieu géométrique de

tous les points doubles Q, de la série de courbes, done de deux fois une courbe du =" degré QF;
et 2° du lien géométrique des poirts milieux Q, de toutes les cordes simples $ de la base qui joi-
snent les points de contact de tangentes paralléles de la base (voir Extrait I1, § ITI, 1V)?

Jai trouvé que cc dernier lieu est du m(m—+1) (m—o;ime degré, done Q7 (m+1)(m—3,
1¥aprés cela, 'enveloppe E* serait formiée de 2Q; + Q’." (m1)(m—23) , chaque courbe Q% mim—1)
de la susdite série de courbes aurait L m(m—1) (m — 2) (;m — 3) points doubles situés sur Qf, ce

qui compterait pour tm(m —1)(m—a)(m—3) contacts, ect, conséquemment, l'autre partie

N A —
s 4 (m+1)(m—3) corait touchée par chaque courbe Q; mm—1) en tm(m—r1j{am —=3) points.

Pour la base C*, Penveloppe E° scrait formée seulement de Q,° { Extrait I1, § 1L, 1V), laquelle
courbe serait touchée par ehaque courbe Q* en neuf points Q,.

Paur la basc €%, ot Q% = Q!* (Extrait II, { IV}, on aurait
E =2Q;'+Qi*;

chaque courbe Q° aurait trois points doubles Q, situés sur Q.°, et toucherait la courbe Q}° en
trente points Q,.
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aura, en outre, 2m(m —u) (m — 2)(m — 3) points doubles Q.. Elle se touchera elle-
méme (m —1) fois en chacun des m points a_ de la base C*, de sorte qu’elle n aura que

m asymptotes A, dont cependant chacure doit étre comptée pour m— 1. Ces asymptotes se-
ront respectivement paralléles aux asy mptotes A, de la base ct seront & des distances moitié
molindres du péle , de sorte que les deux polygones & m cotés, formés par les asymptotes

mA, et mA,, seront semblables, ayant ie pile P pour centre de similitude et leurs di-
mensions homologues dans le rapport de 1 ;2. Lorsque le pble est situé, en particulier, sur
la baseméme, le liew géométrique dont il s’agit se décomposc en deux parties Q™ +Q (m—21,
La courbe Q™ est semblable & la base et semblablement placée ; elle touche celle-ci an
point P qui est le centre de similitude des deux courbes, et lenrs dimensions homologucs
sont dans le rapport de 1 ;25 conséquemment, leurs asymptotes sont paralléles et les dis-
tances respectives de ces asymptotes au péle sont dans le mémz rapport de 132, Lautre
courbe Q" ("~ a le pdle pour point L (m +-1) {m-— 2)Pk et les m asymptotes A de lu
premiére courbe QU pour asymptotes (m — 2)«Ples ; clle a, cn outre,

1 (3m 1) (m— 2} (m — 3) (m — §) points doubles Q..

b. 8i la courbe Q" (") doit passer par un point donné quelconque 1’ et avoir son
pole P sur une droite donnée G, il existera +m(m — 1) solutions. Ou : Si le pdle P s
meut sur une droite fixre G, la série de courbes correspondantes S{Q™ (") jouit de
la propriété, que par clzaquepoitztv du plan il en passe, en général, +m{m —1), et quc
toute droite donnée est touchée par m(m*>— 3 ) de ces courbes. L'enveloppe de cett:
série de courbes est formée des mémes parties que la précédente { voir 11, b, la note),
mais, en outre, de différentes autres parties.

IV. Les points doubles Q., mentionnés dans les théorémes précédents (11, a, et I1L, 2},
indiquent celles parmi les transversales S sur lesquelles deux des +m (m — 1) segments,
soit ad et be, ont le méme point milieu Q,; une telle transversale forme, d’aprés la
définition et la notation ci-dessus données, une corde double S, qui passe par le poins
o se trouve respectivement le péle P. Donc :

a. Lelieu de toutes les cordes doubles S, d’une courbe donnee C" du degré m, est une
courbe de la Sm(m —1) (m — 2) (m — 3 classe,

lm(m—l) {m—2) (m~3)

S )
quia la droite G, pour tangente fm{m —1)(m — 2)(m — 3 ot chayne
asymptote de la base pour tangente multiple [*], et qui touche notamment oussi les
sm{m—2)(m*— q) tangentes doubles de la base. On obtient les directions déter-

*1 Combien de tangentes chaque asymptote de la base représente-t-etle? Est-ce qu'elie en re-
présente (m—2) (m—3), et la courbe dont il s’agit touche-t-clle chacune des asymptotes de la
base i(m— 2)(m—3) fois au point 2., de manidre a I'avoir en méme temps powr asympiole
L(m — 2) (m— 3)"P%, etala toucher, en outre, en autant de points non situss & Pinfini ?

Tome XVIIL, — Serreusre 1853 44
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minées par les ¢+ m (m — 1) (m — 2)(m — 3) points de contact de la courbe-lieu des cordes
doubles avec la droite G, en arrangeant les m asymptotes A, de la base par groupes
de quatre, et en construisant pour chaque groupe trois couples de rayons harmoniques
XetX,, YetY,, ZetZ, d'un¢ maniére analogue, comme on I'a fait ci-dessus pour les
quatre asymptotes de la base C* (ExtraitII, § IV, page 329). Par tout péole P quelconque
il passe, en général, 3m (m — 1) (m — 2) (m — 3) cordes doubles S,; si le pole se trouve
sur G, il n’en reste présentes dans la figure qu’un tiers de ce nombre, tandis que les
autres coincident avec G_. Si /e pdle P se trouve en un point quelconque de la base , il
sera lui-méme une extrémité, soit a, de 5 (2m + 1) {(m — 2) {(m— 3) cordes doubles,
dont les points milieux Q, se trouveront sur le liew géométriqgue Qm, discuté ci-dessus
(II1, @), ainsi que sur une autre courbe du(m — 1) (m — 3)° degré qui a, avec Q™ au
pble, un contact de lordre L (m —+2)(m — 3) — 1.

b. Le lieu des points milieux Q, de toutes les cordes doables S, de la base donnée C™
est une courbe du tm(m + 1) (m — 2) (m— 3 degre,

%m {(m4-1) (m—2) (m—3)

N .
Cette courbe a lcs asymptotes de la base pour asy mptotes multiples (5 ( m—2) (m — 3 )uplesp
elle coupe la droite G aux mémes points oi celle-ci cst touchée par la courbe-lieu des

cordes doubles S,; enfin elle passe par les points milieux des tangentes doubles de la
hase.

Si un des +m{m —1) points milienx Q d’une transversale, soit Q,, se trouve sur la
base méme (sans que le segment correspondant soit = ¢), par exemple si le point
milieu Q, du segment ac se trouve au point d’intersection &, et si I'on désigne , comme
ci-dessus (Extrait I, § TII, II), la transversale ou la corde simple ac par S,, on obtien-
dra facilemen:, au moyen des théorémes précédents, la proposition suivante :

c. Le lieu de toutes les cordes simples 8, de la base dunnée C* dont les points milieux
Q. se trouvent sur la base méme, est une courbe de la m(m —1) (m — 2 classe,

) (m—2)
sr:l(m—l (m .

Cette courbe a la droite G, pour tangente ym (m —1) (m — 2.)%%; elle a les m usymp-
totes A, de la base pour tangentes 2 (m — 2% et pour asymptotes (m — 2 )uples| et
elle toucke la base dans ses 3 m(m — 2) points d’inflexion. Les directions déterminées
par les points de contact de cette courbe et de la droite G, peuvent étre obtenues d’une
maniére analogue comme pour la base C* (Extrait II, § TH, II, 5), au moyen des
asymptotes de la base, savoir : les trois droites qu'on méne, dans chacun des triangles
formés par trois quelconques des asymptotes de la base C», des sommets aux points
milieux des cotés opposés, sont dirigées vers trois de ces points de contact. De méme
le point de contact s de chaque vorde S, avec la courbe-lieu de ces cordes, pourra
éire détermineé par la construction trés-simple, donnée au méme endroit (Ex-
trait I, § III, 11, 7). Par tout pole quelconque P il passe m(m — 1) (m — 2)

i ' . ' Ve . T T R N R AT L L IR N R ]
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cordes S, dont les m(m — 1) (m — 2) points milieux Q, se trouvent toujours sur une
PN Gl DI G o) BN N

courbe du (m —1) (m — 2)* degré Q, - Si le pdle P se trouve sur la base
méme, il sera d’un cété le point milicu b=0Q, de t{m—+ 1) (m—2) cordes
nc =S8, , et de Pautre cdté une extrémité a de (m + 1} (m — 2) autres cordes S,.
Les (m =41} (m — 2) points milieuz de ces derniéres cordes se trouvent sur la courbe Q,
discutée ci-dessus (111, a), laquelle touche la base au point P. Si le pdle P se trouve
4 I'infini sur G, il ne reste plus présentes dans la figure que sm{m—1)(m—2)
cordes S, (attendu qu'un nombre tgal de ces cordes coincide avec G,.), et des courbes

1

3 (m—1) (m—2) . e . A :

: peuvent passer par leurs points milieux Q,. Si le pole se ment sur la droite

[}
. .. ~ (m—1) (m—1) X R
G,, on obtient une série de courbes S [Qf ] Toutes les fois qu'une de ces

courbes touche la base, auwquel cas deux des cordes S, se réunissent dans une seule sy,

cette derniére sera une asymptote de ia courbe S"™—) ("= et la touchera au péle cor-
respondant P. En outre, chaque corde 8! de ce genre jouit de la propriété, que les tan-
gentes A, Cot B, menées a la base par les extrémités a, ¢ et par le point milicy b de lu

corde, se rencontrent en un méme point . 1° Quelle est Uenveloppe de la série de
s P PP
L
?\m—l) (m—?)]
courbes S [Ql

V. On obtient encore les proposilions suivantes :

m (m—1) [m-??.r,

? 20 Quel est le degré de la courbe S,

a. Le lieu de toutes les transversales S de la base donnée C, qui ont un de leurs
points milieux Q sur une droite donnée G , ou simplement le lieu de toutes les cordes sim-
ples ab =8, dont les points milieux se trouvent sur la droite donnée G, est une courbe
de la m (m — 1) classe et du m (m*— 3 )¢ degré,

Sm (m—l)’

Cette courbe a les droites G et G, pour tangentes +m(m — 1Y%¢les; clle a, en outre,
cm(m—-1)(m — 2)(m— 3) tangentes doubles ; enfin eile touche : 1° les m asymp-
totes de la basc; 2° les m tangentes qui touchent la base dans ses points d’intersection
avec G, et 3° la base méme, en m (m + 2)(m — 2) points déterminés. Les tangentcs
doubles, qu’on vient de mentionner, sont formées par les cordes doubles S, de la base
dont les points milieux Q, se trouvent sur G, et le lieu en question touche la base aua
points de contact a, de toutes les cordes tangentes ba, {* ], dont les points miliewx so
trouvent pareillement sur G. Le lieu dont il s’agit touche la droite G en +m (m — 1)
pPoints et la coupe conséquemment encore en m(m —+ 1) (m — 2) autres points Q,. Ses

tangentes aux points Q, sont des cordes particuliéres ab = & (= 8) telles, que les tan-
gentes A, B menées par les extrémités a, b @ la base sont paralléles et se rencontrent
aw méme point de G.. Parcillement, les tangentes qui touchent ce licu dans ses
m{m =+ 1) (m — 2) points d’intersection avec la droite G, donc ses asympiotes recti-
lignes, sont des cordes ab telles, que les tangentes menées & la base par leurs extrémités

[*] Cordes qui, dans 'une de leurs extrémités a, , touchent la courbe au lieu de Ja couper.

44..
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se rencontrent sur la droite G, de sorte que, sous ce point de vue, il y a réciprocité entre
Ge G,.

b. Le liew de toutes les transversales particuliéres S de la base donnée C*, qui ont un
de leurs points milieuz Q sur une courbe donnée du niime degré G, e¢st une courbe
de la nm{m —1¥ classe qui a la droite G, pour tangente 3 nm (m —1)*p, et dont on
peut déterminer lc nombre des tangentes doubles , des contacts avec les courbes C* et
G, etc.

c. Le liew des + m (m — 1) points milieux Q de la transversale particuliére S de lu
hase C*, qui touche une courbe donnée de nitme classe K, est une courbe du degré
nm(m — 1), qui a pour chacune des m asymptotes de la base n asymptotes (m —1 jruples
et paralléles & cette usymptote de lu base, etc.

d. Le lieu des points milieuz Q, de loutes les cordes simples ab = de la base C*
qui jouissent de la propriété, que les tangentes A, B menées par leurs extrémités a, b
sont paralléles, ou le lieu du pdle P, dont la polaire intériecure 1"~ touche la basc en
deuz points a, b, est une courbe du m(m +- 1) (m — 2)* degre,

Qr:(ln+|) (m—2)

Cette courbe touche la base dans ses 3m(m — 2) points d’inflexion et u ses m points a,
pour points (m +1) (m — 2)4; conséquemment elle a pour chaque asymptote A, de
ia base, (m +1)(m —2) asymptotes paralléles & A, et situces respectivement ait
milieu entre A, et les tangentes de la base paralléles a A,. Consequemment il existe, en
général, m (m — 2) (m* — 7) cordes & dont le point milieu Q, se trouve sur la base
méme, mais n’est situé ni dans un des points a.., ni dans un point d’inflexion de la base.
(Pour m = 3, on obtient 6 ou 6Q,, comme Extrait I1, § 111, IV). On peut demander
ici quel sera le lieu S§* de toutes les cordes §[*). Au reste, le point de contact de

chaque corde § avec la courbe 7 est déterminé par la méme relation simple, comme
ci-dessus ( Extrait I1, § III, IV) pour la base C'.

VI. Le lieu des points milieux Q de toutes les transversales § qui touchent la base C*,
donc de toutes les tangentes de cette derniére, se décompose en trois parties , dont une
est la base ménie et ne contieot qu’un seul point milien qui se trouve au point de con-
tact a, ; une autre partie contient les points milieux T, (au lieu de Q) des m — 2 seg-
ments compris entre le point de contact a, d'un coté, et les m — 2 points d’intersec-
tion b, ¢, d,... de Pautre [ chaque point T, représentant au fait un couple de points Q
réunis (1)]; enfin la troisitme partie contient les points milieux T (= Q) des segments
terminés par ces m — 2 points d'intersection. Conséquemment il se trouve sur chaque
tangerte m — 2 points milieux T, et 3 (m — 2) (m — 3) points milieux T, dont on
détermine respectivement le liew comme il suit :

1) Eu essayant de déterminer ce lieu,jai trouvé
x="Ltm(m=—1)(am—3).
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z. Le lieu des points milieux T, relativement & toutes les tangentes de la base on-
née C™ est une courbe du m(m + 2)(m — 2)° degré,

T (m—9),

Cette courbe a les m points a, de la base pour points m(m — 1y*, ¢t chaque
asymptote A, de la base pour asymptote (m — 2P, c'est-a-dire elle touche chaque
asymptote de la base dans son point a,, avec (m — 2) de ses branches, et Uy coupe avec
{m = 1) (m — 2) autres branches ; enfin elle a en commun avec la base ses 3m(m — 2.}
points d’inflexion et tangentes d'inflexion et touche chaque tangente double de lu
base dans son point miliex. De A il suit que : Une courbe quelconque C™a, en général,
m(m - 4)(m — 2) (m — 3) tangentes telles, que un des points d’intersection b est lv
point miliew du segment compris entre le point de contact a, et un autre point d’inter-
section c.

B. Le lieu des points milieux T de toutes les tangentes de la base C" est une courbe
de m{m—-1)(m— 2)(m— 3¢ degre,

T (m+1) (m—1) (m—3)

Cette courbe a les i points a, de la base pour points (m +1)(m — 2) (m — 3 )k,
elle passe par les points de contact des $m{m — 2) (m* — ) tangentes doubles de i
base, et, en outre , elle touche chacune de ces tangentes doubles en 2.(m — {) points.
De la il suit que : Une courbe quelconque C* a, en général, m(m—2)(m—3) (m*—m—4
tangentes relles, que deux quelconques de leurs (m — 2) points d’intersection avee la
courbe, soient ¢ et d, sont également distants d’un troisiéme point dintersection | .
ou du point de contact a,, ce dernier cas devant étre compté pour deux combinaisons.

Pour la base C?, le lieu des points milieux T, de toutes les tangentes sera une courbe
T,?(== 12}, comme ci-dessus (ExtraitII, § III, IV .

Pour la base C', le premier et le second lieu seront respectivement T!* et T*, et I'on
anra les propositions que voici :

(a°). Une courbe quelconque du quatriéme degré a, en genéral, soizantc-quatre
tangentes telles, que 'ur des deux points dintersection b est le point milicu dn segment
compris entre Uautre point d’intersection ¢ et le point de contact a,.

(B°). La méme courbe doit avoir 642 = 32 tangentes telles, que les deux points d'in -
tersection b et ¢ sont également distants du point de contact a, (comme ExtraitI1, § 1V .
Donc le lieu TV a les quatre points a_, de la base C pour points décuples, passe par les
cinquante-six points de contact de ses wingt-huit tangentes doubles, et la touche aus
trente-deux points P° spécifiés ci-dessus (Extrait I1, § 1V ).

8i m>> 4, la base C™ est touchée par la courbe-lieu des T en . points et coupée en
points (outre les points spécifiés dans le théoréme ), x et y étant liés entre eux par la
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relation suivante :
2x +y=m(m—2)(m—3)(m—m—4§).

1! s’agirait de détcrminer ces dewx nombres x et y [*].

VII. Pour la base donnée C™ il existe aussi des transversales particuliéres telles que
le centre de gravité A de leurs m points d’intersection (§ I) coincide avec un de leurs
+m(m — 1) points milieux Q. Désignons chaque transversale qui jouit de cette pro-

priéte par 8., et son centre de gravité par Q,; le lieu de la transversale et celui de son
ventre de gravité seront respectivement

+m (m—1)? +m(mt1) (m—3)
S, et Ql 5
c’est-d-dire : Pour une courbe quelconque C™ le lieu de la transversale S, dont le centre
de gravité Q, est le point miliew d’un segment compris entre deux de ses points d’intersec-
tion, est une courbe de la ym(m—1) (m —1) classe, et le lieu de ce centre de gravité
est une courbe diw m(m + 1) (m — 2)° degré.

Pour la base C?, les deux courbes seront respectivement S{ et Q7; la premiére est iden-
tique avec la courbe 8§, discutée ci-dessus {Extrait II, § IIT, I }; la seconde représente la

base C* prise deux fois, chaque point de C* étant en effet le point milien (= Q,) de
deux cordes S, (Extrait IT, § III).

Pour la base C', les deux courbes sont respectivement S}* et Q2°; mais chacune de
ces courbes est double, attendu qu'ici chaque transversale S, est une corde double S, et
qque par conséquent deux points milienx Q sont réunis au centre de gravité Q,; consé-
quemment, les deux lieux simples sont seulement S¢ et Q.°, comme nous les connais-

sons déja d’aprés Extrait I, § IV. Pour m >> 4, cette réductibilité des courbes en ques-
tion cesse d'avoir lien.

Pour la base C*, on a 87° et Q;°. La base a, en commun avec la premiére de ces deux
courbes, huit cents tangentes S3{ =S, ), et, avec la seconde, deux cent vingt-cinq points
Q¢ (= Q.). En supposant que Q, soit le point milieu des deux points d’intersection
@ et b, il sera en méme temps le centre de gravité des trois autres points d'intersection
¢, d et e; et sil'on désigne le point de contact de chaque tangente S? avec C: par B,, les
différentes combinaisons suivantes pourront avoir lieu :

1*] N’aurait-on pas
y=(m—4)=,
ainsi que le semble exiger unc certaine raison de probabilité? En ce cas, il s’ensuivrait

r=mm—3Nm —m—4) et y=m(m—3)(m—4§)(m—m—4gj,

ei la base C™ aurait m(m — 3) (m* —m — {§) tangentes telles, que deux de leurs points d’intersection,
¢ et d, fussent également distants du point de contact a,, et m(m— 3) (m — §) (m* — m — §) tangentes
telles, quw'un de leurs points d'intersection, b, fut le point milicu du segment compris entre dreux autres
points d'intersection ¢ et d.
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A. Relativernent aux huit cents tangentes S;, il y a trois cas possibles :

{«). ¢ etd (ou ce, ou de) sont réunis au point B, ; ou
(B) aete(ouac, ad, bc, bd, be) sont réunis au point B, ; ou

t7). aet b sont réunis au point B,, et conséquemment Q! coincide également
avec B,.

B. Relativement aux deux cent vingt-cinq points Q2, deux cas sont possibles, ou bien :

(0). Qz setrouve en ¢ (ouc, d) et est non-seulement le point milieu de ab, mais
aussi celui de cd, de sorte que la transversale correspondante S, sera unc
corde double S,; ou bien :

(€). Qg coincide avec les points a et b réunis, et conséquemment aussi avec B,,
comme au cas (7}, de sorte que la transversale correspondante S, sera S?,
c’est-a~dire touchera la base C: en (ab) = Q..

On pose ici la question : Combicn de fois chacun de ces cas se présentera-t-if ? et
notamment : Parmi les deux cent vingt-cing points Q:, combien en appartient-il au

cas 8, et combiern au cas :? On peut poser des questions analogues relativement i Ia
base générale C™.

§ 11I.

Au moyen de la projection, les théorémes du paragraphe précédent se transforment
dans d’autres théorémes, o1 les points milieux Q sont remplacés par certains points
harmoniques N; a savoir, il sera donné, outre la base €, une droite G (en place
de G,), et I'on prendra les quatriémes points harmoniques N conjugués au point
d’intersection R de la transversale S et de la droite G, par rapport A tous les couvples de
deux points qu'on peut former des m points d’intersection a, b,e,d,..., de §
avec C™,

Mais on peut déterminer encore de diverses autres maniéres des points harmoniques
sur la transversale. Par exemple, on arrangera par groupes de trois les m points d’in-
tersection a, &, ¢, d,..., de S avec C™, et pour chaque groupe de trois points on
déterminera les trois quatriémes points harmoniques N, ce qui donxe lieu en tout sur
chaque transversale & {m (m — 1) (m — 2) points N. Si ensuite on assujettit la trans-
versale 4 des conditions convenables, on obtiendra des courbes nouvelles, et ¢de nou-
velles propriétés de la base C™. Toutefois je dois me borner ici A indiquer sommairement
quelques résultats parmi les moins difficiles.

I. On peut demander que des m points d’intersection a, &, ¢, d, ..., quatre soien!
en rapport harmonique. Cette condition donne lien au théoréme suivant :

Le lieu de ia transversale S qui coupe une courbe donnée du me degré C™ en quatre
points harmoniques est une courbe de la - m (m — 1}{(m—2)(m— 37 classe,

]
5 M (m—t) (m—2) (m—3)
S s
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qui touche la base en chacun de ses points d'inflexion avec m — 3 de ses branches, et cx
outre (st m > 4) en beaucoup d'autres points. Au moyen des quatre tangentes menées 2
la base par les quatre points d’intersection qui sont en rapport harmonique , on construit
facilement le point de contact de chaque transversale $ avec la courbe qui est le liea de
ces transversales. Probléme : Déterminer le degré de ce lieu.

Lonséquemment pour la base C', le lieu de la droite 8 qui coupe C' en quatre points
harmoniques abed sera une courbe de siziéme classe $°, qui touche la base dans scs
ringt-yuatre points d’inflexion.

Les 12.6 = 72 tangentes communes aux deux courbes ne sont formées en cons¢-
quence que des vingt-quatre tangentes d'infiexion de la base, dont chacune est comptée
trois fois. La courbe S¢ est du trenticme degré, conséquemment elle a en commun avec
la base, outre les susdits vingt-quatre points de contact, soizante-douze autres points qui
sont des points d’intersection a,(= a), et sa tangente S cn chacun de ces points a, coupe
Ia base, outre en a., en trois points b, ¢, d ( harmoniques par rapport & a,, et) tels,
que les tangentes correspondantes B, C, D se rencontrent en un méme point p. Des
conrbes du diz-huitiéme degreé peuvent passer par les soizante-douze points a, : quelle
sera la position des soizante-douze points p ? Lorsque en particulier la base C' est for-
mée de quatre droites A, B, C, D, la courbe 5¢ se décompose dans les trois coniques
harmoniques inscrites au quadrllatere ARCD. (Voyez Développement systématique de
la dépendance mutuelle des figures géometriques, § XLIIL. )} On obtient pareillement
des reésultats pacticuliers si la base C' est composée de C'+ 2C', ou de C*+ C3, ou
de G+ C.

Pour la base C, lc iiew dont il s’agit scra = 8*; cette courbe touche la base en
chacun de ses quarante-cing points d’inflexion avec deux de ses branches, et la touche ,
2n outre, en cent soizante-cing autres points a. Donc :

Une courbe quelconque du cinquiéme degre a, en général, cent soizante-cing lan-
gentes harmoniques telles, que le point de contact a et les trois points d’intersection
b. ¢, d sont quatre points en rapport harmonique.

Pour la base C*, on trouve de cette manicre, outre les tangentes d'inflexion ,

%m(m——2)(m—3) [m(m-—])’—?,ﬁ]

tangentes telles, que parmi les m — 1 points formés par le point de contact a, et les
m — 2 points d’intersection b, c, d,..., quatre sont en rapport harmomque le
cason a serait un des quatre points harmoniques sera compté pour deux, de sorte que
st I'on désigne par x le nombre des cas oil a est un des quatre points harinoniques,
et par y le nombre des cas oll @ n’en est pas, 2x - y sera égal au nombre qu’on
vient de proposer. La base sera touchée par le lieu dont il s’agit, aux x points a.

Dérerminer les nombres x et y.

IL. Si la basc donnée C' est touchée par une tangente S au point a, et coupée par
cette tangente aux points & et c, et si l'on prend les trois quatriémes points harmo-

tero 1 I ] ot . R O N R RN RN RN N EN N J RSN AR ERE A
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niques par rapport aux trois points a, &, ¢, soient
ay B, 7,
de sorte que
abac, abceB, aybe

soient des systémes harmoniques, alors:

Le lieu du point « sera une courbe du trente-deuxiéme degre qui a avec la base dans
ses points d’inflexion des contacts du deuxiéme ordre et passe par les points de contact
de ses tangentes doubles (voir 1a note de la page 328); et

Le licu ecommun des deux points § et y scra une courbe du soixante-quatriéme degre,
qui a avec la base en chacun de ses vingt-quatre points d’inflexion des contacts du
deuxicme ordre sur deux branches, et ern chacurn des cinquante-six points de contace de

ses vingt-huit tangentcs doubles un contact du premier ordre.
De i il suit que :

La courbe du quatriéme degré C' a, en général, soixante-quatre tangentes tetles, que
Yun des deux points d’intersection b est le point mitiew du segment compris cntre Unutre
point d'intersection ¢ et le point de contact a (comme dans le paragraphe précédent,
VI, x°j, ¢t que ces tangentes particuliéres sont paralléles aux asympiotes de ladite
courbe du soixante-quatrieme degré.

Si la base donnée C* est touchée par une tangente S au point «, et coupee par cette
tangente aux points &, ¢, d, et si 'on détermine les trois points 3, v, §, de telle sovte
que

abdec, abyd, achd
soient des systémes harmoniques, alors :

Le licu commun des trois points B, v, d sera une courbe du degre x, qui a avec lu
base en chacun de ses quarante-cing points d’inflexion des contacts du dewxiéme ordre s
deux branches, qui coupe la base dans les v65.3 = 495 points d’intersection (b, ¢, a)
des susdites cent soizante-cing tangentes harmoniques (1) et dans les deus cemt qua-
rante point.c de contact de ces cent vingt tangentes doub/e.v, et ([ui s ER OULIC, (8 dvit
res tangentes doubles des contacts doubles. Chaque tangente de la base sur laquelle
deux des trois points d’intersection b, c, d sont également distants du point de con-
tact a, est paralléle @ une asymptote du liew dont il s’agit. Déterminer le degré x.

II1. Quatre points quelconques situés sur une droite «, b, ¢, « determinent trois
systémes différents de quatre points, suivant les trois mani¢res dont on peut les con-
Juguer deux & deux, savoir:

1. ab et cd; 2°. ad et b, 3. ac et bd.

Vai appel¢ points asymptotiques les points qui sont harmoniques par rapport aux deus
couples de chaque systéme; soient

x e x, 2 et ¥y, z ¢t 3.

Tome XVILI. — Ocrosre 1853. 4

(92 ]
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de sorte que
azbr, et cxdx,, aydy, et bycy, azcz et bazdz

sont des systémes harmoniques {voir Extrait II, § 1V). Jai appelé¢ kyperboliques les
deux premiers systémes ou les points asymptotiques sont réels, et elliptique le troi-
siéme ol ils sont imaginaires.

Si I'on arrange par groupes de quatre les m points a, b, ¢, d,... que la base don-
née C" a en commun avec une transversale quelconque S, et si 'on détermine pour
rhaque groupe les trois couples de points asymptotiques

xz e x, ryr et y, z e z,
ou aura en tout
sm{m—1)(m—2)(m—3)=p couples,
ou
sm{m—1){m — 2) (m — 3) = 2 points asymptotiques individuels ;

chacun desquels soit désigné par X.

8i Uon fait pivoter la transversale S autour d’un pdle P pris sur elle &t volonté, les
2 points X décriront conjointement une courbe du 3 piéme degré,

.X!'.m(n—lj (m—1}) (m—.l}’

qui a le péle P pour point uv*, eic.

1} peut exister des transversales particuliéres S,(= S), telles qu’un point asympto-
tique coincide avec un des m points d’intersection ; par exemple, x pourra coincider
avec le point d'intersection e, de sorte que aebr, et cedz, soient des systémes harmo-
niques, et que le systéme de quatre points déterminé par les denx couples «b et cd
ait le point d’intersection ¢ pour point asymprotique, ou que ces cing points d'inter-
section soient en involution.

Le lieu de la transversalc S, pour laquelle un des points asymptotiques X se trouve
sur la base C , ou parmi les m points d’intersection de laquelle il y en a cing qui sont

en involution, est une courbe
. A (m—1) (m—2) (m—3) (m—4
S; ( A ) ) ( ).

Relativement 2 toutes ces transversales S; dont un point asymptotique x coincide
avec un point d'intersection # ( mais non pas avec un point de contact) de la base, on
peut poser la question : Quel sera lc liew du point asymptotique x, conjugué aun point
x (= €)? Ce lieu sera une courbe dn »*"* degré X" ; ses intersections avec la base déter-
mineront les transversales individuelles Sy, qui ont sur la base un couple de points
asymptotiques conjugués z et x,. La résolution de ce probléme sera facilitée par la re-
solution préalable du probléme suivant :

Determiner le licu de tous les quatriémes points harmonigques « conjugués sur chague
tangente 8 de la base C* au point de contact a par rapport & tous les couples de denx
points quon peut former des m — 2 points d'intersection b, ¢, d,....
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Note. Yobserverai encore que je n'ai pas suffisamment démontré quelques-uns des
théorémes proposés dans ce Mémoire, de sorte qu’ils peuvent contenir des assertions
erronées. Si cela était le cas, jespére que.la nouveauté et la difficulté des matieres
traitées me serviront d’excuse, eu égard surtout a la méthode synthétique que jai
suivie. Notamment dans les trois derniers paragraphes, je me suis permis quelques
conclusions hasardées, par exemple, pour obtenir le théoréme (V, 4 du § IT, Ex-
trait IIT). Si ce théoréme n’est pas généralement vrai, quelques-uns des théoremes qui
le précédent ne seront pas non plus exacts dans toutes leurs parties.

Iv.

ADDITION.

1. Nous avons observé ci-dessus (Extrait I, § III, II, note de la page 12 que les
deux polaires A et I* d’un méme péle P par rapport a la base donnée C* peuvent étre
des sections coniques de toute espéce selon la position du pole relativement & la section
conique E? spécitiée a I'endroit cité. En effet, ces sections coniques peuvent non-seu-
jement étre des ellipses, des hyperboles ou des paraboles, mais elles peuvent aussi
prendre toutes les formes possibles de ces différentes especes de sections coniques.
Voici un examen plus détaillé de ces formes.

a) Pour que les polaires A* et 1* puissent étre des paraboles, il faut que le pole P

"soit sur la courbe B2, (b) Pour que A’ et ' soient des hyperboles équilatéres, il faut

que le pdle soit sur une droite déterminée H. (¢} Pour que A* et I soient des cercles, il
n'y a gu'un seul pole P,(= P} qui satisfasse, lequel sera en méme temps (e ple de la
droite W relativement & la section conique E*. (d) Pour que A* et 1* soient semblables
une section conique donnée quelconque C?, il faut que le pble P soit sur une conique P
qui a avec la conique E* un double contact (imaginaire), la droite H étant la corde di
contact (idéale). Donc, si Uon donne & la section conique C? successivement toutes les
formes différentes possibles, on obtiendra une série de licux géométriques P* du péle P,
ou plutét un faisceau B{P?) de coniques qui se touchent loutes auxr mémes deux
points, qui ont la droite H pour corde de contact, et qui ont cette droite H et le péle P,
pour pdle et polaire. A ce faiscean appartiendront aussi, en particulier, la courbe F?,
la droite H et le péle P,, savoir ¥} comme correspondant a la transition des polaires A*
et 12 de Uhyperbole & Vellipse, et H et P, comme déterminant respectivement la limite dex
hyperboles et des ellipses.

$i la courbe donnée C* a trois asymptotes réelles A, B, C, on déterminera la droite H,
et le péle P, comme il suit: Soient a, §, v les pieds des perpendiculaires abaissées des
trois sommets a, &, ¢ du trianglé ABC sur les cotés opposés A, B, C; les intersections
des trois couples de droites 28 et G, oy et B, By et A se trouveront sur la droite de-
mandée H, ou bien cette droite sera aussi la ligne des puissances égales[*)] des deux

{*1 Clest le terme adopté par M. Steiner pour désigner I’axe radical
D
13,
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cercles circonserits aux triangles abc et 2B . Et si par les sommets du triangle abc
on meéne des tangentes au cercle circonscrit a ce triangle qui formeront un second
triangle , b, c,, les trois droites aa,, bb,, cc, se rencontreront dans le pole demandé P,.
8i, en particulier, le triangle des asymptotes ABC = abc est équilatéral , donc si E? est
le cercle inscrit i ce triangle, toutes les courbes du faisceau B (P?) seront des cercles
concentriques au cercle E? e: ayant P, pour centre commun, tandis que la droite H
sera G .

Donc: Dans nne courbe du troisieme degré dont les asymptotes Sforment un trianglc
équilatéral abe, les points de contact de chaque groupe de six tangentes paralléles sc
trouvent sur une hyperbole équilatere. Si d’un point du cercle circonscrit au triangle abe,
on méne siz tangentes & la courbe, les points de contact seront sur une hyperbole dont
langle des asymptotes est égal e 6o degrés ; et si, du ceatre P, de ce cercle, on méne
les six tangentes a la courbe, les points de contact seront sur un cercle.

Quel doit étre le triangle des asymptotes abc pour que le péle P, soit un fover de
la conique E? (et, par conséquent, de toutes les coniques P )?

Pour toutes les courbes du troisiéme degré ayant avec la courbe donnée les asym)-
toles communes {soit réelles, soit imaginaires), les courbes du faisceau B ( P?) resteront
les mémes. Cette propriét¢ donne lieu i des conséquences ultérieures si 1'on considere:
des formes particuli¢res de courbes du troisiéme degre.

Q. Toutes les courbes du troisieme degre qui passent par les sept points suivants i

triangle donné , savoir : 1° le centre de gravité ; 2° les sommets ; 3¢ les points situcs é
l'infini sur les trois cdtés, ont les triangles des asymptotes égaux et semblables entre eu.r,
et semblables et semblablement placés au triangle donné, les cotes komologues étant
dans le rapport de 2 : 3.

Il existe un théoréme analogue pour le polygone formé de m droites et les courbes
du m'n degré. Par exemple, dans le quadrilatére complet, les courbes du quatrieme
degr: devront passer par treize points donnés, saveir par les six sommets, par les
points situes i U'infini sur les quatre cotés , et par trois points p déterminés de la ma-
nicre suivante : En considérant les quatre cotés comme formant ensemble une base du
quatriéme degré C* = 4 C', la courbe P ( Extrait I, § IV ) se décompose en trois sec-
tions coniques P? et les quatre droites données; ces trois coniques passeront chacune:
par un des trois couples de sommiéts du quadrilatére , et se couperont deux A deux dans
les points milieux des trois diagonales. Les trois points ol se rencontrent, en outre,
deux quelconques des trois coniques et par lesquels passe nécessairement aussi la troi-
siéme conique , sont les points p dont il s'agit, et représentent dans ce cas particulier,
avec les six sommets du quadrilatére , les neuf péles P, ( Extrait IT, § IV .
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