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PURES ET APPLIQUÉES. 3«>Y 

Extraits de deux Mémoires sur les propriétés générales 
et la dépendance mutuelle des courbes algébriques; 

PAB M. STEEVER, 
Membre de l'Académie royale des Sciences et Professeur à l'Université de Berlin. 

(Traduit de l'allemand par M. WOEPCKE.) 

I. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES ALGEBRIQUES. 

Dans la séance des sections réunies de l'Académie de Berlin du 10 août j848 [*], 
M. Steiner présenta un Mémoire sur les propriétés générales des courbes algébriques. 

Ces courbes sont considérées dans ce Mémoire relativement à leur degré et à leur 
classe; on y explique la nature des points doubles et de rebroussement, des tangentes 
doubles et d'inflexion, et l'on fait voir la dépendance mutuelle entre ces éléments d'un 
côté et le degré et la classe des courbes de l'autre côté. Qu'on désigne par g et k respec-
tivement le degré et la classe d'une courbe Ks = jHik, par det τ le nombre de ses points 
doubles et de rebroussement, par t et w le nombre de ses tangentes doubles et d'in-
flexion , on aura les trois équations suivantes : 

(1) g (g — i)=i + ?.rf + 3r, 

(2) k (k — 1) = g + 2i -t- 3o>, 

(3) 3g(g— 1) —6rf+ 8r-t-w. 

Des six quantités qui figurent dans ces équations, trois étant données, ces equations 
servent à trouver les trois autres. Cela donne lieu à soixante formules. 

Pour la détermination des courbes par des points donnés, le théorème connu suivant 
se présente comme 

PREMIER THÉORÈME FONDAMENTAL. Par Y«(/I + 3) —1 points a, donnés quelconques 

[*J Nous donnons ici cet extrait des Comptes rendus mensuels des séances de l'Académie des 
Sciences de Berlin, principalement parce que dans les morceaux suivants on devra souvent renvover 
aux définitions et aux théorèmes qu'il contient. 
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//passe un nombre infini de courbes du n""" degré A", et toutes ces courbes passent, 
en outre, nécessairement par -j(« — ·)(" — 2 ) autres points déterminés a

0
, de manière 

a former un faisceau de courbes Β (A") ayant n' points en commun. 

Appelons les points les points déterminants, les points a, les points nécessaires. et 
fous ces n- points a ensemble les points fondamentaux du faisceau Β ( A" ). 

Ce théorème est un des plus essentiels et des plus féconds pour l'examen des propriétés 
des courbes, parce qu'il donne lien à des développements nombreux. Mentionnons entre 
autres la génération des courbes par des faisceaux de courbes de degrés inférieurs, ab-
solument analogue à la génération des coniques par des faisceaux de droites projer-
tives ; puis un grand nombre de théorèmes sur les contacts des courbes, conduisant en 
particulier à différentes propriétés remarquables des vingt-huit tangentes doubles des 
courbes du quatrième degré. 

Le Mémoire présenté à l'Académie de Berlin établit relativement aux polaires quel-
ques points de vue nouveaux et plus étendus qui amènent une foule de nouveaux 
résultats. 

Si d'un point donné quelconque Ρ on mène les tangentes à une courbe donnée Λ' 
( que nous appellerons la base), les n ( « — i) points de contact se trouveront sur une 
courbe A"- 1; et si du même point Ρ on mène les tangentes à cette nouvelle courbe, les 

: η — ι) (n — 2 ) points de contact se trouveront sur une courbe A"-1 ; en continuant ainsi, 
on obtient successivement les courbes A"-1, A"-', A"-·1,..., A2, A', que nous appelle-
rons respectivement la ιre, 2e, 31',.. ., (//— 2)% (n — if des polaires successives du 
point Ρ par rapport à la base A", et que nous représenterons par les symboles suivants ■ 

exprime que la xiimi polaire du point Ρ par rapport à la base A" est une courbe du 
degré (n — x), donc A"-*. La ( n — 2polaire A1 est une conique, et la (n — 1 )'tmr 

polaire A1 est une droite. 
Si le pôle Ρ se meut sur une ligne quelconque L (directrice i, chacune de ses po-

laires, par exemple la x'im*, parcourra une série continue de courbes A"- r, que nous 
désignerons par S (A"_ I); cette série de courbes enveloppera une courbe que nous ap-
pelons la x''"' enveloppe polaire Ε* du pôle mobile P, ou simplement ta x"°" polaire de 
Ja directrice L par rapport h la base A". Nous exprimons cela par les symboles suivants : 

Si la directrice L est une courbe donnée du degré r, donc Dr, le degré de chacune de 
ses polaires Ε,, E,,..., E„__, sera déterminé; à savoir, on aura généralement 

(P), ; A"= A"-', (P), : A»= A"-2, 
(ρ), : A" = A"-% (P)„_, : A" = A% (P)„_, : A» = A·, 

oil, par exemple , la formule 
(P), ; A"= A"-* 

(4"· (L),: A-=S(A-«) =E,. 

(5) (Dr), : A" = ^rtr+tx—l) i*_*) 
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c ost-à-dire la x''1" polaire de la courbe Hr par rapport à la base A" est une courbe E* 
du degré r(r 1 χ — 3 ) ( η — χ) ; ou si le pôle Ρ se meut sur la courbe Dr, son xiiml en-
veloppe polaire E

x
 est une courbe du degré r(r-+- ix — 3 ) (η — x). 

Pour la première et la dernière polaire, donc pour i=iet pour χ = η — ι, on a, 
en particulier, 

■;T>. (DR), : A" = E[ 'KR~ '' (« — 0 ^ 

ot 

il) (D')._. : Α» = Ε'.1Τ"""'; 

si, au contraire , on a 
7 = 1, 

donc, si la directrice est une droite D', on aura, d'après l'équation (5), 

,8) (D1)* : A"= Ε°,ϊ~'!("_ ι ), 

et pour χ — ι et χ = η — ι , il suit 

-9) (D'),:A- = E·, 

et 

■(ίο) (D1 )„—, : A» = E:,(_!7!) = €-1 

c'est-à-dire, si le pôle Ρ se meut sur une droite D1 [équation (g)] , sa première enve-
loppe polaire est de degré nul, Ε", ce e/ui indique que les courbes de la série S(A"-') 
se coupent en [η — ι )J points a, auxquels se réduit l'enveloppe, ou que la série des po-
laires A"-1 se transforme dans un faisceau Β (A"—' ) ; et puis [ équation ( ι o)], la (n ■— ι yime 

polaire d'une droite D1 par rapport à la base A" est une courbe 1 du degré a ( η — a ) 
et de la classe (η — ι). 

Pour l'examen des polaires, le théorème suivant, généralement connu, sert comme 

SECOKU THÉORÈME FONDAMENTAI.. Si, par rapport à la même base A", on prend les 
premières polaires P"~' et Q" 1 de deux points quelconques Ρ et Q, et si l'on prend en-
suite la première polaire de Ρ par rapport à la courbe Q"— 1 et la première polaire de Q 
par rapport a P"~ces deux polaires seront une seule et même courbe R"~', ce que 
nous exprimons par 

(. i) (Q), : [(Ρ), : A»] = (P), : [(Q), : À-J = R-». 

Ce théorème est aussi fécond que le précédent; par une application répétée de la 
loi qu'il exprime, on trouve d'abord que 

(.2) (Q)
7

 : [(Ρ), : A»] = (P), : [(Q),· : A-] = a—?, 
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On en conclut aussi que, si le point Q se trouve sur la i™" polaire de P, donc sur P" r, 
la (η — x)'«"· polaire de Q, donc Q*, passera par le point P. 

De même, on en déduit le beau théorème de réciprocité suivant : 

Si la x'ime polaire d'un point P, donc Ρ*-*, a un point double Q, réciproquement la 
(n — χ — ι )'·« polaire de Q, à savoir Qt+I, aura le premier point P pour point double. 

Les points doubles des polaires jouent un rôle important, ainsi qu'on le voit dans 

l'exemple suivant : 

Le lieu du point P, dont la première polaire P"—' a un point double Q, est une courbe 
du degré 3(n — 2 ) ( « — 2), 

= Po (n _ 2 ) 

et le lieu du point double Q est une courbe du degré 3 ( η — 2 ), 

= Q ( R - 2) 

cette dernière courbe Q„ est donc en même temps le lieu du point Q dont la ίη — 2 

polaire Q1 a un point double P, et la première courbe P, est le lieu de ce point double. 
Conséquemment, la polaire Q3 est une conique formée de deux droites qui se coupent 
en P. 

Les courbes P, et Q,, et d'autres semblables, seront appelées courbes nodales Γ * j 

conjuguées de la base A". Elles jouissent, entre autres, des propriétés suivantes : 

La courbe Q, passe par les 3 η ( η—ι ) points d'inflexion de la base A", et la courbe P, 
touche toutes les tangentes d'inflexion de Α.*. La courbe P, est de la classe 3 [η— 1 ) [η — 2) ; 

et c'est à la même classe qu'appartiendra, en général, la courbe R, qui est enveloppée 
de la droite PQ; cette courbe R, touche pareillement les tangentes Λinflexion de la 
base A", etc. La (η—ι)'*™ polaire d'une courbe quelconque D', à savoir Dr 

[ equation (7)], touche la courbe nodale P„ en 3 r(«— 2) points, etc. La courbe no-
dule Ρ, a 

3 (η — 2 ) ( 4 η — g) tangentes d'inflexion ; 
•f■ ( /1 —2 ) [( 3 n! 1 ) ( « — 4) + 28] tangentes doubles ; 
12 (« — 2) (/1 — 3) points de rebroussement, et 
f- (« — 2)[3(/i — 2)3 — ι4 (η — 2 ) H- 11] points doubles. 

Pour que P, et P, soient deux points tels que leurs polaires premières P^""' et P"-
se touchent en un point X, il faut que la droite Ρ, P, touche toujours la courbe P, en 
un point P : le point's, sera le pôle Q réciproque de P, et la droite PQ sera la tangente 

commune des susdites polaires au point X = Q. Donc toutes les polaires premières P"~ ■, 

1"' La traduction littérale du terme Kern-Cun-c tr'mployc par M Steiner serait courbe-noyau 
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P"—',.·· ne peuvent se toucher qu'en des points Q qui se trouvent sur la courbe nodalc Q„, 

lesquels points sont, en conséquence, des points doubles des polaires prises séparément. A 
chaque tangente PP, de la courbe P„ il correspond un faisceau de polaires premières [équa-

tion (9)], Β ( Ρ"- 1), lesquelles se touchent en un seul et même point Q , qui est lepôie ré-
ciproque du point de contact Ρ de la tangente. Si, en particulier, PP, est une tangente 

d'inflexion de la courbe nodale P0, ses polaires Β (Ρ",-"') auront un contact du deuxième 

ordre en Q ; et si PP, est une tangente double de P„, les polaires Β (P°—') se toucheront en 
deux points différents Q. Si, enfin, Ρ est un point double de la courbe P0, sa première po-
laire P'·"' aura deux points doubles Q ; conséquemment, il existe autant de polaires 
premières ayant deux points doubles qu'il existe de points doubles de la courbe no-
dale P0; etc. 

La totalité des polaires premières P"—P*~', P^— forme un réseau qui est déter-
miné par trois quelconques d'entre elles qui n'appartiennent pas à un même faisceau, 
et par lequel la base A" est déterminée ensuite de son côté. Si les trois courbes données 
ont des points communs [ 1, 2, 3,..., et tout au plus | (η — 1) (« -t- 2) — 2], ces 
points seront des points doubles de la courbe nodale Q„. 

Donc le lieu des points doubles [ou des points de contact) de toutes les courbes P* qui 
passent par les mêmes jx[x-\- 3) — 2 points donnés d, sera une courbe Q>(* —'! qui 
aura les points d pour points doubles. Si les courbes Px sont assujetties à passer par 
— x'x-\- 3) ■— 1 points d, elles formeront un faisceau Β ( P1) et auront ensemble 3 (χ — ι)! 

! mints doubles. 

Au sujet des polaires (enveloppes polaires) mentionnées ci-dessus, nous faisons ob-
server que si l'on en prend une pour directrice, il lui correspondra pareillement une 
série de courbes polaires, dont une, en particulier, sera appelée sa polaire réciproque. 
Or, si de la x'im' polaire d'une courbe D'1, donc [équation (5)] de 

Er (r-»-î.x—;t) (β— χ) 

on prend la (η—x'/ime polaire, donc la polaire réciproque, celle-ci devrait être la 
courbe donnée D'; mais, en vertu de la formule générale (5), eu posant 

r[r-(- 2x — 3)(n — χ) = ί, 

elle sera une courbe du degré s [î -4- 2 [η — χ) — 3 ] x. Ici la contradiction apparente 
est plus frappante encore que dans le cas de la polarité ordinaire, où ta base est une 
conique, et pour lequel cas cette contradiction a été éclaircie par M. Poncelet. Dans 
le cas actuel, nous expliquons le paradoxe comme il suit : 

I.a première polaire de D' par rapport à la base A" est 

gf 1) (0 — \) 

Tome V; lit. — SEPTEMBRE I853. 4" 
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et pour la (Λ — Ι polaire de cette dernière, on a, d'après la formule ( 7 ), 

Er (r— 1) («— I) [r(r — Ο (»— l) +211 — J] 

tandis que, en vertu de la réciprocité, on devrait obtenir la courbe originale Dr. Ce 
que ce résultat présente de surprenant s'explique par la considération que la courbe E„_, 
est formée : 

i°. De (η — 1 y fois la courbe Dr conjointement avec ses 3r(r— 2) tangentes d'in-
flexion et ses ~ r(r— 2) (r1 —g) tangentes doubles, où chaque tangente d'inflexion 
doit être comptée comme une droite triple, et chaque tangente double comme une 
droite double; donc de 

(»— i)'X (Dr-+- ïd-h 3w)·, 

20. Des 3 r[r — 1 ) ( η — ι ) ( η — a) tangentes communes à la courbe Dr et à la courbe 
nodale P.. 

Une courbe donnée Q» peut être touchée par les courbes d'un faisceau Β ( P' ) donné 
dans le même plan, en <7 (<7 2ρ — 3) points R, lesquels, conjointement avec les 
3 (p —1)! points doubles du faisceau Β (Pf) se trouvent toujours sur une courbe 
RÎ+'Î-*. Deux faisceaux de courbes quelconques Ε ( P? ) et Β (Q? ) étant donnés dans 
un même plan , le lieu du point R où les courbes des deux faisceaux se touchent deux 
à deux , est une courbe du degré (up -+- 2q — 3) ; et le nombre des points R,, en 
lesquels deux courbes Pf et Q1 des deux faisceaux ont un contact du deuxième ordre, 

- 3[(t? -4- q) (p + q — 6) -+- %pq -f- 5]. 

Trois faisceaux de courbes quelconques Β (P? ), Β (Qi) et Β (Rr) étant donnés dans 
un plan, le nombre des points en lesquels ces courbes se touchent trois à trois est, en 
général, 

= 4 (pq + pr+ qr) — 6(p -t- q + r —τ). 

On voit facilement que ces considérations générales donnent lieu, pour les courbes 
du troisième et du quatrième degré en particulier, à un grand nombre de relations 
intéressantes et en partie entièrement nouvelles; notamment on arrive ainsi à des pro-
priétés remarquables des vingt-huit tangentes doubles de la courbe du quatrième degré, 
matière qui jusqu'à présent a fourni peu de résultats aux géomètres qui en ont entre-
pris l'examen. La courbe du troisième degré présente encore plus de cas spéciaux ; on 
démontre à cette occasion que Γ involution est la véritable base d'un grand nombre de 
ses propriétés. 

Différents systèmes de corrélation conduisent soit à des résultats analogues à ceux 
qu'on obtient par la polarité, soit à des théorèmes nouveaux sur les courbes algé-
briques. 
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II. 

PRÉSENCE DES COURBES A CENTRE DANS LA DISCUSSION DE COURBES 

GÉNÉRALES. 

Polaires intérieures. 

§ Ier. 

Par chaque point Ρ situé dans le plan d'une conique C' on peut toujours mener une 
corde réelle ou imaginaire aa, ayant le point Ρ pour point milieu. En général, on ne 
peut mener par Ρ qu'une seule corde de ce genre. Dès qu'on peut mener deux cordes 
de ce genre par un même point P, on pourra en mener une infinité, et Ρ sera, en ce 
cas, le centre de C-. 

Cette considération peut être étendue aux courbes supérieures. Si par un point quel-
conque Ρ situé dans le plan d'une courbe donnée C™, on mène une droite S, elle cou-
pera la courbe en m points. On peut demander maintenant que la droite soit menée 
de telle sorte que deux quelconques des m points d'intersection, soit a et a, , soient 
également distants de Ρ et placés de part et d'autre de ce point ( non pas réunis dans 
un point de contact). Pour abréger, appelons toute droite S contenant un tel couple de 
points d'intersection, corde simplement, et les points a et a„ extrémités de la corde; 
si une droite contient deux de ces couples de points d'intersection, soit a et a,, 
b et b |, nous l'appellerons corde double, et nous la désignerons par S,; donc S, aura 
deux couples d'extrémités. Pareillement, il y aura lieu à des cordes triples, qua-
druples, etc. 

Le nombre de toutes les cordes S passant par un même pôle P, et la position de 
leurs extrémités a et a, sont déterminés par le théorème suivant : 

I. Par chaque point P situé dans le plan d'une courbe donnée C™ il passe, en géné-
ral, j m [m — i) cordes S, dont les m (m — i) extrémités (a et a, ) se trouvent toujours 
sur une courbe Ι™-1 dont le degré est inférieur au degré de la précédente d'une unité, 
et qui a nécessairement le pôle P pour centre [*]. 

[*] Ûn-d("montre ce théorème, entre autres, par la considération géométrique suivante : Qu'on fasse 

décrire à la courbe Cm, dans son plan , autour du pôle fixe P, une demi-révolution de 180 degrés, et 

qu'on désigne la courbe dans cette nouvelle position par C7, ou, ce qui revient au même, qu'on 

imagine la courbe C7 symétrique à C™ par rapport au point P, de sorte que Cm-t-C7 représentera 

une seule courbe CIm ayant P pour centre, et dans laquelle chaque point p appartenant à C a son 

correspondant ρ, appartenant à C7, et réciproquement. Les courbes Cm et C? auront des asymptotes 

parallèles. Conséquemment, m de leurs m1 points d'intersection se trouvent sur la droite à l'infini G,, 

donc les m (m — 1) points d'intersection qui restent se trouveront sur une conrbe 1™—1 du degré 

4θ.. 
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Les extrémités dont il s'agit sont précisément formées par tous les points d'intersec-
tion des deux courbes. Si, dans un cas particulier, il passe par un même pôle Ρ plus 
de j m(m — r) cordes S, ne fût-ce qu'une seule corde de plus, il en passera une infi-
nité , de sorte que la courbe donnée Cm aura elle-même le point Ρ pour centre. 

Si de toutes les droites passant par Ρ on ne considère que les droites Τ sur lesquelles 
deux des m points d'intersection avec la courbe C" sont encore également distants de P, 
mais placés du même côté de Ρ, de manière à coïncider dans un point de contact de 
In droite T, il existe, comme on sait, m [m—i) tangentes de ce genre, dont ies 
m (m — i) points de contact se trouvent sur une courbe A"-', que nous appelons In 
première polaire du pôle Ρ par rapport à la courbe C* ( voyez l'extrait précédent). 

Eu égard à l'analogie que présente cette relation avec celle que nous venons d'énon-
cer, nous appellerons la courbe I"-1 la polaire intérieure (quoique, sous d'autres 
points de vue, cette dénomination ne soit pas parfaitement convenable), et la courbe 
A™-1 la polaire extérieure, ou simplement la première polaire du pôle Ρ par rapport 
à la base C". Les deux polaires sont donc toujours de même degré. En outre, il existe 
entre elles la relation importante que voici. 

II. Les deux polaires A™-' et I"-1 d'un point quelconque Ρ par rapport à la même 
courbe donnée C" ont m — ι points d'intersection à l'infini, situés sur la droite à l'in-
fini G,. ; conséquemment, leurs asymptotes sont parallèles deux à deux, et les deux 
asymptotes formant un de ces couples sont à la fois réelles ou imaginaires; en 
outre, les (m—ι ) (m — 2) autres points d'intersection des deux polaires se trouvent sur 
une courbe Ci"1-'' du degré ( m — 2 ). 

§ II. 

Discutons d'abord diverses questions particulières relatives à la polaire intérieure et 
conduisant en partie à des résultats intéressants. On pourra demander qu'est ce qui 
s'ensuivra pour la polaire I"'-1 ou pour sa relation avec la base C" lorsque le pôle Ρ se 
trouve sur la base même, ou si, en particulier, il en est un point singulier; ou, ce qui 
aura lieu relativement à la polaire I"-1, si la base prend une forme spéciale, par 
exemple si elle se décompose en parties ; ou, enfin, s'il existe dans le plan de la 
base des pôles particuliers donnant lieu à une forme particulière de la polaire inté-
rieure , par exemple à une décomposition en parties, etc. Voici un aperçu succinct des 
cas les plus importants. 

( ?ii — 1) j its formeront, en outre, deux à deux des couples de points symétriques par rapport à F (car 

si η est un point d'intersection de C™ arec Cf, son correspondant n, appartiendra également aux deux 
courbes à la fois). En conséquence, ces points d'intersection seront les extrémités de {m(m — 1) 

cordes «a, de la courbe fi™ (et de même de (, et la courbe 1™~1 aura le pôle F pour centre. 
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I. Modifications de la polaire intérieure, si le pâle Ρ se trouve sur la base C™ même. 

Il faut distinguer les deux cas m = 2 μ et m =: 2v — 1 ; donc deux espèces de polaire 
intérieure 

I2*-' et I2»-2, 

dont la première passe toujours par son propre centre, c'est-à-dire par son propre 
pôle P, et se distingue encore sous d'autres points de vue de la seconde. 

1". Si le pôle Ρ est un point quelconque delà base C™. 

(a) l2'W 1 aura la tangente He C" an point Ρ (3) l2v 2 aura on point doubte err P. 
pour tangente d'inflexion. 

2°. Si Ρ est un point d'inflexion de la base C'". 

α) 11/ι~'
 auraj

 en commun avec ta base, la (^3) I2" 2 aura un point double en Ρ a\et· 
tangente en Ρ pour tangente d'inflexion. deux tangentes d'inflexion dont une coïncide 

avec la tangente d'inflexion de la base. 

3". Si Ρ est un point double de la base. 

{«) l2'4-1 aura en Ρ un point d'inflexion (
f
3) I23 'aura un point double en Ρ avec 

triple, et trois tangentes d'inflexion avec les- deux tangentes d'inflexion qui coïncident avec 
quelles elle a des contacts du quatrième ordre. les deux tangentes de la base. 

4°· Si Ρ est un point de rebroussement de la base. 

(α) l2'*-' aura en Ρ un point d'inflexion 2 aura en Ρ la tangente de rebrons-
triple avec trois tangentes d'inflexion, de sorte sement de la base pour tangente de rebrousse 
qu'elle y a avec chacune deces tangentes un con- ment double et pour tangenîe d'inflexion double . 
tact du quatrième ordre comme dans le cas pré- car elle y touche la tangente de rebroussement de 
cèdent (3°). la base doublement, avec deux branches, et cou-

séqueinment elle s'y touche aussi elle-même. 

Si, par exemple, la base donnée est seulement du quatrième degre, dont: C, la po-
laire intérieure Ρ sera formée dans les deux cas (3, a) et (4, a) de trois droites 31 
passant par P, savoir de trois cordes doubles ««, ou S,, ayant un couple d'extremites 
b et b

t
 coïncidentes en P. En même temps, la polaire extérieure A3 aura en commun avec 

la base le point double ou de rebroussement, ainsi que les tangentes correspondantes 
(deux tangentes réelles au cas 3, une tangente de rebroussement au cas 4)· En vertu 
du théorème, § Ier, II, il suit : que les trois droites 31' dont ta polaire intérieure est 
formée, ou les trois cordes doubles S, = «a, qui passent par le point P, doivent être res-
pectivement parallèles aux trois asymptotes 3 A, de la polaire extérieure A3 ; et récipro-
quement, que, si l'on mène par P une droite S parallèle à une asymptote de A3, cette 
droite sera rencontrée par ta base C* en deux points a et a, également distants de P. 
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5°. Si Ρ est un point (m — ι)'"Ρί' de la base C™. 

La polaire intérieure I™-', aussi bien que la polaire extérieure A"-1, sera formée des 
m — ι tangentes de la base au point P. 

II. Modifications de la polaire intérieure si la base est formée de différentes parties. 

La base C" peut de différentes manières se décomposer en parties, c'est-à-dire elle 
peut être formée de deux ou de plusieurs courbes de degrés inférieurs, ou même exclu-
sivement de droites, auxquels cas le théorème du § Ier reste toujours vrai, ce qui 
donne lieu, entre autres, aux théorèmes particuliers suivants : 

i°. Si la base C™ est formée de m droites G : 
Étant données dans un plan m droites quelconques G, si l'on mène par un pôle quel-

conque Ρ entre ces droites prises deux à deux les cordes S, ou aa, ayant Ρ pour point 
milieu du segment compris entre les deux droites respectives, ce qui donne lieu à 
~m {m —i) cordes aa, ; les m (m —l) extrémités a et a, seront toujours sur une courbe 
I"-' du degré (m —ι) ayant Ρ pour centre. 

2°. Si la base C™ est formée de deux courbes Ca et C'13, où α -+- β = m : 

Étant données dans un plan deux courbes quelconques C" et G3, si l'on mène par un 

pôle quelconque Ρ les -i- α (α — / ) cordes aa, de la courbe CK, ainsi que les τ β (β — <) 
cordes bb, de la courbe Ç?, et, en outre, les α β cordes ab entre les deux courbes ( c'est-

à-dire des droites ayant leurs extrémités a et b situées sur C" et sur CP respectivement, 
et ayant Ρ pour point milieu du segment compris entre a et 6 ) ; les extrémités de toutes 
ces cordes, au nombre de 

α (α — l) β(β — ι) 4- 2αβ = ΐ7ΐ(/η — ι), 

seront toujours sur une courbe I*1-1 du degré (α -h β — ι ) ou (m — ι ) ayant Ρ pour centre. 

Cet énoncé renferme le théorème particulier : 

Que par chaque point Ρ situé dans le plan de deux courbes quelconques C" et C3, il 
passe, en général, αβ cordes ab ayant leurs extrémités sur les deux courbes respective-
ment, et leur point milieu en P. 

On en déduit encore sans difficulté le théorème suivant : 

Étant données dans un plan deux courbes quelconques C" et G3 ayant a. β points d'in-
tersection c, si l'on mène par un pôle quelconque Ρ les ·α(α— ι) cordes aa, de la 

courbe C", ainsi que les γ β ( β — ι ) cordes bb, de la courbe G3, les extrémités des deux 
systèmes de cordes conjointement avec les points d'intersection c, en tout 

a. (a — ι) H— β ( β — ') -t- α β = m (m — ι) — αβ points, 

seront toujours sur une courbe 1"~'du degré ( ot —β—ι) ayant le pôle Ρ pour centre. 
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III. Position ou lieu du pôle Ρ si la polaire intérieure doit se décomposer en 
différentes parties. 

Ce cas donne déjà lieu à des discussions assez compliquées quand même la base don-
née n'est encore que d'un degré peu élevé, par exemple du troisième ou du quatrième 
degré , ainsi qu'il résultera des recherches suivantes. 

§ III. 

I. Si la base donnée est seulement du troisième degré C3, de sorte que la polaire in-
térieure d'un pôle quelconque Ρ est une section conique I', celle-ci ne pourra se dé-
composer, s'il y alieu, qu'en deux droites, et l'on peut demander si cette décomposition 
peut réellement avoir lieu, et où sera situé, en ce cas, le pôle P, ou quel en sera le 
lien géométrique. De fait, on trouve que cette décomposition peut se faire de deux 
manières différentes, et qu'en conséquence il existe aussi deux lieux distincts, à 
savoir : 

Le lieu du pôle, dont la polaire intérieure I2 se décompose en deux droites, est formé 
de deux courbes distinctes : 

A. La base donnée C3 elle-même, et 

B. Une courbe déterminée du second degré E2, qui est la seconde polaire de ta 
droite G„ par rapport h la base C3 ( voyez l'extrait I) , ou qui est l'enveloppe de tous les 
diamètres de C3. 

Car, si l'on coupe la courbe C3 par une transversale quelconque JJ, et que l'on déter-
mine ensuite le centre de gravité d des trois points d'intersection, tous les centres tie 

gravité provenant d'un système de transversales parallèles |5 se trouveront sur une 
même droite D qu'on appelle diamètre de la courbe Cs, et par rapport à laquelle 
nous appelons la direction des transversales la direction conjuguée à ce diamètre. Or, 
tous les diamètres D de la courbe C3, parmi lesquels il faut compter, en particulier, ses 
asymptotes A,, touchent la conique E2. Si les trois asymptotes sont toutes réelles, Ε 
sera l'ellipse inscrite dans le triangle des asymptotes qui touche les côtés de ce triangle 
dans leurs points milieux. Lorsqu'en particulier les trois asymptotes se coupent en un 
même point, E1 se réduit à ce point, de sorte que tous les diamètres passent par 
ce point. Si, au contraire, il n'existe qu'une seule asymptote réelle, la conique E2 

sera, en général, une hyperbole qui touche cette asymptote en un point qu'il est facile 
de construire. 

Voici maintenant une discussion plus ■ détaillée des deux lieux géométriques ( A ) 
et(B). 

II. 1. Si le pôle Ρ se trouve sur la base C3 elle-même (A), des trois cordes S qui pas-
sent par P, et que nous appellerons respectivement aa,, bb

t
, re,, l'une, soit ce,, 

coïncidera avec la tangente en P, et ses deux extrémités c et c, coïncideront avec P, de 
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sorte qu'on peut les considérer comme étant situées sur les deux autres cordes, soit c 
sur aa, et c, sur bb,. Ainsi la conique I1 se décompose dans les deux cordes aca, 
et bc,b,, que nous désignerons par S,, ou, selon les circonstances, par S et S,. Donc 
il correspond à chaque pôle P situé sur la base, seulement deux cordes véritables S, -, la 
troisième coïncide avec la tangente, devient infiniment petite, se réduit à son point de 
contact P. Si, en même temps, on considère aussi la polaire extérieure A' du même 
pôle Ρ, il suit que ( voyez § I", II) : 

Pour chaque pôle Ρ situé sur la base CJ, les deux cordes correspondantes S et S, sont 
parallèles aux asymptotes de sa polaire extérieure A1. Donc ces deux cordes sont réelles 
ou imaginaires, selon que la polaire A' est hyperbole ou ellipse, et réciproquement. Lors-
qu'on particulier A1 est une parabole, les deux cordes S et S, coïncident, et réciproque-
ment. Il n'existe en tout que six de ces pôles particuliers pour lesquels les deux 
cordes S et Si se réunissent en une seule ab ou S„, tandis qu'en même temps la polaire A' 
devient une parabole. Nous désignerons ces pôles par P,. Les six pôles P, sont les inter-
sections des deux courbes C et E![*]. Chacune des six cordes S, jouit de la propriété 
que les tangentes à la base C' qu'on fait passer par ses extrémités a, b sont paral-
lèles. Lorsque le pôle Ρ est, en particulier, un point dinflexion de la base, une 
des deux cordes S et S,, soit S, coïncide avec la tangente d'inflexion, et alors A" 
aussi est formé de deux droites, savoir de la tangente d'inflexion et de la droite H 
conjuguée harmonique du point d'inflexion [**]. En outre, H sera parallèle à S,. Donc, 
en ce cas, chacune des deux polaires I- et A- est formée de deux droites dont deux 
coïncident avec la tangente d'inflexion, tandis que les deux autres S, et H sont pa-
rallèles. 

Les couples de cordes S et S, sont tous assujettis à la loi suivante : 
Toutes les cordes S,, en lesquelles se décompose la polaire intérieure Ρ lorsque le 

pôle Ρ se trouve sur la base C' même, ou, ce qui revient au même, toutes les cordes aca, 
dont les points milieux c se trouvent sur la base, touchent une courbe déterminée de la 
sixième classe, S', et du dix-huitième degré, G". 

Voici quelques détails sur les propriétés dont cette courbe jouit relativement à la 
base, et autres. 

[*] Dans le Mémoire dont nous avons parlé dans l'extrait I, on démontre : Que la courbe l. est 
te lieu de tous les pôles Ρ pour lesquels la polaire extérieure A1 devient une parabole, et, qu'en gé-
néral, la polaire A* est hyperbole, ellipse ou parabole, selon que le pôle Ρ est situé respectivement en 

dehors de Es, dans l'intérieur de L·, ou sur la circonférence même de E:. Les mûmes conséquences s'ap-
pliquent aussi à la polaire intérieure P, parce que I*· et A* sont toujours semblables et semblablement 
placées. Il n'existe, en général, qu'un seul pôle déterminé P, dont les polaires A1 et I" soient des cercles. 
Si Ir pôle P est situé au centre de la courbe Ë1, ses polaires A* cl Is seront semblables, semblablement 
placées et concentriques à ta courbe lv ( voyes aussi ci-dessous, extrait IV;. 

[**J M. Steiner désigne par cette expression la droite qui jouit de la propriété de tenconlrer chaque 
transversale S menée par le point d'inflexion, en un point λ qui forme avec les trois autres points 
d'intersection de la transversale et de la courbe un système de quatre points harmoniques, h étant 
1<- conjugué harmonique du point d'inflexion. 
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4. La courbe S' touche la base C3 dans ses neuf points d'inflexion, ainsi que dans ses 
trois points situés à l'infini a„, de sorte qu 'elle a en commun avec la base les trois asymp-
totes A,; mais la courbe S? touche chacune de ces trois asymptotes encore dans tin 
autre point déterminé, de sorte qu'elle a ces asymptotes pour tangentes doubles. Comme 
la base est également de la sixième classe C3 = Ks, les trente-six tangentes communes 
aux deux courbes ne consistent que dans les neuf tangentes d'inflexion et les trois 
asymptotes de la courbe C3, parce que chacune de ces douze droites doit être comptée 
pour trois tangentes communes aux deux courbes. 

5. La courbe S" touche les six cordes particulières S
0

, dont il a été question ci-dessus, 
dans leurs points milieux P

e
; donc elle y rencontre ta base C3. En conséquence, nous 

connaissons déjà trente des 3. 18 = 54 points communs aux deux courbes, savoir les 
neuf points d'inflexion et les trois points à V infini, comptés chacun pour deux points, 
et puis les six points P

0
. Les vingt-quatre autres points forment chacun une extrémité a, 

de, certaines cordes particulières aca
t
, que nous désignerons par §5,, et qui jouissent : 

i" de la propriété que les tangentes à la base qu'on fait passer par Vautre extrémité a et 
parle point milieu c, sont parallèles ; 2° de la propriété de toucher la courbe SJ dans les 
six points a, mêmes. Des courbes du huitième degré peuvent passer par les vingt - quatre 
points a,. 

4. Les douze tangentes communes aux courbes S3 et Es consistent : i" dans les trois 
asymptotes de la base, comptées chacune pour deux-, et 2° en six cordes S, qui sont en 
même temps diamètres de la base ; les six points milieux c de ces six cordes se trouvent 
sur une section conique C3. 

Jî. La droite G» est une tangente triple de la courbe S, et la touche en trois //oints g
r

, 
chacun desquels forme relativement aux trois points a, ( 4 ) le quatrième point d'un sys-
tème harmonique; c'est-à-dire si par un point t/uclconque on mène trois droites A. 
B, C parallèles aux trois asymptotes A, de la courbe C3, et qu'on détermine ensuite //ai 
rapport à ces droites les trois quatrièmes droites harmoniques A,, Β,, C,, de sorte que 
ABA, C, ABCB,, AC, BC soient des faisceaux harmoniques, ou bien , si dans le triangle 
des asymptotes on mène des trois sommets, par les points milieux des côtés opposés, trois 
droites A,, Β,, C,, alors ces droites seront dirigées vers les points de contact g, \:tue» 
à l'infini. Les trois droites construites de cette manière sont aussi respectivement pa-
rallèles aux axes des trois paraboles asvmptotiques qui ont avec la courbe S' un con-
tact du quatrième ordre aux trois points gComme la courbe S, est du dix-huitième 
degré, elle doit avoir en commun avec la droite G,, outre les neuf points déjà mention-
nes ( les 3g·, comptés deux fois et les 3 a

r
 ), encore neuf autres points c/,. Ces points d„ 

sont déterminés par la relation que les tangentes ou asj mptotes de la courbe oui leur 
correspondent, passent par les points d, de la base C3, en chacun desquels cette dernière 
est touchée par un diamètre D,, et que les asymptotes en question ont la direct/on con-
juguée à ces diamètres (I). Il existe neuf diamètres D, de ce genre, attendu que ce 
sont des tangentes communes aux courbes C3 et E', lesquelles sont au nomhic de 

TOME WILL. — SEPTEMBRE IS53 Î
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douze, mais dont trois sont les asymptotes A, de C3. Les neuf asymptotes 3D, sont en 
même temps des cordes ad

0
a, (= S,) jouissant de la propriété particulière que les trois 

tangentes A, Ai et D,, qu'on mène à la base C3 par les extrémités α, a, et le point mi -
lieu d,, se rencontrent en un même point Q. Donc il existe, en général, dans une courbe 
du troisième degré C\ neuf transversales 3D,, telles que l'un des trois points d'intersec-
tion </„ est le point milieu du segment compris entre tes deux autres a et a,·, que 'cï 

trois tangentes correspondantes se rencontrent en un même point Q, et que la tan-
gente D„ passant par d, est en même temps un diamètre de la courbe. On passe ici sous 
silence les relations que la courbe S| a avec certaines autres courbes intimement liées 

à la base C% relativement aux neuf droites 3D, et aux neuf points Q. On les examinera 
dans une autre occasion. 

6. Par un point quelconque Q il passe, en général, six cordes S!, ou aca,, et leurs six 
points milieux c se trouvent toujours sur une conique. Si Q se trouve sur la base C:' même, 
celle-ci aura en ce point un contact avec la conique. Si l'on fait passer Q à l'infini, trois 
des six cordes S, coïncideront avec G., les trois autres seront parallèles, et leurs points 
milieux c se trouveront sur le diamètre D conjugué à leur direction, dont ils seront en 
même temps les points d'intersection avec la base C3. Conséquemment, les tangentes à 
la courbe S', ou les cordes S,, ne sont parallèles que trois à trois, ayant pour points 
milieux les trois extrémités du diamètre D de la base C3 conjugué à leur direction, et 
réciproquement. 

1. Le point de contact s de tonte corde aca, = S, avec la courbe S*, qui est son 
enveloppe, se détermine par la simple construction suivante : Qu'on fasse passer par 
ses extrémités a, a, et son point milieu c, des tangentes à la base Cs, que nous dési-
gnerons par A, A,, C ; que les points d'intersection de A avec A,, de A avec C et de C 
avec A, soient désignés par p, q, y, respectivement; qu'on prenne sur A et A, des 
points if» et (f,, tels que q et q, soient les points milieux des segments pf et pf, ; qu'on 
mène ensuite les droites a et a,f» et qu'on désigne leur point d'intersection par r : la 
droitepr passera par le point de contact cherché s de la corde aax. Observons encore 
que la droite C,, qu'on fait passer par les points f et ft, ( laquelle est parallèle à C et 
située avec C du même côté de p, mais à une double distance de p), coupe la corde «a, 
dans un point s, qui est le conjugué harmonique de s par rapport à a et a,, c'est-
à-dire a sa, s ι forment un système de quatre points harmoniques. Lorsque, en parti-
culier, C passe par p, C, coïncide avec C, s, avec c, et s passe à l'infini. 

8 De (2 ) on déduit, entre autres, le théorème suivant: 
Qu'on imagine dans un même plan deux courbes semblables du troisième degré, 

CJ et CJ, dont les dimensions homologues soient dans le rapport de 2'.i, et qu'on fixe 
la position de l'une, disons de C3 ; l'autre courbe pourra prendre vingt-quatre positions 
différentes, telles que les deux courbes (prises directement, non symétriquement) soient 
semblablement placées et se touchent en un couple de points homologues m et m,, et, en 
outre, en deux points non homologues η et q,. Des courbes du huitième degré petwent 
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passer par les vingt-quatre points m de la courbe C3, et de même par les vingt-quatre 
points m, de la courbe C®. 

III. Si le pôle Ρ se trouve sur la courbe Ε2 (I, B), les trois cordes S qui lui corres-
pondent, savoir aa

lt
 bb,, ce,, auront leurs extrémités a, b, c sur une droite I, et, con-

séquemment, leurs autres extrémités , b,, c, sur une autre droite I,. Ainsi la polaire 
intérieure I1 se décompose en deux droites I et I, qui sont parallèles, également dis-
tantes du pôle P, et, en outre, projectivement égales , parce que 

ab = aibl
, ac = a,c,, bc=b

t
c,. 

Dans ce cas, la polaire extérieure est toujours une parabole dont l'axe est parallèle 
aux droites I et I, (II, I). Parmi les pôles situés sur E1, les suivants se distinguent par 
des propriétés particulières : 

i°. Les six points d'intersection P„ des deux courbes C3 et E2. Pour chacun de ces 
points, la corde ce, est infiniment petite, et, en conséquence, les droites I et I, coïnci-
dent en même temps que les cordes aa, et bb

{
 ( désignées ci-dessus par S et S, ) avec 

la corde désignée ci-dessus par S,. 
2°. Il existe trois pôles particuliers, que nous désignerons par X, Y, Z, tels que 

pour ces pôles, non-seulement la polaire intérieure, mais en même temps aussi la po-
laire extérieure A2 (la parabole) se décompose en un couple de droites A et A,, paral-
lèles entre elles et parallèles, en outre, aux droites correspondantes I et I,. Outre ces 
trois points X, Y, Z, il n'existe dans le plan aucun autre pôle dont la polaire exté-
rieure A2 se décompose en deux droites parallèles. 

Relativement à toutes les droites I, I,, on a le théorème suivant : 
Tous les couples de droites I et I,, en lesquels se décompose ta polaire intérieure I2, 

lorsque le pôle Ρ se trouve sur la courbe E", touchent une courbe Ie de la sixième classe 
et. du quatorzième degré, ayant les six cordes S0 pour asymptotes et la droite G» pour 
tangente quadruple. Cependant la courbe I6 touche la droite G_, non pas en quatre, 
mais seulement en deux points distincts, mais en chacun de ces deux points doublement, 
de sorte qu'en chacun de ces points elle se touche elle-même. Ces deux points sont en 
même temps les points que la courbe Ε2 a en commun avec la droite G,, ou les points 
situés à l'infini sur les asymptotes de E2. Si Ton mène par le pôle Ρ une troisième droite I„ 
parallèle aux droites I et 1„ elle aura pour enveloppe une courbe IJ de la troisième 
classe et du quatrième degré, qui aura la droite G„ pour tangente double et la tou-
chera dans les deux points qu'on vient de distinguer. Conséquemment aussi, tout le 

système des différents couples de droites I et I, jouit de la propriété, que chaque point ^9 

du plan sera, en général, le centre d'une section conique qui touche trois de ces couples, 

savoir les trois couples correspondant aux trois droites I0
 qui passent par le point 

Les trente- six tangentes communes à la courbe I® et h la base C3 consistent en dix-
huit couples de droites I et I,. 

Si les droites I et I, sont tangentes à la base C3, deux des trois points a, b, c situés 
4t.. 
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sur I, disons be te, se réunissent en un point de contact ( bc) ou a, de même, 
les points b, et c, situés sur I, se réunissent en un point de contact (b, c,) ou a,; en 
conséquence, les cordes bb, et cc, Torment en coïncidant la corde de contact au,, que 

nous désignerons par ,, et dont nous désignerons le point milieu ou le pôle corres-
pondant Ρ par P.. Appelons les segments égaux a a = a, a,, pris sur I et I, respective-
ment, tangentes parallèles égales ; mais, comme leurs directions de α vers a et de a. 
vers a, sont opposées l'une à l'autre, appelons-les dissemblablement dirigées. Ceci posé, 
le théorème précédent donne lieu au théorème que voici : 

Une courbe quelconque du troisième degré CJ a, en général, dix-huit couples de tan-
gentes égales et parallèles, mais dissemblablement dirigées, α a cl a, a,, et les points mi-

lieux P, des dix-huit cordes de contact e$, ( = αα, ) se trouvent sur la conique E', déter-
minée ci-dessus. 

Des trente-six tangentes communes à la courbe I' et à la courbe Sf (II), douze coïn-
cident avec la droite G., six autres sont les six cordes particulières S„ ( II, 1 ), et tes 
dix-huit qui restent sont formées de neuf couples de droites letl,. 

Attendu que ces dernières (comme tangentes .à la courbe Sf ) forment en même 
temps neuf couples de cordes parallèles et projectivement égales S, (ou, pour les dis-
tinguer les unes des autres, S, et S[), de sorte que 

I~Si = «r6c, I, = S| = ar, ft, c, et ab — be z= a, b, = b,c,, 

si b et b, sont les points moyens, donc les points milieux des cordes S, et SJ, on aura , 
en désignant par P' le pôle correspondant ou le point milieu de la droite bb,, le théo-
reine suivant : 

Dans une courbe quelconque C1, il existe en tout neuf couples de cordes parallèles et 
égales S, et Sj, et les neuf points milieux P1 des droites bb, qui joignent les points mi-
lieux de ces cordes, se trouvent sur la conique E3. 

Observons, relativement aux quarante-deux points communs aux courbes Ie et C", 
que, si a est un de ces points et I la tangente correspondante de la courbe 1®, et si 
l'on imagine, en outre, le couple correspondant de droites I et I, avec son pôle P situé 
sur E', qu'alors les tangentes menées par les points P et a, respectivement aux courbes E3 

il C sont toujours parallèles. On déduit de là le théorème suivant : 

Si l'on fait décrire à la courbe donnée Ο dans son plan une demi-révolution 
j de 180 degrés ) autour du centre. Ε de la conique E!, si l'on désigne la courbe dans cette 
nouvelle position par C) ; si, en outre, on imagine une conique E) semblable et sembla -
h tentent placée à la conique E', mais de dimensions doubles, et dont le centre E, si 
trouve sur la courbe C',et si l'on fait mouvoir cette conique E( de telle sorte qu'elle reste 
toujours semblablementpincée à E' ou que ses axes restent toujours parallèles à eux-
mêmes pendant que son centre E, parcourt tonte la courbe C|, alors la courbe donnée C 
sera, en général, touchée quarante-deux fois pat la conique Ej mue de cette manière. 
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IV. Dans ce qui précède, il a été plusieurs fois question de certaines cordes S„, », 
et » , pour lesquelles les tangentes menées par leurs extrémités à la base C; étaient 

parallèles. On a considéré six cordes S,(II, 1), vingt-quatre cordes »
0
 ( II, 5) et dix-

huit cordes », (III). Examinons cette propriété isolément, et désignons par » toute 
corde qui joint les deux points de contact <t et <t, de deux tangentes parallèles 31 et 31, 
de la base C\ On obtiendra les résultats suivants : 

Toutes les cordes » qui joignent les points de contort de deux tangentes parallèles de la 
base donnée C3, touchent une courbe »° qui est de la neuvième classe et (tout au plus ' 
du trente-sixième degré. Puis: La courbe »" a six tangentes triples », qui se rencon-
t/ent deux à deux dans les trois points ci-dessus mentionnés Χ, Y, Ζ (III) situés sur ta 
courbe E-, et qui passent, en outre, trois à trois par quatre points q, r, s et t, de manière 
à former les six côtés d'un quadrilatère complet rqst. La me nie courbe touche aussi tes trois 
asymptotes de C3. Son point de contact avec chaque asymptote sera le centre d'une, hyper-
bole qui a avec C3 un contact du quatrième ordre au point de contact a

y
 (II, 2 de C 

avec cette asymptote. En désignant par 3l
P
 toute tangente de C' qui est parallèle à une 

de ses trois asymptotes, et par a, son point de contact, il existera, en général, 12 31., et 

r 2 α„. Ces douze tangentes 3l
0
 sont en menu· temps des cordes particulières » et touchent 

lu courbe »" dans les mêmes points it„. Si, en outre, on désigne par U toute tangente 
à la courbe C! qui est parallèle à une de ses neuf tangentes d'inflexion, par t> son point 
de contact, et par W le point d'inflexion correspondant à cette tangente d'inflexion , il 

existera en tout trente-six points » , et conséquemment aussi trente-six cordes nn> — », 

qui jouissent de la propriété particulière de toucher la courbe »9 précisément aux 

points v. En outre, les neuf tangentes d'inflexion mêmes touchent aussi la courbe » > 

en qualité de tangentes particulières », aux points qui leur correspondent. De ceci 
et de plusieurs théorèmes précédents, on déduit les relations suivantes entre la 

courbe »' et les courbes C" et S* : 
La courbe jj,3 touche la base G1 dans ses neuf points d'inflexion et dans les rlmtzr 

points rt„. Les cinquante-quatre tangentes communes aux deux courbes consistent : 
Γ' dans les neuf tangentes d'inflexion de C3, comptées chacune pour trois ; 2° dans les 
douze tangentes 3l

0
, comptées chacune pour deux; et 3° dans les trois asymptotes Λ, 

de C1, ce qui fait en tout êhrquante-q uatre tangentes. 

Les cinquante-quatre tangentes communes aux deux courbes aS' et consistent : 
1 " dans les neuf tangentes et inflexion et dans les trois asymptotes de la base CJ, comptées 
chacune pour deux ; 1° dans tes vingt-quatre cordes »„ mentionnées ci-dessus II, 5 ; 
et 3" dans les six cordes S, (II, 1), ce qui fait en tout cinquante-quatre tangentes. 

Des points communs aux deux courbes »'' et C! nous en connaissons déjà soixante-
dix-huit, savoir les neuf points d'inflexion et les douze points 4, comptés deux fois, et 
les trente-six points t). Si maintenant le degré de la courbe »' 11'est pas inférieur au 
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trente-sixième (ce que, cependant, je n'ai pas encore suffisamment démontré), il manque 
encore trente points; chacun de ces trente points sera le troisième point d'intersection 
d'une des cordes AA

T
 (= <#>) avec la base C3, et en même temps le point de contact de 

cette corde avec la courbe §5". D'après la position des soixante-dix-huit points pré-
cédents, on conclut que des courbes du dixième degré peuvent passer par ces trente 
derniers points. 

Le point de contact s d'une quelconque des cordes «ht, = ίδ avec la courbe qui en 
est ΐenveloppe, est déterminé par la simple relation suivante : que si l'on prend les 
centres de courbure m et m, de la base C3 relativement aux deux extrémités A et AI de la 
corde, S se trouvera sur la droite qui joint m et m,, de sorte que la droite mm, coupe tou-
jours la corde <bt, au point de contact cherché S. De cette relation, on conclut entre 
autres : 

Qu'il existe, en général, trente-six couples de rayons de courbure parallèles, égaux, 
et semblablement dirigés dans une courbe quelconque C3 du troisième degré. 

En désignant par m le point milieu de chaque corde AA, = «3>, il suit encore que: 

Le lieu des points milieux S.Il de toutes les cordes οί> qui joignent les points de 

contact de tangentes parallèles de la base donnée C3, est une courbe SU" du douzième 
degré et de la quatre-vingt-seizième classe, qui touche la base C3 dans ses neuf 
points d'inflexion, la rencontre dans les six points P„ et a pour points quadruples ses 
trois points situés à l'infini a

m
, ce qui fait en tout le nombre complet des trente-six 

points communs aux deux courbes. 

Les trois fois quatre asymptotes de la courbe S&" qui sont respectivement parallèles 
aux trois asymptotes de C3 sont respectivement situées au milieu entre chaque asymp-

tote et les quatre tangentes A, qui lui sont parallèles. 

La courbe m rencontre la courbe E3 dans les mêmes six points P, et, en outre, 

dans les dix-huit points Ρ, (III). 
Si l'on prend pour pôle Ρ le point milieu d'une quelconque des cordes AA

T

— <$, 

sa polaire intérieure I1 touchera la base C3 dans les extrémités α et β, de la corde. 
Pour tout autre pôle, I3 et C3 ne peuvent se toucher. Donc ces deux courbes ne peu-
vent pas avoir un seul contact en un seul point ; mais dès qu'elles ont un contact 
simple en un point quelconque A, elles ont nécessairement encore un second contact 

dans un autre point A,, et alors les tangentes A et A, passant par ces points de contact 
sont parallèles, et la corde de contact AA, passe par le pôle Ρ en l'ayant pour point 

milieu. Donc : 
Le lieu du pôle dont la polaire intérieure I3 doit toucher la base C3 est la courbe du 

douzième degré i» que nous avons déterminée ci-dessus; les courbes I3 et C? se tou-

chent toujours en deux points simultanément, et les deux tangentes aux deux points de 

contact sont parallèles. De là il suit : 

Qu'il ne peut pas exister dans la base donnée C1 deux cordes qui se coupent dans 
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leurs points milieux; et, consèquemment, la courbe JH" ne peut avoir aucun autre 
point multiple hormis les trois points quadruples a„ mentionnés ci- dessus. 

§ IV. 

Si la base donnée est une courbe générale du quatrième degré C% et si, conséquem-
uient, la polaire intérieure d'un pôle quelconque est une courbe du troisième degré L, 
cette dernière ne pourra se décomposer, s'il y a lieu, qu'en une courbe du second 
degré et une droite, ou en trois droites. Cette décomposition ne pourra avoir lieu que 
par suite d'une coïncidence de deux d'entre les six cordes aa,, bb,, ce,, dd,, ee, et 
ff qui passent par le pôle Ρ ( lesquelles deux cordes forment alors une corde double S,;. 
Car, comme en ce cas il ne peut pas passer par les deux couples d'extrémités net 
b et b, qui se trouvent sur S,, une courbe I3 proprement dite, il faut que la courbe se 
décompose, et que S

2
 même en forme une partie. L'autre partie passera alors par les 

huit extrémités des quatre autres cordes S, et sera, en général, une conique Ρ qui a If-
pôle Ρ pour centre, et qui pourra, dans des cas particuliers, se décomposer à son tour 
en deux droites. Cette décomposition peut avoir lieu de deux manières, à savoir : i"dès 
qu'il coïncide encore un couple de cordes parmi les quatre cordes qui restent, les 
deux cordes du troisième couple coïncideront nécessairement aussi, de sorte que Γ 
sera formée de trois cordes doubles S,; 2° il peut arriver que des extrémités des 
quatre cordes ce,, dd,, ee,, ff, quatre extrémités, dont une de chaque corde, 
soient c, d, e,f, se trouvent sur une droite I; alors les quatre antres extrémités c,, d,, 
e„f se trouveront nécessairement sur une autre droite I,; et, en ce cas, I3 sera formée 
de trois droites, S„ I et I,, dont les deux dernières sont parallèles et également dis-
tantes du pôle P. Consèquemment, la polaire intérieure I3 peut être formée : 

A. De Ρ -Ρ S,, c'est-à-dire d'une conique I1 et d'une droite 011 corde double S, qui 
passe par le centre Ρ de la conique ; 

B. (a). De 3 S,, c'est-à-dire de trois cordes doubles S,, passant par le pôle Ρ ; 

( b). De S·, -+-1 -I- I,, c'est-à-dire d'une corde double S, passant par le pôle Ρ et de 
deux droites I et I, parallèles et également distantes du pôle P. 

Le cas (A) se présente le plus fréquemment, tandis que les deux cas (B) n'ont lieu que 
pour certains pôles particuliers. Quant au cas ( B, a), il n'existe en tout que neuf pôles, 
que nous désignerons par P

3
, pour lesquels la polaire intérieure I3 se décompose en trois 

cordes doubles S,. Ces pôles sont en même temps les neuf pôles correspondants à la 
droite G. par rapporta la base donnée, c'est-à-dire qu'ils sont les points d'intersection 
commune de toutes tes polaires extérieures premières Ad par rapport à C' dont les pôles 
se trouvent sur la droite G.. Les pôles particuliers qui donnent lieu au cas (B, b) sont 
moins faciles à déterminer, ainsi qu'on le verra dans la suite. 

Relativement au lieu du pôle dont la polaire intérieure se décompose comme nous 
venons de le dire, et relativement à l'enveloppe de toutes les cordes doubles qui se pré-
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sentent en même temps, ainsi qu'à certaines autres circonstances intimement lices à 
cette discussion, on obtient les théorèmes et les propriétés suivantes : 

Le lieu du pôle P, dont la polaire intérieure se décompose en parties de la manière 
qu'on vient de dire, est une courbe Ρ,φ du dixième degré et de la trente-sixième classe, 
a \ ant les susdits neuf pôles particuliers Ρ

Λ
 pour points triples, touchant la base C4 dans ses 

quatre points a
m
 situés à l'infini, et ayant, en conséquence, elle-même pour asymptotes les 

quatre asymptotes de la base. Les autres trente-deux points communs aux deux 
fourl>es PH> et C' sont des pôles particuliers Pe jouissant de la propriété que la corde 
double correspondante Sj se change dans une tangente SJ de la base C4, tandis que 
l'un des deux couples d'extrémités, soit b et b

l9
 se réunit dans le point de contact P®. 

Donc : 
Une courbe quelconque du quatrième degré C4 a en tout trente-deux tangentes S\ qui 

jouissent de la propriété d'être coupées par la courbe en deux points a et a, également 
distants du point de contact P® [*]. Des courbes du huitième degré peuvent passer par 
les trente-deux points de contact P®. 

Nous ne connaissons encore que quatre des dix points communs à la courbe P" et 
à la droite G., savoir les quatre points situés à l'infini a

m
 ; mais de ces points, et des 

quatre asymptotes A, qui leur correspondent, dépendent les six autres points et les 

(*} (> théorème concorde avec le théorème donné par M. le professeur Hesse, page i6t du 
Inmc X\\ V 1 du Journal do M. ('relie; car, au moyen de la projection, on passe de l'un de ces dent 
théorèmes à l'autre, ou bien ces deux théorèmes sont contenus l'un et l'autre dans le théorème 
Miivattt : 

Si sur chaque tangente d'un*· courbe donnée du quatrième degré C4, on prend le quatrième point Q con-
jugué harmonique du point d- contact par rapport aux deux points tTinterseclion de la tangent" avec la 
courbe

 t
 le lieu de Q sera une courbe Q14 du trente-deuxième degré, qui a avec la courbe donnée des 

contacts du deuxième ordre dans ses vingt-quatre points d inflexion ( qui a en commun avec elle les tan-
gentes d'inflexionj, et qui la coupe dans les cinquante-six points de contact de ses vingt-huit tangentes 
doubles , ce qui fait en tout le nombre complet des l!\. 3 -4- = i*j8 points communs aux deux courbes, 
les trente-deux tangentes particulières SJ dont il a été question ci-dessus, sont parallèles aux trente-deux 
asymptotes delà courbe Q**. 

Ou'il me soit permis de faint à cette occasion la remarque suivante: 
I.a courbe nodalc, désignée dans l'extrait des Comptes rendus d·· l'Académie de Berlin par , 

oM pour la hase C4 une courbe déterminée du sixième degn Q·, qui passe par Jes vingt-quatre points 
l'inflexion de la base C*. Or, comme il passe par les cent vingt-huit points communs aux courbes Q,s 

et ( '* une infinité d'autres courbes du trente-deuxième degré , et comme , si par 4 ■*" de ces cent vingt-
huit points il passe une courbe Q* d'un degré inférieur au trente deuxième, il passera de même par 
lus ι — 4

X==
 •ÎC·'

2
 ""

 J
' aiities points une infinite de courbes du (32— degré, *. il 

suit : Que par les ctnquante-six points de contact des vingt huit tangentes doubles de la base C4, il peut 
".issrr une infinité d*· courbes du quatorzième d'gré (V4. Car, si l'on imagine la courbe nodale Q, 
ί.ι.ίιιγ triple , υ·ι a la manière du calcul, si Ton élève son équation à la troisième puissance), on 
pourra lu regarder co urne une courbe du dix-huitième degré, Q", qui passera comme telle par les 
\.ou 4 ι b points, que Q" et (i4 ont en commun dans les vingt-quatre points d'inflexion ; et cou-

>t qucmiiicnt, il peut passer une infinité de couibes Q14 par les cinquante-six points de contact des 
vingt-huittangentes doubles. Je montrerai, dans une occasion plus convenable, de combien de ma-
nière» nn«· telle courbe Q14 peut à son tour se decomposer en partie*. 
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directions des asymptotes correspondantes. Désignons pour un instant les quatre points 
a. par α, β, y, ί, et les six points inconnus par xetx,,yet/,, ζ et ζ, ; alors chacun 
de ces derniers couples sera formé de deux points conjugués harmoniques à la fois par 
rapport aux deux couples de points qu'on peut former des quatre premiers points, de 
sorte que, par exemple, 

τα,χ,β et ζγζ,ί, y«y,7 et .χβ/ιί, ζαζ,ί et ζβζ,γ 

seront des systèmes harmoniques de quatre points; ou bien, si par un point quelconque 
on mène quatre droites A, Β , C, D parallèles aux quatre asymptotes A,, si on les ar-
range des trois manières possibles en deux couples, savoir 

AB et CD, AC et BD, AD et BC, 

et si l'on construit trois autres couples de droites 

X et X,, Y et Y,, Ζ et Ζ,, 
tels que 

ΧΑΧ,Β et XCX.D, YAYiC et YBY,D, Z AZ, D et ZBZ.C, 

soient des faisceaux harmoniques; alors ces droites Χ, X,, Y, Y,, Z, sont paral-
lèles aux six asymptotes inconnues de la courbe P1", et conséquemment dirigées voix 
les six points χ, x,, y, χ,, ζ, ζ, que la courbe a en commun avec G,. De ces trois 
couples de points, deux sont toujours réels, tandis que le troisième est imaginaire ; et 
d'une manière analogue, des six asymptotes quatre sont réelles et deux imaginaires, 
pourvu toutefois que les premières quatre asymptotes A, soient réelles. 

En outre, la courbe Ρ10 passe aussi par les points milieux des vingt-huit tangentes 
doubles de la base C1. 

Quant aux cordes doubles S,, la courbe P'" sera le lieu géométrique de leurs points 
milieux, mais ces cordes elles-mêmes envelopperont une autre courbe, savoir : 

Le lieu de toutes les cordes doubles S, qui forment des parties de polaires intérieures 
I1 décomposées, ou qui peuvent en général exister dans la base donnée , est une courbe S 
de la neuvième classe et du trente-quatrième degré qui a avec la base un contact du troi-
sième ordre dans ses quatre points a„ situés à l'infini, et qui a conséquemment pout 
asymptotes les quatre asymptotes de la base ; elle touche en même temps chacune de ces 
asymptotes encore dans un second point déterminé, de sorte qu'elle a ces asymptotes pout 
tangentes doubles; en outre, elle touche aussi les vingt-huit tangentes doubles de la base 
et a la droite G,, pour tangente sextuple, attendu qu'elle la touche dans tes six points 
χ et χ^, y et y,, ζ et ζ, , déterminés ci-dessus. Car, si l'on imagine le pôle P situé dans 
un de ces six points, soit en x, la corde double correspondante S. coïncidera avec G„ 
et touchera la courbe au point conjugué x„ et réciproquement. Il en est de même poul-
ies deux autres couples de points. Ces contacts sont réels ou imaginaires en même temps 
que les points auxquels ils correspondent. 

Comme la base Cf est, en général, de la douzième classe, elle aura en commun 

Tome ΧVIII. — SEPTEMBRE i853. -t'1 
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avec la courbe S', en tout 12.g — 108 tangentes, lesquelles consistent: i° dans les 
trente-deux susdites tangentes S° ; 2° dans les vingt-huit tangentes doubles de la base, 
comptées deux fois; 3° dans les quatre asymptotes comptées chacune pour cinq, ce qui 
fait en tout 32 -+- 28. 2 -+- 4· 5 — 108. 

Des points que la courbe S* a en commun avec la droite G*, nous en connaissons 
déjà seize, savoir : les six points de contact χ, χ,, γ, y,, ζ, z, comptées deux fois, et les 
quatre points La courbe étant du trente-quatrième degré, il manque encore dix-huit 
points, qu'on détermine par la considération suivante, qui fait connaître en même temps 
quelques autres propriétés : 

Par chaque point donné il passe, en général, neuf cordes doubles S,. Si ce point, que 
nous appellerons a, se trouve sur la base C* même, il formera l'une des deux extré-
mités de chacune des neuf cordes doubles S,, et alors les neuf autres extrémités conju-
guées a1 se trouvent sur une courbe du troisième degré a], qui a avec la base un contact 
du second ordre au point a, et de même les points milieux Ρ des neuf cordes doubles se 
trouvent sur une autre courbe du troisième degré P3, qui a avec la base au point a un 
contact de premier ordre. Si, en particulier, le point a est un point d'inflexion de la base, 
il sera aussi un point d'inflexion de chacune des deux courbes a* et P3. Et si a est un 
des susdits trente-deux points d'intersection P" des courbes P" et C', la base aura 
en ce point un contact du troisième ordre avec la courbe a3, et un contact du second 
ordre avec la courbe P3, de sorte que ces deux dernières courbes ont en ce point un 
contact du second ordre. 

Quoique par chaque point il passe neuf cordes doubles, celles-ci ne sont cependant 
parallèles que trois à trois, de sorte qu'il n'y a que trois cordes doubles S, dirigées à la 
fois vers une direction quelconque donnée; ou, en d'autres termes, par chaque point Q 
de la droite G„ il ne passe que trois cordes doubles S, (non situées elles-mêmes à 
l'infini), tandis que les six autres coïncident avec la droite G. même. Les points 
milieux P de trois cordes doubles parallèles se trouvent nécessairement sur un dia-
mètre D de la base C3 (§ 111, I) ou, ce qui revient au même, sur la troisième polaire 
extérieure D, du point Q par rapport à la base, elles trois cordes S, ont la direction 
conjuguée au diamètre D. Qu'on imagine, en outre , la première polaire extérieure A3 

du même point Q par rapport à la base; elle passera, comme on l'a déjà observé, par 
les neuf pôles P

3
, qui sont des points triples de la courbe P" ; et conséquemment elle 

ne peut plus rencontrer cette dernière qu'en trois points P, lesquels (en vertu de la po-
sition des neuf points P3 ), se trouvent nécessairement sur une même droite. Or, cette 
droite est précisément le susdit diamètre D, et les trois points d'intersection P sont 
précisément les points milieux des trois cordes doubles dirigées vers Q. Donc : 

Si l'on imagine la première et la troisième polaire extérieure A3 et D, d'un point quel-
conque Q situé sur la droite G. par rapport à la base C4, elles se couperont dans les trois 
pâles P, dont les trois cordes doubles correspondantes S, sont dirigées vers le même 
point Q, ou ont la direction conjuguée au diamètre D. Et si le point Q se meut sur la 
droite G., le lieu des trois points d'intersection P de sa première et de sa troisième po-
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iaire extérieure sera la même courbe du dixième degré P'% qui contient tous les pôles 
dont les polaires intérieures t3 se décomposent en parties. Toutes les polaires A3 qui se 
présentent pendant ce mouvement forment un faisceau de courbes Β (A2), ayant pour 
points fondamentaux les neuf points P

3
. 

Il peut arriver qu'une des polaires A3 touche la courbe P1", ce qui fait que deux 
des trois points d'intersection Ρ se réunissent en un point de contact |Ιι de P"1, 
A3 et D, et que les deux cordes doubles correspondantes S

2
 se réunissent en une 

seule Alors cette corde touche la courbe S® au point correspondant Q (que, 
pour ce cas, nous désignerons par Q

0
) et sera en conséquence une asymptote de cette 

courbe, de même que Q„ sera un de ces points qu'elle a en commun avec la droite G„, 
et qu'on demandait ci-dessus. Or, comme une courbe P/' peut être touchée par les courbes 
d'un faisceau Β (Q?) en p (p -f- ι q — 3) points (voir Extrait I), la courbe P" devrait 
être touchée par le faisceau de polairesB (A3) en 10 (10 -+- 2 .3 — 3) — i3o points De 
ces cent trente points, cent huit sont absorbés par les neuf points communs P

3
 ; il 

n'en reste donc plus que vingt-deux points, parmi lesquels se trouvent encore les 
quatre points que l'on connaît déjà, de sorte qu'il ne reste que dix-huit points de 
contact possibles. A ces dix-huit points correspondront donc sur la droite G. les 
dix-huit points Q

0
 qu'on avait demandés ainsi que les dix-huit asymptotes de la 

courbe S3 ; c'est-à-dire les dix-huit points Q„ que la courbe S® a en commun avec la 
droite G„ et dont on n'avait pas encore rendu compte, jouissent de la propriété, ou sont 
déterminés par la relation que la première et la troisième polaire de chacun d'eux, par 
rapport à la base, se touchent dans un point et que l'asymptote correspondant 
à Q,passe en même temps par Les quatre points jouissent de la même propriété, 
mais en présentant cette particularité, que chacun d'eux est en même temps Q„ et ^9

0
, 

c'est-à-dire que la première et la troisième polaire de chacun d'eux touchentla courbe P ' 
en ce point même. La troisième polaire de ce point sera l'asymptote correspondante de la 
base, de sorte que les quatre asymptotes de la base en seront en même temps des dia-
mètres particuliers. Les dix-huit asymptotes %>1 jouissent, comme cordes doubles, de 
la" propriété particulière, que les couples de tangentes A et A,, Β et Β, , menées à la 
base C4 par les extrémités a et b et i, des cordes doubles, ont leurs points d'intersec-
tion sur le diamètre correspondant D, de sorte que ce diamètre est une diagonale du 
quadrilatère complet AA, BB, dont les deux autres diagonales sont parallèles à e*î°. 

Chaque diamètre D rencontre la courbe P1" premièrement dans les trois points P, 

situés en même temps sur la polaire correspondante A3, et, en outre, en sept autres 
points P; les premiers trois points se distinguent des sept autres points en ceci que les 
cordes doubles S, correspondant aux trois points ont la direction conjuguée au dia-
mètre, tandis que les cordes doubles correspondant aux sept autres points sont conju-
guées chacune a un autre diamètre, respectivement. Donc : Des dix pôles P qui se 
trouvent sur un diamètre quelconque, D, trois lui appartiennent plus particulièrement 
en jouissant de la propriété, que les cordes doubles correspondant à ces pôles ont la 

42.. 
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direction conjuguée à ce diamètre , ou sont dirigées vers son pôle Q situé sur la 
droite G,. 

Relativement à la totalité des diamètres, on a le théorème suivant : 
Tous les diamètres D de la base donnée C' enveloppent une courbe déterminée D:i de 

la troisième classe et du quatrième degré, ayant trois points de rebroussement et une tan-
gente double D2 ; notamment cette courbe touche chacune des quatre asymptotes de la 
base {en qualité de diamètres particuliers) en un point qui est le centre de gravité 
de ses trois points d'intersection avec les trois autres asymptotes. Nous appelons aussi 
la courbe D3 la troisième polaire de la droite G,, par rapport à la base C' (voir 
Extrait I). 

Conséquemment il passe, en général, par chaque point R du plan de la courbe C* 
trois de ses diamètres ; donc il passera aussi par chaque point Q de G„ trois diamètres 
parallèles D?, lesquels ont la direction conjuguée an diamètre D qui est la troisième po-
laire du point Q. Mais les directions conjuguées aux trois diamètres D? sont différentes 
entre elles et différentes aussi, en général, de celle du diamètre D ; savoir : 

La base C* n'a, en tout, que trois couples de diamètres conjugués (c'est-à-dire 
des diamètres dont l'un a la direction conjuguée à l'autre ), lesquels diamètres sont res-
pectivement dirigés vers les couples de points χ et χ,, y et r,, z et z, situés sur la 
droite G., et conséquemment parallèles aux couples de rayons X et X,, Y et Y,, Ζ et Z,, 
construits ci-dessus. Si l'on imagine le point Q situé en un de ces six points, par exemple 
en χ, le diamètre correspondant D passera par le point conjugué χ,, et réciproquement. 
En même temps, x, sera un des trois points Ρ qui appartiennent plus particulièrement 
au diamètre D, ou dans lesquels ce diamètre est rencontré par la polaire correspon-
dante A3. 

Les quatre asymptotes A, sont les diamètres particuliers qui sont conjugués à leur 
propre direction ■ 

/M tangente double D, de la courbe D3 est en quelque sorte un diamètre double, 
c'est-à-dire conjugué à deux directions différentes, de sorte qu'il lui correspond aussi 
deux pôles différents sur la droite G„ , soient Q, et Ql, situés dans ces deux directions. 
De même, il faut que deux fois trois pôles Ρ lui appartiennent plus particulièrement, et 
que les cordes doubles S, correspondant à ces pâles aient trois par trois les directions con -
juguées, donc soient parallèles ou dirigées vers les points Q, et QJ. 

Les directions conjuguées aux trois diamètres qui passent par un point donné quel-
conque R sont toujours déterminées par les asymptotes des deux polaires premières A 
et IJ de ce même point, et réciproquement. 

En général, chaque pôle Ρ (situé sur P") n'appartient particulièrement qu'à un seul 
des trois diamètres qui passent par ce pôle, savoir au diamètre conjugué à la corde 
double correspondante Seulement des neuf pôles particuliers Ρ,, chacun appartient en 
même temps aux trois diamètres, puisqu'il lui correspond aussi trois cordes doubles, 
conjuguées respectivement à ces diamètres. 
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Les trois diamètres qui passent par chacun, des neuf pâles P3 touchent en ce point les 
trois branches de la courbe P'0 qui passent par ce même point.

 v 

Si le pôle P* ( = P) est en particulier un des quarante points communs aux courbes 
P10 et D3, deux des trois diamètres qui passent par ce point^coïncident avec la tan-
gente D, menée à la courbe D3 au pôle Pr. Le troisième diamètre touche la courbe D3 

en un autre point que nous désignerons par R„ ; désignons ce diamètre par D,.. En 
cette circonstance, deux cas peuvent se présenter, savoir le pôle P., peut appartenir 
particulièrement : 

i°. Au diamètre D,, ou 
2°. Au diamètre D,. ; 

ce qui détermine ensuite les intéressantes relations que voici : 

I. Si le pâle P
x
 appartient au diamètre D,, sa polaire intérieure 1 est composée d·. 

P -+- S
2
, la corde double S, étant en même temps une asymptote de la conique F. 

II. Si le pôle P
t
 appartient au diamètre D

r
, sa polaire intérieure est composée rie 

S_. -f-1 -+- Ι,, les droites I et I, étant parallèles et également distantes du pâle. 

Il se présente ici la question suivante : 

Parmi les quarante pâles P
x

, combien en appartient-il h des diamètres D
t
, et combien 

h des diamètres D, ; ou combien existe-t-il de polaires intérieures se décomposant en 
Γ -+- S3 de manière que S

2
 soit une asymptote de F, et combien en existe-t-il qui se dé-

composent en trois droites S2 -+-1 -H I, ? 

Je ne saurais encore répondre d'une façon certaine à cette question , et j'en aban-
donne la solution au lecteur. 

J'ajoute encore, relativement à la courbe D3, que : 

La courbe D3 est le lieu géométrique du pôle R„, dont la polaire extérieure A1 touche 
la droite G, ; et la troisième polaire du point de contact Q est précisément le diamètre [) 
qui touche la courbe D3 en ce pôle R„. Or, comme la polaire intérieure I3 du même 
pôle R

0
 a toujours en commun avec la droite G. les mêmes trois points que la polaire 

extérieure A3 (§ 1, II), il s'ensuit qu'elle aussi touche la droite G. en Q. Mais j'ai fait 
voir que ce contact n'est possible qu'à condition que Q soit un point double de lu 
courbe I3. Donc, on peut dire aussi : 

Le lieu géométrique du pôle R„, dont la polaire intérieure I" n'a quun seul point 
double Q (ou, dans un cas particulier, trois points doubles [*]), est la courbe D', et le 

['] Pour que la polaire!' puisse avoir deux (on trois) points doubles, il faut qu'elle se compose 
de F -t- S,, donc il faudra que le lieu de son pôle soit la courbe P10, et en ce eas les points double-

sont les points d'intersection de I3 et S,, soit et A cette occasion . on peut se demander : 

Quelle est ta courbe sur laquelle se trouvent tous ces points doubles? L'exposant n, qui indique son 

degré, est-il peut-être égal au nombre des pôles P* qui appartiennent à des diamètres Dr? Et les coules 
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lieu géométrique du point double est la droite G.. Pour les pôles P, ( — R
0

), dont les 
polaires intérieures se composent de S

2
 -+- I -+- I,, et ont, en conséquence, trois points 

doubles, il n'y a qu'un seul de ces points doubles (savoir l'intersection de I et I,) qui 
se trouve sur la droite G„; et pour les pôles P,, dont les polaires intérieures se com-
posent de 1' -+- S,, les deux points doubles se réunissent en un seul, qui se trouve sur 
G. et doit être considéré comme un point de rebroussement. 

Si le pôle R„ est, en particulier, un des trois points de rebroussement de la courbe D', 
le point correspondant Q sera en même temps un point <tinflexion de sa polaire ex-
térieure A3, et un point de rebroussement de sa polaire intérieure I3, et la droite G„ 
sera respectivement la tangente d'inflexion et de rebroussement. 

Si un pôle R se trouve sur le diamètre double D, ( tangente double de D3), ses deux 
polaires A3 et l3 passeront par les deux points Q, et QJ qui correspondent, sur 
la droite G., au diamètre D,; et si R se meut sur le diamètre D

2
, deux couples 

d'asymptotes des polaires A3 et I3 resteront constamment parallèles à elles-mêmes, 
attendu qu'elles sont constamment dirigées vers les points Q, et QJ. 

III. 

SUR QUELQUES PROPRIETES DES TRANSVERSALES RECTILIGNES DANS 

LES COURBES ALGEBRIQUES. 

§ 1". 

Une courbe donnée C" du degré m est rencontrée par chaque droite ou transver-
sale S menée dans le même plan en m points (réels ou imaginaires) a. Le centre de gra-
vité des m points d'intersection soit désigné par A. On aura relativement à ce centre de 
gravité les théorèmes suivants (dont le premier, I, a, est généralement connu) : 

I, a. Si la transversale S se meut parallèlement a elle-même, son centre de gravité 
(c'est-à-dire le centre de gravité de ses m points d'intersection variables a) décrit une 
droite déterminée D, savoir le diamètre de la base C™ conjugué à la direction de S. 

b. Si l'on donne à la transversale S successivement toutes les directions possibles, on 
obtiendra tous les diamètres de la base. Parmi ces diamètres, les m asymptotes A, de ta 
hase se présenteront comme les diamètres particuliers qui sont conjugués à leur propre 
direction. Conséquemment, le centre de gravité de toute transversale parallèle à une 
asymptote est situé au point à l'infini a^ de l'asymptote. Le centre de gravité de la 

doubles S, fui correspondent à ces pôles sont-elles en mente temps des asymptotes de la courbe ©"? Au 

reste, celte courbe inconnue aura les neuf pôles P, pour points triples, de même que la 

courbe P1·. Le lieu des points doubles de toutes les polaires intérieures 1* est composé deOm + G 
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droite G„, considérée comme transversale, est indéterminé, se trouve sur tout diamètre 
qu'on voudra, donc dans toute direction qu'on voudra. Tous les diamètres de la base 
touchent une courbe déterminée de la (m — ιclasse, D™-et du l[m — 2)'*"" degré, 
J)*"1-Notamment, chaque asymptote A, touche cetle courbe en un point a

0
 qui est le 

centre de gravité de ses m — 1 points d'intersection avec les m — 1 autres asymptotes. 
Cette courbe a, en général, \ (m—1) (w—2) tangentes doubles qui sont des dia-
mètres Dj de la base conjugués à la fois à deux directions différentes. Conséquemment 
il passe, en général, par chaque point Ρ du plan m — 7 diamètres de la base ; ou chaque 
point Ρ est le centre de gravité Κ de m — ι transversales S passant par ce point et con-
juguées respectivement à ces m — 1 diamètres. Si le point Ρ se trouve sur une asymptote, 
cette asymptote elle-même sera un des m — 1 diamètres, et coïncidera, en conséquence, 
avec la transversale S qui lui est conjuguée ; et puisque cette transversale, de même que 
les autres, doit avoir comme auparavant son centre de gravité en P, on peut considèrer 
chaque point Ρ d'une asymptote A, comme centre de gravité cf une transversale S qui 
coïncide avec cette asymptote. S: Ton transporte Ρ au point à f infini a„ de l'asymptote, 
les autres m — 2 diamètres seront tous parallèles à A,, les m — 2 transversales conju-
guées à ces diamètres coïncideront toutes avec G,, et la transversale conjuguée à A, coïn-
cidera avec A s, comme auparavant. Enfin, si Ρ se trouve sur la droite G„ dans une di-
rection quelconque, tous les m —1 diamètres seront parallèles à cette direction, et toutes 
les transversales conjuguées à ces diamètres coïncideront avec G„. 

c. Comme la base O" est de la m (m — 1 classe, elle a en commun avec la courbe 
D™-1 en tout m{m — 1) [m—1) tangentes ; donc la base a, en général, m (rn— 1) [m—ij 
de ses diamètres pour tangentes. Parmi ces diamètres particuliers, il faut compter no-
tamment les m asymptotes A, dont les points de contact a, se trouvent sur G„. Nous 
désignerons les m* {m — 2 ) autres diamètres par D„ et leurs points de contact avec la 
base par d,. 

II, a. Si Ton fait pivoter une transversale quelconque S autour d'un pôle Ρ situé sur 
cette transversale, le centre de gravité A décrira une courbe Am du m""" degré et de Ut 
2 (m — 1 yim' classe, qui a le pôleV pour point (m— i)'uPle, qui est touchée en ce point par 
les (m — 1) transversa les ayant Ρ pour centre de gravité ( I ,b), et dont les m asymptotes 3l

s 

sont respectivement parallèles aux m asymptotes A, de la base. Les deux polygones for-
més des m droites .31, et des m droites A, sont semblables et semblablement placés ; ils ont 
le pôle Ρ pour centre de similitude, et leurs dimensions homologues sont dans le rapport 

de 1 : m. Conséquemment, tous les polygones m3L, formés des m asymptotes des 
courbes A™ correspondant it des pôles Ρ quelconques sont égaux et semblables. Si Ton 

imagine, outre la base donnée C", d'autres courbes C™, C™,... ayant en commun avec la 
base les m asymptotes A,, il correspondra à chaque pôle Ρ, par rapport à toutes ces 
courbes, une seule et même courbe A™, et, de même, ces courbes auront en commun tous 
les diamètres D, ainsi que leur enveloppe D™-1. Parmi les courbes C™,... qui ont en 

commun avec C" les m asymptotes A,, il en existe une, soit Cp, qui a le pôle Ρ pour 
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j>itint {m — i),uf,r. et qui a en commun avec la courbe A■ les m — ι tangentes qui la tou-
chent en ce point, de sorte que les branches respectives des deux courbes se touchent en 

ce même point. En d'autres termes, les deux courbes C'j,' et A" sont semblables et sem-
blablemcnt placées, elles ont Ρ pour centre de similitude, et leurs dimensions homologues 
sont dans le rapport de m : ι. Si l'on fait passer le pôle Ρ à l'infini dans une direction 
déterminée, la courbe A™ se décompose dans le diamètre D conjugué à cette direc-
tion, et dans une autre partie située tout entière à l'infini. 

h. Attendu <pie la courbe A" passe (en vertu du parallélisme des asymptotes) par 
les m points de la base C" situés à l'infini sur G., il faut que les m [m — i) autres 
points communs aux deux courbes, que nous désignerons par A,, se trouvent sur une 

courbe du (m —i)1""™ degré A"-1. Ou, par chaque pôle PU passe m (m —ι) transver-
sales particulières Si (= S) dont les centres de gravité A, se trouvent sur la base même, 
et sont en même temps les points d'intersection de la base avec une courbe du [m — ι 

degré A™~'. Si le pôle Ρ se trouve Sur la base même, celle-ci aura en Ρ un contact du 
( m — 2 ordre avec A™-'. Le contact sera du {m — ι )""" ordre, si une des m — ι trans-
versales, qui ont Ρ pour centre de gravité, coïncide avec la tangente de la base au 
point P. Mais cela ne peut avoir lieu que pour un nombre, déterminé de pôles, savoir 
pour m ( m — ι )- pôles. Si l'on fait passer le pôle Ρ à l'infini dans une direction quel-
conque, des m [m —i) transversales S, m seulement resteront présentes dans la figure ; 
elles seront parallèles à cette même direction, et leurs m centres de gravité A, se trouveront 
sur le diamètre D conjugué h cette direction dont ils seront en même temps les points 
rf intersection avec la base. Les m {m — 2 ) antres transversales Si coïncideront avec la 
droite G

r
, et leurs centres de gravité seront réunis par groupes de rn — 2, dans les m 

points a, de la base, de sorte qu'en ce cas la t ourbe A"-' sera formée de D -+- (/« — 2)G, 

Dans le cas particulier où l'on considère les deux courbes C" et Am (a\ les m (m —ι 

points A, communs à ces deux courbes sont tous réunis au pôle P, et la courbe A"~' 
se tlécoir pose dans les m — ι tangentes de contact [ * ] en ce point. 

Ai, en particulier, la courbe A™ touche la base C en an point quelconque, ht eourbt 
correspondante A"'~' touchera la base en ce même point. 

r. Si le pôle Ρ se meut sur une droite fixe quelconque G, les courbes A'", qui bu 
correspondent, par rapport à C™, de la manière que nolis venons de dire (a', for-
meront une série de courbes S (A™; ayant en commun , outre les ni points a ^ de la base, 
le centre de gravité de la droite G, que nous désignerons par Ag. F.n outre, ces 

courbes sont disposées dans le plan, de telle sorte que par chaque point ̂  il passe en 
général m — ι de ces courbes, que la base a dans chacun de ses m points a, avec 
une de ces courbes un contact du premier ordre, et dans chacun de ses m points d'in-
tersection avec la droite G avec une de ces courbes un contact du (m— 2)e ordre, et 
qu'elle est touchée encore par m (m3— 3) de ces courbes en autant d'autres points. 

*] CVst ii dir'' les lancent s communes su point de contact des deux courbes. 
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Les courbes de la série S (A") sont toutes enveloppées par la courbe D"'-' (1, h) qui 
est touchée, en général, par chaque courbe A!" en im — 3 points différents. Mais parut 
ces courbes A™ il en existe 4 (m — ι ) qui ont, avec la courbe D™-1 dans un de ses points, 
un contact du troisième ordre, de sorte qu'elles ne la touchent en outre qu'en 2 m — 5 
points. Enfin la série de courbes S (A1™ ) jouit de la propriété, qu'une courbe donnée quel-
conque du degré q est touchée par q [q i) [m — ι ) des courbes de ladite série ; consé-
quemment toute droite donnée est touchée par i(m~ ι) dè ces courbes [*]. 

Les m — ι transversales qui ont le pôle Ρ pour centre de gravité (I, b) donneront 
lieu, pendant que Ρ se meut sur la droite G, à des systèmes de transversales consti-
tuant ensemble la totalité des transversales dont le centre de gravité se trouve sur G. 
Désignant chacune de ces transversales par &

s
, on aura le théorème suivant : 

Le Heu [**] de toutes les transversales dont les centres de gravité A se trouvent sur 
une droite donnée quelconque G, est une courbe, SJ>", de la m'eme classe et du 2 (m — ι Γ 
degré, qui a la droite G, pour tangente ( m — ι )'uPle, qui touche les asymptotes A, de la 
base, et qui touche la droite G dans son centre de gravité A„. 

Ce théorème fait en quelque sorte pendant au théorème (a). Au moyen de ces deux-
théorèmes, on obtient facilement tous les théorèmes suivants : 

III, a. Pour que la transversale S, menée dans le plan de la base fixe C", puisse 
toucher une autre courbe donnée quelconque de n'""" classe, K", it faut que son centre 
de gravité A soit sur une courbe du nm'ime degré A"1", qui a les m points «„ de la hase 
pour points ntxrl", et dont les asymptotes sont conséquemment parallèles par groupes de 
η à chaque asymptote A, de la base, respectivement. Les η asymptotes X d'un groupe 
correspondent aux η tangentes Τ de la base qui ont la même direction, de telle sorte que 

[*] Si le pôle É, au lieu de se mouvoir sur la droite G, se meut sur une courbe du nieme degré Gn, la série 
correspondante S (A1") jouira des propriétés suivantes : 1° Les courbes de celte série ont en commun l*s rn 
points a„ de la base. 2° Par chaque point Ρ du plan il passe, en général, n{m — l) courbes Am. 3° Lu 

hase Cm a dans chacun des m points a» avec η de ces courbes un contact du premier ordre, puis dans 

chacun de ses ntn points d'intersection avec la courbe G", avec une de ces courbes un contact de t'ordt r 
(πι — α), et enfin avec nm (m2 — 3 ) de ces courbes en d'autres points déterminés un contact du premier 

ordre. 4° Une courbe donnée quelconque du q,eme degré Q' est touchée, en général, par nq
 K

q H-1 ) (m — ι ' 

courbes Aw 5° L'enveloppe de la série S (A"4) est composée : (a) des m points a
x

 ; ( 5) de la courbe Dm— 1 

touchée, en général, par chaque courbe Am en 3 m —3 points, tandis qu'il existe 4 η (m— 2; de ces courbe* 

Am qui ont avec Dm~l en un de ses points un contact du troisième ordre; (y) de [ni—ij (m—2) fois la 

courbe donnée G" ; (0 j d'une courbe déterminée du degré mn , laquelle cependant n'est touchée, en géné-
ral, par chaque courbe Am qu'en un seul point. 

Si le pôle Ρ se meut sur la base Cm même, celle-ci aura non-seulement dans chacun des points 
occupés successivement par Ρ un contact du (m — 2)"m* ordre avec les courbes correspondantes A"' 

et A?-' (i), maïs elle touchera, en outre, m (m*— mr— m —1) courbes Am (ainsi que les courbes corres-
pondantes ΑΓ"1 : ; elle en touchera m (m —i)1 au point même occupé respectivement par le pôle \ contact 

du (m — I yeme ordre], tandis quelle en touchera m (m — 2) (m® -\-i) en d'autres points déterminés. 
[**] Oest-à-dire l'enveloppe. 

Tome XVIII.— SEPTEMBRE I35J. 4'^ 
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la distance d'une de ces asymptotes 5ts
 à l'asymptote A, est à la distance de la tangente 

correspondante Τ η A,, comme (m — 1) : m. 

b. Pour que le centre de gravité A de la transversale S puisse se trouver sur une 
courbe donnée du ni*m' degré G", il faut que la transversale touche une courbe S™" de 
la mn""" classe, et du degré n[n — ι) (m — ι) + m [m — ι) = (m — ι) η (/? + i), la-
quelle courbe a les m asymptotes A, de la base pour tangentes n'"?1" et la droite G. 
pour tangente η (m — ιLes η (m — ι )points de contact de cette courbe avec G„ 
sont déterminés par les directions conjuguées aux η fois (m — ij diamètres de la base 
qui sont respectivement parallèles aux η asymptotes de la courbe donnée G". Les 
n(n — i) [m —i) asymptotes rectilignes 51, de la courbe S™" ont les directions conju-
guées aux diamètres tie la base qui touchent la courbe G", et ces asymptotes passent 
respectivement par les points de contact de ces diamètres, et sont ainsi complètement 
déterminées. 

IV. Le lieu de la transversale S, dont le centre de gravité A, se trouve sur la base C" 
même ( II, b) et coïncide conséquemment avec un des m points d'intersection a, que nous 
désignerons par a,, est une courbe de la m {m — ι classe et du m (τη1— 3)'*'"' 
degré, qui a la droite G„ pour tangente m [m — 1 \'uPlr, qui a en commun avec la base 
ses m asymptotes A, ayant en même temps ces asymptotes pour tangentes (m — if'P1", 
et qui touche, en outre, la base en m* (m — 2) autres points déterminés. Les m [m — 2) 
points de contact de la courbe S™ avec la droite G„ sont déterminés par les directions 
conjuguées aux diamètres de la base qui sont parallèles, par groupes de m — 2 , aux 
m asymptotes A,(I, b). Les m [m—l'f asymptotes rectilignes de la courbe 
(parmi lesquelles sont comprises les m asymptotes A,) passent par les points d„ de la 
base, en chacun desquels la base est touchée par un de ses diamètres D, (I, c). Chacum 
de ces asymptotes a la direction conjuguée au diamètre correspondant, donc elle est 
déterminée. 

La courbe S'"'"1-" a en commun avec la base Cm en tout 

m [m — 1 ) X m (m — t ) 

tangentes. D'après cela, on pourrait conclure que la base a un nombre égal de tan-
gentes S° dont les centres de gravité Ai se trouveraient sur la base même. Mais ce n'est 
pas précisément ce qui a lieu en réalité. Mettons à part d'abord les m asymptotes A, de 
la base, comptées chacune pour m, donc toutes pour m' tangentes communes; il restera 
encore 

(m — 2 ) mé 

tangentes communes S° dont les points de contact a, avec la base ne sont pas situés à 
l'infini. Relativement à ces tangentes, on doit se poser la question : Pour combien 
d'entre elles le centre de gravité A, coïncide-t-il avec le point de contact a,, et pour com-
bien d'elles coïncide-t-il avec un des m — 2 points d'intersection a, soit avec a, ? Attendu 
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que deux des m points d'intersection a sont réunis au point de contact a., j'ai sup-
posé [*] que les probabilités des deux cas sont dans le rapport de 

2 [m — 2 ), 

d'où il suit que le centre de gravité A, des ( m — 2 ) m3 tangentes S° se trouve 

(ij 2[m — 2)m- fois en a,, 
et 

(2) (m — 2 γ m' fois dans un des points a,. 

Mais si le centre de gravité A, se trouve au point de contact a,, la courbe 
touchera nécessairement en ce point la tangente S°, donc aussi la base C"; ainsi S, 
doit être comptée en ce cas (comme tangente au point de contact des deux courbes j 
pour deux tangentes communes, et doit être considérée comme une des tangentes par-
ticulières S°, définies au § IV, de l'Extrait II. Conséquemment, le centre de gravité A. 
ne se trouvera en a, que la moitié du nombre de fois qu'on vient de déterminer dans ht 
formule (t); donc seulement 

C t * ) (m—2)7/1= fois. 

D'après cela, le nombre des (m — 2 ) m3 tangentes S° se réduit à 

(m — 2) (τη — ι)m1, 

et il résulte, en définitive, que : 

La base donnée C™ a, en général, outre les asymptotes, 

a. (m — 2) m'1 tangentes dont le centre de gravité A, coïncide avec le point de con-
tact a , ; et 

b. {m — 2 m* tangentes dont le centre de gravité A, se trouve dans un des m — 2 
points d'intersection a, soit en «, [**]. 

Au reste, la même chose a lieu pour les m asymptotes A,. Attendu que chaque asymp-
tote A, doit être comptée pour m tangentes communes, il faut aussi que Λ» centres de 
gravité A, se trouvent en même temps sur A, et sur la base C"'. Ils se grouperont sui-
vant le rapport de 2 : (m — 2); savoir, deux de ces centres de gravité seront réunis au 
point de contact a, (= afj où les deux courbes ont en même temps un contact, et les 
m — 2 autres centres de gravité coïncideront avec les m — 2 points d'intersection a 
de A, avec C'". 

Ainsi toutes les m [m — 1). m [m —1) tangentes communes SJ se groupent et se ré-

[*] J'abandonne à d'autres une démonstration rigoureuse de la justesse ou de la fausseté de cette 
supposition. Pour m = 3 et m = ^, c'est-à-dire pour les bases C* et C*, la supposition est vraie. 

(**] Probablement des courbes dum(m-2)teme degré peuvent passer par les m* (m — i) points a»; 
alors des courbes du (m — a)8 mteme degré passeront aussi par les (m — a)8 m8 points a

t
. Du moins , 

c'est ce qui a lieu pour les bases du troisième et du quatrième degré. 

43. 
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duisent de la meme manière; savoir, leur nombre se réduit à 

m (m — i)3, 

et le rentre de gravité A, de ces tangentes se trouve 

(«) m(m — iV fois èn a,, 
et 

(p) m (m — 2)("» — i)' fois en β,. 

Ici, et plus encore ci-dessus (I, b), il se présente la circonstance remarquable, que le 
centre de gravité de l'asymptote A,, c'est-à-dire le centre de gravité des m points « 
qu'elle a en commun avec la base, est indéterminé, et peut se trouver sur elle partout où 
l'on veut; tandis que le centre de gravité de toute transversale S parallèle à A, a une 
position déterminée, étant situé à l'infini en Cela s'explique, parce qu'on peut ima-
giner les deux points a„ et n'

m
 qui sont réunis dans le point de contact a, de A,, comme 

étant situés à l'infini dans des directions opposées; car en ce cas tout point quelconque 
de A, peut être considéré comme étant leur point milieu, donc leur centre de gravité, ce 
qui rend indéterminé le centre de gravité des m points a pris ensemble. De même le 
centre de gravité de l'asymptote A, est déterminé ou indéterminé, selon qu'elle a, avec 
la base au point un contact du. deuxième ou du troisième ordre, respectivement. 

V. Le lieu des centres de gravité A0
 des tangentes S, de la base C'", considé-

rées comme des transversales S, est une courbe A'j1'"1'-'' du degré m (m*— m —i); 
cette courbe a les m points o

x
 de la base pour points (m1 — m — ιy touche ta 

base avec une de ses branches, et la coupe, au contraire, avec les /«' — m — 2 autres 
branches; elle touche encore la base aux ( ηι — 2 ) m7 points a,, ci-dessus indiqués, et la 
coupe aux [m — 2)3m1 points a, (IV). Conséquemment elle a, en commun avec la base, 
tes m asymptotes A, de cette dernière; mais elle a, en outre, pour chaque asymptote A,, 
m-— m — 2 autres asymptotes % ,parallèles à A,. Les asymptotes 51, correspondent aux 
m — m — 2 tangentes Τ de la base qui sont parallèles à la même A,, de telle sorte que 
les distances Λ une asymptote 51, et de la tangente correspondante Τ η A, sont dans le 
rapport de (m — 1) : m. 

VI. Le lieu des centres de gravité Aj de tous les diamètres D de la base don-
née C'" considérés comme des transversales S, est (hormis les asymptotes de la base) 
une courbe du degré m (m — 2 ). Cette courbe a les m points a

m
 de la base pour 

points (m — 2)'"''"; conséquemment elle a pour chaque asymptote A, de la base-
nt — 2 asymptotes 51, parallèles à A,, et correspondant aux m — 2 diamètres D (I, b), 
parallèles à la même A,, de telle sorte que les distances d'une asymptote 51, et du dia-
mètre correspondant D à A, sont dans le rapport de (m — 1) ; m. Enfin la courbe AJJ' ("·—»' 
touche la courbe D™ enveloppe de tous les diamètres, aux mêmes points a, où cette der-
nière courbe est touchée par les m asymptotes A, de la base ( I, b). Les m (m — 2 ) X «· 
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points communs aux courbes et O" sont les centres de gravité A,ι d'un nombre 
égal de diamètres de C"' ; et comme m (m — 2) de ces centres de gravité coïncident avec 
les m points a., les m (m — 1) (m — 2) autres points indiquent le nombre des dia-
mètres dont les centres de gravité se trouvent sur la base, mais pas à l'infini. On arrive 
au même résultat en considérant les m (m — i)1 tangentes communes aux courbes 
S"' ™—') (IV) et I)'"-'. Car, si l'on en retranche les asymptotes A, comptées chacune 
pour (m — 1), les m(m — ι)(m — 2) autres tangentes doubles sont précisément les 
diamètres dont il s'agit. Donc : 

La base donnée G" a, en général, m (m—i)(/»—2) diamètres dont les centres 
de gravité se trouvent sur la base même, mais pas à l'infini, et des courbes du 
{m — 1) ( m — 2)' degré peuvent passer par ces centres de gravité. 

Relativement aux diamètres D et à leur enveloppe D*"-1, nous ajoutons encore le 
théorème suivant : 

Si par le point de contact a„ de chaque diamètre D de la base C'" avec l'enveloppe D'"-1, 
on fait passer la transversale S (=S) conjuguée au diamètre, le lieu de cette trans-
versale sera une courbe Of2"·—3 de la (2m — S)* classe et du 4(m — 7.)' degré ayant la 
droite G„ pour tangente 2 [m — 2)"'PÎe, et touchant notamment aussi les m asymp-
totes de la base. 

VII. Les théorèmes précédents, appliqués aux bases les plus simples C et C, donnent 
lieu à des corollaires nombreux, tels que les suivants : 

a. La plupart des propositions relatives à la base C3 ont été déjà présentées ci-dessus 
(Extrait II, § III) sous un autre point de vue. D'après (IV), la courbe S® toucherait la 
base en (3 — 2 ) 3' = 9 points a, qui sont en môme temps les centres de gravité A, des 
tangentes correspondantes S( ; en outre, le centre de gravité A, de (3 —s)5.3' = g autres 
tangentes S° coïnciderait avec l'unique point d'intersection a, de ces tangentes. Mais ces 
deux fois neuf tangentes S° se réduisent aux neuf tangentes d'inflexion de C3, de sorte 
que dans chaque point d'inflexion un point a, et un point a, sont réunis (voir Ex-
trait II, § III, II, 2). D'après (V), le lieu géométrique des centres de gravité A» de 
toutes les tangentes S» est une courbe du quinzième degré A)s, qui a les trois points a

Λ 

de la base C3 pour points quintuples, et touche celle-ci en chacun de ces points avec 
une de ses branches respectivement, de sorte qu'elle y a dix-huit points communs avec 
la base; en outre, elle a avec la base dans ses neuf points d'inflexion un contact du 
deuxième ordre, et conséquemment a en commun avec elle les neuf tangentes d'in-
flexion. Le centre de gravité A, de chaque tangente S„ est situé au point de trisection 
le plus voisin du point de contact. Désignant par M le point milieu de chaque tan-
gente Sa, le lieu géométrique des M sera pareillement une courbe du quinzième degré M'% 
qui a les trois points a. pour points quintuples, y touche la base C3 avec une de ses bran-
ches, et, en outre, a en commun avec la base ses neuf points d'inflexion ainsi que les neuf 
tangentes d'inflexion correspondantes. Conséquemment : it existe, en général, dans le 
plan d'une courbe du troisième degré C3 (outre les trois points et les neuf points 
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d'inflexion) cent vingt points Ρ jouissant delà propriété d'être en même temps A, et M, 
c'est-à-dire d'être en même temps point de trisection ou centre de gravité d'une tan-
gente, et point milieu d'une seconde tangente. D'après (VI), le lieu des centres de 
gravité Aj de tous les diamètres D est une courbe du troisième degré Aâ ayant des 
asymptotes parallèles à celles de C3. Conséquemment les triangles des asymptotes des 
deux courbes sont semblables et semblablement placés; ils ont le même centre de gra-
vité , lequel en conséquence sera en même temps leur centre de similitude ; leurs côtés 
homologues sont dans le rapport de i: 3; enfin la courbe Aj touche les côtés du 
triangle des asymptotes de la base dans leurs points milieux a„ et a ses propres asymp-
totes en même temps pour tangentes d'inflexion , etc. 

h. Relativement à la base C', nous signalons entre autres les relations suivantes : 
D'après (IV), le lieu de toutes les transversales S, dont les centres de gravité A 

se trouvent sur la courbe C' elle-même, est une courbe S]3 de la douzième classe et 
du cinquante-deuxième degré, qui a en commun avec la base, outre les asymptotes, 
(4—2) 4= = τ28 tangentes S°. Parmi ces tangentes, soixante-quatre coïncident 
deux à deux, de manière à ne former que trente-deux tangentes SJ dont le centre 
de gravité A, se trouve au point de contact a,, et que nous avons discutées d'une 
manière plus détaillée ci-dessus (Extrait II, § IV); le centre de gravité A, des 
4 — 2)'. 4" = 64 autres tangentes S" se trouve dans un des deux points d'intersection 
a ou a,. Si l'on désigne le point de contact de chacune de ces dernières tangentes par a, 
et les deux points d'intersection par β et γ, et si l'on suppose que le centre de gra-
vité Ai se trouve en β, β devra être situé entre α et y, de telle sorte que βγ = 2 βα. 
Donc : Une courbe quelconque du quatrième degré C3 a, en général, soixante-quatre 
tangentes dont les deux points d'intersection β et y se trouvent du même côté du point de 
contact a, la distance, de l'un des deux points d'intersection au point de contact étant 
triple de celle de Vautre, αγ = 3 αβ. Des courbes du seizième degré peuvent passer pat 
les soixante-quatre points a, (ou β). Les centres de gravité A, de toutes les tangentes S, 
de la courbe C1 se trouvent sur une courbe du quarante-quatrième degré (V). Le lieu 
des centres de gravité Aj de tous les diamètres D est une courbe du huitième 
degré Λ^, qui a les quatre points a. et les trois points d'intersection des trois couples 
de diamètres conjugués de la base (Extrait II, § IV) pour points doubles. Il existe, 
outre les quatre asymptotes A,, vingt-quatre diamètres D dont les centres de gravité Aj 
se trouvent sur la courbe C* elle-même , et des courbes du sixième degré peuvent passer 
par les vingt-quatre points Aj (VI). 

Note. Au moyen de la projection , on donnera aux théorèmes précédents une forme 
plus générale. Les centres de gravité seront alors remplacés par des centres de moyennes 
harmoniques, qu'on déterminera de la manière indiquée par M. Poncelet dans son inté-
ressant Mémoire sur les centres de moyennes harmoniques (Journal de M. Crelle, tome III, 
page 2i 3). 
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§ π. 

I. Les m points d'intersection a, b, c, d,... de la base C" avec une transversale 
quelconque déterminent sur cette dernière m [m—1) segments ab , ac, ad,..., bc, 
bd,..., cd,... ; désignons par Q le point milieu de chaque segment. Chaque segment est, 
relativement à son point milieu, une corde simple que nous désignerons par s (au lieu 
de S , voir l'Extrait II, § I); et, conséquemment, il se trouvera sur chaque transver-
sale S, en géné ral, \ rn ( m — 1) cordes simples s et autant de points milieux Q. Si, en 
particulier, la transversale S touche la hase, un des points milieux Q se trouvera au 
point de contact, soit en [ab), et deux fois [m — 2) points milieux coïncideront par 
couples en m — 2 points. Si S est parallèle à l'une des asymptotes A, de la base, m — ι 
points Q doivent être considérés comme se trouvant en s, ; et si S coïncide avec A,, 
2 (m — 2) points Q se trouveront en , tandis qu'un autre point Q, savoir le point 
milieu des deux points a et b réunis au point de contact a., reste indéterminé et pourra 
être tout point de A, qu'on voudra ( voir § I, IV ) ; les autres J- [m — 2) [m — 3) points Q 
seront déterminés comme auparavant. Si l'on fait passer S à l'infini, de sorte que 
S — G* , les points Q seront indéterminés, parce que ia direction de G„ est indéter-
minée; mais dès qu'on fixe la direction de G„, tous les \m [m — t) points Q sont dé-
terminés , savoir, au moyen des m asymptotes A, de la base. Cette indétermination de 
la direction G„ fait que tout point Q, situé sur G

œ

 dans une direction donnée quel-
conque, peut être considéré, à volonté, comme point milieu de chacun des [m— ι 
segments déterminés par les points abc

x
, d^, 

Ces relations donnent lieu aux théorèmes suivants : 

II, a. Si l'on fait mouvoir une transversale quelconque S parallèlement à elle-même, 
ses m (m—1) points milieux Q décriront conjointement une courbe QÏ™ (m — ') 
\m [m— degré et de la m [m — ι)(/λ — 2 )'·"■* classe. Cette courbe aura 
\m[m — 1 ) [rn —2) [m — 3)points doubles Q, et m [m — 1) tangentes [m — 2)'"'"'" qui 
touchent en même temps la base. Ses asymptotes 51, passeront respectivement par les 
t.m [m—1) points d'intersection des m asymptotes A, de la base et formeront par rap-
port à celles-ci les conjuguées harmoniques à la direction de S , de sorte que si A, et B, 
sont deux asymptotes de la base qui la touchent respectivement en a

m
 et en h 

r
 et coupent 

une quelconque des transversales parallèles S en a, et è, respectivement, la droite 51,, 
menée du point d'intersection Α,Β, par le point milieu Q, du segment a, b

t
, sera une 

asymptote de la courbe Qïn'(", — ') qu'elle touchera au point milieu Q, du segment a ^ b^. 
Au reste, on obtient toutes les autres tangentes de la courbe QÎ

m
(
m

~ ') par une con-
struction pareille. Si l'on imagine les tangentes A et B menées à la courbe C

m

 par deux 
de ses points d'intersection a et b, avec S, la droite %, menée du point d'intersection AB 
parlepoint milieuÇj du segment ab, touchera la courbe QÎm

 au point Q. 
Si la transversale S se meut, en particulier, parallèlement à une asymptote A, de la 
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base, le degré de la courbe-lieu des Q sera abaissé dune unité, nu plutôt ce lieu sera 

formé de l'asymptote A, et d'une courbe du degré 

^m{m — ι) — ι = -y (/n -t- i) (m — 2). 

Cette courbe aura A,pour asymptote (m — i)'"Pu et la touchera au point a„ avec m — 2 
de ses branches, lesquelles, en conséquence, s'y touchent aussi les unes les autres. 

b. Si l'on donne à la transversale S successivement toutes les directions possibles, on 

obtiendra une série de courbes S [Q'm 'm — qui couvrent le plan entier, de telle sorte, 
qu'en général, par chaque point Ρ il en passe \ m(m — 1) [ ]. 

Pendant que la transversale S change de position, les -y m ( m — 1 ) asymptotes .31, de 

la courbe variable Qïm(m— ') pivotent autour des points fixes d'intersection mutuelle 
des m asymptotes A, de la base, et forment un nombre égal de faisceaux de rayons 
projectifs, placés en partie en perspective et en partie obliquement; conséquemment, 
ces faisceaux auront en partie leurs points d'intersection G en perspective, et, en par-
tie, engendreront des sections coniques Κ2 ; savoir : chaque faisceau de rayons est en 
perspective avec 2 (m —2) faisceaux, et obliquement placé par rapport à y (m—2) (m—3) 
autres faisceaux. I.es points G et les coniques KJ sont liés les uns aux autres par des 
relations nombreuses que cependant nous passerons ici sous silence. 

III, a. Si l'on fait pivoter la transversale S autour d'un pôle Ρ pris sur elle a vo-
lonté , les y m {m — 1 )points milieux Q décriront une courbeQm(m —0 du degré m [m — 1 ) 
et de la classe (m — 1)- m. Cette courbe aura le pôle Ρ pour point y m {m —t)"v'«, et 

[*] Les points 1' par lesquels il passe un nombre do courbes moindre d'une unité, se trouvent 
sur l'enveloppe Ez de celte série de courbes, laquelle enveloppe est touchée par chacune de ces 
dernières en |/n' (m —1]' points. De quelles parties cette enveloppe E' est-elle formée, ou quelles sont 
ses propriétés? fie serait-elle pas formée de deux parties distinctes, savoir : i° du lieu géométrique de 
tous les points doubles Q, de la série de courbes, donc de deux fois une courbe du 1""" degré Qi ; 
et 2° du lieu géométrique des points milieux Q„ de toutes les cordes simples de la base qui joi-
gnent les points de contact de tangentes parallèles de la base (voir Extrait U, § III, IV) ? 

J'ai trouvé que ce dernier lieu est du m(m-t-i) (m — 2degré, donc Q™ 

D'après cela, l'enveloppe E' serait formée de aQÎ-+- Q™(m~l~l) (*" chaque courbe Q' m 'n'~' ' 

de la susdite série de courbes aurait \ m (m—1) (m — 3) (>n — 3) points doubles situés sur Q?, ce 
qui compterait pour \m(m — t)(m — 3)(m — 3) contacts, et, conséquemment, l'autre partie 

(), ' " serait touchée par chaque courbe Q' ' en ;n(«-ij(n« — 3) points. 
Pour la base O, l'enveloppe E5 serait formée seulement de QJ' ί Extrait II, § HI, IV ), laquelle 

courbe serait touchée par chaque courbe Q* en neuf points Q,. 

l'our la base C*, où Q* = Q}· (Extrait II, Jj IV), on aurait 

E' = 3Q;·+ <?:·; 
chaque courbe Q* aurait trois points doubles Q, situés sur Q(*, et toucherait la courbe Q)' en 
trente points Q,. 

ill I H l II l I I I ' Il |»IM I I»I1U«I 1 M I » >♦ 1 
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aura, en outre, j m (m — ι ) (m — 2) (m — 3) points doubles Q,. Elle se touchera elle-
même (m — 1 ) fois en chacun des m points a

m
 de la base C™, de sorte qu'elle n'aura que 

m asymptotes 3k, dont cependant chacune doit être comptée pour m— 1. Ces asymptotes se-
ront respectivement parallèles aux asymptotes A, de la base et seront à des distances moitié 
moindres du pôle, de sorte que les deux polygones h m côtés, formés par les asymptotes 

m % , et m A,, seront semblables, ayant le pôle Ρ pour centre de similitude et leurs di-
mensions homologues dans le rapport ée 1:2. Lorsque le pôle est situé, en particulier, sur 
la base même, le lieu géométrique dont il s'agit se décompose en deux parties Q"1 -f-Q"' 
La courbe Q* est semblable à la base et semblablement placée ; elle touche celle-ci an 
point Ρ qui est le centre de similitude des deux courbes, et leurs dimensions homologuet 
sont dans le rapport de 1 :2 ; conséquemmcnt, leurs asymptotes sont parallèles et tes dis-
tances respectives de ces asymptotes au pôle sont dans le même rapport de 1 :2, L'autre 

courbe Q'" a le pôle pour point ~ (m -h 1) (m — 2yuP1' et les m asymptotes Ά de la 
première courbe Q"1 pour asymptotes [m — elle a, en outre, 

|(3m -+-1 ) (m — 2) (m — 3) (nt — 4)points doubles Q,. 

b. Si la courbe Qm(m~') doit passer par un point donné quelconque et avoir son 
pôle Ρ sur une droite donnée G, il existera y m ( m — 1 ) solutions. Ou : Si le pôle Ρ se 
meut sur une droite fixe Q, la série de courbes correspondantes S (Q™ C"-1 i) jouit d< 

ta propriété, que par chaque point "|ί du plan il en passe, en général, y m (m — 1), et que 
toute droite donnée est touchée par m( m'— 3 ) de ces courbes. L'enveloppe de cette 
série de courbes est formée des mêmes parties que la précédente ( voir II, b, Ir. note), 
mais, en outre, de différentes autres parties. 

IV. Les points doubles Q,, mentionnés dans les théorèmes précédents ( II, a, et III, a', 
indiquent celles parmi les transversales S sur lesquelles deux des y/« (m — 1) segments, 
soit ad et bc, ont le même point milieu Q,; une telle transversale forme, d'après la 
définition et la notation ci-dessus données, une corde double S, qui passe par le poinr 
où se trouve respectivement le pôle P. Donc : 

a. Le lieu de toutes les cordes doubles S3 d'une courbe donnée C'" du degré m, est ttnr 
courbe de la \m(ni — 1 ) [m — 2 ) (m — 3 )' classe, 

( m - 1 ) ( m - 2 ) ( m - 3) 

qui a la droite G
x
 pour tangente ±mfn—i)('« — 2) (»J — 3)'"'''e et chaque 

asymptote de la base pour tangente multiple [* ], et qui touche notamment aussi 1rs 
-j'n(m — 2) (m- — 9) tangentes doubles de la base. On obtient les directions déter-

'*] Combien de tangentes chaque asymptote de la base représente-t-eile ? Est-ce qu'elle en re-
présente (m — a)(m^3), et la courbe dont il s'agit toiiche-t-cllo chacune des asymptotes do la 
base τ {m—2) (m— 3) fois au point </», de manière à l'avoir en même tempe pour asymptote 

(m — 2) {m — 3)tuPl*
t
 et à la Loucher, en outre, en autant de points non situés à l'infini ? 
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minées par les -j- m (m — i) {m — 2) (πι — 3) points de contact de la courbe-lieu des cordes 
doubles avec la droite G., en arrangeant les m asymptotes A, de la base par groupes 
de quatre, et en construisant pour chaque groupe trois couples de rayons harmoniques 
X et X,, Y et Y,, Ζ et Z, d'une manière analogue, comme on l'a fait ci-dessus pour les 
quatre asymptotes de la base C* ( Extrait II, § IV, page 32g). Par tout pôle Ρ quelconque 
il passe, en général, fm (m — ij [ni — 2 )(m — 3) cordes doubles S,; si le pôle se trouve 
sur G„, il n'en reste présentes dans la figure qu'un tiers de ce nombre, tandis que les 
autres coïncident avec G,. Si le pôle Ρ se trouve en un point quelconque de la base, il 
sera lui-même une extrémité, soit a, de (2 m -+- i) [m — 2 ) (m — 3) cordes doubles, 
dont les points milieux Q, se trouveront sur le lieu géométrique Q™, discuté ci-dessus 
(III , a), ainsi que sur une autre courbe du [m — i) (m — 3)* degré qui a, avec Q"' au 
pôle, un contact de l'ordre -\-i) [m — 3) — 1. 

b. Le lieu des points milieux Q, de toutes les cordes doubles S, de la base donnée C" 
est une courbe du y /» ( »t -f- 1 ){m — 2) (m — 3)' degré, 

im(ffi+i) (m—J) Cm—3) 
Q 

Cette courbe a les asymptotes de la base pour asymptotes multiples [j(m—2) (/η — 3 )'up'" ? ] ; 
elle coupe la droite G„ aux mêmes points où celle-ci est touchée par la courbe-lieu des 
cordes doubles S,; enfin elle passe par les points milieux des tangentes doubles de la 
base. 

Si un des ±m(m —1) points milieux Q d'une transversale, soit Q,, se trouve sur la 
base même (sans que le segment correspondant soit = o), par exemple si le point 
milieu Q, du segment ac se trouve au point d'intersection b, et si l'on désigne, comme 
ci-dessus (Extrait II, § III, II ), la transversale ou la corde simple ac par S,, on obtien-
dra facilement, au moyen des théorèmes précédents, la proposition suivante : 

c. Le lieu de toutes les cordes simples S, de la base donnée C" dont les points milieux 
Q, se trouvent sur la base même, est une courbe de la m [m — 1) (m — 2 )' classe, 

Ç.ra(m—i) (m—3) 

Cette courbe a la droite G„ pour tangente \ m {ni —l) (m — 2)T1'; elle a les m asymp-
totes A, de la base pour tangentes 2 (m — 2'fie1" et pour asymptotes (m — 2K( 
elle touche la base dans ses 3 m ( m — 2 ) points d'inflexion. Les directions déterminées 
par les points de contact de cette courbe et de la droite G. peuvent être obtenues d'une 
manière analogue comme pour la base C3 (Extrait II, § III, II, β), au moyen des 
asymptotes de la base, savoir : les trois droites qu'on mène, dans chacun des triangles 
formés par trois quelconques des asymptotes de la base C", des sommets aux points 
milieux des côtés opposés, sont dirigées vers trois de ces points de contact. De même 
le point de contact s de chaque corde S, avec la courbe-lieu de ces cordes, pourra 
être déterminé par la construction très-simple, donnée au même endroit (Ex-
trait II, § III, II, 7). Par tout pôle quelconque Ρ il passe m[m — 1) [m — 2) 
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? 

cordes S, dont les m (m — i) (»» — a) points milieux Q, se trouvent toujours sur une 

courbe du (m—i) [m — 2)" degré Q
1
 . Si le pôle Ρ se trouve sur la base 

même, il sera d'un côté le point milieu b = Q, de ^ ( m ι ) ( m — 2) cordes 
tic = S, , et de l'autre côté une extrémité a de (/» -t- 1) (JH — 2) autres cordes S,. 
Les (ηι 1 '] [m — 2)points milieux de ces dernières cordes se trouvent sur la courbe Q'", 
discutée ci-dessus (III, a), laquelle touche la base au point P. Si le pôle Ρ se trouve 
à l'infini sur G„, il ne reste plus présentes dans la figure que \ m [m —1) (m — 2) 
cordes S, (attendu qu'un nombre égal de ces cordes coïncide avec G„), et des courbes 

Q, peuvent passer par leurs points milieux Q,. Si le pôle se meut sur la droite 

G,, on obtient une série de courbes S ' ' ]. Toutes les fois qu'une de ces 
courbes touche la base, auquel cas deux des cordes S, se réunissent dans une seule S(, 

cette dernière sera une asymptote de la courbe S™'"1-'> et la touchera au pôle cor-
respondant P. En outre, chaque corde S( de ce genre jouit de la propriété, que les tan-
gentes A, G et Β, menées à la base par les extrémités a, c et par le point milieu b de la 

corde, se rencontrent en un même point φ. ι° Quelle est l'enveloppe de kl série de 

courbes S [q( ^ ? 2° Quel est le degré de la courbe S™'"*,m~2 ? 

V. On obtient encore les propositions suivantes : 

a. Le lieu de toutes les transversales S de la base donnée C'", qui ont un de leurs 
points milieux Q sur une droite donnée G , ou simplement le lieu de toutes les cordes sim-
ples ab — S, dont les points milieux se trouvent sur la droite donnée G, est une courbe 
de la m [m — i)e classe et du m (m2— 3)' degré, 

S m ( m - 1) 

Cette courbe a les droites G et G, pour tangentes \m{ m — 1 yuv1"· die a, en outre, 
jm(m -+- \){m — 2 ){m — 3) tangentes doubles ; enfin elle touche : 10 les m asymp-
totes de la base; 20 les m tangentes qui touchent la base dans ses points d'intersection 
avec G, et 3° la base même, en m (m -h 2)(m — 2) points déterminés. Les tangentes 
doubles, qu'on vient de mentionner, sont formées par les cordes doubles S

2
 de la base 

dont les points milieux Q, se trouvent sur G, et le lieu en question touche la base αιι.ι 
points de contact a

t
 de toutes les cordes tangentes ba„ [ * ], dont les points milieux se 

trouvent pareillement sur G. Le lieu dont il s'agit touche la droite G en - m ( m — t) 
jtoints et la coupe conséquemment encore en m (m -t- 1) (m — 2) autres points Q„. Ses 
tangentes aux points Q„ sont des cordes particulières ab — £ ( = S) telles, que les tan-
gentes A, B menées par les extrémités a, b h la base sont parallèles et se rencontrent 
au même point de G.. Pareillement, les tangentes qui touchent ce lieu dans ses 
m [m -\- ί) (m — 2) points d'intersection avec la droite G» , donc ses asymptotes recti-
lignes, sont des cordes ab telles, que les tangentes menées à la base par leurs extrémités 

[*] Cordes qui, dane l'une de leurs extrémités a,, touchent la courbe an lieu de la couper. 

44·· 
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se rencontrant sur la droite G, de sorte que, sous ce point de vue, il y a réciprocité entre 
G et G.. 

b. Le lieu de toutes les transversales particulières S de la base donnée C", qui ont un 
de leurs points milieux Q sur une courbe donnée du n'tme degré G", est une courbe 
de la nm{m —i)' classe qui a la droite G„ pour tangente y nm(m —ιet dont on 
peut déterminer le. nombre des tangentes doubles, des contacts avec tes courbes Cm et 
G", etc. 

c. Le lieu des \ m (m — t) points milieux Q de la transversale particulière S de lu 
hase C", qui touche une courbe donnée de n"me classe Κ", est une courbe du degré 
nm {m — ι ), qui a pour chacune des m asymptotes de la base η asymptotes (m — ι 
et parallèles à cette asymptote de la base, etc. 

d. Le lieu des points milieux Q, de toutes les cordes simples ab — ̂  de la base C"' 
qui jouissent de la propriété, que les tangentes A, Β menées par leurs extrémités a, b 
sont parallèles, ou te lieu du pôle P, dont la pol'aire intérieure I"-1 touche la base en 
deux points a, b, est une courbe du m (m + i) [m — 2)' degré, 

Q« (m-4-1 ) (m— 

Cette courbe touche la base dans ses 3 m [m — 2 )points d'inflexion et a ses m points 
pour points (m -h 1) (m — -ζ)'"?1"; conséquemment elle a pour chaque asymptote A, de 
ta base, {m-Ci) (m—a) asymptotes parallèles à A,, et situées respectivement au 
milieu entre A, et les tangentes de la base parallèles à A,. Conséquemment il existe, en 

général, m [m — 2) (;«2 — 7) cordes ̂  dont le point milieu Q, se trouve sur la base 
même, mais n'est situé ni dans un des points a., ni dans un point d'inflexion de la base. 
(Pour m = 3, on obtient 60$ ou6Q

0
, comme Extrait II, §111, IV). On peut demander 

ici quel sera le lieu SS' de toutes les cordes jçT [* ). An reste, le point de contact de 

chaque corde avec la courbe est déterminé par la même relation simple, comme 

ci-dessus (Extrait II, § III, IV) pour la base CJ. 

VI. Le lieu des points milieux Q de toutes les transversales S qui touchent la base C"', 
donc de toutes les tangentes de cette dernière, se décompose en trois parties, dont une 
est la base même et ne contient qu'un seul point milieu qui se trouve au point de con-
tact a„ ; une autre partie contient les points milieux T„ (au lieu de Q) des m — 2 seg-
ments compris entre le point de contact a, d'un côté, et les m — 2 points d'intersec-
tion b, c, d,... de l'autre [chaque point T, représentant au fait un couple de points Q 
réunis (I )]; enfin la troisième partie contient les points milieux T ( = Q) des segments 
terminés par ces m — 2 points d'intersection. Conséquemment il se trouve sur chaque 
tangente m — 2 points milieux T

f
 et y (m — 2) (m — 3) points milieux T, dont on 

détermine respectivement le lieu comme il suit : 

|'1 En essayant de déterminer ce lieu, j'ai trouvé 
τ = { m(»n — 1) (am — 3). 
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κ. Le lieu des points milieux T, relativement à toutes les tangentes de la base don-

née C" est une courbe du m (m -f- 2) (m — 2)" degré, 

Γ» ("*-» 

Cette courbe a les m points a
m
 de la base pour points m [m— 1)'"f'", et chaque 

asymptote A, de la base pour asymptote (m — 2)'"''% c'est-à-dire elle touche chaque 
asymptote de ta base dans son point a „ avec (m — 2 ) de ses branches, et l'y coupe avci 
(m -f- 1) (m — 2) autres branches ; enfin elle a en commun avec la base ses 3m (m — 2 } 
points d'inflexion et tangentes d'inflexion et touche chaque tangente double de lu 
base dans son point milieu. De là il suit que : Une courbe quelconque G"a, en général, 
m [m -+-4 ) {m — 2 ) (m — 3) tangentes telles, que l'un des points d'intersection b est le 
point milieu du segment compris entre le point de contact a

0 et un autre point d'inter-
section c. 

p. Le lieu des points milieux Τ de toutes les tangentes de la base C" est une cottrbi 
du m [m -U 1) {m — 2) (m — 3)e degré, 

♦JVn («<+1 ) (m— i) (m—3) 

Cette courbe a les m points a
x
 de la base pour points ( m -t- 1) (m — 2) ('" — 3)"'t'h', 

elle passe par les points de contact des γ m (m — 2) (m' — g) tangentes doubles de lu 
base, et, en outre , elle touche chacune de ces tangentes doubles en 2 ( m — 4) points. 
De là il suit que : Une courbe quelconque C™ a, en général, m [m—2) (m—3) [m-—m—4! 

tangentes telles, que deux quelconques de leurs ( m — 2) points d'intersection avec lu 
courbe, soient c et d, sont également distants d'un troisième point dintersection b . 
ou du point de contact a„, ce dernier cas devant être compté pour deux combinaisons. 

Pour la base C3, le lieu des points milieux T
0
 de toutes les tangentes sera une courbe 

TJ*(= 12), comme ci-dessus (ExtraitII, §111, IV). 

Pour la base C% le premier et le second lieu seront respectivement T J" et T'", et Ton 
aura les propositions que voici : 

(a°). Une courbe quelconque du quatrième degré a, en général, soixante-quatre 
tangentes telles, que l'un des deux points d intersection b est le point milieu du segment 
compris entre l'autre point d'intersection c et le point de contact a0. 

(P°). La même courbe doit avoir 6412 = 32 tangentes telles, que les deux points d'in-
tersection b et c sont également distants du point de contact α, (comme Extrait II, § IV . 
Donc le lieu Τ" a les quatre points a

m
 de la base C1 pour points décuples, passe par les 

cinquante-six points de contact de ses vingt-huit tangentes doubles, et la touche nu i 
trente-deux points P° spécifiés ci-dessus (Extrait II, § IV ). 

Si m>4, la base C™ est touchée par la courbe-lieu des Tenr points et cou pee en y 
]M>ints (outre les points spécifiés dans le théorème β), χ et y étant liés entre eux par la 
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relation suivante : 

2i+/ = »i(m — a) (m — 3J(m2 — m —4)· 
Il s'agirait de déterminer ces deux nombres χ et y [*]. 

VII. Pour la base donnée G" il existe aussi des transversales particulières telles, que 
le centre de gravité A de leurs m points d'intersection (§1) coïncide avec un de leurs 
m— i) points milieux Q. Désignons chaque transversale qui jouit de cette pro-
priété par S„, et son centre de gravité par Q„ ; le lieu de la transversale et celui de son 
.■entre de gravité seront respectivement 

„7·("-Θ' 4·»Ι(·Η-Ι) (>»->) 

c'est-à-dire : Pour une courbe quelconque C" le lieu de la transversale S« dont le centn 
de gravité Q„ est le point milieu d'un segment compris entre deux de ses points d'intersec-
tion, est une courbe de la -jm (m — i) (m — l)e classe, et le lieu de ce centre de gravité 
est une courbe du jm (m ι ) (jn — a)" degré. 

Pour la base C3, les deux courbes seront respectivement S® et Q®; la première est iden-
tique avec la courbe S J, discutée ci-dessus ( Extrait II, § III, II ) ; la seconde représente la 
base C3 prise deux fois, chaque point de C3 étant en effet le point milieu (= Q„) de 
deux cordes S, (Extrait II, § III). 

Pour la base C', les deux courbes sont respectivement S„ " et Q^®; mais chacune de 
ces courbes est double, attendu qu'ici chaque transversale S„ est une corde double S, et 
que par conséquent deux points milieux Q sont réunis au centre de gravité Q„ ; consé-
quemment, les deux lieux simples sont seulement S® et Qi °, comme nous les connais-
sons déjà d'après Extrait II, § IV. Pour m )> 4 , cette réductibilité des courbes en ques-
tion cesse d'avoir lien. 

Pour la base Cs, on a Sâ ® et Qâ5. La base a, en commun avec la première de ces deux 
courbes, huit cents tangentes S® ( = S«), et, avec la seconde, deux cent vingt-cinq points 
Q® (= Q„). En supposant que Q„ soit le point milieu des deux points d'intersection 
a et b , il sera en même temps le centre de gravité des trois autres points d'intersection 
r, d et e; et si l'on désigne le point de contact de chaque tangente S® avec C! par B„, les 
différentes combinaisons suivantes pourront avoir lieu : 

[*] N'aurait-on pas 
χ = (m — 4 )x» 

ainsi que le semble exiger une certaine raison de probabilité? En ce cas, il s'ensuivrait 

x =; m (m — 3) (ms — m — 4) et y = m (m — 3) (m — 4) i"1' — m — 4)» 

et la base C" aurait m (m — 3) (m* — m — 4) iuugentes telles, que deux de leurs points d'intersection, 
c et d, fussent également distants du point de contact et m(m — 3) (m — 4) (m* — m — 4) tangentes 
telles, qu'un de leurs points d'intersection, b,fût te point milieu du segment compris entre deux autres 
points d'intersection c et d. 
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A. Relativement aux. huit cents tangentes SL il y a trois cas possibles : 

ία), c et d (ou ce, ou de) sont réunis au point B
0
 ; ou 

( β ). a et e (ou ac, ad, be, bd, be) sont réunis au point B
0
 ; ou 

(y), a et b sont réunis au point B
0

, et conséquemment Q° coïncide également 
avec B„. 

B. Relativement aux deux cent vingt-cinq points Qâ, deux cas sont possibles, ou bien : 

(S). Q° se trouve en e (ou c, d) et est lion-seulement le point milieu de ah, mais 
aussi celui de cd, de sorte que la transversale correspondante S„ sera une 
corde double S»; ou bien : 

( ε ). Qâ coïncide avec les points a et b réunis, et conséquemment aussi avec B
0

, 
comme au cas (7), de sorte que la transversale correspondante S„ sera S°, 
c'est-à-dire touchera la base Cs en (ab ) = Q„°. 

On pose ici la question : Combien de fois chacun de ces cas se présentera-t-il ? et 
notamment : Parmi les deux cent vingt-cinq points Q®, combien en appartient-il au 
cas S, et combien au cas ε? On peut poser des questions analogues relativement à la 
base générale Cl". 

§ "Ι-

Au moyen de la projection, les théorèmes du paragraphe précédent se transformenl 
dans d'autres théorèmes, où les points milieux Q sont remplacés par certains points 
harmoniques N; à savoir, il sera donné, outre la base C'", une droite G (en place 
de G,), et l'on prendra les quatrièmes points harmoniques Ν conjugués au point 
d'intersection R de la transversale S et de la droite G , par rapport à tous les couples de 
deux points qu'on peut former des m points d'intersection a, b, c, d,..., de S 
avec C™. 

Mais on peut déterminer encore de diverses autres manières des points harmoniques 
sur la transversale. Par exemple, on arrangera par groupes de trois les m points d'in -
tersection a, b, c, d,.. ., de S avec C", et pour chaque groupe de trois points on 
déterminera les trois quatrièmes points harmoniques N, ce qui donne lieu en tout sur 
chaque transversale — 1) [m — a) points N. Si ensuite 011 assujettit la trans-
versale à des conditions convenables, on obtiendra des courbes nouvelles, et de nou-
velles propriétés de la base C™. Toutefois je dois me borner ici à indiquer sommairement 
quelques résultats parmi les moins difficiles. 

I. On peut demander que des m points d'intersection a, b, c, d,..., quatre soient 
en rapport harmonique. Cette condition donne lieu au théorème suivant : 

Le lieu de la transversale S qui coupe une courbe donnée du m' degré C™ en quatre 
points harmoniques est une courbe de la m ( m — 1) (m — 2) (m — 3 ' classe, 

S > 
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qui louche la base en chacun de ses points d'inflexion avec m — 3 de ses branches, et en 
outre («' m en beaucoup d'autres points. Au moyen des quatre tangentes menées à 
la base par les quatre points d'intersection qui sont en rapport harmonique, on construit 
facilement le point de contact de chaque transversale S avec la courbe qui est le lieu de 
ces transversales. Problème : Déterminer le degré de ce lieu. 

Conséquemment pour la base C, le lieu de la droite S qui coupe Ο en quatre points 
harmoniques abed sera une courbe de sixième classe S®, qui touche la base dans ses 
ningt-quatrepoints d'inflexion. 

Les 12.6 — η ι tangentes communes aux deux courbes ne sont formées en consé-
quence que des vingt-quatre tangentes d'inflexion de la base, dont chacune est comptée 
trois fois. La courbe S° est du trentième degré, conséquemment elle a en commun avec 
la base, outre les susdits vingt-quatre points de contact, soixante-douze autres points qui 
sont des points d'intersection a,(— a), et sa tangente S en chacun de ces points a, coupe 
la base, outre en β„, en trois points b, c, d ( harmoniques par rapport à a„ et) tels, 
que les tangentes correspondantes B, C, D se rencontrent en un même point p. Des 
courbes du dix-huitième degré peuvent passer par les soixante-douze points a, : quelle 
sera la position des soixante-douze points p? Lorsque en particulier la base C est for-
mée de quatre droites A, B, C, D, la courbe S6 se décompose dans les trois coniques 
harmoniques inscrites au quadrilatère ABCD. ( Voyez Développement systématique de 
la dépendance mutuelle des figures géométriques, § XLIII. ) On obtient pareillement 
îles résultats particuliers si la base C1 est composée de C1 -t- 2C1, ou de C2 -t- C2, ou 
de CM- C'. 

Pour la base C', le lieu dont il s'agit sera = S3'; cette courbe touche la base en 
chacun de ses quarante-cinq points d'inflexion avec deux de ses branches, et la touche, 
en outre, en cent soixante-cinq autres points a. Donc : 

Une courbe quelconque du cinquième degrt■ a, en général, cent soixante-cinq tan-
gentes harmoniques telles, que le point de contact a et les trois points d'intersection 
h. c, d sont quatre points en rapport harmonique. 

Pour la base C"', on trouve de cette manière, outre les tangentes d'inflexion , 

-j-m (iw — 2) («t — 3 j [m (ot — ι)2 — 36] 

tangentes telles, que parmi les m — 1 points formés par le point de contact a, et les 
m — 2 points d'intersection b, c, d,..., quatre sont en rapport harmonique; le 
cas où a serait un des quatre points harmoniques sera compté pour deux> de sorte que 
si l'on désigne par χ le nombre des cas où a est un des quatre points harmoniques, 
et par y le nombre des cas où a n'en est pas, 2 x-t- y sera égal au nombre qu'on 
vient de proposer. La base sera touchée par le lieu dont il s'agit, aux χ points a. 
Déterminer les nombres χ et y. 

IL Si la base donnée C1 est touchée par une tangente S au point a, et coupée par 
•ette tangente aux points b et c, et si l'on prend les trois quatrièmes points harmo-
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niques par rapport aux trois points a, b, c, soient 

α, 7> 
de sorte que 

abac, abc$, ay bc 

soient des systèmes harmoniques, alors : 

Le lieu du point a sera une courbe du trente-deuxième degré qui a avec la base dan, 
ses points d'inflexion des contacts du deuxième ordre et passe par les points de contact 
de ses tangentes doubles (voir la note de la page 328) ; et 

Le lieu commun des deux points p et y sera une courbe du soixante-quatrième degré, 
qui a avec la base en chacun de ses vingt-quatre points d'inflexion des contacts du 
deuxième ordre sur deux branches, et en chacun des cinquante-six points de contact de 
ses vingt-huit tangentes doubles un contact du premier ordre. 

I)e là il suit que : 

La courbe du quatrième degré C
1 a, en général, soixante-quatre tangentes telles, que 

l'un des deux points d'intersection b est le point milieu du segment compris entre l'autre 
point d'intersection c et le point de contact a ( comme dans le paragraphe précédent, 
VI, a"), et que ces tangentes particulières sont parallèles aux asymptotes de ladite 
courbe du soixante-quatrième degré. 

Si la base donnée C5 est touchée par une tangente S au point a, et coupée par cette 
tangente aux points b, c, d, et si l'on détermine les trois points o, y, p, de telle sorte 
que 

abSc, abyd, acpd 

soient des systèmes harmoniques , alors : 

Le lieu commun des trois points β, y, ο sera une courbe du degré x, qui a avec ta 
bast: en chacun de ses quarante-cinq points d'inflexion des contacts du deuxième ordre sue 
deux branches, qui coupe la base dans les l65 . 3 =49^points d'intersection (b , c, et) 
des susdites cent soixante-cinq tangentes harmoniques (I) et elans tes deux cent e/ua-
rante points de contact de ces cent vingt tangentes doubles, et qui, en outre, a avn 
res tangentes doubles des contacts doubles. Chaque tangente de la base sur taquetU 
deux des trois points //'intersection b, c, d sont également distants du point de con-
tact a, est parallèle à une asymptote du lieu dont il s'agit. Déterminer le degré x. 

III. Quatre points quelconques situés sur une droite /t, b, c, d déterminent trois 

systèmes différents de quatre points, suivant les trois manières dont on peut les con-
juguer deux à deux, savoir: 

I". ab et c/l j 2°. ad et bc ; 3°. ae et bd. 

J'ai appelé points asymptotiques les points qui sont harmoniques par rapport aux deux 
couples de chaque système; soient 

x et χ,, r et r et 3 . 
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de sorte que 

axbx, et cxdx,, aydy, et bycy,, az rz, et fcztiz. 

sont des systèmes harmoniques ( voir Extrait II, § IV). J'ai appelé hyperboliques les 
deux premiers systèmes où les points asymptotiques sont réels, et elliptique le troi-
sième où ils sont imaginaires. 

Si l'on arrange par groupes de quatre les m points a, b, c, d,... que la base don-
née C" a en commun avec une transversale quelconque S, et si l'on détermine pour 
chaque groupe les trois couples de points asymptotiques 

x et χ,, y et y,, ζ et ζ,, 
ou aura en tout 

jtn(m—i) (/71 — 2)'τη — 3) = ft couples, 
ou 

j m (m —i) (m — a) (m — 3) = 2μ points asymptotiques individuels ; 

chacun desquels soit désigné par X. 

Si l'on fait pivoter la transversale S autour d'un pôle Ρ pris sur elle à volonté, les 
■y. μ points X décriront conjointement une courbe du 3 μ"1"' degré, 

-γ.Α»ι(·ι— l) (m—2) (m—3) 

qui a le pôle Ρ pour point μ'"ρΙ', etc. 

Il peut exister des transversales particulières S
x
(= S), telles qu'un point asympto-

tique coïncide avec un des m points d'intersection ; par exemple, χ pourra coïncider 
avec le point d'intersection e, de sorte que aebx, et cedtc, soient des systèmes harmo-
niques, et que le système de quatre points déterminé par les deux couples nb et al 
ait le point d'intersection e pour point asymptotique, ou que ces cinq points d'inter-
section soient en involution. 

Le lieu de la transversale Sx
 pour laquelle un des points asymptotiques X .te trouve 

sur la base C , ou parmi les m points d'intersection de laquelle il y en a cinq qui sont 
en involution, est une courbe 

gi m (m— I ) (w— 2) (m—3) (m—4) 

Relativement à toutes ces transversales Sx dont υη point asymptotique χ coïncide 
avec un point d'intersection e ( mais non pas avec un point de contact) de la base, on 
peut poser la question : Quel sera le lieu du point asymptotique x, conjugué au point 
x (= é) ? Ce lieu sera une courbe du n'im' degré X" ; ses intersections avec la base déter-
mineront les transversales individuelles S

XIi
 qui ont sur la base un couple de points 

asymptotiques conjugués χ et x,. La résolution de ce problème sera facilitée par la ré-
solution préalable du problème suivant : 

Déterminer le lieu de tous les quatrièmes points harmoniques α conjugués sur chaque 
tangente S de la base C" au point de contact a par rapport à tous les couples de deux 
points qu'on peut former des m — y. points d'intersection b, c, d, 
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Note. J'observerai encore que je n'ai pas suffisamment démontré quelques-uns des 
théorèmes proposés dans ce Mémoire, de sorte qu'ils peuvent contenir des assertions 
erronées. Si cela était le cas, j'espère que .la nouveauté et la difficulté des matières 
traitées me serviront d'excuse, eu égard surtout à la méthode synthétique que j'ai 
suivie. Notamment dans les trois derniers paragraphes, je me suis permis quelques 
conclusions hasardées, par exemple, pour obtenir le théorème (V, d du § II, Ex-
trait III). Si ce théorème n'est pas généralement vrai, quelques-uns des théorèmes qui 
le précèdent ne seront pas non plus exacts dans toutes leurs parties. 

IV. 

ADDITION. 

I. Nous avons observé ci-dessus (Extrait II, § III, II, note de la page 12 ) que les 
deux polaires A1 et I1 d'un même pôle Ρ par rapport à la base donnée C* peuvent être 
des sections coniques de toute espèce selon la position du pôle relativement à la section 
conique E2 spécifiée à l'endroit cité. En effet, ces sections coniques peuvent non-seu-
iement être des ellipses, des hyperboles ou des paraboles, mais elles peuvent aussi 
prendre toutes les formes possibles de ces différentes espèces de sections coniques. 
Voici un examen plus détaillé de ces formes. 

a) Pour que les polaires A2 et I' puissent être des paraboles, il faut que le pôle Ρ 
soit sur la courbe E2. ( b ) Pour que A2 et I2 soient des hyperboles équilatères, il faut 
que le pôle soit sur une droite déterminée H. (c) Pour que A' et I2 soient des cercles, il 
η'γ a qu'un seul pôle P„(= P) qui satisfasse, lequel sera en même temps le pôle de ta 
droite H relativement a la section conique E3. {d) Pour que A2 et I2 soient semblables à 
une section conique donnée quelconque C2, il faut que le pôle Ρ soit sur une conique P! 

qui a avec la conique E2 un double contact ( imaginaire ), la droite H étant la corde di 
contact {idéale). Donc, si l'on donne h la section conique C2 successivement toutes les 
formes différentes possibles, on obtiendra une série de lieux géométriques P2 du pôle Ρ , 
ou plutôt un faisceau B(P2) de coniques qui se touchent toutes aux mêmes deux 
points, qui ont la droite H pour corde de contact, et qui ont cette droite H et le pôle P, 
pour pôle et polaire. A ce faisceau appartiendront aussi, en particulier, la courbe E2, 
fa droite H et le pôle P„, savoir E2 comme correspondant h la transition des polaires A-
et I2 de l'hyperbole à l'ellipse, et H et P

0
 comme déterminant respectivement la limite des 

hyperboles et des ellipses. 

Si la courbe donnée C"' a trois asymptotes réelles A, Β, C, on déterminera la droite H, 
et le pôle P„ comme il suit : Soient α, β, 7 (es pieds des perpendiculaires abaissées des 
trois sommets a, b , c du triangle ABC sur les côtés opposés A, B, C; les intersections 
des trois couples de droites a β et C, α 7 et Β, β7 et A se trouveront sur la droite de-
mandée H, ou bien cette droite sera aussi la ligne des puissances égales[*] des deux 

π C'est le terme adopté par M. Steiner pour désigner l'axe radical 
4o. 
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perdes circonscrits aux triangles abc et oc β y. Et si par les sommets du triangle abc 
on mène des tangentes au cercle circonscrit à ce triangle qui formeront un second 
triangle a, b, c,, les trois droites an,, bb,, ce, se rencontreront dans le pôle demandé P„. 
Si, en particulier, le triangle des asymptotes ABC = abc est equilateral, donc si E- est 
le cercle inscrit à ce triangle, toutes les courbes du faisceau Β (Ρ1) seront des cercles 
concentriques au cercle E' et ayanc P„ pour centre commun, tandis que la droite H 
sera G,. 

Donc : Dans une courbe du troisième degré dont les asymptotes forment un triangle 
equilateral abc, tes points de contact de chaque groupe de six tangentes parallèles si 
trouvent sur une hyperbole équilatère. Si d'un point du cercle circonscrit au triangle abc, 
on mène six tangentes à ta courbe, tes points de contact seront sur une hyperbole dont 
l'angle des asymptotes est égal h 60 degrés ; et si, du centre P, de ce cercle, on mène 
les six tangentes ii la courbe, les points de contact seront sur un cercle. 

Quel doit être le triangle des asymptotes abc pour que le pôle P, soit un foyer de-
là conique Ε* ( et, par conséquent, de toutes les coniques P1 ) ? 

Pour toutes les courbes du troisième degré ayant avec la courbe donnée les asymp-
totes communes (soit réelles, soit imaginaires), les courbes du faisceau Β ( P' ) resteront 
les mêmes. Cette propriété donne lieu à des conséquences ultérieures si l'on considère 
des formes paiticuliéres de courbes du troisième degré. 

t. Toutes les courbes du troisième degré qui passent par les sept points suivants d'un 
triangle donné, savoir : 10 te centre de gravité ; 2U les sommets ; 3° les points situés a 
F infini sur les trois côtés, ont les triangles des asymptotes égaux et semblables entre eux, 
et semblables et semblablement placés au triangle donné, les côtés homologues étant 
dans le rapport de ■?. ; .1. 

Il existe 11η théorème analogue pour le polygone formé de m droites et les courbes 
du tn'im' degré. Par exemple, dans le quadrilatère complet, les courbes du quatrième 
degré devront passer par treize points donnés, savoir par les six sommets, par les 
points situés à l'infini sur les quatre côtés , et par trois points p déterminés de la ma-
nière suivante : En considérant les quatre côtés comme formant ensemble une base du 
quatrième degré Ο = 4C\ la courbe P'° ( Extrait II, § IV ) se décompose en trois sec-
tions coniques P1 et les quatre droites données; ces trois coniques passeront chacune 
par un des trois couples de sommets du quadrilatère, et se couperont deux à deux dans 
les points milieux des trois diagonales. Les trois points où se rencontrent, en outre, 
deux quelconques des trois coniques et par lesquels passe nécessairement aussi la troi-
sième conique, sont les points p dont il s'agit, et représentent dans ce cas particulier, 
avec les six sommets du quadrilatère , les neuf pôles P, ( Extrait II, § IV . 


