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Des mouvements relatifs en général, et spécialement des

mouvements relatifs sur la Terre;

Par M. QUET,

Professeur de Physigue au Lycée Saint-Louis.

La déviation orientale qu’éprouvent les corps dans leur chute libre,
le déplacement continuel du vertical dans lequel oscille le pendule
abandonné 4 lni-méine, les diverses évolutions qu’effectuent les corps
tournants dans le gyroscope de M. Foucault, sont les principaux phe-
nomenes par lesquels on rend sensible anx yeux et d’une maniere
purement expérimentale le mouvement de la Terre autour de son
axe. Les problémes de Mécanique auxquels donnent lien ces divers
phénomeénes, généralement tous ceux qui concernent les mouvements
relatifs terrestres, ou méme les mouvements qu’on rapporte a trois
axes mobiles quelconques, peuvent étre analysés par-une méthode
uniforme de calcul. Je me propose d’exposer d’abord cette méthode
et de 'appliquer ensuite 4 divers cas particuliers.

PREMIERE SECTION.

Meéthode géncrale pour former les équations différentielles des mouve-
ments relatifs, lorsqu’on rapporte ces mouvements & trois axes rec-
tangulaires qui se déplacent suivant une loi quelconque.

§ Ier
Préliminaires.

Je considére trois axes rectangulaires c&, ¢y, c¢, et je désigne par
& & mx, mI, ms, 0, dn, 8¢ les coordonnées d’un point mo-
bile m, les projections sur les axes fixes de la résultante des forces
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appliquées & ce point et celles d’'un déplacement virtuel donné au
mobile. On a, par les principes généraux de la Dynamique,

() Sm(GEoe+ T2 on+ ZEoe) =Sm(xdg+Idn+ 28),

la sommez s'étendant 4 tous les points matériels du systeme que

I’on considere.

ox, oy, oz sont trois axes rectangulaires mobiles; 2, @', a’; b, ¥,
b"; ¢, ¢, ¢” sont les cosinus des angles que ces axes font respecti-
vement avec chacun des axes fixes c&, ¢y, c&.

Je pose
_ d*E din dry
u=—a E—;—l—b—dF +CF’
dE din d*y
—_ ’_ Uadiid i
v=a - + b0 + 5
— d’E ’” d’" ” d’c
w=a' oo+ Vogr+ g
(2) _ { X=ax 4+ b3 +c5b,
Y=a%x + ¥¢3J +c'%,

Z=a% + b3 +c"%,
dx = adt + by + cd,

dy =a'dk + ¥dn + 9%,
0z =a'dE+ b dn+ L.

On voit par ces équations que mX, mY, mZ, dx, dy, &z, sont les
projections sur les axes mobiles de la force appliquée au point m et
du déplacement virtuel donné a ce point. Les quantités u, v, w sont
les projections sur les mémes axes des trois accélérations absolues
d't dn d'C
drt’ det’ drt’
lération absolue du point m.

An moyen des équations connues qui lient les neuf cosinus entre

elles sont les projectiuns sur les axes mobiles de V'accé-
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eux, on tire des équations (2),

d’E 14 Y
m = au—+a'v+ a'w,
d1

d;: =bu +bv+ bw,
d*g

F‘: cu+c’v+c”w,

X=aX+aY+a'Z,
T=bX+bY+ b"Z,
b=cX+ ¢Y+ "2,

= adx + a'dy + a"dz,
on = bdx + b'dy + b"dz,
d =cdx + 'dy + ¢"dz.

En portant ces valeurs dans la formule générale (1), on a

(3) Xm(udx + 03y + wdz) =Y m(Xdx + Ydy + Zdz).

Cette formule donnera les équations différentielles des mouvements
relatifs lorsqu’on connaitra les valeurs de u, v, w en fonction de x,
J» 2; il suffira de la traiter alors d’aprés les méthodes de la Méca-
nique analytique. Ainsi, lout le probléme revient i déterminer I'accé-
lération absolue en fonction des coordonnées de la position relative.

Lorsque le systtme mobile se réduit & un point matériel entiére-

ment libre, la formule précédente donne immédiatement les treis
équations suivantes :

(4) =X, v=Y, w=2Z.

Les projections sur les axes mobiles de la force perdue par le point m
dans Pinstant dt étant m(X — u), m(Y — ¢), m(Z — w), la for-
mule (3) exprime que ces forces perdues se font équilibre; d’apres
cela, on voit qu'on peut conclure immédiatement 1a formule géné-

rale (3) du principe de d’Alembert, combiné avec le principe des
vitesses virtuelles.
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§ 1.

Ezprimer la vitesse absolue en fonction de la vitesse relative.

Par les régles de la transformation des coordonnées, on a
E=f¢+ar+ay+a'z,
{5) n=n'+bx+by+ b3z,
=8 +cx+ cy+ "z

On a désigué par &', 0, & les coordonnées de Porigine mobile rap-
portées aux axes c&, cn, c§. On tire des équations (5):

. dE dE’+ad.t+a’dy+a"dz+xda + yda' + zda”
\ de — dr dr dt ’
dx dn' bdz 4 b dy 4+ b" dz zdb + ydb' + zdb”
:6) v a + 7 '
( de __dy +cd.t+c’d_r+c”dz+zdc “+ydc 4 zdc”
S dt dr dt de

Les premiers membres de ces équations sont respectivement égaux
aux projections sur les axes fixes de la vitesse absolue du point m;
les dérivées de x, ¥, 5 qui entrent dans les seconds membres sont les
projections sur les axes mobiles de la vitesse relaiive du point consi-
déré. Ces équations donnent, par conséquent, la vitesse absolue en
fonction de la vitesse relative. On peut leur faire subir une transfor-
mation utile; je pose, pour cela,

adt +bdn +rd§,

U= dr
V= a dE 4+ b dn + ¢ dt
av—— dt —
"dg b dn ."d;
’ ) W = a E 4~ - r4C R
\7 g 24E+ bdn'+cdt
- dr ’
Vi a' de' + b dn'4-c'dt’
- dr ’
W’— gll_del_*- bl/ drj’+ cl/dt-l

de

o " i ' ] (IR O R A SRR AR T IRRRY LA LA SRR N R
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il est clair, par ces équations, que les quantités U, V, w; U, vV, W
sont respectivement les projections sur les axes mobiles des vitesses
absolues du point m et de I'origine mobile o.

Jajoute les équations (6), aprés les avoir multipliées respective-
ment par a, b, ¢, ou par a’, &, ¢, ou bien encore par a’, b, ¢
et j’ai

‘U — U;+E+],ada'+bdb’+cdc’ 4+ zada”—o— bdb’ + cdc”
dt

3

dt dt
/ ! ’ : , 4 " " db” e
l\S\ (V:V’+1‘Z+xada+bdb_'_6dc+zada + b “+ ¢ c’
/ ’ dr dt dr
dz a” da + bll db + C”dL‘ al/ dal + b” db/ + c// dc,’
— W' i @ ag+ 0 coqamc dt “ ! .
‘W_"W+-dt+x de +r dt

Les six fonctions de cosinus qui entrent dans ces équations ne sont
pas distinctes et peuvent aisément se réduire a trois. Pour cela. Je
pose
a”da’ + b" db’ - " dc’
p= g
s ada’+ bdb”+cdc”
9‘! q JAERE S SN,

1

2

de
' a' da + b db + ' de
r s o e —— —————a
\ dt

On peut écrire les équations (8) sous la forme suivante :
10) C=U+U, V=V4+V, W=W+W,,

en désignant par U,, V,, W, les parties de U, V, W qui ne dépen-
dent pas explicitement de la vitesse de I'origine mobile 0. En ayant

égard aux équations (9) et aux relations connues qui lient les neaf

cosinus entre eux, on trouve aisément les expressions suivantes :

an U, = Z—':—y—qz—lj', V, :%+rx—pz, W, :(é—i—f—d}’— qx.
Les équations (10) et (11) donnent une deuxieme solution du pro-
bléme proposé.
Jajoute les équations (10}, apres les avoir multipliées respective-
ment par a, @', a’, ou par b, ¥, b, ou bien par ¢, ¢’, ¢’, et J'ai, en
Tome XVIII. — Jurs 18%3. 28
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ayant égard aux équations (7), )

fd d/

E=" 4 aU,+aV,+aW,

dn dy ' P
(IQ) I'—_E—f—bU‘-{'—”V‘—FbW“

dy 4y ' "

T I+CU.+C V,+c"W,.

Les équations (12) peuvent remplacer les équations {6); elles ont cet
avantage, que leur forme est la méme que celle des équations (5).

§ TIL.
Ezprimer l'accélération absolue en fonction de V'accélération apparente.

Pour avoir les projections sur les axes fixes de I’accélération absolue
du point m, c’est-a-dire les dérivées du second ordre de &, », &, il
suffit de prendre les dérivées des équations (12) en y considérant U,,
V,, W, comme des fonctions déterminées par I'équation (11); on
passera de la aux projections u, ¢, w sur les axes mobiles, de la méme
maniére qu’on a obtenn U, V, W des équations (6). Mais il n’est pas
nécessaire de refaire ces calculs, car les équations (12) ont la méme
forme que les équations (5), et, traitées de la méme maniére, elles
doivent conduire 4 des résultats analogues. Si donc on désigne par «/,
', w les projections sur les axes mobiles de P'accélération de 'ori-
gine o, c’est-a-dire si I'on pose
ad*¥' 4 bd*y + cd??’

?

=

dr*
adit +¥din+cd
(l3> v = & "
a" Y 4 B d3n 4 &’ @Y
\ w= a5 9

on aura, d’apres les équations (10} et (11),
4y,

.u=u'+—2t—+qW.—"Vn
(14) v=¢ +3—Z' +rU, — pW,,
dw

w=w -+ +pV, —qU,.
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En effectuant les calculs indiqués par ces équations et en désignant
par «’, ¢, w” les parties de 4, v, w qui ne contiennent pas les déri-
vées de x, y, 3, c’est-a-dire en posant

dr
% —rztalp—gx)—r(re—pz)+u,

L

w =232
\ . dr . N
(15) (v =x;;—zg+r(qz—ff)—p(m— qx)+ ¢,
d, d
w=y% &l +p(re—pz)—qlgz —1y) +w,

les équations (14) donnent immédiatement

‘ dx dz dy "
u=——+a2\q——r + U

de® dr dr ’
j dy dx dz ”
([6) V=F+2< E—p;)—f*v,
__dz [ dy dx L
w dt’+2(.p5 95 )+ "

Si’on porte ces valeurs de u, ¢, w dans la formule (3), on aura la for-
mule générale de dynamique pour tous les mouvements relatifs. Ainsi
le probleme que nous nous étions proposé se trouve maintenant
résolu.

Si 'on considére un point M invariablement li¢ aux axes mobiles
et dont la position par rapport & ces axes est définie par les coor-
données x, y, z, pour ce point les dérivées de x, y, z sont nulles,
et 'on voit, par les équations (16), qu’alors «, v, w se réduisent a
u', v, w"; d’ou Yon conclut que les quantités u’, ¢v*, w” sont les pro-
jections sur les axes mobiles de I'accélération absolue qu’aurait le
point m si, dans la position qu’il occupe a I'époque ¢, il se trouvait
invariablement lié aux axes mobiles.

Les quantités p, ¢, r oat une signification connue et qu'on peut
déduire facilement des équations (10) et (11); elles sont les compo-
santes suivant les axes mobiles de la vitesse angulaire avec laquelle
ces axes tournent autour de leur axe instantané relatif.

Enfin, nous remarquerons que P'accélération dont les projections
28..
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sur les axes mobiles sont

dz dy dr dz dy dz

2 (q(T‘-— I'W)9 2 (rd—t —p‘z), 2 (p‘—h——qd—t),
est égale et directement, opposée 4 ce que Coriolis a appelé la force
centrifuge composée; il est facile de voir que cette accélération est,
comme I’a démontré Coriolis, perpendiculaire a la vitesse apparente
du point m, ainsi qu’a la direction de 'axe instantané du systeme ox,
oy, oz, et qu'elle est égale au double produit de la vitesse angulaire
instantanée de ce systeme par la projection de la vitesse apparente du
point m sur un plan perpendiculaire a I'axe instantané.

§ IV.

Application des formules générales aux mouvemcents relatifs terrestres, lorsqu’on rap-
porte ces mouvements & trois axes rectangulaires fixes sur la Terre et qu’on n’a égard
qu’au mouvement diurne.

Si par le point 0, qui est maintenant un point fixe de la Terre, on
mene une paralléle 4 ’axe terrestre, on aura I'axe instantané de ro-
tation autour duquel les axes fixes sur la Terre, savoir ox, oy, oz,
tournent pendant qu’ils sont emportés par le mouvement diurne.
La vitesse angulaire de cette rotation n’est autre chose que la vitesse
angulaire de la Terre, et sera désignée par n. Si I’on porte la vitesse
sur la partie nord de cet axe instantané et qu’on la projette ensuite sur
les axes ox, oy, oz, on aura les valeurs de p, ¢, r. Je prends arbitrai-
rement I'axe oz, et je désigne par w I'angle qu’il fait avec la partie
sud de I'axe instantané; par le point 0, je méne un plan perpendicu-
laire a oz et je projette sur ce plan la partie nord de I'axe instantané;
c’est sur cette projection que je place I'axe ox, et je mets I’axe oy a
gauche de ox. De cette maniére, les angles que la partie nord de
I'axe instantané fait avec ox, oy, oz sout

90— w, o, 180—w,
et les composantes p, 4, I sont respectivement
[ 17) p=nsinw, g=0, r=—ncosw;

d’ailleurs les dérivées de p, ¢, r sont nulles.

bEl 1 ow i3 i ' | N A A R AR RRRAANEARRNN LA NN FRA RN S0 AR AR B}



PURES ET APPLIQUEES, 221

Le point o décrivant uniformément un cercle de rayon ¢ avec la
vitesse angulaire 7, la force centrale pour ce point a pour expression
n’p et est dirige suivant le rayon p de la circonférence vers le centre.
Si Fon désigne par ), X, ) les cosipus des angles constants que ce
rayon fait avec les axes ox, oy, 0z, les projections sur ces axes de la
force centrale seront n%p}, n*oX, n*pX’, et, d’apres la signification
des lettres &/, ¢, w’, on aura

(18} W=np), v =n), w=np).
Les valeurs de «”, ¢, w” données par I'équation (15) deviennent

W =n*pl —n’cosw {xcosw + zsinw),

.

(19) ' =n*pX— n'y,

w=n*p)"— n?sin o (x cos » + zsin w .

7

Il est facile de voir que — u’, —¢", —w” sont les projections sur ox.
oy, 0z de la force centrifuge qu’aurait le mobile m en vertu de la
rotation de la Terre, si, dans la position qu’il occupe 4 Pépoque #, il
était invariablement lié & la Terre; en effet, dans ces conditions, }ac-
célération absolue du mobile m qui est donnée par les trois compo-
santes &”, ¢, w” est égale et opposée & la force centrifuge de ce point.

Quant aux valeurs de u, v, @ données par I'équation (16). elles
deviennent

4z COS A 174
\ ——t—,—i—an be—O— ,

8
Il

2y n cos s 27 SN @ e -+ ¢
ar —_ 2 C 1A] ‘(E' g p -
’ 4’z -+ ansin 4 + w’
i w ar s (:.)dt .

I

Il

D’apres cela, les équations différentielles d’un probleme quelconque
sur les mouvements relatifs terrestres pourront étre tirées de la for-
mule générale (3) en y considérant u, ¢, w comme des fonctions
déterminées par ’équation (20).

En général, pour définir la direction des axes mobiles ox, oy, oz
par rapport aux axes fixes c§, cn, c{, on peut employer trois angles
e, f, w convenablement choisis. w est 'angle que oz fait avec c¢; il
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peut varier entre o et 180°. Par le point o0, je mene les lignes of, on
respectivement paralléles a c&, ¢y, et je désigne par oA la projection
de oz sur le plan £07. e — go° est 'angle que oA fait avec o; il peut
varier entre + o et — o ; on le compte a partir de o&, et de droite
a gauche lorsqu’il est positif. Je désigne par NoN' 'intersection du
plan xoy avec le plan Eon; cette ligne NN est perpendiculaire 2 0A;
I'une de ses parties, celle que je désignerai par oN, sera déterminée
par I'angle e décrit & partir de 0Z. C'est & partir de oN et dans le
plan xoy que I'on compte I'angle f; en allant de droite & gauche lors-
qu’il est positif. Cet angle détermine 1a direction de ox; il peut varier
entre 4+ o et — ; I'axe ¢y est supposé a gauche de ox; il en est
de méme de cx par rapport a c&.

Au moyen de ces angles et de la formule fondamentale de la trigono-
métrie sphérique, on obtient les valeurs suivantes, qui sont connues :

a = ¢os f cose — sin f sin e cos w,
a' = — sin f cose — cos fsinecos @,
a’ = sin e sin ©;

b = cos f sine + sin f cos e cos w,
b = — sin fsine + cos f cosecos v,
b"= — cosesin w;

¢ =sin f sin w,

¢ = cos f sin w,

7"

¢" = 008 w.
De la on déduit pour p, g, r les expressions tres-connues :-
. . de de
= sin fsinw - —
P S 5 +cos f—

.. de . do
= cos fsinw— — =
g S - —sin f—

di
df de
r — 2; -+ COs (d—d?'

Lorsquil s’agit des mouvements relatifs terrestres et qu’on suppose
fixe ’axe de la Terre, on peut placer sur cet axe la droite c et la
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diriger vers le ciel awstral; alors le plan oy est perpendiculaire i
P’axe terrestre.

Toute droite fixe sur la Terre et perpendiculaire 4 son axe tourne
avec la méme vitesse que la Terre en allant de gauche 2 droite, et dé-
crit 'angle nt dans le temps ¢; il en sera ainsi pour les droites 0A, oN,
qui sont invariablement liées a la Terre et paralléles a son équateur,
lorsqu’on suppese qae les axes mobiles cx, ¢y, cz sont fixes sur la
Terre. L’angle e se rapporte a la ligne oN; sa valeur est e = e, — nt
en désignant par e, sa valeur initiale. L’angle f est constant, puisque
oN et ox sont fixes sur la Terre; d’ailleurs cet angle peut étre arbi-

. - ’ 3 x . . - - N
traire; je le prends égal & — -, ce qui fait coincider oy avec oN et
place I'axe ox parallélement 4 la projection de I'axe terrestre sur le
plan xoy. Alors

de

_—_— —n
dr ?

cos f=o0, sinf=—1,

d’ailleurs « est constant, et donne

dm___
/ dt

D’apres ces valeurs, les expressions générales de p, ¢, r se réduisent a
p=nsinw, ¢=0, Ir=—ncosw.

Ce sont les mémes valeurs qui ont déja été trouvées d’une autre
maniere.

DEUXIEME SECTION. -

Osciblations des pendules simples dans le vide lorsquion a égard au
mouvement de rotation de la Terre.

§ I

Je rapporte le mouvement du pendule a trois axes rectangulaires
ox, ay, oz frxes sur Ia Ferre et dont Vorigine est an poimt méme de
suspenstonr. x, ¥, z, mX, mY, mZ, }, mN sont les coordonnées du
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point matériel, les projections sur les axes de la force qui lui est
appliquée, la longueur du fil, sa tension.

Si aux composantes mX, mY, mZ on adjoint une force égale et
directement opposée a la tension du fil, c’est-a-dire si I'on suppose le
pendule soumis 4 la force dont les composantes sont

(X-%) (=% %)

ou pourra considérer le point matériel comme entierement libre, et
Fou aura, par les équations (4),

N N Nz
=X~ -2, v:Y—I\—y, w=17Z-— —,
{ { l
u, v, w étant les projections sur ox, 0y, oz de 'accélération ahsolune
du mobile.

Si par le point o on mene une parallele a I'axe terrestre et qu'on la
projette sur le plan xoy, en placant I'axe ox sur cette projection, on
aura pour u, v, w les expressions données par I'équation (20), et,
au moven d'elles, on pourra écrire ainsi les équations précédentes -

i d*x Nr . dy

d—t1+—l——X—u —2,{57

dy Ny . dx ds
I aJy s o A it
(22 - + 7 Y — ¢ +ak o 42k 2,

dz Nz ’ dy

T T T L owaky

On a posé, pour plus de simplicité,

k=ncosw, K =nsino.

Ces mémes équations peuvent se déduire facilement de la formule
fondamentaie i 3) par les procédés ordinaires de la Mécanique analy-
tique.

Les quantites — ', — ¢, —w" qui entrent dans 'équation (zr)
sont, comme on I'a déja vu, les projections sur les axes de la force
centrifuge terrestre pour le lieu défini par les coordonnées x, ¥, 3;
par conséquent, X — ", Y — ¢". Z — w” sont les composantes de la

Rl . ' 1 [ [ - I e RN NRRRRR NIRRT LA )RR N RNE A B
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pesanteur pour ce lieu, si 'on admet que Pattraction terrestre est la
seule force appliquée au pendule.

I’axe oz étant arbitraire, je le place sur la direction d’équilibre du
pendule; alors les équations (21) montrent que, dans I'état d’équi-
libre, les deux composantes de la pesantenr X — #”, Y — ¢" sont
nulles, c’est-a-dire que la pesanteur dans le lieu ou le point matériel
est en équilibre, est dirigée suivant le prolongement du fil 4 plomb.
Je désigne par g 'intensité de la pesanteur dans ce lieu, et je suppose
que la pesanteur reste constante dans toutes les positions que prend le
pendule dans ’état de mouvement. DNans cette hypothése, qui est
admissible méme pour les plus grands écarts des pendules soumis a
Pobservation, X — #”, Y — ¢” sont nuls, Z — w” est égal a g, et les
équations précédentes se rédunisent a

! dix Nz dy
dt’+_l: _det’
N dy Ny dx ,dz
e L = — K —
(22) e L A
diz Nz ,dy
am T =82k g

Maintenant 'angle w qui entre dans £ et &’ désigne le complément de
la latitude pour le lieu dans lequel le pendule est en équilibre;
-, étant cette latitude, on aura donc

k=nsiny, kK =ncosy.

Les équations (22 ) ne sont autre chose que celles que Poisson a
données dans son Mémoire sur les projectiles.

Si I'on a égard aux valeurs de «”, ¢, w” données par I’équation (19,
on voit que la différence entre les équations approximatives (22 ) et
les équations rigoureuses (20) consiste en ce que dans 'équation (22"
on néglige divers termes qui ont pour facteurs les produits de la
fraction excessivement petite n* par les lignes x, y, [ — z.

D’apres les équations (21) ou (22), on voit quon peut former les
équations du mouvement relatif du pendule, comme s’il s’agissait d’un
mouvement absoln, pourvu que, d’une part, on remplace la direc-
tion et la grandeur de Fattraction terrestre par celles de la pesanteur,
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et que, d’'une autre part, on introduise une force complémentaire
dont les composantes sont

ancosw 0 d1+ ansinw = ansin 02

W= 27MCOS W =+ in -
Ces composantes montrent facilement que la force complémentaire
est perpendiculaire 4 la vitesse apparente du mobile et a2 I'axe ter-
restre; elles font voir aussi que la grandeur de cette force est égale a

on i sin ¢
dr ’

, . , . ds . . s
en désignant par ¢ I'angle que la vitesse apparente + fait avec Faxe

du monde.
Si I'on joint aux équations (22) I’équation

(23) 2+ '+ 2 =1,

on a quatre relations entre quatre fonctions du temps, x, 7, z, N, ce
qui suffit pour déterminer ces fonctions. On peut facilement éliminer
N entre les équations (22) et obtenir deux équations qui ne contien-
nent que les fonctions x, y, z, et qui, jointes a 'équation (a3), suf-
firont pour déterminer ces derniéres fonctions. On élimine N en for-
mant l'équation des forces vives et celle des aires sur le plan hori-
zontal.

J’ajoute les équations (23) aprés les avoir multipliées respectivement
par adx, ady, adz, ou bien par y, — x et 0; j’ai ainsi

(24) d (W) = agdz,
(25) d(j%—-xj—j)=—k(1(.r’+_y’)-—nlc’xdz-.

On voit que la force complémentaire a disparu dans I’équation (24)
des forces vives, ce qui tient a sa direction.

Au lieu d'employer dans les équations (23), (24), (25) les coor-
données rectilignes, il peut étre utile de faire usage de coordonnées
polaires; aussi nous allons maintenant les transformer sous ce point
de vue.
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Je désigne par ¢ I'angle que le vertical du pendule fait avec le mé-
ridien zox, et je compte cet angle 2 partir du méridien en allant du
nord au sud par Pest. ¢ est aussi 'angle que la projection horizon-
tale du pendule fait avec la ligne du nord ox. Je désigne par 6 Vangle
que le pendule fait avec la verticale oz.

Les trois coordonnées polaires du point matériel du pendule sont
{, 8, ¢; la premiére est constante; la deuxiéme est toujours positive
et peut varier entre o et 180°; la troisieme peut étre positive ou néga-
tive et varier entre + o et — o .

Dans ces conditions, on a

x=Isinfcosy, y=Isinfsing, z=Icosh.

De la on déduit les formules suivantes, qui sont, au reste, connues :

dz® + dy* 4- dz’ 2 ' d 9 . dy?
—*—T:l (d*ﬂ+sln26dt2 9
dx dy . g pdd
Yo — X =— {sin 97[

Par le moyen de cette transformation, les équations (24), (25) de-
viennent

(26) d(%—f—sin’@iﬁ—i}gcose) = o,

(27) d sin’Gd(‘]’T:“)] = — 24’ cos ¢ sin? 6d6.
Les équations (26), (27) ont le méme degré de généralité que les
équations (22); elles s’appliquent aux oscillations des pendules de
toute longueur et de toute amplitude, pourvu que ces amplitndes ne
dépassent pas les limites dans lesquelles on peut regarder la pesanteur
comme une force constante. Ces équations ne différent des équations
tout 4 fait rigoureuses qu’on aurait pu tirer de I'équation (21), que
par la suppression de termes dont la petitesse est de méme ordre que
la fraction n?.
Je pose
= ¢ — kt,
29..
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et J’ai

dy __dy
et T de

de 2
Je porte cette valeur dans I'équation (26), et j’ai

do? . dgt 2g _ . d_?_ 2 .
d(; + sin? 92‘—; — —cos 6) = n(cd.sm’& = k*d.sin?§.

Cette équation se réduit, au moyen de I'équation (27), a

do? . de?
d(F + sm’ezr?—i:-;cos@)

= L kK cos(p + kt)sin* 6df — k* dsin® 6.

kK = n?sin y cos y;

donc les deux termes du second membre de cette équation ne con-
tiennent, apres avoir été divisés par dt, que des facteurs dont la va-
leur ne dépasse pas des limites fort restreintes, et, en outre, le fac-
teur n*; le second membre est donc du degré de petitesse qu’il est
permis de négliger, et 'on peut le réduire a zéro. Alors les équations
dn mouvement du pendule se présentent sous cette forme :

d(‘;—f: ~+ sin? 6“%: —2—;"005 9) =o,

/

~‘28) dsinﬁeg:_Qk’cos(¢+kt)5inzed6,

= ¢ + kt.

Pour résoudre ces équations, on négligera, dans une premiére ap-
. . . . dé . . .
proximation, la fonction 2 &’ cos (¢ + k¢) sin® 6 2 qui est tres-petite,

et, dans une seconde approximation, par I'application de la mé-
thode de la variation des constantes arbitraires, on examinera son
influence.

Lorsqu’on n’a pas égard i la fonction perturbatrice, les équations
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du mouvement du pendule se réduisent a

2 (% 4 sin* 6% 28059 = o,
9 de? dr* {

(30) d.sin?6%¢ = o,

(31) b= ¢ + kt.

Cest sous cette forme que je les counsidérerai d’abord. Les équa-
tions (29), (30) ne contiennent pas explicitement la vitesse n; elles
restent les mémes soit pour le vrai pendule, soit pour le pendule tel
qu’on le consideére ordinairement dans les Traités de Mécanique; c’est
12 un avantage qui permet d’étudier avec facilité les lois du vrai pen-
dule en les comparant aux lois bien connues des pendules ordinaires.

Je fais d’abord abstraction du mouvement de rotation de la Terre.
et je suppose un pendule de longueur / suspendu au point o et sonmis
4 une force constante, égale 4 g et paralléle 4 la direction d’équilibre
du vrai pendule; le mouvement de ce pendule est donné par les
équations (29), (30). Lagrange a appris a intégrer ces éqnations; je
représente leurs intégrales par

(32} 6= f(¢t, a, b, c, d),
{33) p=F(t, a, b, ¢, d),

a, b, ¢, d élant quatre constantes arbitraires qui peuvent etre déter-
minées par les conditions initiales; I'équation (32) donne 4 chaque
époque I'écart angulaire du pendule par rapport a la ligne d’équilibre,
et ’équation (33) donne son azimut compté a partir du nord.
Lorsque 'on consideére le vrai pendule, il faut prendre les trois
équations (29), (30), (31), et 'on a pour leurs intégrales générales

(34) ez_f(t, a, b, c, d)9
(35) =kt +F(t, a, b, c, d).
Supposons maintenant qu'on doune aux constantes arbitraires les

mémes valeurs dans les deux systémes d’équations (32), (33) et (34,
(35), et désignons, pour abréger, par pendule de comparaison le
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pendule qui est alors représenté par les équations (3a), (33); par la
comparaison des deux systemes d’équations, on arrive immédiatement
aux conclusions suivantes.

Le vrai pendule et le pendule de comparaison partent en méme
temps de la méme position initiale; 4 toute époque du mouvement,
ils sont constamment a la méme distance angulaire de la verticale,
par conséquent, ils ont les méimes maxima et minima d’amplitude et
les atteignent simultanément. Les azimuts des deux pendules qui sont
les mémes 4 l'origine du temps se séparent immédiatement apres; a
une époque quelconque ¢, on passe du pendule de comparaison au
vrai pendule en faisant tourner ’azimut du pendule de comparaison
d’un angle égal a kt, rotation qui doit se faire dans le méme sens que
le mouvement apparent du Soleil , puisque k¢ est positif lorsque ¢ est
positif: la distance angulaire des deux verticaux est donc ¢gale a ke,
et elle croit uniformément avec la vitesse k = nsin .

Si, par suite des conditions initiales, le vertical du pendule de com-
paraison reste invariable, les sommets de la spirale sphérique décrite
par le vrai pendule s’écarteront, d’aprés ce qu'on vient de dire, de
ce vertical primitif, en allant dans le sens du mouvement apparent
du Soleil et avec une vitesse angulaire qui, rapportée a la verticale,
est égale a n sin .

Les considérations générales qui précédent peuvent aussi étre pré-
sentées sous la forme suivante. Je suppose que Pon ait décrit sur la
sphére des pendules la spirale que doit parcourir le pendule de com-
paraison en vertu des données initiales, et qu’a partir de I'origine du
temps on fasse tourner la sphére des pendules autour de son diamétre
vertical avec la vitesse angulaire constante £ = n sin y, le mouvement
de la sphere s’exécutant dans le sens du mouvement apparent du
Soleil; le vrai pendule restera constamment, pendant ses oscillations,
sur cette spirale sphérique tournante.
~ Les oscillations infiniment petites des pendules ne sont qu'un cas
particulier des mouvements généraux que nous venons d’examiner.
C’est a propos d’un curieux Mémoire de Mairan sur les pendules, que
Clairaut forma pour la premiére fois les équations différentielles du
mouvement des pendules ordinaires considérés dans les conditions
les plus générales : en examinant ce que devient la spirale décrite
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par la projection horizentale du pendule, lorsque Yamplitude des
oscillations décroit, il fut trés-surpris de voir que cette spirale dégé-
nére en une ellipse centrée sur la position d’équilibre du pendule et
ayant des axes de grandeur et de direction invariables pour des
conditions initiales données. '

Puisque la projection horizontale de la spirale sphérique décrite par
le pendule de comparaison est une ellipse- fixe de position, si I'on
fait tourner cette ellipse d'un mouvement de rotation commun avec
celui que nous avons donné a la spheére des pendules, il est clair que
la projection horizontale du vrai pendnle devra se trouver constam-
ment sur cette ellipse mobile; c’est en cela que consiste ’élégant
théoréme de M. Binet.

Je considére le vrai pendule dans une position quelconque définie
par les coordonnées polaires 6, ¢, et je décompose sa vitesse suivant
la tangente & I'arc {6 et suivant la normale au vertical dont FPazimut
est ¢. En désignant par v et u ces deux composantes , j’ai

ey e ds
(36) V:lza
(37) u:lsin@%'

Pour la méme époque, les composantes analogues de la vitesse que

poque, q
possede le pendule de comparaison étant désignées par ¢+ et w, on
aura

. de
(38) V=15 =",

(39) tv:lsinej-f:u——klsinﬁ.

On voit par la que le vrai pendule et le pendule de comparaison, qui
partent en méme temps de la méme position avec la méme vitesse
mesurée suivant 'arc d’écart primitif, n’ont pas cependant la méme
vitesse initiale, puisque la composante de cette vitesse mesurée per-
pendiculairement au vertical primitif étant désignée par u, ponr le vrai
pendule, est w, = u, — klsin8, pour le pendule de comparaison.
Cette différence — Alsin @, dans les deux composantes sera négli-
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geable lorsque les oscillations auront assez peu d'étendue pour qu’on
puisse regarder le produit ksin 6, comme étant du méme ordre de
petitesse que la fraction »?; on verra, au reste, que, généralement,
Pinfluence de la quantité — klsin 6, est peu sensible.
Pour intégrer les équations (29), (30), (31), il n’y a qu’a suivre la
méthode développée dans la Mécanique analytique ; on a ainsi
| cos § = cos a cos® ¢ + cos8sin’o,

a
(40) t=c+Aoa—}—2I A;sin 2.,

w0
b=d~+ kt =Bec iz. B;sin 2ix.

¢, d sont deux constantes arbitraires;
o, 6 sont les écarts maximum et minimum du pendule par rapport
a la verticale; on les détermine par I’équation du troisiéme degré en
cos§, '
w; sin? 6,
a2gl

: 0t .
4 (‘J —* — cosf,+ cose) sin? 6 + = o0;

2gl

s est une variable auxiliaire;

A,. A;, B,, B; sont des fonctions de o, 6 qu’on trouve dans la
Mécanique analytique ;

{ est un nombre entier quelconque.

Le signe + ou le signe — dans la valeur de ¢ sont choisis suivant
que w, est positif ou négatif.

Si I'on désigne par T la durée commune a toutes les oscillations
ascendantes ou descendantes, et par ¥ I’angle dont le vertical du pen-
dule tourne pendant une quelconque de ces oscillations. on a, d’apres
les équations précédentes,

-

T= 2;Ao, ¥ = kT = - B,.

L]

Si 'on développe A,, B, en séries ordounées suivant les puissances
croissantes de «, 8, on trouve, lorsque € n’est pas nul et quon se
borne aux termes d’un ordre inférienr aux quatriémes puissances de
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T l 2! 482
\T=33(+ )

vmkr = (14 220).

ces quantiteés,

_|_

(42

o]

§ II.

Lorsque le pendule est abandonné sans vitesse initiale , il ne passe pas en tombant par
la verticale ; déterminer son écart minimum et la durée des oscillations

Dans ce cas, ¢,, 9, étant quelconques, on a
Uy =0, V,= 0}

les trois racines A, B, C de Péquation générale (41) sont, en remar-
quant que w,= — klsind,,

A = cosf,,
k*1sin® 0, k*i*sin'6,  k1sin®0, cos 9,
B=————— + — — e ad |
bg 16¢ 28

k*1sin® 9, \//c‘ I'sin'e,  #?/sin%6, cos 6, + :

—~ ~ — DI R o8t

C=- 16 g? 2g
Les angles «, € étant les écarts maximum et minimum, on a donc

4* Isin? 9, .
a="0, ©cos€=1 -—-—Tm;——([—i— cos§,) +....

d’ou I'on tire
7 .
§ = \/—.ksm 6, cos - 4,.
g 2

en négligeant les puissances de & supérieures i la premiere.

Si Fon prend la seconde de temps moyen pour unité de temp-
on a

a Paris, % = 0,000054g081 =

1
"= 13713° 18212

Si on suppose §, = 1 degré, on aura
P 0 ’

§ = 0,000000956 \/ é

Tome XVIL — Juiier 1853, 3o
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Pour un pendule dont la longueur est égale a g, I'écart minimum /6
est un arc de 0™,0000094.

Si le pendule était de 88™,2792, pour une chute de 1 degré, I'écart
minimum /€ serait nne fraction de millimétre exprimée par 0,028.

D’apreés la formule (42), on a pour la durée commune de chaque
oscillation descendante ou ascendante,

Kilsin?6, cos* L 0,

2 1 °?
x [T b+ g
T=-¢A/-\1+ .
2V g 16

En négligeant les quatriémes puissances de amplitude, cette formule

se réduit a
= ] 6;
T=1V; (14 %)

Cette expression montre que T est indépendant de k au degré d'ap-
proximation que nous adoptons. Il est facile de voir que les deux
formules précédentes ne donnent pas une différence appréciable.
méme par des observations qui dureraient dix heures. En effet,
supposons §, = 1 degré, alors on a

83 = 0,000304686 ,

ki, I
s sin” 9, cos® - 0, = 0,914007.507*,

T= 1—; \/g [1 + 0,000019040 (1 + 107'%.0,914007)].

D’apres cela, la durée de 36 ooo oscillations est

x \/g [36000 + 0,685548 (1-+ 10-"7.0,914007)],

ce qui ne différe pas sensiblement de

T \/é [36000 + 0,685548 ].
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§ L.

Lorsque le pendule est abandonné sans vitesse initiale, le vertical des positions culmi-
nantes qu’atteint le pendule aprés chaque oscillation compléte se déplace dans le
sens du mouvement des étoiles avec la vitesse angulaire nsin .

D’apres I’équation (42), Pangle décrit par le vertical du pendule
dans une oscillation ascendante cu descendante est
Y=ikT = (I—i—-eig):
2 8
dans le cas actuel.

wo= — klsin§,,

il faut donc prendre le signe — dans la valeur de V. Apres un nombre
quelconque p d’oscillations complétes, Vangle décrit par le vertical
du pendule est égal 4 4p¥ ou &

4pkT — 2pn (1+ gk \/gl G, sin eocoséeo)-
Cet angle différe extrémement peu de
4pkT — 2pm,

meéme lorsque p est égal 4 1000, et il montre que la nouvelle position

du pendule s’obtient par un mouvement direct douné au vertical du
P

pendule avec la vitesse angulaire £.

§ IV.

Des conditions & remplir pour que les sommets de la spirale décrite par le pendule
conscrvent une orientation fixe ou se déplacent avec une vitesse donnée par un
mouvement direct ou rétrograde.

Lorsqu’on abandonne le pendule a lui-méme, il est difficile d’ob-
tenir rigoureusement qu’il parte sans vitesse initiale. Ordinairement,
le pendule est maintenu hors de la verticale au moyen d’un fil qu’on
brile lorsqu’on suppose Iéquilibre établi; mais le pendule et le fil
qui le retient forment un systéme trés-mobile qui est rarement en

3o0..
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équilibre parfait au moment ou I'on brile le fil. D’apres cela, il est
utile d’examiner quelle peut étre I'influence de la tres-petite vitesse
initiale que posséde ordinairement le pendule sur le déplacement de
son vertical. Cet examen se fera aisément en résolvant le probleme
anonce.

I.’angle décrit par le vertical du pendule pendant une oscillation
complete est, daprés Péquation {42), égal a

YV = {kT x an £ 47ta€

Si 'on supprime 27, le reste L4AT = i mz@ désigne I'angle dont le

vertical du pendule est déplacé a la fin d’une oscillation complete par
rapport a sa position au commencement de Voscillation; suivant que
cet angle est positif ou négatif, le déplacement est direct ou rétrograde.
Ce déplacement s’est opéré pendant le temps 4T. Si donc on le divise
par 4T, on aura la vitesse angulaire de ce déplacement. Je désigne
par U cette vilesse, et jal

U=4= % nog- 4—IT

D’apres I'équation (42), on a

T= z @+ 6
ll 2"'t\/g(l—i- 6 )7

ot I'on conclut

U—_—/f:';%a€~

en négligeant les quantités d’un ordre supérieur a la troisieme puis-
<ance de a ou de 6. Je suppose maintenant que v, = 0; alors on tire
de P’équation (41),

w,cos+8, u,costh, - 7

= -—\/57—_ \/‘;—l— — ksin 8, cos;@o =

-3

par suite,

"6 cos ~ 6

U=k= %ke sin 8, cos ~ 90_81
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Dans cette formule, on prendra les signes supérienrs ou les signes
inférieurs suivant que w, sera positif ou négatif.

La premiere partie de U est indépendante de lalongueur du pen-
dule et des données initiales. La seconde partie est indépendante de
la longueur du pendule, mais elle dépend de 9,; lorsque &, ost
de 1 degré, nous avons vu que cette seconde partie est insensible par
rapport a la premiére, et il en est encore de méme lorsque 6, est plus
grand que 1 degré, mais reste néanmoins trés-petit. On peut donc
rédnire I'expression précédente &

3 u, 1

UC=4+* 60(‘,05;60.

— 8
Le second terme de la valeur de U dépend de «, ., mais sa valeur est

d’autant plus petite que le pendule est plus long. Si f? est suffisam-

ment petit, on coengoit qu'a cause du facteur §,, la seconde parte
de U pourra étre insensible par rapport a la premieére; cela aura heu
lorsqu’a Porigine le pendule n’a requ qu'une trés-petite vitesse
directe ou rétrograde, surtout si le pendule est trés-long. IVapres
cela, avec un pendule trés-long, si I'on prend les précautions conve-
nables pour qu’au moment ot I'on brile le fil qui retient le pen-
dule il 0’y ait qu'une trés-petite vitesse, on pourra réduire U i &.

" . e T
Lorsque 7" n’est pas suffisamment petit, la différence de U el 4 peut
étre rendue sensible par I'expérience, et on concoit que U ponrra
étre nul, positif ou négatif.
Les sommets de la spirale auront une orientation fixe lorsque
U = o, ce qui exige que u, soit négatif.

Dans ce cas, on tire des formules précédentes

8/,\/1
g

U7 T3e,
Pour
o= 3 degrés et [= 88,2792,
on a

£ = 0,0083886 et (6= 0", 712.
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D’ou il suit que, pour avoir une orientation fixe, il faut lancer le pen-
dule en sens contraire du mouvement des étoiles avec une vitesse
telle, que le pendule partant de I’écart 3 degrés s’approche en tombant
vers la verticale jusqu’a la distance de o™,712. Avec une vitesse plus
grande, le mouvement des sommets de la spirale serait rétrograde;
avec une vitesse plus petite, ce mouvement serait direct et pourrait
eétre plus petit que 4, plus grand que & ou égal a cette quantité.

§ V.
Des conditions a remplir pour que le pendule passe en tombant par la verticale.

Les intégrales premiéres des équations (2g) et (30) sont

ae . d¢? 2
(43) F—i—sm’@;}% —Tgcose———a,
d
in? ?_
{44) sin® § =" = b.

Les constantes arbitraires @, b, déterminées par les conditions ini-
tiales, ont pour valeurs

2 2 X 4 9
(45) a:o"_;“"'—z—ﬁcos@o, b= D05,

[

L’équation (44) montre que le pendule ne peut passer par la verticale
gu'autant que &= o; cela aura donc lieu lorsque le pendule sera
lancé de sa position d’équilibre stable en instable, ou bien lorsqu’il
sera lancé d’une position quelconque avec une vitesse telle, que 1’on
ait

uo = klisinb,.

Dans ces conditions, les équations (43), (44) se réduisent 2

. dir  2g . R e
(46) E_—I-(cose cosf,+ — ),
: dy _
(47) =

De la derniere équation on tire, en vertu de I'équation (31),

¢ = ¢, + kt.
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Cette équation montre que le vertical du pendule tourne uniformeé-
ment dans le sens du mouvement des étoiles avec la vitesse angulaire

= nsin y. L'équation (46) montre que le pendule oscille dans ce
vertical mobile suivant les lois des oscillations planes des pendules
ordinaires.

§ VI
Des oscillations infiniment petites.,
On pourrait déduire les lois de ces oscillations des formules géneé-

rales (40); mais il est plus simple de les obtenir directement, ce qu’on
peut faire de la maniere suivante.

9
- .. e ., .
Si I'on divise par dt | équation (27), le facteur sin? § — qui entrera

dans le second membre sera du troisiéme ordre lorsque les oscillations
seront infiniment petites; alors les équations (26), (27) se réduisent i

a6 2 2P §op2\ _. 2‘1(‘1’-"‘)__
d(gp"‘e F—i—;@)_o, d.pT—O

Je désigne par o la projection horizontale de la tige du pendule et |ai

p=1Ising.

Dans le cas des oscillations infiniment petites, on pourra remplacer le
systeme précédent par

do? di? d{y— &
d(#ﬂ"%“ﬂ’) =0, d.pfZH

les intégrales premiéres sont

, dp’ 14 g (b — k)
(8) T gE et =a, = =,
a, b étant deux constantes arbitraires.
e AP o
J’élimine 2 et)ai

P == (S )+ (a—abkyp— 2

Le second membre de cette équation est un polynoéme du quatrieme
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degré dont tous les termes sont de degré pair; on peut donc ecrire
ainsi I'équation précédente,

2d: / ‘ 2 2
g = 5+ R) (i — ) (e — s

en désignant par p2, p? la plus grande et la plus petite des racines de
I'équation suivante,
4o (8 + k") 2 — (a — 2bk) x + b* =0,
il est facile de voir, en metiant dans cette équation a la place de a, &
leurs valeurs en fonction des données initiales, que les deux racines
sont réelles et positives.

1’équation différentielle précédente ayant son premier membre
positif montre que p varie entre les limites extrémes p,, p,; on en
tire '
dt = —- - pdr -
\/57' + & y{ei— (P — )

Au moyen de cette valeur de dt, et en remarquant que I’équation {49)

b= pop, \/%—i—k“,
Péquation (48) devient

d —kt == T‘;_“_elﬂl"_—_:i~
¢ ) e vie; —p*)(p™— pi:

{50}

donne

Sous cette forme, on reconnait I’équation différentielle d'une ellipse
dont les demi-axes sont p,, p, lorsqu’on prend pour coordonnées
polaires des différents points de Dellipse le rayon vecteur mené du
centre de la courbe et I'angle que ce rayon vecteur fait avec le demi-
grand axe p,; il suit de 1a que Vintégrale de 'équation précédente est

[p2sin® & — Go — kt) + p?cos® (¢ — ¢o— At)] p* = pipi-

¢, étant une constante arbitraire qui désigne la valeur initiale de ¢.

e ! v Vo : I T N T T T T I R O
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Cette équation n’est autre chose que celle de Iellipse mobile de
M. Binet.

Quant i la durée des oscillations, on la tire facilement de Péqua-
tion (50), qui donne

2 ,2 1 __ 3 '“—A‘
P’=P——"_:" 4 L= 2—P—‘cos'z(t—c)\/(71+/r‘;

¢ est une constante arbitraire qui désigne le temps écoalé, lorsque le
pendule passe par 'un de ses points culminants.

TROISIEME SECTION.

Mouvement d'un systéme de corps rapporté a trois axes
rectangulaires mobiles.

§ Ier
Equation des forces vives relatives.

Nous avons vu dans la premiére section que, dans tout mouvement
relatif, on a

() Nm(udzx +0dy+ wdz) =¥m(Xdx+ Yo y+ Zdz):

en posant
__df.z+ { dz rd_y\ -
‘ U = _dl: 2 q ‘7‘" d_t’ ~—+ .
) d’y " dx dz
\ , — e — p — ’
\2) v_dt’+2(’dt Pdt)+u-'
' d*z dx

. d,.
— - 2l pL —g= "
w=get2rg th> + w,

les quantités «", ¢", " sont données par les formules (15) de la pre-
miere section.

Lorsque les conditions imposées au systéeme mobile ne contiennent
pas le temps explicitement, on peut prendre pour déplacement vir-
tuel de chaque point m le déplacement relatif qui a effectivement lieu

Teme XVIII — JuiLeer 1853. 3
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pendant V'instant d¢, et, par suite, poser dans J’équation (1),
dx =dx, dy=dy, dz=4dz;

alors la formule (1) devient

3) Y m(udx+ ody + wds) = Y m(Xdx + Ydy + Ldz).

On tire des équations (2)
dz*+-dy* + dz’

(4) wdx—+ vd]+wdz_—_!;d————————dt, 4w’ dx + v dy +w' dz,
et équation (3) devient
d$’+ dy-3+ dz?
dZm —

(3)
=2 3 [(X —udx + (Y — o) dy + (Z — w")dz].

Cest 1a I'équation des forces vives relatives.

§ II.

Equations des moments par rapport aur axes mobiles.

Supposons que les conditions du systeme mobile permettent a ce
systéme un mouvement commun de rotation autour de I'axe oz; par
une rotation virtuelle autour de cet axe, on aura

dx = — ye, &y = xg, dz= o,

en désignant par ¢ un facteur arbitraire et commun a tous les points
matériels. Ces expressions réduisent la formule (1) &

(6) Zm(x"—)’u)=2m(xY——jX);

les équations (2) donnent

__ar dz d(x*+ y*)
\ X—gu=x G = g v T

(7} dz ) dz /" i
—-nqu—apxz—l—xv —Jyu,
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par suite,

d d:
‘ —d.Zm (37";— d—f) N ,'d.zm(rz:_..y:.\
(8) Zm(xv —yu)= o T

— 'zqz mqj—:— 2p2mx;;+2m(xv” —yu'l;
alors I’équation (6) devient
i / d‘ dl‘ s /"
\ d-zm (xd—i—jz) =2m[x(Y~ o) — (X —u")]dt
)

— rdzm(x2+]2) + 29 ¥ myds + ‘ApZIn.TdZ.

(9

On pourrait former une équation analogue a la précédente pour cha-
cun des axes oy, ox; nous n’écrirons pas ces équations, parce que

nous n’aurons pas & en faire usage dans les problemes que nous trai-
terons,

§ III.

Propriétés générales du mouvement relatif de rotation pour un corps solide
incariablement fixé & Uorigine des axes mobiles.

Par Porigine mobile o je meéne trois axes rectangulaires ox,, oy,,
oz, invariablement liés an corps solide que I'on considére, et je dé-
signe par xy, ¥, z, les coordonnées du point m de ce corps par rap-
port a ces nouveaux axes. Soient «, &', a”, 6, &, 8", , 7, v" les cosi-
nus que les axes du corps ox,, oy, 0z, font respectivement avec chacun
des axes ox, oy, 0z a P'époque quelconque ¢.

Par les regles d« la transformation des coordonnées, on a

 r=ax,+a'y, + a3z,
(r0. y=8x,+6y +6:z,
\z =32, + Yy, + 7 z,.

Si Von traite ces équations comme on a déja traité les équations ana-

3r1..
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logues (5) de la premieére section, et qu’on pose

“”dal+6” d6’+7” d?’
T = )
‘ a
(” ) x:ada”+6d6”+7d1”’
dt
) o da + 8 dé+ ¢ dy
: = - >
1 dt
‘U,:X_Z, — P>
‘.l'z'jz “72=Px4 — W3y,
( 1= B) — X%
on aura
d.l‘__ U ,-V I/w
E__a s+ V,+a ay
. d ”
(13) —d{—:GU2+€’V,+GW,,
dz

- = YU, + 9V, + 7" W,

Les équations (11), (12), (13) sont analogues aux équations (9), (11},
(12) de la premiere section.

En posant
(14) Q= f’f,’i%f:‘i’ ,
on aura, par les ¢quations (13),
(x5 Q*=U2+ Vi+ Wi,

Dapres Péquation (14), la quantité Q désigne la vitesse relative du
. q h1a q 8
point m. Les équations (15) et (12) montrent qu’a toute époque ! les
points du corps situés sur la droite que déterminent les équations
(16) ==,

w y 4 g
sont sans vitesse relative, c’est-a-dire conservent pendant l'instant
snivant dt une position fixe par rapport aux axes mobiles ox, oy, 0z,

auxquels les mouvements sont rapportés. A cause de cette propriété,
la droite (16) sera appelée V'axe instantanc de rotation apparente.

t ! ! ' [ T N R R R RN Y IRR R AR R L RN AN RER
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Je pose
(17) © = V&' + ¥ + p?,
alors les quantités
(18) R T
[5) ®
désignent les cosinus des angles que I'axe instantané apparent fait i
I'époque ¢ avec les axes du corps ox,, oy,, o0z,, et les quantités

am+a’x+a"p’ Grz+6’x+8"p, v+ v+ "¢

(19)

o) w (4]
sont les cosinus des angles que 'axe instantané et apparent fait avec
les axes ox, oy, oz. Fn prenant w en valeur absolue, ces cosinus
donnent la direction de I'une des deux parties dans lesquelles I'ori-
gine o divise I'axe instantané; c’est cette partie seulement que nous
appellerons désormais Vaxe instantané et apparent du corps.
Les équations (13) montrent que U,, V,, W, sont les projections

sur oxy, oy, oz, de la vitesse apparente O du point m. Les équa-
tions (12) montrent que I’on a

(20) Uy, +V,y,+ W, 3, = o,
(21) Us +Vy,x +W,p =o,

et ces équations font voir que la vitesse apparente Q est i la fois per-
pendiculaire au rayon vecteur du point m et a Paxe instantané; elle
est donc perpendiculaire au plan de ces denx lignes, ou, ce qui est la
méme chose, elle est tangente i la circonférence qui passe par le
point m, dont le plan est perpendiculaire & I’axe instantané apparent
et dont le centre est sur cet axe.

On tire des équations (15) et (12)
O =a*(yi+21) + X (2] + x}) + p* (2} + y3)
— 2PN F — ABPX, 2, — 2TYY, X,.

(22)

Je désigne par ¢ le rayon vecteur du point m et par ¢ Pangle qu'il
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fait avec I’axe instantané apparent, et j'ai
2 __ . 2
0= x4 2+ 2,

COS ¢ — @+ _x_]_._'_—'_._«Pz'.
wd

Aun moyen de ces valeurs, on peut écrire 'équation (22) successive-
ment comme il suit:

@ = 5 g+ )P — (ma g+ pa )

Q*= ?d? — w?d%cos’e,

, Q@ =,
'23) Tome 93

d'sin e est la perpendiculaire abaissée de m sur ’axe instantané appa-
rent : ’équation (23) montre donc que le rapport de la vitesse apparente
de chaque point du corps a la distance qui sépare ce point de I’axe in-
stantané est une quantité constante dans toute Pétendue du corps a
I’époque quelconque ¢. D’aprés les diverses propriétés que nous ve-
nons d’indiquer, on peut conclure que le mouvement apparent du
corps pendant I'instant df consiste en une rotation apparente exécutée
autour de I’axe instantané apparent; la vitesse angulaire de cette rota-
tion apparente est égale a la quantité o définie par I'équation (17).
Menons par P'axe instantané apparent deux plans A, B de méme
direction, le premier étant invariablement lié aux axes ox, oy, oz, et
le second au corps solide méme ; ces deux plans coincidant a ’époque ¢
ne coincident plus généralement 4 I'époque ¢ + d¢ et font entre eux
un angle égal 4 wdt, en sorte que le plan B, qui est fixe dans le
corps, a tourné autour de P’axe instantané apparent avec la vitesse
" apparente .

Lorsque I'on considére le mouvement relatif d’un corps solide inva-
riablement lié a Porigine des axes mabiles, il est facile de transformer

d’'une maniére utile Péquation des forces vives relatives et celle des
ioments que nous avons déja donnees.
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On tire des équations (14) et (22),
de' 4 dy’ +dz2 5 - o AT
(24) gzm—————ﬁ———__Aw’—i—Bx‘ﬂ—Lp?—zA L
— 2B pm — 2¢'wy,

€en pOSElIlt

{
A= miz+ o,

{

B = Y m(z}+ x}),

A=Y my, z,

B =Y mzux,

‘«\C' = Z max, y,.

En portant 'équation (24) dans ’équation (5), on a, pour I’équation
des forces vives relatives,

Quant & I'équation des moments, c’est-a-dire I'équation {g), on
peut faire subir a ses diverses parties les transformations suivantes.

On a, par les fomnules (10), (13),

d ‘
x - —]d—fz (x,Vy, — 7, U0,) (ah — o'b)

b (3 Uy — @ W) (b — ab) + (7, Wa— 2, V) (&b — b

On sait que les seconds facteurs qui entrent dans le second membre
de cette équation sont respectivement égaux a y, 7', y"; ce qu'on peut,
au reste, facilement démontrer. Si donc on a égard a P’équation (12,
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cette équation devient

(ly

fd,' =y[e(ri+2) + x i@ —pzx,
+ Y’l}((zl-'- .Z‘f) —PEB ) — 51‘4]4]
VielEi+oy))—wzx,— p2. 0]

Je désigne par P, Q, R les dérivées de %2 m d—x’—'-—lg:f—d’—z par rap-
port a @, x, p; cest-a-dire que je pose
P=Aw —Cy— Byg,
L Q=By —Cws — A'p,
R=Cp—Ay— Bz

alors je tire de I’équation précédente .
(28) 2"‘(-"——)’(1,)=7P+YQ+V"R'
formule qui est connue.

La quantité z m (x* + y*, est le moment d’inertie du corps par

rapport a Paxe oz. Par les calculs connus et relatifs 2 la théorie des
moments d’inertie, on a

\2 mix®+ y*)= Ay + By + Cy"?
! — 2A'Yy — 2B ¢y — 2C py-

Un peut, an reste, former directement cette expression au moyen des
équations (10).

f2g"

Je tire des équations (10},

‘22:nxdz=(B+(l _A)“‘['¥+(A+C—B)a'd7'
' + A+ B—C)o'dy + 2C (ady + a'dy)
+ 2B (@ dy+ ady)+ 2 X' dy + o dy).

(30}

De la on déduit 2 Zm_ytlz. en changeant o, o', a” respectivement en

8,6, 6.
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D’apres les formules (28), (29), (30), I’équation des moments ¢ g
devient

APy +Qy + Ry ) =¥ m[x(Y — ) — y(X —u'|dt
— rd(Ay* + By? + Cy" — 2 A'y'y" — aB'y"y — 2 Uy
(B4 C—A)6dy+(A+C—B)8dy +{A+B—C8"dy
(3r) <+ q + 20 (6dy +6dy)+ 2B (8dy+ 3 d6)

+ 2 A (6dy + y'dE") _

B+ C—A)ady+ (A+ C—Bja'dy +(A+B—C .o dy"
+p + 20 (ady + a'dy) + 2B {&"dy + ady”
L+ 2A (o dy 4 a"dy).

Nous emploierons, dans les problemes que nous traiterons plus
loin, une autre équation qui convient a tout corps solide capable de
tourner librement autour de la droite oz, , qui est invariablement liée
au corps. C’est maintenant cette équation que nous atlons former

§ IV
Equation des moments par rapport a Uaxe du corps solide.

Je suppose que les conditions imposées au corps ne Yempechent pus
de pouvoir tourner autour de 0z,, et je donne au solide un mouvement
virtuel de rotation autour de cette ligne. Je désigne par dx,, ¢ y,. 7-,
les projections surox, , 0y, , 03, dudéplacement virtuel du point . et
ai

N oar . - 3 —_—
0‘1‘.:—‘]|5, OFi= Xyzy 0Z, =0,
¢ étant un facteur indéterminé et commun a tous les points du corpe.,
On tire de ces équations et des tormules [ i0),
dxr =c¢(a'x, — ayr,’,
dy =¢ 8, — Sy,

dz=c(yx — y7r.:
Cone XVIIL — Juirer 1853. S
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et alors la formule (1) devient
Zm[x, (¢'u+6v+yw)— g (au+6v+ yw)]

. 02)

= Zm[x, (Xt + Y&+ Zy')— y, (Xa+YE+ Z7)].

Je poserai, pour plus de simplicité,

d*z dy diz
33 po=a g+ 8 oo+ o
e ,d'x ,dly d’z
9':“11:1"'64124“/?’

34) Xi=a (X —u")+6(Y—-v")+79(Z—w"),

Y, =a (X —u)+6(Y —v')+y(Z—w)

Il est clair que p,, 4, sont les projections sur ox,, oy, de 'accélération
apparente du point m.
Par les équations (2) on a
_ ! dx dy
au+8v+yw=p, + 2r (8- — aE)

N

2 | dz N da:) . d] de~ + au + 8‘)”—.— . o
q(.azt-—/z/ + 27 /E_°d"t> o yw

St l'on change dans cette formule a, §, 7y respectivement en «’, &, 7/,
on aura la valeur de &’u+ &'v + y'w; et au moyen de ces deux
expressions et de 'équation (34), I'équation (32) deviendra

[ Ym(xg — yp)=Xmx, Y, — 7, X,)

o d. , d dzx dyr\]
s——erm x, (é’i—a %)—j.(@dt——al—{{)
£35) - -

3 , dz , d L d: dz\
/—"12”'_’“(“2;—“/f)“ﬁk“if—“lfl

—orZela (v T %) - (vE - 53]

I

Si I'on opére sur les équations (10)en faisant les mémes calculs qui,
dans la premiére section, ont fait passer des équations (5) aux équa-
tions (14), et qu'on ait égard aux équations (12) de la section actuelle,
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on obhient

dU dv,
Po= 2 +xWa—pVs, ¢ =2+ U, — aW,,
ou. en effectuant les calculs,
d dp
PO EG =Yg LT+ pm — ().
dp dw

9 :‘1’47’—Z4E+ X2 -I-m'xx.__)f'(Pz_*_m_g);

de la on tire
/ 4 , dw ,d
Zm(xJQa—ylp,):C-‘i_ﬁ_Bz_Aﬁ
(B A)my — Azp+ Byp+ C (g — 2.

Au moyen des équations (27), cette expression devient

/ dR :
{36) zm(x.%—]gpq):E*—HQ—XP;

cette transformation est au reste connue.
Au moyen des équations (10), on a

o, dx , dy . 8'da — o dé
‘22771(@ “ o a %) =BT

dt dat
€ da’ — o’ d€ 6'da” — o' d§”
’ ’
) + 2(C pr + B = ;
7. [ o dx d 4 ’
Y . 8da’ — adé
22171(‘65 aﬁ)]._(A—kC—B)T

~ 6da ~— 2d§ Sda” — od€”
oS ads |y 8de — ade

lx dt dt

Si on fait la différence de ces deux équations, on a pour le coeffi-
cient de C la dérivée par rapport a ¢ de 0§’ — a'€, ou, comme on |4
deéja dit, de 9.

Au moyen des équations (11) et des relations connues qui lient le<
neuf cosinus, on a
_ ada+6d6+1d'y
= - .
. o' da+6dE -+ 7'd'y

dt

a”d:z—i—é”d@—i—y”d-y
X== dt )

3a2..
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Si on multiplie ces équations respectivement par a, o', — 2", et qu'on

les ajoute, on obtient
da —_ ' ”
ar = FPT AL

’oit Pon conclut, par la permutation des lettres,

d8 , ”

Si on a égard a 'expression de vy déja citée, on voit que I'on a
g p 7 4€j ’

da — o' db .
dt =X

On obtient de la méme maniere

Ada — adC _ 8da” — o d6” ” 6da’ —ad8”

Tde T taE —m =1 X T4 ==,
et aussi

’ " 2d6 — 6dx
a'df — &' da’ = 1% + 770, “___;”_._ :71x+7//P;

au moyen de ces diverses expressions, la différence des deux équations
{37) devient

. d')'”
C r

+ (B =) (yx+vw)+2C (Y —ym)+ a2y (B x—A'm..

Cette quantité est le coefficient de — r dans I'équation (35); on en
déduit les coefficients de — ¢ et — p dans la méme équation en chan-
geant 7, 7', 7", respectivement en 6, €, 6”, ouen a, o', a”, et de cette
maniere I’équation (35) devient

dR

5 —+ ‘GYQ — xP :2"1(1‘. Y, -7 XG)
d s ’ ]
| G B=A(x+v'w)
L+ 2C'(y x—ym) + 27" (B — A'm) _
"’)8\ / B . dg” '
.98 _y L.‘}T+(B—A)(€x+ézs) -1

L+ 2C’ (8'y—6%) +28"(B'y— A'w) _

da// ’
C—o + (B—A)(ay + a'w)

+2C (a'y—am)+ 20" (B'y — A'w] | .

" b ' ‘ [ oot I e RN L IR LN AR AN R
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On peut déduire de I'équation (38) deux équations analogres relatives
aux axes ox,, 9y, ; mais nous n’aurons pas occasion de nous en servir.

Cette équation (38) peut s’écrire de la maniere suivante :

" dR } ‘I)d“”—’“ l/([é” 4 l‘tl'/”

‘ i wQ — P :Zm(a‘ Y —7r.X,)—CLE— PR
39y + (B —=M]x(ap+6qg+yn+m(ap+8q+7r)

’ + 2C [ y(a'p+6q+y'r)—m(zp+ 69+ yr)

+ 2 (B'y — Ma)(a"p + 8"g + 3" r).

On peut remarquer que lestrinomes ap + 8¢ +yr, a'p+ 8'g+ 7' r.
a’p + €"q -+ y"r, sont les composantes suivant ox,, oy,, 0z,, de la
vitesse angulaire instantanée de la rotation des axes mobiles ox, 0y, 0z.
auxquels on rapporte le mouvement du solide.

Je désigne par 9 I'angle que oz, fait avec oz, par ¢ — go° Pangle que
la projection de oz, sur le plan xoy fait avec ox, par ¢ I'angle que ox,
fait avec la partie de lintersection des plans &, y, etxy qui est
déterminée par I'angle ¢; on a, par la trigonométrie sphérique,
= co0s ¢ cos ¥ — sin 9 sin ¢ cos J,

@
o' = — sin ¢ cos ¢ — cos ¢ sin ¢ cos b,

o’ == sin ¢ sin §;

§ = cos ¢ sin ¢ + sin ¢ cos ¥ cos 5,
{40) €' = — singsiny + cos p cos  cos 4,

6“= — cos Y sin §;

7 = sin @ sin §,

v’ = cos ¢sin G,

7'= cos 4.

On tire de {4 les formules connues

® = sin ﬂin@d‘p -+ cos 29

== q)~ '{F bqo:i;’

. d . de

(41) X:COS?S‘HQ%—SI“?(T,"

_ 49 4y
p = g +cosf—
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Au moyen des équations (40) et (41 ), les premiers membres des équa-
tions (26), (31) et (3g) peuvent étre considérés comme des fonc-
tions des trois angles 6, ¢, ¢ qui servent a déterminer 4 chaque instant
la position apparente du corps solide.

Lorsque le corps solide est de révolation autour d'une droite pas-
saut par le point o, les équations (25) et (27) donnent, en placant oz,
sur cette droite,

‘A:B, M=o, B=o0, C=o,
IR=Cp, Q=By, P=Aw,

:42:

et les équations (26), (31), (39) deviennent

d[A(m* + 3?1+ Cp?’] = QZm[(X —u'Ydx + (Y — ") dy
+ (Z — w")dz],

d[A(wy+ gy )+ Cpy' = mlx(Y —v")— y (X —u")]dt
43) — rd[A(y + %)+ Cy? ]
+q[CEdy+€dy)+ (2A—C)6" ]
+plClady+o'dy)+(aA—C)a"dy"],

C(dp+ pda’+ qd€ +rdy) =Y m(x, Y, — y, X,)dt.
Au moyen des équations (40) et (41}, on 2

s+ y* = ;g + sin’@%’iﬁ,

sy + xy = sin*§ :—f, 7+ ¥ =sin?f,

(44) ady+ a'dy = — singcos®6df + cos ¢ sindy

= pcos¢ sin §dt — cosfd (sin¢sin6 ),
a"dy” = — sin 4 sin® Gdt.

Ces expressious réduisent les équations (43) a
g . g dY .
d ((F -+ sin®*@ ar -+ pp

(45)
S l(X — )+ (Y — o)y L ]



PURES ET APPLIQUKES. 255

d.sinmog

ppsin ¢sinfdt + cosfd (cossinf)]
(2 — p) cos¢sin? G af }

= izm r(Y — v =y (X —u")]dt+r(p — 1) d.sin*5
46

ol

o] Ml

[
plpcosysinfdt — cosGd(sinysinG)]
(2 — p)singsin®§ d6 }’

(47) C(dp + pda” + qd8” + rdvy') = ZIIL(x,Y, — . X, dt.
On a posé, pour plus de simplicité,

48) w= 3
L’équation (47) montre que lorsque p, ¢4, r sont constants, et qu'en
meme temps

Nmix, Y, — X, =0,

la composante suivant 'axe de révolution oz, de la vitesse de rotation
instantanée des axes mobiles ox, oy, oz, forme, avec la compo-
sante suivant ox, de la vitesse instantanée et apparente du solide.
une somme constante pendant toute la durée du mouvement.

§V.

Application des formules générales aux mouvements relatifs terrestres , lorsqu'on rap-
portc les mouvements & trois axes rectangulaires fizes sur ta Terre, et qu'on n’a égard

qu’au mouvement diurne.

Le point o est maintenant fixe sur la Terre; je prends arbitrairement
un plan quelconque aussi fixe sur la Terre et passant par le point o,
pour y placer les axzes oz, oy; de cette maniére oz est entierement
arbitraire. Par le point o je méne une parallcle a la partie septentrio-
nale de I’axe terrestre, je la projette sur le plan xoy, etje place Iaxe ox
sur cette projection ; I'axe oy sera i gauche de ox.

Dans ces conditions, nous avons vu , dans la premiere section, qus
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I'on a les équations

49) p=mnsinw, =0, I'= —ncosw;

n désigne la vitesse angulaire de rotation de 1a Terre, et w 'angle que
oz fait avec la partie australe de I'axe terrestre.

Je supposerai que lattraction de la Terre est la seule force appli-
guée aux différents points du corps solide; alors X — ", Y — ¢7,
Z — w’ sont les projections sur ox, 0}, 02 de la pesanteur propre-
ment dite, et relative a la position déterminée par les coordonnées
Xy ¥s % Je supposerai, en oultre, que la pesanteur est constante dans
toute I'étendue du corps; alors X — u”, Y — ¢, Z —w” sont con-
stantes, et je pose

F=X—u’. F=Y —v¢, G=Z—w"

Je désigne par M la masse du corps, par x’, ¥, ¥ les coordonnées
de son centre de gravité rapportées aux axes ox, 0y, 0z, par N -
les coordonnées de ce centre par rapport a ox,, oy, . 0z,, et par {la
distance de ce point a I'origine o; alors j'ai

Em (X —a")dx 4+ (Y — vV dy + (L — w") dz]
= M (Edx' + Fdy’' + Gdz').

Mais, x”, y ', 2" étant coustantes, yai

({xl:xvda + ),1/ daf + ;// d{-:lr’
dy' =x"d8 + y"d€ + z"d&”,
de' = x"dy+ y dy +z"dy".
Lorsque le solide est de révolution, on a
x”"=o0, y"'=o0, z'= 1,
et, par suite,
Edx' + Fdy + Gdz'= MI(Edo” + Fd§" + Gdy").
Y a1 aussi
Smlx(Y —v)— y(X—u’)] =M(Fx' —Ey)=M(Fo —ES"),

zmax.Y, — 7, X)) =M(x"Y, —7r'X,j=o0

! ' ! v ! [ T R T A T T O T R
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Au woyen de ces réductions, les équations (45), (46), 47 :.
deviennent

d(%_._smm o+ ) d’Fa”+Pé”+Gy )
d(sin2 ——+—p.p cosG) MT Fa” — E€")
(50)< —ncosw(p — 1)d.sin?§
& nsine [P-P cos § sin § dlt :(i (_o:e\,ifns:: i:‘;] 3;

' d (p — ncosw cosf + nsinwsinfsing) = o.

It est clair qu'on arriverait plus rapidement a ces dernieres équa-
tions si, des le commencement, on introduisait dans les formules le~
conditions exprimées par les équations (42), (49).

§ VI
Application au pendule composs.

Je dirige 'axe 0z suivant la verticale du point n. qui sera le poini
de suspension, et je le suppose dans le sens de la pesauteur: je désigne
par v la latitude de Porigine o, et jai

E=0, F=o0. G=g, o=

o i
|

=
=~
I
-~
<
u.
I

En posant
K=munsmny, K =ncosy, ' = ‘\:[-,
les équations / 50) deviennent
{51 n’( —|—sm’9 4’—0— up® — ""”cosﬂ =0,
(52)\ d(sinzﬁé—?—o—pp cosé‘) = — K(p—r1'd.sin*5
! + K/'[pp cosysin§dt — pcosfd sindsing)— (2 — wisingsin?§d§ .
(53) d{p —KcosG + K'sindsin¢y) = o.

Je multiplie I’équation {53) par p cos@, et je la retranche ensuite de
33

Towe XVHI] — Jureer 1853.
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I'équation (52); j’ai ainsi

d.sin*f M—;—M = — 2K’sin¢ sin*0df + ppsin6do

(54)

+4- »;Kp.d. cos*d + K’'pp cosy sinGdt + K’ sin ¢ sin*6dG.
I.'intégrale de I'équation (53) est

(55) p=po+ K(cosb — cosf,) — K’ (sinf sin ¢ — sinfgsin ¢, ),

en désignant par lindice o les valeurs initiales des variables.

Je porte cette valeur de p dans les équations (51) et (54), et Jai,
en supprimant les termes qui correspondent au degré de petitesse de n?,

der o pdy K (cos@ — cosf,)  2g g_
dt”" o ew+2HP°[—K’(sin95im|a—sinGOSinq,o) y cosb(=o.
d. sin%é ﬂ‘k—a_—K—t): nK’sin(Psin?edg

t

+ psin6d0 [p, + K (cosf — cos?,) — K’ (sinf siny — sin G, sin §,)]

+ ; Kudcos®d + K'up, cos ¢ sinf dt + pK’sin?6 sin ¢ d6.
Si 4 Porigine p, est nul, les équations précédentes se réduisent a

det | . ,,dPt  ag _
d (F + sm’@(F - Tcos@) =o,
d{{ — K . .
(—‘pdt—ﬂz — 2K’ sin¢sin6d6

+ wsinfd6[K (cosf — cosd,) — K’ (sin¢ sinf — sin ¢, sinf,) ]

d.sin?§

1 2 foap

+ - Kudcos®§ + pK’'sin?§ sin g df.
Dans les pendules tels qu’on les construit pour les expériences des-
tinées a rendre sensible aux yeux le mouvement de rotation de la

. . Cc .
Terre, le rapport des deux moments d’inertie u = 5 est une fraction

extrémement petite du méme ordre de grandeur que n. Lorsqu’il s’agit
de ces pendules, en négligeant les quantités de I'ordre de n?, on
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peut réduire les équations a

i d9? . d?
‘d(———. +sm’9—¢—_-—2—gcose> —=o.
\dt dt? A

(57)

)d. sin“@ﬂi;l_t Ke) = — 2K’sin¢ sin /6.

Si 'on compare ces équations avec celles que ’on a obtenues pour
les pendules simples, et que ’on remarque que 1'angle désigné par
dans ce dernier cas est égal a Pexcés sur go degrés de I'angle désigné
par ¢ dans I’équation (57), on en conclura que le mouvement du
pendule composé suit les mémes lois que celui d’un pendule simple de

longueur A= M7

. . . C . . . .
Cette conclusion exige que 4 Soit tres-petit, et que g, soit nul. on

au woins assez petit pour qu’on puisse le regarder du méme ordre de
grandeur que #.

QUATRIEME SEGTION.
APPLICATIONS DIVERSES.
§ [er_

ProsrimE. Un corps solide de révolution tourne autour de son axe
de figure ; son centre de gravité est fixe sur la Terre; Uaxe du corps est
astreint a ne pas sortir d’'un plan détermine qui est aussi_fixe sur la
Terre, mais il a la liberté de tourner dans ce plan directeur: il s'agit
de déterminer les oscillations de Uaxe mobile, lorsque le centre de
gravité et le plan directeur sont emportés dans le mouvement diurne

Je rapporte le mouvement du corps i trois axes ox, oy, oz fixes
sur la Terre, et dont Vorigine est au centre de gravité du solide. Je
place les deux premiers axes dans le plan directenr qui est donné:
alors w est I'inclinaison de ce plan sur ’équateur de la Terre. Par le
point 0, je mene une parallele 4 la partie septentrionale de 'axe ter-
restre, je la projette sur le plan directeur et je place sur sa direction

33..
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I'axe ox. Les équations {50) de la section précédente s’appliquent au
mouvement du corps solide que je considére, puisque ce corps a la
liberté de tourner soit autour de 0z, soit autour de son axe de figure.
Seulement il faut adjoindre 4 ces équations les conditions

[=o0, 0=g9g0°
(ui expriment que le centre de gravité est au point o, et que I'axe de

figure ne peut pas sortir du plan directeur xroy. De cette maniére, les
formules (50) de la section précédente se réduisent a

(1) d(%:—&-p.p’):o,
(2) %1—?: — pnsinwpsinu,
3) d(p + nsinw cosu) = 0;
on a posé

(4) u=g¢ — go°.

Cet angle u désigne celui que I'axe du corps fait avec ox.

Les intégrales premieres des équatious (1) et (3) sont, en désignant
par a, b deux constantes arbitraires,

di
(5) 'di:E‘*‘P-Pz:a’

{6) p-i—-nsinwcosu::b;
Péquation (5) fait voir que la force vive relative du corps tournant
reste constante pendant le mouvement.
L’équation (6) montre que la composante suivant ’axe du corps de
q \ P

la vitesse instantanée et apparente du solide, fait avec la composante
suivant le méme axe de la vitesse de rotation de la Terre , une somme

qui reste constante.
Je désigne par ¢, u, et o, les valeurs initiales de du u et 1'ai
gne par ¢, U, €t f, 1€ o Wop ety
pour les valeurs des constantes arbilraires,

(7) a=c*+ ppd, b= p,+ nsinwcosu,.

Aa désigne la force vive initiale. L’équation (7) fait voir que lorsque

" . 1 1 1 o LN N R A ERRRR R ARRRE AR A AR RN AN R A
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po €t ¢ sont nuls, a lest aussi, et Péquation (5) montre que

du? ,
= + ©p”® étant constamment nuls, on a

Ce qui signifie que le mobile conserve sa position apparente et sou
équilibre apparent, lorsqu’a I’origine la force vive est nulle.

Jélimine p entre les équations (5) et (6). etj’ai, en ayant égard aux
équations (7),

du? . .

75 — 2Hponsinw cos s

2

LUV

=% — pponsinw cos 1, — pn*sin’ o (cosu — cos u

Dans les expériences, on donne au corps tournant une vitesse initiale
de rotation p,, trés-grande par rapport a n2; mais on voit que cette
vitesse n’entre pas dans le dernier terme de ’équation précédente .
et que ce terme a pour facteur le carré de la fraction excessivement
petite n. Dans une premicre approximation qui sera suffisante ici, nons
négligerons ce terme et nous réduirons I'équation a

du?

— 2MPeNSIN W COSL == % — 21U o, N SN COS U,
Sous cette forme on reconnait I'équation d’un pendule simple dont la
longueur est égale a I'unité, oscillant autour du point o dans le plan
xoy, en vertu d’une force constante, paralléle & ox ou a son prolon-
gement suivant que p, est positif ou négatif, et dont la grandeur est
égale a pp,n sin w.

On arriverait au méme résultat, si 'on employait les équations (2),
(37, au lieu de (1), (3).

La durée des oscillations tres-petites de I'axe nz, du corps tour-
nant est, d’apres 'équation (8),

T = —_—N—_Z
(9) \/ynposinm
de 12 on tire
(10} n il

= Epe sinw T
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Dans ces équations, w désigne I'angle que la normale au plan direc-
teur fait avec I’axe de la Terre.

Les équations (8), (9), (10) conduisent facilement aux résultats
suivants :

1°. Lorsque le plan directeur est horizontal, ’axe du corps ne peut
étre en équilibre relatif que suivant la méridienne; cet équilibre est
stable, si la rotation du mobile projetée sur ’équateur terrestre est de
meme sens que celle de la Terre : il est instable dans le cas opposé.

2°. Lorsque le plan directeur est le méridien, I'axedu corps ne peut
etre en équilibre relatif que s’i! est parallele a I'axe terrestre; I'équi-
libre est stable si la rotation du corps est de méme sens que celle de
la Terre.

Ces cas particaliers correspondent aux deux expériences connues de
M. Foucault.

3°. Pour que Paxe du solide se dirige parallelement a I'axe de la
Terre, il n’est pas nécessaire que son plan directeur soit le méridien ;
il suffit que ce plan directeur, quelie que soit son inclinaison sur ’ho-
rizon, se trouve lui-méme parallele a I’axe de la Terre.

4°. L’axe du solide est indifférent dans son plan directeur, lorsque
ce plan est perpendiculaire a4 I'axe terrestre.

Dans cette condition, 'appareil présente un cas analogue a celui de
aiguille astatique imaginée par Ampere.

5°. Généralement, quelle que soit la direction du plan directeur,
si on projette sur lui axe de la Terre, on aura la direction d’équi-
libre relatif que peut prendre Yaxe du corps tournant.

Cette régle générale est analogue a celle qui donne la direction de
Paiguille aimauntée, lorsque le plan de la boussole est quelconque.

6°. Lorsque V'axe du corps est hors de sa ligne d’équilibre, il oscille
dans le plan directeur autour de sa position d’équilibre stable. Ses
oscillations , grandes et petites, suivent les mémes lois que celles des
pendules. _

7°. Si Pon fait osciller Paxe du corps tour a tour dans le méridien
et dans le plan horizontal , la rotation primitivement donnée au mobile
autour de son axe restant la méme, on trouve que les oscillations dans
le méridien sont plus rapides que les autres.

8°. La durée des oscillations dans le méridien peut servir i déter-
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muner la durée de la révolution de la Terre. On tire, en effet, de ’équa-
tion (10),

n=-"_,lors ue o = gov
— oTz’ q = 9o~.

9°. Si I'on compare les carrés des nombres d’oscillations exécutées
dans le plan horizontal et dans le méridien pour une méme vitesse
initiale de rotation du corps, leur rapport donne le cosinus de la lati-
tude; si les rotations initiales n’étaient pas les mémes, il n’y aurait
qu’a multiplier le rapport précédent par le rapport renversé des vitesses
de rotation.

Il suit de ces diverses propositions, qu’un expérimentateur, sans
sortir de son cabinet, sans voir le ciel, peut déterminer la directior.
suivant laquelle le ciel parait immmobile, le sens dans lequel les étoiles
paraissent tourner, la durée de leur révolution, ou plutot la durée de
la révolution terrestre. :

Sans doute, ces déterminations ne peuvent atteindre la précision
qu’on obtient dans la mwesure des éléments du mouvement terrestre :
cependant il est bon de les signaler, parce que je ne crois pas que.
Jusqu’ici, on ait indiqué qu’elles peuvent se faire, au moins au point
de vue spéculatif, par I'observation des oscillations d’un corps. Au
reste, il me semble qu'une personne, méme obstinée , ne pourrait pas
résister 2 ce mode de démonstration du mouvement de la Terre.

Au lieu d’astreindre I'axe du corps solide & rester sur un plan direc-
teur fixe , on pourrait I'obliger 4 ne pas sortir de la surface d’un cone
droit dont I’axe passe par le point o et a une direction fixe sur la Terre
En prenant cet axe pour la ligne 0z, il est clair que § restera constant
et égal au demi-angle du cone, que je désignerai par «. D’apres cela,
les équations ( 50) de la section précédente donnent, lorsque le point ¢
est le centre de gravité du corps,

’ d(sin”s‘i—f‘»;— MJz) =o,

sin?¢ % = pnp sin o cos ¢,

d(p + nsinwsin ¢siny) = o.
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Ces équations se discutent de Ja méme maniére que les précédentes,
et ’on en déduit les résultats suivants:

L’axe du solide tournant a sa position d’équilibre dans un plan
mené par P'axe du cone parallélement a I’axe terrestre. Ses oscilla-
tions autour de la position d’équilibre stable ont pour durée

T=n sine |
pnp,sin @
Cette formule coincide avec 'équation (g ). lorsque ¢ = go°, auquel
cas le cone directeur se change en un plan directeur.

En discutant les équations (1), (2), (3), )'ai supposé que p, est tres-
grand par rapport & n, afin d’arriver aux résultats qu'on peut obtenir
par I'expérience ; mais on pourrait examiner les particularités curieuses
que présentent ces équations, lorsque g, est trés-petit : cet examen
n’offre au reste aucune difficulté.

§ I

Propuime. In corps solide de revolution peut librement tourner
awtour de son centre de gravité , qui est un point fixe de la Terre; on
place son azxe de figure suivant une direction quelconque, fixe par rap-
port a la Terre , et pendant u'on le maintient dans cette position , on
imprime , par un procéd’ quelcongue, un mouvement de rotation appa-
rente au solid. ; on abandonne ensuite le corps a lui-méme en délivrant
I’axe de figure, et l'on demande de déterminer le mouvement relatif de
ce corps , lorsqicon suppose le centre de gravité emporté dans le mou-
vement diurne.

Je rapporte le mouvement du corps a trois axes rectangulaires ox,
0y, 03 fixes sur la Terre; je place l'origine o au centre de gravité, et je
dirige 'axe oz parallelement a la partie australe de I'axe terrestre.
Dans ces conditions, @ = o0, et les équations (50) de la section précé-
dente se reduisent a
. ‘ o (:’% + sin’&‘f{i + ppz) = o,

' d (sin®§ %, + pp cosG\’ =n{1—u)dsin’6. d(p—ncosd)=o.

i ' ) 1 [ L e R R R AN N A L A LR AR RN |
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, in” étant des constantes arbitraires, les intégrales premieres
des équations (1) sont

m, m'

de . dy .

F—f—smww—kp.p = m,
(2) ftein2 d‘p : ’
: /aln 6 — +ppcosé=n(1—pu)sin?6 + m’,

p=ncosl + m".

Si 'on remarque que, d’aprés la section précédente, la force vive
apparente du solide est

[ db . dy ;
i, 2°7 2
A 2>+ sin g o e ),

on peut conclure des équations (2) que la force vive relative est con-
stante, et que la composante suivant ’axe de figure de la vitesse in-
stantanée de la rotation apparente du corps fait, avec la composante
suivant cet axe de [a vitesse angulaire de la Terre — 7 cos 6, une
somme constante.
Si 'on pose
n=o,

les équations (2 se réduisent a trois €quations connues de la Méca-
nique.

La vitesse angulaire et instantanée de la rotation apparente du solide
est a une époque gnuelconque, d’apres I'équation (17} de la section
précédente,

(3) = \@i oty ol

les cosinus des angles que I'axe instantané apparent fait avec les axes
0X,, 0F,, 0%,, on avec le systtme ox, oy, 0z, sont donnés par les
expressions (18}, (19) de la section précédente. D’apres I'énoncé du
probléme, I'axe de figure est, a Iorigine, Iaxe instantané apparent :
on a donc, d’aprés les valeurs (18), pour £ = o,

(4) @Wg — 0, Jo=oO, Po:"—;o-

On indique ici par lindice o les valeurs initiales des quantités va-
riables.
Tome XVIH. — Accr 185 34
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Au moyen des valeurs (4), les équations (41) de la section précé-
dente donnent, pour t = o,

{5) (19,,__ dy,

— = =0
dt @ dt ’

conditions qui sont évidemment remplies 4 P'origine, d’apres I'énoncé
du probléme.

Les constantes arbitraires déterminées par les données initiales ont
pour valeur

m = ppg,
m' = pp, cosf, + n(pn —1)sin*f,,

—
[
N

m'=p, — ncosf,,

et les équations (2) deviennent
/ doe ., dd
o+ sin? 00 = p(pg —p%),
d
dt
‘ p = po+ n(cos@ — cosb,).

(7) {sin* g 2t = ,u. (p;, cosf, — p.cos 6) — n(p—1)(cos?f, — cos®5).

Pour séparer les variables, j'élimine d’abord p, et jai
f dTe: + sin?§ ';—-j’:
\ = pn (cosf, — cosf)[2p, — n(cosf, — cosf)],
' | sin® § de'
' = (cosf, — cosf) [pp, + n (cosf,+ cosf) — pn cos b, )].

Je multiplie la premiére de ces équalions par sin”§, et je retranche

le carré de la seconde,
sin? 0 379: — (cos0, — cos) [ 2 po (po — 21 cosf,)(cosf — cosf, )]

+ 2npp,sin® 0,

(9)

— n?(cosfy — cos§)* {usin? + [(p —1)cosf, — cos]*}.

Cette équation peut servir pour déterminer 6 en fonction de £. En

R T Y TR TR R RO
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éliminaut dt entre ’équation (g) et la deuxiéme équation (8), on aura
une relation entre ¢, 6, qui servira 4 déterminer .
Lorsque p, est nul, I’équation (g) se réduit a

sin’@é‘:—;2
= — n*(cosf, — cos§)? {psin? 6 + [(p — 1) cos§, — cos6*}.

Pour que le second membre soit positif en méme temps que le pre-
mier, il faut que ¢ soit constamment égal 4 §,), puisque — n? est mul-
tiplié par des facteurs essentiellement positifs. Cetle condition de
5 = §, entraine, dans la deuxiéme équation (8),
& =0 ou Y=,

Ainsi, dans le cas particulier que nous considérens, I'axe du corps
reste fixe par rapport a la Terre, malgré le mouvement diurne: le
corps lui-méme ne prend aucune rotation relative, car la troisieme

équation (7) donne
p=o.

(Test, au reste, ce que I'on peut conclure aussi de I'équation (2} des
forces vives relatives ; car si, a Porigine, la force vive est nulle, cette
force vive devra rester constamment nulle, ce qui exige que les trois
termes :—;%; sin? g %f—:, p.p* du premier membre de la premiere équa-
tion(2) soient séparément nuls.

Dans les expériences, on donne i fo une tres-grande valeur par
rapport a n; lorsque cela a lieu, comme la derniére partie de I’équa-
tion (9} ne contient pas le facteur p,, et qu’elle a le facteur excessive-
ment petit 2*, je négligerai cette partie de 'équation (g) dans une pre-
miere approximation qui sera ici suffisante; on pourrait au reste aller
au deia par la méthode des approximations successives. Nous verrons
plus loin qu’en conservant les équations completes, on arrive aux
meémes conséquences générales. Je réduis, d’apres cela, équation (974
(10){sin? 9%?—:: (cosf,— cosf) Ppolpe— 27 cos60.) (cosf — cos?,)

+ anpp,sin?g,
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2n sin%9,

la quantité —————
quantite p{pe— 27 cos8,)

est extrémement petite: par conséquent, la

2.nsin’6,
p(po— 27 cosb,) ‘
+ 1 et — 13 il en sera toujours ainsi lorsqu’a I'origine la partie de
I’axe du corps pour laquelle g, est positif ne sera pas placée de maniere
4 étre presque paralléle i la partie nord de I’axe terrestre. En admet-
tant ces conditions remplies, et en désignant par « un angle compris
entre o et 180°, je poserai

différence cos9, — sera générnlement comprise entre
o g

' 280’0
(11) cosa = cosf, — - :

S ancest) O =870 (po— 21 cosbo);

de cette maniere l'équation (10) devient
{ in2 as 2
(12) sin?f —- = k* (cosf, — cosf) (cos§ — cosa).

On voit par la que 'axe du corps ne conserve pas une inclinaison
rigoureusement constante sur I'axe de la Terre, que cette inclinaison
varie entre les limites excessivement rapprochées 9, et a. Je pose

(13) cos§ = cos §,cos?x + cosa sin’*x,

en désignant par x une variable auxiliaire; par ce changement de
variable, je tire de I'équation (12},

(14) hit = adx ou x:%t.

J'ai supposé la constante arbitraire nulle, car, d’apres ’équation (13),
on peut faire commencer en méme temps les variables ¢ et x. T.es
équations (13) et (14) donnent

cos 6, + cos « coSs f, — cOS o  ht
- ’

ih) cosf =
: 2

en ayant égard a I’équation (11), on a

nsin’ g, nsin®0,

i 2mc0s8,) T g —2mcosty) o ht.

(16)  cosd = cosf, —

En portant cette valeur de cos@ dans la denxieme équation (8),

1 : ! ! ! [ [ e R RN RN RN ARN R ANl A AR AN R |
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on a

d nsin?, — h )
(17)?‘5—:5:(;;—5;,1”@590) (L—Si:’oes t)[HPO_'_ 7(€0s§ + cos §, — p.cos b, ).

On pourrait intégrer cette équation par la méthode des séries, et nous
en donnerons un exemple plus loin ; mais il suffira ici d’obtenir la
valeur de ¢ par P'approximation qui correspond a la suppression des
termes d’'un ordre de petitesse plus élevé que celui de n. Ainsi, nous
réduirons I'équation (19) a

\ dy 7 p,

1 ¥ BBy .
( 8‘) dr po— 21 ¢os, (I cos ht)’
Pintégrale de cette équation est

. 76y _ np, 1
LP— q)"_po—zncosé,,t 8y — 271205 9, +/lbm ht,
ou sensiblement
n

I Y — Yy = nt — — sin ht.

(19) b — o HP«

Considérons d’abord les équations (16) et (19) dans leurs parties prin-
cipales cos 8, et nt. Ces équations représenteront alors le mouvement
d’un axe qui tourne uniformément autour d’une paralléle i Paxe ter-
restre, en allant en sens opposé du mouvement de la Terre, avec une
vitesse angulaire égale a celle de la Terre, et en conservant une incli-
naison constante sur la ligne du monde; en d’autres termes, ces
équations représentent le mouvement d’une lunette parallatique. Si on
prend les équations complétes, on voit que P’axe du corps tournant
suit le chemin d’une lunette parallatique avec un mouvement de nu-

tation circulaire excessivement peu étendu. Le diamétre du cercle de

7 8in G,

nutation est la quantité trés-petite > » et la durée de la nutation

fpe

27 . 27
est — ou sensiblement ~—.

(]
Les calculs qui précédent conduisent aux résultats suivants :
1°. Si le corps mobile ne recoit aucune rotation artificielle et est
placé en équilibre relatif sur la Terre, lorsqu’on 'abandonnera a Iui-
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4
meme, il persistera dans son état d’équilibre relatif, soit que la Terre
tourne ou qu’elle ne tourne pas.

2", §i le corps a primitivement recu une vitesse de rotation tres-
considérable autour de son axe de figure et qu’on ait placé cet axe
en ¢équilibre relatif sur la Terre avant d’abandonner le mobile 4 lui-
meéme, cet axe persistera indéfiniment dans son état d’équilibre rela-
tif, si la Terre ne tourne pas; mais si la Terre tourne, cet axe sortira
de lui-méme de la position d’équilibre relatif qu’on lui a donnée, 1l
prendra en quelque sorte un mouvement spontané, un mouvement
saus cause extérieure apparente pour un observateur qui ne connai-
trait pas le mouvement terrestre.

3. Le sens dans lequel se fait le déplacement relatif de ’axe, dans
ce mouvement spontané apparent, ne dépend pas du sens dans lequel
la rotation artificiellement donnée au corps s’effectue; il est toujours
contraire 2 celui du mouvement de la Terre, et peut, par cela méme,
faire connaitre ce dernier.

4°. La rotation de la Terre est si bien empreinte dans le mouve-
ment relatif que 'axe du corps tournant semble prendre spontané-
ment, que si ’'on pouvait exécuter I'expérience dans toute la rigueur
des conditions abstraites du probléme, on en déduirait et la direction
de I'axe terrestre et méme la vitesse de rotation de la Terre.

5°. Tant que la rotation du corps persiste a des degrés divers,
pourvu qu’elle reste notable, si 'axe est arrété un moment par suite
d’un obstacle quelconque, aussitot que 'obstacle disparaitra, I'axe
du corps sortira de nouveau de I’état d’équilibre relatif, et il en sor-
tira chaque fois que les mémes conditions se renouvelleront; c’est dans
cetie tendance persistante qu’a 'axe du corps a sortir de son équi-
libre relatif, qu’on trouve la raison d’espérer qu’on pourra réussir i
manifester expérimentalement ce résultat du mouvement de la Terre.
On connait sur ce sujet les expériences de M. Foucanlt.

les conclusions générales auxquelles nous venons d’arriver étant
obtenues en réduisant les équations a leurs parties principales, il est
bon maintenant d’examiner jusqu’a quel point elles sont indépen-
dantes de ces réductions. Pour cela, je traiterai d’abord d'une maniere
compléte le cas particulier oui le solide de révolution est une sphere
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homogene ou un corps composé de couches sphériques homogenes :
dans ce cas, on a

Ho= 1

je considérerai ensuite ce qui a lieu lorsque v, n’est pas ceal a Punite,
v I g

Lorsque ¢ = 1, les équations générales deviennent

sin? § 2 — [polpe — 21 cos6,) + n*|{cos 9, — cos §°

. |‘/ﬂ
{20)
- 27p,8i02 G, '
— -
< [(Cose cos fo ,7(.(57"—2110059.,)—!—”'—') ]
oy db
f21) sin 6E=kc0560—0056) (po+ ncos ).

La guantité
Polpo— 2R cOs §,) + n*

peut s’écrire ainsi :

N . I
(po — m* + 41 p, sin® 560;

or, rien n’empéche de placer I'axe oz, sur la partie de 'axe de figure
pour laquelle la rotation initiale s’effectue de droite a gauche, et, par
suite, de regarder p, comme positif: en agissant ainsi, on voit que la
quantité précédente est toujours positive; on la représentera par /*

et on posera
[ 22) h* = p,{go — 21 cos 6,) + n.

i

Je pose, en outre,

27 pysin° 9
’ . Po V.
(23) H = cos §, — —
H est, d’aprés cette expression, toujours compris entre + 1 et — ;,

par suite, il peut étre représenté par le cosinus d’un angle §' compris
entre o et 180°; je pose

(24) H = cos 6,

D’apreés Yéquation (23), on voit que 9 est plus grand que 6, ou égal
a fo lorsque 6, = o; j’écris maintenant P’équation (20) de la maniere
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suivante :

. e ade o, ,
(25) sin® § - = h* (cos 6, — cos §) (cos 6 — cos §").
Cette équation montre que les seules valeurs admissibles de 6, c’est-a-
dire celles qui rendent le second membre positif, sont comprises entre
9, et §. En général, §, et 6’ différent de o® ou de 180° en sorte que

: b4 M L4 . dg EP.
sin § n’est pas nul. On voit par I'équation (25) que — ne peut étre

nul que lorsque § est égal a 6, ou a 6'. 1l suit de la, que I'inclinaison
de I'axe primitif de rotation sur P'axe terrestre est continuellement
variable et oscille entre les limites extrémes 6, et §'.

Pour connaitre les oscillations de 'axe du corps par rapport 4 la
direction de I’axe terrestre, je pose

(26) cos 6 = cos 6, cos®x + cos §'sin*x;

d’on je tire

s cos §, — cos § = (cos Gy — cos §’)sin* x,
(27) " cos § — cosb’ = (cos @, — cosG’)cos’ x,
sin6d6 = (cosf,— cos ") asin x cosxdx.

L’équation (25) donne

\ in 0d 4
(28" hdt = sin 9 3
V(cos0, — cos 8) (cos8 — cos §)

lorsque dt est positif; on prendra le radical avec le signe + ou le
signe —, suivant que df sera positif ou négatif. Quel que soit ce signe,
I'équation (28) donne, au moyen des équations (27},

(29) hdt = 2 dx,
d’ou
xr=—
On suppose, dans cette intégrale, que la variable auxiliaire x commence

en méme temps que ¢; cette supposition est autorisée par I'équa-
tion ( 26) qui définit la variable x. Au moyen de cette valeur de x,

| . . ) ' )b N N T R IR R T IRR R R i AR SRR
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on a, d’apres I’équation (26),

~1
Al

cos 6, 4 cos ¢’ + cos 6, — cos ¢

(30 cos 6 =
2

cos fit;

on voit par la que la variable ¢ suit les mémes lois que I'écart d’un

pendule conique par rapport a la verticale, et que la durée de la
période est

(31) T=2%

__.T-

Jélimine d¢ entre les équations (29) et (21), et j’ai

2(c0s8,— c0s8) (p,+ ncos ) dx _
hd = sin?9 o

au moyen de Véquation {27, cette équation devient d’abord

{cosf,— cos 9’)(1—0052.:-)[;;,,—(-” (c0s B+ cos )-4-”(005 b —cosé )cos 2.'5J(L««
hdy= sin?9 o
Je pose
205 8-+ 3 cos 6’}
A= o, 4+ n{cosb, !
[1] Po 4
(323 Ay= —p,— ncosf’,

A, n(cosf, — cosO’),

4

I

et 'équation précédente devient

2hdy = (cosb,— cos§’)(A,+A,cos2x + A,cos4x)

><< ] )d.r.

1— cos8 }+c059

(33

On tire de I’équation (26)

I+ cos@ = 276058 + cost’ 4+ (cos 6, — €0sd’) cos 2.z
2
I — cosf = 2 — €05 6,— c0s 8’ — (cos 6, — cos 8’ ) cos 2x

2

Tome XVIIL. — Aour 1853. 35
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Je désigne par 2 u et 2v deux angles plus petits que go®, et tels que I'on
ait
sinap = CXhmeosT
(34) ) 2 - c0s 0, -+ cos §
/ cosf, — cos ¢’

sin2y = —-—-" 7"
‘ 2 — cosf, — cos f

on déduit de 1

L1+ tang®
2 + cosfy + cos§’ = (cosf, — cos§) T 2B E
) 2tang
. f + tang®y
2 — €088, — cos¥ = {cus b, — cos§') 2087,
N : htd tangv
D’apres ces valeurs, on a
t 5
B A_4 g , {1+ tang®u. + atang u cos 2x 7',
(35) 1+ cosh cos 8, — cos : ! ’
o ? ! = 4——tang” (1 + tang®>y — atangvcosaox) '
\x—cose—cose,,——-cose’( 8 g IR

on connait les formules suivantes. quon peut déduire d'un théo-
reme d’Fuler:

(1+ tang®u 4 atangp cos 2. )™

I—a2tangu cos2x + 2 tang* wcos far —...),

i

I
:ta'n.g’p (
(36) (1-+tang®y —atang v cos 2. )

—————| 1+ 2tangv cos 2.x + 2tang2vcos hax
1—tang®y

+ 2tang®v cos 6x + 2 tang‘veos 8x +-...

Si 'on multiplie chacune des équations (36) par le trindme
Ao+ Ajcosax + A, cos 4,

on obtient deux nouvelles séries, que je désignerai par

Bi+ Bicos2x + Bycosfx + B, cos6x 4 ... 4 B;cos 2ix . ..
I — tang T 7

C.+C.coskzx+(],c054a:+v.. + C;cos 2iz + ..

I — tang®y
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et les coefficients de ces séries sont

(B, = A, — A, tangp + A, tang®u,

(39) B, = — 24, tangp + (A, — A, tang . ; {1+ tang®pu ).
. ’7,
" |By=2A,tang’n — A, tangp (1 — tang )+ A, (2 + tang?p.);
1Co=Ag+ A tangy + A, tang®v,
8 Ci=2A,tangy + (A, + A, tangv) (1+ tang®v),
(38)

C.=2A,tang®y + A, tang v (1 —+ tangv)+ A,( 2+ tang®y).

Au moyen de ces expressions, 'équation (33) devient

hdy = 2 ——m—n—g”—(Bo—kB, cos2x -+ B,cos fx +...)dx

- ) 1— tang’p
\ 9) ' 2 tangvy \

I_mg—z;(c0 + C,cos2x + Cycos fxr +... ) dx,
d’ou

A, __ tangp i I . 1 . \
;('b -"(bo) = :m (B0$+ ;B, sin 2.0+ ZB2 sm[;x-{—...)

tang v I .

1 . .
m (Cox+ ;:C,Sln 22X + 4C251ll41 "f‘...]r

ou bien, i cause de I'équation (29),

oy tmp B
Yo = T tangh <Bot—|- hzn = sin zht)

(40) - .
tangy i 1 G . .
+ —2 (Cot—l— 52, — sin Iht.).

I — tang®v

, . 1 e .
Je désigne par ¥ la différence des valeurs de ¥ correspondant a

f \  —+ 1 ., . , . ,
t = IT" et & t = (J_’_—h)ﬂu j étant un nombre entier; I'équation jo°

35..
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donne

(40 qr.___?f.(Bo__'ﬂEP‘_ 4+ C _““_"L>.

1 — tang’p %1 — tang’y

On voit que cette valeur de% ¥ est indépendante du nombre entier j.

1l suit de la que la projection de Paxe du corps sur le paralléle ter-
restre tourne en décrivant, autour du centre de gravité, des angles qui
croissent suivant les termes d’une progression arithmétique dont la

- X ~ .
raison est - ¥, lorsque le temps croit suivant les termes d’une pro-
gression arithmétique commencant par zéro et ayant pour raison la

quantité

™
T:—z'

b |-

Nous pouvons appeler vitesse moyenne le quotient des raisons de ces
deux progressions, et en désignant par V cette vitesse, on a

_ lang [ tang v .
(42) V= ®1 —tang'p + C°1—tang’v’
pour connaitre le sens de cette vitesse et sa grandeur, il suffit d’exa-
miner le signe de V; la rotation se fera de droite 4 gauche ou en sens
contraire du mouvement terrestre , lorsque V sera positif.

Les angles p. et v sont plus petits que 45 degrés, par conséquent les
tang p tang v

1 — tang’y’ 1 — tang®y

mer ces valeurs de la maniere suivante. On tire des équations (34)

quotients sont positifs; il est facile de transfor-

0 o
COS — CU8 —
2 2

2+cosG.+cosO’.’

cosap =4

or, on 2 en général

l—cosng

tangzp. = I+ cos2p

[ N AR RN RRNARANA LAY J R RN NE ERR N
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Au moyen de I’expression précédente, on en déduit
&

0,
€08 ~ — COS —
. 2
tang p. = e“——as
cos —2 -+ CcOS —

6, ¥
4 cos — cos —
2 2

I— tang® p = ( - 9,)2,

€0s — — cos -
2 2
2 <+ CcoOSs 9, + cos ¥’
2,
I+ tang*p = e
(cos 2 4 cos —)
2 2

tang p  cosh,—cosd’

;.

I — tangtp. 6
g 8 cos 2 cos -
2 >

de la méme maniere, on obtient

| L .1

sin - 0, — sin — 6*
2 2

tangy = — -
& .1 La
sin — 9, -+ sin — 6’
2 2

=3

.6 . &
4 sin — sin —
2 2

1 — tang’y = ( 3 9,>,,

sin — - sin —
2 2

44)

2 2 — cos 6,— cos &
(sin—°+sin—)
2 2

tangv  cos 8, — cos ¢

8

I — tang®y ] .
6 8sin = sin —
2 2

Pour abréger, je pose

P — po’ sin’ 0 - sin? 0, .
po(pe— 27 c08 6,) + n* 1—2 ~cos 6+ (ri)z
(45) l lPo Lo

[’ . .
C0s — -+ €os — sin— -+ sin —
2 2 2 2
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au moyen des équations (22), (23), (24), (43), (44, (45), la valeur

de V donnée par I'équation (42) devient

V=n— ?s 1 +§(c0590+ PQ?*) — (3>’P(Q2c0560—§))

4 cos ;" cos — e i , po 2
A e (;ﬂ)“Pan +%(§) P2 Q* s

',"[6)1 p . s 3
+n i \! +—(c0560—PR’)—(—) P(R*cos@,+ —))

s T Oy \Fo 2
4 sin — sin Py . A
—z(f)“R=P=+1(3>’R*P= 5

Po 2 \po

La valeur de V que nous venons d’obtenir est indépendante de toute
hypothése faite sur les grandeurs relatives de p, et n. Dans les appli-
cations, la vitesse angulaire de la Terre est une fraction tres-petite, la
vitesse angulaire g, est un nombre plus grand que I'unité, puisque, si
le corps solide tournant ne faisait qu'un demi-tour par seconde, on
aurat

fo—T,

et que pour un nombre quelconque p de tours par seconde, on a

po = 2pT.
D’apres cela, on peut négliger dans la valeur de V, développée suivant

. n . n . .
les puissances de o le produit de -et de ses diverses puissances par »,
0

2o

et alors I’équation (46) donne
(4’,"\ V = n.

Dans les conditions que nous venons d’indiquer et qui sont celles des
experiences, la projection sur un parallele terrestre de 'axe du corps
solide tourne en sens comtraire de la rotation terrestre, avec une
vitesse moyenne égale a la vitesse angulaire de la Terre. Au méme
degré d’approximation, on a

n sin? 6, nsin® 0,
+

s cos § = cos 0, — cos ht,
148) ! fe P

((p—q,.o:nt—-% sin At.



PURES ET APPLIQUEES. 279

Ces expressions nous montrent que § est sensiblement constant. et
que ¢ — 4, est égal sensiblement & n¢. Si 'on fait d’abord abstraction
des parties périodiques qui entrent dans les équations (48), on dira que
axe du solide tournant se meut autour d’une paralléle a axe ter-
restre, en conservant sur cette ligne une inclinaison constante , qite
sa vitesse angulaire est égale 2 celle de la Terre, et dirigée en sens con-
traire de la rotation terrestre; en d’autres termes, I’axe du solide se
inouvra comime une lunette parallatique. En tenant compte des parties
périodiques dans les équations (48), on voit que 'axe du solide décrit
le chemin d’une lunetie parallatique avec un mouvement de nutation
circulaire d’une étendue excessivement petite, le diametre du cercle

. , 2nrsin f , .
de nutation étant =227 ot |4 durée de la période ayant pour valeur
Po
T . 27T .. . 20
7~ ou sensiblement —. Si I'on suppose g, = 60, 'angle -~ corres-
o < Z

i . . . .
pond a P Pour ce cas, le diamétre du cercle de nutation. pris sur un

cercle de 0™,36 de contour, s'étendrait sur une longuear plus petite

I - . . .
que 3000 de millimetre. Dans les experiences, telles qu’on les a exé-

cutées jusqu’ici, on peut évidemment faire abstraction de la nutation
que nous venons d’indiquer.

Je considére maintenant le mouvement du solide . lorsque les mo-
ments principaux d’inertie C, A ne sont pas eégaux , et j’écris P'équa-
tion (g) comme il suit :

sin® 95(11-37! = p*po(po— 27 c0s6,) (cosG, — cosd)

2nsin? 6, e .
1 (po—2 2 cosb, $iou(py— 22008 6,) 0

| > fusin®@ 4 [(w — 1) cosf, — cosG |

cos § — cos 8, +
>

On peut placer oz, sur I'une ou I'autre des deux parties de I"axe de
figure du corps tournant; nous le mettrons de maniere que 5§, soit
positif. Dans les expériences, p, est une trés-grande quantité par rap-
port a n; nous pourrons donc regarder p? p, (po — 2mcos8,) conmme
positif; il serait, au reste, aisé de discuter les cas particuliers on
6o = 2nc0sf, et ou p, est plus petit que 27ncosf,. Dans cette suppo-

cos & — cos§,)

\

/
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sition, je pose
(50) h*=p?po (po — 2ncos0,),

et Péquation précédente devient

(51) sin’GZ—f: = =+ h*(cosf,— cosf)(cosf — M) (cosf — N) (P— cosb),

en désignant par M, N, P les racines de I’équation

2p pyrsin® 6,

‘ x — cosfy, + T

(32)
e + alx — c0s0,) {1 —x?) + [x—(p—1)cosf P} =0,

et en prenant le signe + ou le signe —, suivant que le coefficient du
terme du troisieme degré dans le polyndme précédent est négatif ou
positif.

L’équation (51) convient a tous les cas qui peuvent se présenter;
dans les expériences, on donne a g, non pas une valeur trés-petite et

de méme ordre que 7, mais une valeur trés-grande par rapport i n, en
sorte que la quantité

2 pp, 22 Sin? G, 1

a2
N (R py
¢ Pe ._.

est une fraction extrémement petite. Si on ne place pas, i l'origine du
mouvement, I’axe de figure du solide extrémement prés de la direc-
tion parallele a la partie nord de P'axe terrestre, si cos §, differe assez

2 ppansin’ b,

de — 1 pour que la différence soit plus grande que e : alors
" 2 sin*§ .
la quantité cos§, — —”L";‘——' sera comprise entre + 1 et —1, ct

pourra étre représentée par le cosinus d’un angle «, compris entre o
et 180 degrés. Les conditions que nous venons de considérer sont
toujours réalisées dans les expériences; lorsqu’elles ont lieu, nous
poserons

2p np,sin? 6,

{33) cosu = cosf, — Yo s

i ' ' v 1 [ N e N AR RN RN RN LR N NRR RN AN AR AN
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et I'équation (52) deviendra

(54) x — cosa +%(.r — c080,) fp (1 — 2%) + [& — (. — 1108, = o

Si 'on fait
xr = cosb, et x=cosa,

le premier membre de I'équation (54) donne

in?g 2 in? 0, .
ﬂ‘."L;;l_“, _;'? ﬂﬂ"g;‘"#“;suﬁa + [cosa — (p — 1) cos 6, ]* .

Ces deux résultats sont de signes contraires; donc I’équation (54 ; a
toujours une racine réelle comprise entre cos §, et cos a : cette racine
peut donc étre représentée par le cosinus d’un angle ¢, plus grand que
9, et plus petit que 2, et d’ailleurs extrémement peu différent de 6, .
puisque o — @, est une trés-petite quantité.

Pour avoir quelques notions sur les deux autres racines de I'équa-
tion (54), je considere d’abord le cas ou p. est plus grand que Punité :
c’est ce cas qui est ordinairement réalisé dans les expériences. Si 'on
remplace, dans le premier membre de I'équation (54), x par un nombre
positif suffisamment grand, comme le terme du troisieme degré a un
coefficient négatif, on sait, par la théorie des équations. qu’on aura un
résultat négatif; d’une autre part, si 'on fait

X == 1,
on obtient

n* . :
1 —cosa + 5 (1 —cosfy) [ 1 — (p — 1) cos b, *,
quantité qui est positive ; donc I’équation (54) a une racine réelle con-
prise entre + 1 et + o . On voit, de la méme maniere ., que la troisiéme
racine réelle de I'équation (54 ) est comprise entre — 1 et — % . On
peut donc représenter les racines de I'équation (54) par

I 2 V]
cosf’', 1+¢, —1— g%,

:* et ¢* étant des nombres positifs.
Alors ’équation (51) peut s’écrire ainsi :

Ce e . 18* . . 0 "
23) sin?*§ iif" = h*(cosf,— cosd)(cos§ — co85' i cons 41 4+ *){1 + 2 — cos5

Tome XVill. — Aour 1833, 36
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Le produit A (cos 6 -+ 1 + 82) (1 + p* — cosf) est positif pour toute
valeur de 9; donc les valeurs admissibles de 6 doivent rendre positif le
produit (cos§, — cos§) (cos§ — cos§’), ce qui exige que 6 soit compris
entre les valeurs trés-rapprochées 6,, §'. L'équation {55) montre, en

outre , que f,, & sont les limites de §, et qu’a ces limites —- est nul.

Il résulte de la que I'axe de figure du corps conserve, par rapport
a Paxe terrestre, une inclinaison sinon rigoureusement constante, au
moins sensiblement constante.

6 étant égal a 6, ou plus grand que §,, cos G, — cos§ est toujours
positif; d’une autre part, p, étant treés-grand par rapport a n, la quan-
tité wp, + n{cosd, + cos) — pn cosf, est aussi positive; d’ou i} suit

que la valeur d—f, donnée par la deuxiéme équation (8), €st toujours

positive. De la on conclut que la projection, sur un parallele ter-
vestre, de 'axe de figure du corps, tourne d’'un mouvement continu,
toujours dans le méme sens et en sens contraire du mouvement
terrestre.

Pour connaitre la loi des variations de § et ¢, on s’y prendra comme
dans le cas déja examiné pour un corps sphérique. En effet, en
posant

(56} cos @ = cos§, cos® x + cos @' sin*.x,
I’équation (55) donne

] cos ¢ s 8, — cos§’ \Ta
bdt:gdx(l—i—d‘*—kcos"_: + @ “?Cb coszx)

1

2

cos §; + cos 8’ cos 8, — cos §’
—_— Cos 2 .1')

2 2

> (1+e’—

et en pOS&I]t

cos 8, — cos b’ sin 2y — cos 6, — cos &’

sina) = .
2+28’+cose,+c059” 2 4 2¢ — cos 8, — cos &'’

cette équation devient

__ 8ytang) tangy o3 T3
hdt = Py (1 + tang®X + 2 tang i cos axx)

x (1+ tang®y — 2 tangp cos2x) *.
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D’aprés le théoréme d’Euler, on a

[ ]

~
o
-

I

[R——— €K
(1 + tang®) + atanglcosax) 2= A, + ZI A;cos 20x,
i

_— o
(r+ tang?y — 2tangv cosax) 2= B, + Z B; cos 2/,
T

7 étant un nombre entier pris entre 1 et oo 5 A, A;, B, B; étant des
coefficients que le théoréme apprend a former. Si I'on mutltiplie les
deux séries, on a une nouvelle série de la forme

w0
C, + Z Cicos aix
I

dont les coefficients sont faciles a former, et alors Péquation préce-
dente devient

hdt :M‘L’(CO + Zm C,-coszix),

cos 8, — cos 9’

d’ou

BJtangRtanE / © o ) \’
[ — v _‘,‘ ' .
(57) ht €0s 6, — cas &’ (("O'r + 2, 2 2L |

et les équations (56), (57) donnent la loi des variations de 9. Au
moyen des expressions (56, (57), on pourra trouver la valeur de ¢,
en s’y prenant de la méme maniére que dans le cas déja traité de la
sphere.

Nous venons d’examiner ce Gui a lieu, au moius d’une maniere go-
nérale, lorsque p. est plus petit que Punité, et nous pourrions nons
borner  ce cas, puisque c’est celui dans lequel les expériences sont
ordinairement établies; néanmoins il est bon de considérer maintenant
ce qui a lieu lorsque . est plus grand que I'unité.

Dans ce cas, Péquation (54) a toujours une racine réelle cowprise
entre cos 6, et cos o, racine que nous désignerons par cos 9': mais on
ne peut plus dire que les deux autres racines sont reelles et comprises
entre +1 et + oo, ou entre — 1 et — o . Pour avoir quelques no-
tions sur les deux autres racines, j'ordonne d’abord Péquation < 54, ¢

36..
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jai
h?

n
z {—u}
o}

x* + 2 COSGo‘f‘ x%] -+ A [P- — (] —_ p_’) 005260]%,,1/
. \

—~l—%cosa + %cos@o [+ (0 — 1) cos® G, | }

a1 —
ou
sxz—p- x?* cosl, + x{n*(.’ip) + Li — 1+ y.)cos=60”
(58) i cosa 08 8 B i 1g 1
— iy o8 0[———I_P‘+(l — ) cos 0_| = o.
Je pose
— ", ® 3
P_""'('—f‘)+ = (1 + p) cos? G,
h* cos . ;
Q=— A=t - coseo[l—f—é i — p.)coszso|,
et I’équation (58) devient :
(59) x'+ x*cosf, +Px + Q =o.
Je pose
o B,
(60) .1':]’—-60; .
et I'équation (59 ) se réduit a
(61) x*+ 3px — 29 =0;
en posant
_ P cos’ss
P=3—~ "9
1 2cos’d,  Pcosé, )
e

l.orsqu’on se place dans les conditions ordinaires des expériences, g,
est trés-grand par rapport a n, alors p est positif, et les racines de
I'équation (58) sont, T'une réelle, et les deux autres imaginaires; on
pout donc représenter ces racines par

cost, a+by—1, a—hy—1,

t i | ] [ (N O e A N NN NE IR AN A RN AR AR |
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et 'équation (51) deviendra

(62) sin?f g:—: = I* (cos G, — cosb)(cos 6 — cos§')[(cosb — a)*+ h* .

Le produit 2% [(cos§ — a)* + &* | étant positif pour toutes les valeurs
de 8. on conclura comme précédemment que @ varie entre les limites

dy

extrémes §,, &, et que — est constamment positif.

§ 111

Mouvement des diverses piéces d’un gyroscope.

Prosuime. Un appareil est composé de deux anneaux et d’un eorps
solide de révolution ; les trois piéces sont lices entre elles de telle sorte
qu'elles ont leur centre de gravité commun, et que chacune peut tou;-
ner autour d'un axe. Cette liaison est établie de la maniére suivante -
le plus grand anneau ou lUanneau extérieur peut librement tourner
autour d’'un de ses diamétres qui est fixe sur la Terre et qui a une di-
rection quelconque par rapport & elle ; le diamétre perpendiculaire o
cette ligne fixe sert daxe de rotation ¢ Uanneau intérieur dont U'w.
cles diamétres coincide avec cet axe. L'axe du corps tournant est port:
par le deuxiéme anneau suivant le diamétre de cet anneau qui est per-
pendiculaire a Uaxe méme de Uanneau. Cette construction posic, on
donne au corps tournant un inouvement de rotation que/conque, on pl(zcr
lanneau qui le porte sur le support qui lui est destiné dans anneau
extérieur, on dirige U'axe du corps tournant suivant telle ligne quon
vewt, puis, apres avoir constaté que les deux anneaux sont immobiles
par rapport a la Terre, on délivre Uappareil en Uabandonnant ¢ iui-
méme ; il s'agit maintenant de determiner le mouvement que prennent
les diverses piéces de ce systéme mobile en supposant que Uappareil
est emporté par la Terre dans son mouvement diurne.

PP’ est I'axe fixe sur la Terre autour duquel 'anneau extérieur pent
tourner.

PNP'N’ est une position quelconque du cercle moyen de cet anneau,
et donne ce qu'on appelle le plan de Panneau.

NoN’ est le diamétre de 'anneau extérieur perpendiculaire PP, Ce
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diameétre ne peut se mouvoir que suivant un plan perpendiculaire a
PP, el qui est représenté dans la figure par ANA'N’; ce plan est
évidemment fixe sur la Terre.

La ligne NN’ sert d'axe de rotation 4 ’'anneau intérieur.

QNQ'N’ représente une position quelconque du plan de I'anneau
intérieur, et NN’ est la direction d’un diametre de cet anneau dont le
centre est au point o.

QQ’ est la direction dn diamétre de ’anneau intérienr perpendicu-
laire 3 NN’. C’est suivant QQ’ que l'axe du corps tournant est soutenu
par Panneau intérieur, et ce corps a son centre de gravité en o; il est
clair que le point o, se trouvant sur la ligne PP’ gui est fixe sur la
Terre, se trouve aussi lui-méme invariablement lié a la Terre et emporté

avec elle.

Je place au point o Vorigine des axes déja désignés par ox, oy, 0z;
je place oz sur oP, et, par suite, les axes ox, oy dans le plan ANA’'N".
Si, par le point 0, on méne la partie nord de la paralléle a I'axe terres-
tre, et quon la projette sur le plan ANA’N’, on aura la direction que
nous prendrons pour I'axe ox. Dans ces conditions, en désignant par
Pangle que oP fait avec 'axe austral de la Terre, par 7 la vitesse angu-
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s
iaire terrestre, on aura
p=nsne, gq=o0, r— — I CoS w,

d'apres les équations (17) de la premiere section. Alors les équa-
tions (5) et (9) de la troisiéme section deviennent

, dz*+ dy' + dz*
{ dZm T z

dt?

= 22)" [(X—wjde + (Y—o")dy + (Z—w")dz],

dZm(mZ—f~—j§)

Z m{x(Y— ")~ y(X— u")]dt + ncos c.)dZm(.z-“—;-]‘-‘ -

T ———
[l

-+ 2722 8in coz mxdz;

les sommes indiquées par le signe 2 s’étendent i toutes les pieces du

gyroscope; m est la masse d’un point quelconque de Pappareil; X — o,
Y — v, Z —w sont les composantes de la pesanteur suivant ox, oy,
0%, en supposant que Pattraction terrestre est la seule force applignée
a lappareil. Comme la pesanteur est considérée invariable dans toute
I'étendue du systéme, et que le centre de gravité est au point o, ces
équations se réduisent a

dx* 4 dy* + dgt
\ 112'"’$+]+——z=07

dtt

{2) ’dzm(x:—{—]:—ﬂ:ncosdem(x*%—)@)

/

+ 2nsin @ 2 mo dz.

Je désignerai par les caractéristiques S, S,, S, les parties de ces diverses
somines qui se rapportent respectivcment au corps tonrnant, 4 Ianneau
intérieur et au grand anneau. Pour former ces sommes partielles, je
rappellerai quatre propositions qui ont été démontrées dans la section
précédente.

Un corps solide de révolution quelconque a son centre de gravite
au point o; on prend dans ce solide trois axes rectangulaires qui lui
sont invariablement liés, savoir: ox,, 071, 02, et tels que oz, coin-
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cide avec 'axe de figure. On désigne par &, &, &, n, v, 4", §, &' ¢ les

cosinus des angles que ces axes font respectivement avec ox, oy, 0z; par
8, ®, ¥ les trois angles caractéristiques qui servent 4 déterminer la posi-
tion du solide par rapport a ces axes; par II, X, % les composantes
suivant ox,, o],, 0z, de la vitesse angulalre de rotation apparente du
corps; par & le moment d’inertie relatif 3 I'axe de figure; par & le
woment d’inertie relatif & une droite quelconque perpendiculaire 2

cet axe et menée par le centre de gravité. Cela posé, on sait que
Fon a

E =cos®cos¥ — sin®sin¥ cos O,
g = —sin®cos ¥ — cos®sin ¥ cos O,
"= —sin¥sin®O,
1) v =cos®sin¥ + sin® cos ¥ cos@,
. ‘' = —sin®sin¥ +cos®cos ¥ cos 9,
"= — cos ¥sin 8,
S =sin®sinB,
1’ =cos®sin B,
LZ"=1c0s8;
4 3,\._sm<l>cose —smtb
\ — +cos 6—

Nous avons démontré dans la troisieme section que V'on a

dx’ + dy* + dz° (de= . dv: .
ATt a (S oy
Z: g +sinte g )+ e,

dt?
dr’ . d ¥
__.— =M 29 — e®
Z .r ]d[) sin?@ — + ©€cosH,
D Zm\x +_y’).—:(w'»—e)sin’8+ e,

d(sin ¥ sin &

d: .
aZm.r—;?_—.e@cos‘{’smG—EmSB -

N N et de
— (2 —©€)sin¥sin’6 >

CHE e RO R LN
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by

le signe Z indiquant une somme qui s'étend a tout le corps solide

que Pon considére. Les équations (5) se déduisent des équations (24),
(28), (29), (30), (42) et (44) de la troisiéme section, §§ 11 et TV.

Appliquons maintenant les propositions contenues dans les équa-
tions(5) tour & tour au solide tournant et aux deux anneaux.

Pour le solide tournant, P'axe de figure est 0Q. Je désigne par &
I'angle que cet axe fait avec oz. Je projette cet axe sur le plan xoy:
oA étant cette projection, je désigne par ¢ — go° 'angle x0A qu'elle
fait avec ox, en sorte que § détermine la partie oN de Vintersection
NON’ du plan xoy avec un plan mené par o, perpendiculairement &
0Q. Cest sur 0Q que je place I'axe 0z,. Je désigne par ¢ I'angle Nox,
que I'axe mobile ox, du corps fait avec oN. Les trois angles caracté-
ristiques du solide sont 6, 4, 9; je nomme g la composante de la vi-
tesse angulaire de rotation du solide par rapport & 0Q, et A, C les
deux moments d’inertie de ce corps. Jai donc

{6\4 9::6 ‘}':«!J, b=z, ‘f:rf,, .t‘::\, 3:C,

et les équations (5) devienner:

. dx? 4 dy' 4 de cdot L ad 2
‘q s”l-————d—tz—‘"——-A‘\T—’—‘Slﬂ$F)+CP,
. d d
‘: Sl’ll(.r(’;;—-j —(%)._&smzﬁ ‘J—*—(Jacosé

—
~a
~—r

P Sm(at+ y* = (A— Clsin®G + C,
QSm.x'dz——Cpcosq; sin4 dt — CcosGd [sivy sing)
— (2A — Cisin ¢ sin*§ d5.

Ponr Panneau intéricur, Yaxe e figure est une droite oD perpendi-
culaire au plan QNQ’'N’. La droite oN est douc perpendiculaire & oD.
et comme elle est perpendiculaire au plan QoA il en résulte que ce
plan contient 0 D. et que, par suite, DA est la projection de ¢ D sur
le plan xoy ou du prolougement de oD. Nous ;:vendrons pour axe de
figure de I'anneau la partie de cet axe qui se projette sur oA et qui
est désignée par oD sur la figure. Alors angie gue cet axe fait avec oz
est § + go”; le plan QNQ'N’, qui #st perpendiculaire a ’axe de figure
de Iannean, coupe le plan xoy suivant NoN', et la partie oN de cette
trace est déterminée par ’angle xoN = 4. Rie: w’empéche de wettre

Teme %% 1. — 40T 1853, 57
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sur oN I'axe ox, relatif 4 cet anneau, alors I'angle Nox, est nul. Les
angles caractéristiques de cet anneau sont donc

8=0+90°, ¥Y=¢, =0
On a, en outre, par I'équation (4);

. ady
®— — sin6 e

et si 'on désigne par C,, A, les momenis d’inertie principaux de
'anneau, en sorte que V'on ait

e=0C,, A=A,,

les équations (5) deviendront

dz'4dy' +dit _ [d®? 2 a AP g d¥F
S,fn—‘—dtTM‘—A'K‘F‘FCOS eﬁ)—i—c.sm 6(7",’

¢ dy dr\ ap 4} apdd

8 S,m(..rz—vrﬁ)_A,cos 6d1+C,sm 67[,

Sim(x*+ y*)=/A,— C,) cos*d + C,,
28, mxdz = — C,cosy cosfsinfdy + C,sinf/{sinycosf)
— (2A,—C,)sin¢ cos* G db.

I’axe de figure de Panneau extérieur est la droite AA’ qui est per-
pendiculaire au plan de I'anneau ; I'intersection de ce plan avec xoy
est NoN’. Si I'on prend oA pour oz, et qu’on place ox, sur oN, les
angles caractéristiques de cet anneau seront

8=o0, ¥Y=4¢, ®=o0;
on aura
=0,

et les équations (5) deviendront

de - dy' - dit_, dy
S, de? = A, dr’
dy ax
q\ Sg"l(xz—jz) ,7"

S, m(x*+ y?)=A,,
. 2 S; mrdx = o;
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A, est le moment d’inertie de ’anneau extérieur par rapport a PP’.

Au moyen des équations (7), (8), (9), les équations (2) deviennent

A} A+ A) T [A+ G — A )sin 0+ A, A cprf =,

‘d{[(A—i—C.—A Ysin? 6 4+ A, + A, ] "'—J—Cpcosef
('O)x’.: =ncosw(A+C,— A, + C) dsin?§
CpcosysinGdt — CcosGd(sin¢sinf)
—i—nsinw[—» C,sin’@sinq;de—(zA—C)sin’GsimpdG:l
— (24, —C,)cos*Osin ¢ df

Pour abréger, je poserai

g A+Ai=a, A+C—A=b, A +A=),
(rgj i
u*=bsin*6 +2d, k=ncosw, k'=nsinw;

alors les équations (10) deviendront

( E;—i—u d‘2+Cp>=o,

(12) (u———+ choqe)——l"(b——()d sin? §

y Cpcosy sinfdt — C cosfd (sin ¢ sin §)
— (26— C)sin*0singdfd — (a — b) cos?fsin Lpde]

On peut avoir une troisi¢éme équation entre les angles {, § et la vitesse
p, en remarquant que, d’apres les liaisons du systeme, rien n’empéche
de donner un mouvement de rotation virtuelle au solide autour de
0Q, sans faire mouvoir les deux anneaux. On obtiendra ainsi la for-

mule (32) de la section précédente, la somme ¥ ne s'étendant qu’au

solide tournant, et cette équation deviendra, par les transformations
indiquées dans cette section, celle qui est écrite la derniére au n° 50,
§ V; c’est-a-dire qu’indépendamment des équations (12}, on aura

(13, d(p — kcosh + k' sinfsiny) = o.
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§ 1v.

Mouvement du gyroscope lorsque les deux anneauz sont invariablemeut liés entrc eux
et sont perpendiculaires Uun a Uautre.

Dans ce cas, I'angle § ou QoP est constant et égal a4 go degrés:
par suite, les ‘quations (11), (12), {13) se réduisent a

dy % 2} —
A+ imanTn ) =
(14 ) — nsine o
\ d(dz)—'"s‘nwA+2Al+A,Pcos¢'i[’
d(p+ nsinwsing) = o.

Ces équations sont analogues aux équations (1), (2), (3) du premier
probléme et conduisent a des conséquences semblables. Ainsi Paxe
0Q oscillera autour de ox comme ligne d’équilibre, lorsque la rota-
tion du solide se fera de droite a gauche autour de Q. et la durée
des oscillations tres-petites sera

T—n \/Kl';. A+ A,

Crp, sin o
Lorsque 'axe PP’ de 'anneau extérieur sera vertical, on aura

€Os 7y = Sin .

La ligne ox sera la partie nord de la méridienne, et la durée des oscil-
lations autour de la méridienne deviendra

T =gy /AT 2AE A
Cn p, cosvy

Supposons qu'on fixe I'annean extérieur perpendiculairement au mé-
ridien , son axe PP étant vertical, et qu'on laisse a I'anneau intérieur
Ja liberté de tourner autour de NN', qui est alors perpendiculaire au
méridien; dans ce cas, 6 n’est plus constant, mais ¢ = go°, et les for-
mules (12), (13) se réduisent &
/ 2
d(d?% + A-|C-A. Pz) =0
d{p — nsinycosf + ncosysin)=o.

b [ ' ooy - DN T RN R R RN R YRR TN TN TN R R A
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La deuxieme formule (12) ne sert pasici, puisque le systeme ne
peut pas tourner librement autour de oz. La derniére éqnation peut
s’écrire ainsi :

dp = ndcos (6 + w);

or § est ’angle que 0Q fait avec 0z ou 0P, ¢ est Pangle que oz fait
avec la paralléle a la partie australe de I'axe terrestre, w - 6 est donc
Fangle que 0Q fait avec ceti.: paralléle; si Pon désigne par u I'angle
que 0Q fait avec le prolongement septentrional de cette paralléle,
on a

S+wo=n—u, déi= —du,
et nos équations deviennent
dud*u C dp
ade T AxLPar T
dp = — nd.cosu = nsinudu,
d’on
d*u Cnp

an t AFa SIMU=0, p=p, — n(cosu — cosu,);

par suite, en négligeant les quantités de ’ordre n?,

d*u Cnp',

-+ sin & = o.
dt? A4 A,

D’ot I'on voit que I'axe 0Q oscillera autour de Paxe du monde. et
que la durée de ses oscillations sera

" AA,
=yt

les valeurs de T’, T” pourront servir pour déterminer » et .

On aurait pu placer P’axe PP’ perpendiculairement au méridien, et
laisser 4 'anneau extérieur la liberté de tourner autour de PP’; alors
la valeur générale de T s’applique a ce cas, en faisant » = go®. ce qui
réduit T a

T = (/A F2Ah A
- o
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§ V.

Mouvement du gyroscope lorsque laxe fize de Uappareil est paralléle a 'axe terrestre
et que I'anneau intérieur peut librement tourner dans le grand anneau.

Je suppose que la ligne PP’ est parallele a I'axe terrestre; alors j'ai
w=o0, k=n, k'=o0,
et les formules (12), (13) du § 11T deviennent

i d8: ai{? .
d(a Tk—._,+u’-a‘—, +LP2>=O,

d (u"i—f -+ Cp cos 9) =n(b—Cld.sin*@,
d(p — ncosf)=o0;
les intégrales premieres sont

a6 2 4y 3
agﬁ—!-u —dl_7+ (AP =m,
(2)
> u2%+(}pcos6=n(b—0)sin’6 + m’,
p=mncosf +m";

m, m’, m” sont trois constantes arbitraires.

Je suppose qu’on imprime au corps tournant un mouvement de ro-
tation autour de son axe de figure, qu'on place ensuite anneau qui
porte cet axe dans I'anneau extérieur du gyroscope sur les supports
destinés a porter les couteaux mobiles ; on fait alors tourner Panneau
extérieur autour de PP, anneau intérieur autour du tranchant des
couteaux , et de cette maniere on dirige I'axe du corps tournant sui-
vant telle direction fixe sur la Terre qu’on veut choisir; ces préparatifs
étant achevés et 'immobilité des anneaux par rapport a la Terre étant
‘d’abord maintenue et vérifiée, on délivre I'appareil sans lui donner
d’impulsion et on P'abandonne i lui-méme; je compte le temps &
partir de ce dernier instant et je désigne par §,, ¢, les valeurs initiales
de G, ¢; a cette époque, on a

de dy _

ax =% F =0
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{'indique par p, la valeur initiale de Py qui n’est autre chose que la vi-
tesse apparente de rotation du corps lorsque t = o, et je détermine les
constantes m, m', m” par les équations suivantes :

~m = Cp?,

(3) m'=Cp,cos8, —n(h— C)sin®G,,
?_ m’'= p, —ncosf,;

alors les équations (2) deviennenl

d: day? o
2 — g 2
a— +u ?_C(po—p),

(4) (u’%: G (po 088y — pcos6) + n(C — b) (sin*§, — sin* 6,
g =po—+ n{cos§ — cos§,);
jélimine p, et jai
\a W: + wr2¥ 2 Cpon(cosf, — cosf) — Cn?(cosb, — cosb =,

de?
u."g: (cos 8y — cos 6) [Cpo, — Crcos b, + bn(cosb, + cos§)|.

) O

Je multiplie par #? la premiére de ces équations, et je retranche le

. . fre - d . . . C e,
carré de la deuxiéme, afin d’éliminer (%: Jai, apres avoir divisé par a,

(6) |2 Zte: = A*(cosf, — cos §) (cos § — H)
\

— n*(cos §, — cos0)? [Cu? + (Ccos G, — b cos G, — b cosf)?|.
On a posé, pour plus de simplicité ,
a2 = G (pr—2mcosty)
(7) ’

2n(bsin?g, +d)
H=cosf, — ( —

Cpo— 2nc059‘,)'

Je suppose, ce qui est permis, qu'on a placé 'axe 0z, sur la partie de
l'axe de figure du corps tournant pour laquelle p, est positif; alors }*
est positif, lorsque p, est plus grand que 27 cos6; nous admettrons
que la vitesse primitive de rotation est assez grande pour qu’il en soit
ainsi, et méme qu’elle est telle, que H est compris entre + 1 et — i
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cela aura lieu tontes les fois que p, sera notablement plus grand que n,
et que cos §, ne sera pas trés-peu différent de — 1. La quantité H peut
étre regardée . dans ces conditions , comme égale an cosinus d’un angle
9" compris entre o et 180 degrés, et on peut poser

(8 H = cos6’.

tin négligeant les quantités de 'ordre de n?, Péquation (6) peut s’écrire
ainsi :

N

(cos G, — cos§){cos§—cosb’).

:
ey 1] P =i
Comme ii est permis de regarder b comme positif, puisque I'appareil
peut toujours ctre disposé de maniére qu’il en soit ainsi, u* sera une
quantité positive , et 'équation (9) montre que § se trouvera toujours
comwpris entre les valeurs extrémes 6, 6’. La valeur de H donnée par
I'équation (5) fait voir que ladifférence des angles.6,, §' est extrémement
petite et du méme crdre que n en général ; d’apres cela, on peut dire
que Paxe de figure du corps tournant reste incliné sur I'axe terrestre
d’une quantité sinon rigoureusement, au moins sensiblement con-
stante. Pour connaitre les variations de 6, je pose

(10) cos § = cos G, cos*x + cos 7 sin® x;

au moyen de cette nouvelle variable, on tire de I'équation (9)

2udb
(cos 8, — cos 0’ ) sin 2x

() Adt =
si 'on porte dans cette équation la valeur de ud6, qu’on déduit de
PPéquation {10), et qu’on néglige les quantités de 'ordre de n?, on a

2 bsin* 8, + Al nd cos G,
sin 6, Csin® 6, (p,— 27 cos 6,

a2} Adt = )(1—cos2.r)|d.r;

d’ou Von tire, en faisant commencer x en meéme temps que Z,

2 bsin?0,+) [ nd cos b, l

\/\t——— - Csin’O.(p.—2"c°s 9"

. sin §

13} ',_______

ndcos 8, ybsin?6,4-dsin2x
Csin’ 0, (py— 2 = cos 6,)

+

' ' ] [ [ R NN RN RN IRRRY YT ER N T AR
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ies équations (10) et (13) donnent la valeur de ¢ pour chaque époque ¢
au moyen de Pauxilinire x. L’équation (10) fait voir que § est égal
a f,, ou a §', suivant que x est un nombre pair ou un nombre impair

de fois g Si I'on désigne par T la différence des valeurs de ¢ corres-
pondant i

.r:jg, et x:(j+1)§=

j étant un nombre entier, on a, par I'équation (13),

(14) prVbse L[ mdcest |

S - 2 sin 6, Csin?8, (p,— 27 cos 8, )

Cette valeur de T est indépendante de j, et donne le temps périodique
des variations de 6.

La deuxiéme équation (5) donne, lorsqu'on y met la valeur de ,
qu’on tire de I'équation (10), celle de dt fournie par I'équation (12}, et
qu’on néglige les termes de Pordre de n?,

21 py (b sin? 6,4

(13) dy = — 1 — cosax)dx;
e ¢ % sin Bo(p,.——zrzcose,,)( s ) ?
d’ou
. 2npu\/b sirﬂ:—"i:S ! .
— . = —_ - A
“6) LP Yo ).sine.,(_o,,—zncos&,)( zs“l 2"“1)

o est la valeur initiale de ¢.
Je désigne par ¥ la différence des valeurs de ¢ correspondant &

. T . ™
x=7j_> x=(j+1);-
et J'al
) amp ¥+ b sin* 6,
1 = — .
7 ).sin 8,{p, — 27 cos b,

t’ette valeur de ¥ est indépendante de j; elle exprime la variation con-
stante qu'éprouve Yangle ¢, lorsque 'angle § passe de 'une & {autre
de ses valeurs extrémes §,, 5.
Les valeurs de ¢, T, ¢, ¥ données par les équations précédentes
reproduisent celles que nous avons trouvées lorsque nous avons traité
Tome XVIIL. — AovT 1833, 38
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le probléme analogue 4 celui-ci, sans avoir égard a Vinfluence des
anneaux du gyroscope.

Si 'on divise ¥ par T, on aura, en négligeant les quantités d’un
ordre supérieur a ceiui de n,

\y_n
T—— .

-Ce quotient est positif et égal a la vitesse angulaire de la Terre. On
conclut de la que, si 'on projette sur un paralléle terrestre Paxe du
corps tournant, cette projection tournera avec une vitesse moyenne
égale 4 n, de sorte que si le temps croit en progression arithmétique
dont la raison est T, 'angle dont tournera la projection variera suivant
une progression arithmétique dont la raison est n; ces variations auront
lien en sens contraire du mouvement de la Terre.

Le travail qui précede est extrait de divers Mémoires que jai pré-
sentés 4 I’ Académie des Sciences, et dans lesquels Jai donné, en ountre :

1°. Deux nouvelles démonstrations des formules fondamentales (1 g)
et (20) de la premiére section;

2°. L’application de la méthode de la variation des constantes arbi-
traires pour déterminer I'influence de la fonction perturbatrice dans
le mouvement du pendule simple;

3°. Les lois du pendule lorsqu’on a égard 2 la fois a la résistance
de l'air et au mouvement diurne.



