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PURES ET APPLIQUÉES. AI3 

Des mouvements relatifs en général, et spécialement des 
mouvements relatifs sur la Terre; 

PAR M. QUET, 
Professeur de Physique au Lycée Saint-Louis. 

La déviation orientale qu'éprouvent les corps dans leur chute libre, 
le déplacement continuel du vertical dans lequel oscille le pendule 
abandonné à lui-même, les diverses évolutions qu'effectuent les corps 
tournants dans le gyroscope de M. Foucault, sont les principaux phé-
nomènes par lesquels on rend sensible aux yeux et d'une manière 
purement expérimentale le mouvement de la Terre autour de son 
axe. Les problèmes de Mécanique auxquels donnent lieu ces divers 
phénomènes, généralement tous ceux qui concernent les mouvements 
relatifs terrestres, ou même les mouvements qu'on rapporte à trois 
axes mobiles quelconques, peuvent être analysés par une méthode 
uniforme de calcul. Je me propose d'exposer d'abord cette méthode 
et de l'appliquer ensuite à divers cas particuliers. 

PREMIÈRE SECTION. 

Méthode générale pour former les équations differetitielles des mouve-
ments relatifs, lorsqu'on rapporte ces mouvements à trois axes rec-
tangulaires qui se déplacent suivant une loi quelconque. 

§ Ier-
Préliminaires. 

Je considère trois axes rectangulaires οξ, CY), ΟΖ, et je désigne par 
ξ, -η, ζ, mx, m3, m%>, άξ, άζ les coordonnées d'un point mo-
bile m, les projections sur les axes fixes de la résultante des forces 
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appliquées à ce point et celles d'un déplacement virtuel donné au 
mobile. On a, par les principes généraux de la Dynamique, 

(1) Σ(d2ξ δξ + d2n δn + d2ζ δζ) = Σm(xδξ + ϒδn +) 

la somme ̂  s'étendant à tous les points matériels du système que 

l'on considère. 
οχ, ojr, oz sont trois axes rectangulaires mobiles; a, a', a"; b, b', 

b"·, c, c', c" sont les cosinus des angles que ces axes font respecti-
vement. avec chacun des axes fixes ϋξ, ci), CÇ. 

Je pose 

(») 

u-a ~dF + hdr rfF' 

* = +bTr+d1F' 

w = arSF+ Tr' 

X — ci 3G + b ? J -Ι— c 26, 

Y = a'X, + b'5 -+- cfb, 
Ζ — β" χ —|- b* cT -4- c 26, 

= αίξ -ι- bâri -+- câÇ, 

= α'άξ + fi»; -+- c'iÇ, 
= α"ίξ+ b"&Y>+ ο'άζ. 

On voit par ces équations que mX, m Y, mZ, tf.r, £z, sont les 
projections sur les axes mobiles de la force appliquée au point m et 
du déplacement virtuel donné à ce point. Les quantités u, c, w sont 
les projections sur les mêmes axes des trois accélérations absolues 

d2ξ,, d~ J \ elles sont les projections sur les axes mobiles de l'accé-

lération absolue du point m. 
Au moyen des équations connues qui lient les neuf cosinus entre 
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eux, on tire des équations (2), 

—— = an + β v + à w, 

^4 = bu -h b' v + b" w, 

— = eu -h c'v -h c"w, 

56 = αΧ -+■ a'Y + a Ζ, 
g-= bX + 6Ύ+ ô"Z, 
2> = cX -+- C'Y + c" Z, 

δξ = adx -+- a'cJy -h a"c?z, 
<y>7 = otfa: -1- b'ây -+- σ e?z, 
dÇ = c<Lr -+- c'dy -t- c"c?z. 

En portant ces valeurs dans la formule générale (1), on a 

(3) 2
 m{u$x -4- -t- wdz) =2 m(Xdjc -+- Yây ■+■ Zâz). 

Cette formule donnera les équations différentielles des mouvements 
relatifs lorsqu'on connaîtra les valeurs d eu, v, tv en fonction de x, 
y, z; il suffira de la traiter alors d'après les méthodes de la Méca-
nique analytique. Ainsi, tout le problème revient à déterminer l'accé-
lération absolue en fonction des coordonnées de la position relative. 

Lorsque le système mobile se réduit à un point matériel entière-
ment libre, la formule précédente donne immédiatement les trois 
équations suivantes : 

(4) H = Xj ν — Y, w = Z. 

Les projections sur les axes mobiles de la force perdue par le point m 
dans l'instant dt étant m(X — u), m(Y — v), m{Z— w), la for-
mule (3) exprime que ces forces perdues se font équilibre; d'après 
cela, on voit qu'on peut conclure immédiatement la formule géné-
rale (3) du principe de d'Alembert, combiné avec le principe des 
vitesses virtuelles. 
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§ II. 
Exprimer la vitesse absolue en fonction de la vitesse relative. 

Par les règles de la transformation des coordonnées, on a 

(5) 

ξ = ξ' ri- αχ -+- a'y -+- a" ζ, 

ri = ri' ri- bx -f- h'y -f- b" z, 
ζ = ζ' ri- ex + c'jr ri- c"z. 

On a désigué par ξ', η', ζ' les coordonnées de l'origine mobile rap-
portées aux axes clcrj, cÇ. On tire des équations (5) : 

16) 

dt df adx a'dy -f- a" dz xda ri-yda' -+- ida" 
dt dt dt dt ' 

de de' , b dx ■+■ b' dy -+- b"dz xdb y db' -+- zdb", 

dt, dt' c dx -H c' dy -f- e" dz χ de -t-y de' zdc", 

Les premiers membres de ces équations sont respectivement égaux 
aux projections sur les axes fixes de la vitesse absolue du point m; 
les dérivées de x, y, s qui entrent dans les seconds membres sont les 
projections sur les axes mobiles de la vitesse relative du point consi-
déré. Ces équations donnent, par conséquent, la vitesse absolut en 
fonction de la vitesse relative. On peut leur faire subir une transfor-
mation utile; je pose, pour cela, 

(7) 

T, ad\ -f- b de H- e dt 

V=a' d\ -t- b' de ri- c' dt 

w a"dt ri- b" de + c"dt 

TT, adt'ri- bde'rircdtl 

v, a'dfb'de'ri-c'dt' 

W'=_ a" df ri-b" de'ri- c"dt; 
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11 est clair, par ces équations, que les quantités U, V, W; U', V', W 
sont respectivement les projections sur les axes mobiles des vitesses 
absolues du point m et de l'origine mobile o. 

J'ajoute les équations (6), après les avoir multipliées respective-
ment par a, b, c, ou par a', b', c', ou bien encore par a", b", c", 
et j'ai 

(8) 

ττ τι/ de a da' -h b db' c de' a da" -+- b db" -+- c de 

_r dy a' da -+■ b'db -j- c'de a da" 4- b'db" -+- c' de" 

W = W -t- -—oc db -+- c" de a" da' -t- b" db' -t- c" de 

Les six fonctions de cosinus qui entrent dans ces équations ne sont 
pas distinctes et peuvent aisément se réduire à trois. Pour cela. je 
pose 

9) 

p = a" da' -+- b" db' -i- c" de' 

q = ada"-h b db"+cdc" 

r = a' da -f- b' db -y- c' de, 

On peut écrire les équations (8) sous la forme suivante : 

■ ίο) U = U'-t- U„ V = Ψ + V„ W = W + W,, 

en désignant par U
(
, V,, W, les parties de U, V, W qui ne dépen-

dent pas explicitement de la vitesse de l'origine mobile o. En ayant 
égard aux équations (9) et aux relations connues qui lient les neuf 
cosinus entre eux, on trouve aisément les expressions suivantes : 

-11· ' = dt —+ r.r-pz, W, = - -t-df-qx. 

Les équations (10) et (11) donnent une deuxième solution du pro-
blème proposé. 

J'ajoute les équations (10), après les avoir multipliées respective-
ment par a, a', a", ou par b, b', b", ou bien par c, c'. c", et j'ai, en 

Tome XVIII. - luis i853. 28 
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ayant égard aux équations (y), 

(ia) 

dξ = dξ' "+" FLU< -+- T'V, -+- FL"WM, 

£ = ̂  + bû, + v\
t
 + b" w„ 

^ = 5 + Îû. + c'V,+ Î"W, 

Les équations (i a) peuvent remplacer les équations (6); elles ont cet 
avantage, que leur forme est la même que celle des équations (5). 

§ III. 
Exprimer l'accélération absolue en fonction de l'accélération apparente. 

Pour avoir les projections sur les axes fixes de l'accélération absolue 
du point m, c'est-à-dire les dérivées du second ordre de ξ, τη, ζ, il 
suffit de prendre les dérivées des équations (ia) en y considérant U,, 
V,, W, comme des fonctions déterminées par l'équation (i i); on 
passera de là aux projections u, v, w sur les axes mobiles, de la même 
manière qu'on a obtenu U, V, W des équations(6). Mais il n'est pas 
nécessaire de refaire ces calculs, car les équations (ia) ont la même 
forme que les équations (5), et, traitées de la même manière, elles 
doivent conduire à des résultats analogues. Si donc on désigne par u', 
v', w1 les projections sur les axes mobiles de l'accélération de l'ori-
gine ο, c'est-à-dire si l'on pose 

(.3) 

u' = ad'? + bdW+cd't,' 

v' = a'd>?-hb'd>v' +c'er ζ' 

W' = « a"d*V-+-Vd*n'+c"d*ï 

on aura, d'après les équations (io) et (ι i), 

(i4) 

u = u' + ̂ +qW,-rV„ 

W = T/ + ̂  + RU,-PW„ 

w= W + ~ + - q\J
t

. 
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En effectuant les calculs indiqués par ces équations et en désignant 
par u", v", w" les parties de u, v, w qui ne contiennent pas les déri-
vées de x, J, ζ, c'est-à-dire en posant 

u" = z^-j ±
 +

 q(pr-qoc)~ r{roc-pz)+ u', 

(i5) i>" = + r{qz - rjr) - p{pj- qx) -h </, 

u/'=jr J + - σ) + M/, 

les équations (14) donnent immédiatement 

(i 6) 

u = d2x + 2(qdz — rdy) + u'', 

v = d2y + 2(rdx — pdz) + v'', 

w=-dF + *(P*-Vdi) + w· 

Si l'on porte ces valeurs de u, ν, w dans la formule (3), on aura la for-
mule générale de dynamique pour tous les mouvements relatifs. Ainsi 
le problème que nous nous étions proposé se trouve maintenant 
résolu. 

Si l'on considère un point M invariablement lié aux axes mobiles 
et dont la position par rapport à ces axes est définie par les coor-
données χ, jr, z, pour ce point les dérivées de χ, jr, ζ sont nulles, 
et l'on voit, par les équations (16), qu'alors u, v, w se réduisent à 
M", ν", w"; d'où l'on conclut que les quantités u", v", w" sont les pro-
jections sur les axes mobiles de l'accélération absolue qu'aurait le 
point m si, dans la position qu'il occupe à l'époque t, il se trouvait 
invariablement lié aux axes mobiles. 

Les quantités p, q, r ont une signification connue et qu'on peut 
déduire facilement des équations (JO) et (N); elles sont les compo-
santes suivant les axes mobiles de la vitesse angulaire avec laquelle 
ces axes tournent autour de leur axe instantané relatif. 

Enfin, nous remarquerons que l'accélération dont les projections 
28.. 
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sur les axes mobiles sont 

2 (qdz — dy), l dx — dz), 2(pdy — dz), 

est égale et directement] opposée à ce que Coriolis a appelé la force 
centrifuge composée; il est facile de voir que cette accélération est, 
comme l'a démontré Coriolis, perpendiculaire à la vitesse apparente 
du point m, ainsi qu'à la direction de l'axe instantané du système οχ, 
οχ, oz, et qu'elle est égale au double produit de la vitesse angulaire 
instantanée de ce système par la projection de la vitesse apparente du 
point m sur un plan perpendiculaire à l'axe instantané. 

S IV 

Application des formules générales aux mouvements relatifs terrestres, lorsqu'on rap-
porte ces mouvements à trois axes rectangulaires fixes sur la Terre et qu'on n'a égard 
qu'au mouvement diurne. 

Si par le point ο, qui est maintenant un point fixe de la Terre, on 
mène une parallèle à l'axe terrestre, on aura l'axe instantané de ro-
tation autour duquel les axes fixes sur la Terre, savoir ox, οχ, oz, 
tournent pendant qu'ils sont empoités par le mouvement diurne. 
La vitesse angulaire de cette rotation n'est autre chose que la vitesse 
angulaire de la Terre, et sera désignée par n. Si l'on porte la vitesse η 
sur la partie nord de cet axe instantané et qu'on la projette ensuite sur 
les axes ox, οχ, oz, on aura les valeurs de p, q, r. Je prends arbitrai-
rement l'axe oz, et je désigne par ω l'angle qu'il fait avec la partie 
sud de l'axe instantané; par le point o, je mène un plan perpendicu-
laire à oz et je projette sur ce plan la partie nord de l'axe instantané ; 
c'est sur cette projection que je place l'axe ox, et je mets l'axe οχ à 
gauche de ox. De cette manière, les angles que la partie nord de 
l'axe instantané fait avec ox, οχ, oz sout 

90 — ω, ο, 180 — m, 

et les composantes p, q, r sont respectivement 
f 17) /J = rasincj, q — o, r= — η cos ω ; 

d'ailleurs les dérivées de p, q, r sont nulles. 
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Le point ο décrivant uniformément un cercle de rayon ρ avec la 
vitesse angulaire n, la force centrale pour ce point a pour expression 
τι3 ρ et est dirigé suivant le rayon ρ de la circonférence vers le centre. 
Si l'on désigne par λ, λ', λ" les cosinus des angles constants que ce 
rayon fait avec les axes οχ, οχ, oz, les projections sur ces axes de la 
force centrale seront n3pl, η3ρλ\ n3p\", et, d'après la signification 
des lettres u', </, w', on aura 
(18) ι/=η3ρϊ, ν' = η3ρ1', ι ν'—η2ρΧ". 

Les valeurs de u", v", w" données par l'équation (i5) deviennent 

u" = η2 ρ λ — η2 cos ω ( x cos ω -+- ζ sin ω ), 
(19) ν" = η2 ρ a' — n3jr, 

w" — η*ρ)"— η2 sin ω ( x cos ω -Η ζ sin ω i. 

Il est facile de voir que — u", —v", —w" sont les projections sur ox. 
ογ, oz de la force centrifuge qu'aurait le mobile m en vertu de la 
rotation de la Terre, si, dans la position qu'il occupe à l'époque t, il 
était invariablement lié à la Terre; en effet, dans ces conditions, l'ac-
célération absolue du mobile m qui est donnée par les trois compo-
santes u", v", w" est égale et opposée à la force centrifuge de ce point. 

Quant aux valeurs de u, v, w données par l'équation (ifi], elles 
deviennent 

(20) 

u — -t- 2 η cos ω -f- + u", 

v = — m cos ω 2 η sm ω — -t- ν . 

w= — 1- 2 η sin ω -γ- + w . 

D'après cela, les équations différentielles d'un problème quelconque 
sur les mouvements relatifs terrestres pourront être tirées de la for-
mule générale (3) en y considérant u, v, w comme des fonctions 
déterminées par l'équation (20). 

En général, pour définir la direction des axes mobiles οχ, ογ, oz 
par rapport aux axes fixes οξ, cri, νζ, on peut employer trois angles 
c, j, ω convenablement choisis, ω est l'angle que oz fait avec cÇ; il 
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peut varier entre ο et i8o°. Par le point o, je mène les lignes οξ, OÏJ 
respectivement parallèles à εξ, cri » et je désigne par ο A la projection 
de oz sur le plan ξοιj. e — 90e est l'angle que ο A tait avec οξ; il peut 
varier entre -f- «> et — ce ; on le compte à partir de οξ, et de droite 
à gauche lorsqu'il est positif. le désigne par NoN' l'intersection du 
plan xoy avec le plan ξοτη; cette ligne NN' est perpendiculaire à oA; 
l'une de ses parties, celle que je désignerai par oN, sera déterminée 
par l'angle e décrit à partir de οξ. C'est à partir de oN et dans le 
plan xojr que l'on compte l'angle /, en allant de droite à gauche lors-
qu'il est positif. Cet angle détermine la direction de οχ ; il peut varier 
entre -+- oo et — 00 ; l'axe cy est supposé à gauche de οχ ; il en est 
de même de cr\ par rapport à οξ. 

Au moyen de ces angles et de la formule fondamentale de la trigono-
métrie sphérique, on obtient les valeurs suivantes, qui sont connues : 

a — ços f cos e — sin f sin e cos ω, 
a' = — sin f cos e — cos J sin e cos ω, 
a" = sin e sin ω ; 
b = cos f sin e -1- sin f cos e cos ω, 
b' — — sin f sin e -t- cos y cos e cos ω, 

b" — — cos e sin ω ; 
c = sin f sin ω, 

c' = cos f sin ω, 

c" = cos ω. 

De là on déduit pour ρ, q, r les expressions très-connues : 

P = SIO/Sina- + cos/—, 

q = cos/de ■ r· du 

r = — -f- cos ω—· 

Lorsqu'il s'agit des mouvements relatifs terrestres et qu'on suppose 
fixe l'axe de la Terre, on peut placer sur cet axe la droite cÇ et la 
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diriger vers le cieè austral; alors le plan £0»y est perpendiculaire à 
l'axe terrestre. 

Toute droite fixe sur la Terre et perpendiculaire à son axe tourne 
avec la même vitesse que la Terre en allant de gauche à droite, et dé-
crit l'angle nt dan» le temps t·, il en sera ainsi pour les droites ο A, oN, 
qui sont invariablement liées à la Terre et parallèles à son équateur, 
lorsqu'on suppose qoe les aixes mobiles car, cy, cz sont fixes sur la 
Terre. L'angle e se rapporte à la ligne ο Ν ; sa valeur est e = e

0
 — ni 

en désignant par e0 sa valeur initiale. L'angle f est constant, puisque 
oN et ox sont fixes sur la Terre; d'ailleurs cet angle peut être arbi-

traire; je le prends égal à — ce qui fait coïncider oy avec π Ν et 

place l'axe ox parallèlement à la projection de l'axe terrestre sur !e 
plan xoy. Alors 

cos/ = o, sin/=— 1, ^ = -n; 

d'ailleurs ω est constant, et donne 

1ë = °' 

D'après ces valeurs, les expressions générales de p, q, r se réduisent à 
ρ — η sin ω, q — ο, r — — η cos ω. 

Ce sont les mêmes valeurs qui ont déjà été trouvées d'une autre 
manière. 

DEUXIÈME SECTION. 

Oscillations des pendules simples dans le vide lorsqu'on a égard au 
mouvement de rotation de la Terre. 

§ Ier. 

Je rapporte le mouvement du pendule à trois axes rectangulaires 
ox, oy, oz fixes sur' la Terre et dont l'origine est au point même de 
suspension, x, y, z, mX, τηΎ, ml, l, mH sont les coordonnées du 
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point matériel, les projections sur les axes de la force qui lui est 
appliquée, la longueur du fil, sa tension. 

Si aux composantes mX, m Y, m Ζ on adjoint une force égale et 
directement opposée à la tension du fil, c'est-à-dire si l'on suppose le 
pendule soumis à la force dont les composantes sont 

"■(χ-τ)· "(ϊ-τ)· "(ζ-τ)' 

ou pourra considérer le point matériel comme entièrement libre, et 
l'on aura, par les équations (4)» 

« = X -, i> = Y γ , W — Ζ j, 

u, v, u· étant les projections sur οχ, οχ, oz de l'accélération absolue 
du mobile. 

Si par le point ο on mène une parallèle à l'axe terrestre et qu'on la 
projette sur le plan xoy, en plaçant l'axe ox sur cette projection, on 
aura pour u, c, w les expressions données par l'équation (20), et, 
au moyen d'elles, on pourra écrire ainsi les équations précédentes ■ 

(2,' 

d2x + Nx = X — u' — 2kdy, 

d2y + Ny = Y — v" + 2kdx, + 2k'dz, 

d2z + Nz = Z — w" + 2k'dy, 

On a posé, pour plus de simplicité, 
k = η cos ω, kf = η sin ω. 

Ces mêmes équations peuvent se déduire facilement de la formule 
fondamentale ; 3Ί par les procédés ordinaires de la Mécanique analy-
tique. 

Le> quantités — u', — v", —w' qui entrent dans l'équation (21) 
sont, comme on l'a déjà vu, les projections sur les axes de la force 
centrifuge terrestre pour le lieu défini par les coordonnées x, y, z; 
par conséquent, X — u", Y — e", Ζ — w" sont les composantes de la 
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pesanteur pour ce lieu , si l'on admet que l'attraction terrestre est la 
seule force appliquée au pendule. 

L'axe oz étant arbitraire, je le place sur la direction d'équilibre du 
pendule; alors les équations (ai) montrent que, dans l'état d'équi-
libre, les deux composantes de la pesanteur X — u", Y — v" sont 
nulles, c'est-à-dire que la pesanteur dans le lieu où le point matériel 
est en équilibre, est dirigée suivant le prolongement du fil à plomb. 
Je désigne par g l'intensité de la pesanteur dans ce lieu , et je suppose 
que la pesanteur reste constante dans toutes les positions que prend le 
pendule dans l'état de mouvement. Dans cette hypothèse, qui est 
admissible même pour les plus grands écarts des pendules soumis à 
l'observation, X — u", Y — v" sont nuls, Ζ — w" est égal à g, et les 
équations précédentes se réduisent à 

(29.1 

d2x + Nx = — 2kdy, 

d2y + Ny = 2kdx + 2k'dz, 

d2z + Nz = g — 2k'dy. 

Maintenant l'angle ω qui entre dans k et k désigne le complément de 
la latitude pour le lieu dans lequel le pendule est en équilibre; 
y étant cette latitude, on aura donc 

À = rasiny, k'= η cos γ. 

Les équations ( 22 ) ne sont autre chose que celles que Poisson a 
données dans son Mémoire sur les projectiles. 

Si l'on a égard aux valeurs de u", v", w" données par l'équation ( 191, 
on voit que la différence entre les équations approximatives ( 22 ) et 
les équations rigoureuses (20) consiste en ce que dans l'équation (22 λ 

on néglige divers termes qui ont pour facteurs les produits de la 
fraction excessivement petite η2 par les lignes oc, y, l — z. 

D'après les équations (21 ) ou (22), on voit qu'on peut former les 
équations du mouvement relatif du pendule, comme s'il s'agissait d'un 
mouvement absolu, pourvu que, d'une part, on remplace la direc-
tion et la grandeur de l'attraction terrestre par celles de la pesanteur. 

Tome XVIII. - Ju» ,Sïî. 29 
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et que, d'une autre part, on introduise une force complémentaire 
dont les composantes sont 

— a η cos ω -f 5 ancosu-;—l-ansinu—? — ansm ω — · 

Ces composantes montrent facilement que la force complémentaire 
est perpendiculaire à la vitesse apparente du mobile et à l'axe ter-
restre ; elles font voir aussi que la grandeur de cette force est égale à 

2n ds sin e, 

en désignant par ε l'angle que la vitesse apparente ̂  fait avec l'axe 
du monde. 

Si l'on joint aux équations (2a) l'équation 
(a3) χ2 -l-y2-h ζ2 — /% 

on a quatre relations entre quatre fonctions du temps, x, y, ζ, Ν, ce 
qui suffit pour déterminer ces fonctions. On peut facilement éliminer 
Ν entre les équations (a2) et obtenir deux équations qui ne contien-
nent que les fonctions x, y, z, et qui, jointes à l'équation (a3), suf-
firont pour déterminer ces dernières fonctions. On élimine Ν en for-
mant l'équation des forces vives et celle des aires sur le plan hori-
zontal. 

J'ajoute les équations (a3) après les avoir multipliées respectivement 
par 2 rix, a dy, 2 dz, on bien par y, — χ et ο ; j'ai ainsi 

M) d(^+% + DE) = ,gdz, 

(a5) = — **/(*■ + /■)- iVxdt. 

On voit que la force complémentaire a disparu dans l'équation (a4) 
des forces vives, ce qui tient à sa direction. 

Au lieu d'employer dans les équations (a3), (24), (25) les coor-
données rectilignes, il peut être utile de faire usage de coordonnées 
polaires; aussi nous allons maintenant les transformer sous ce point 
de vue. 
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Je désigne par ψ l'angle que le vertical du pendule fait avec le mé-

ridien zox, et je compte cet angle à partir du méridien en allant du 
nord au sud par l'est, ψ est aussi l'angle que la projection horizon-
tale du pendule fait avec la ligne du nord ox. Je désigne par θ l'angle 
que le pendule fait avec la verticale oz. 

Les trois coordonnées polaires du point matériel du pendule sont 
/, θ, ψ; la première est constante; la deuxième est toujours positive 
et peut varier entre ο et 1800 ; la troisième peut être positive 011 néga-
tive et varier entre -1- 00 et — <x> . 

Dans ces conditions, on a 

χ — I sin θ cos ψ, y = I sin θ sin ψ, ζ — ί cos 0. 

De là on déduit les formules suivantes, qui sont, au reste, connues : 

dx> -f- djr* -f- dz* _ /2 /d9* - άψ \ 

yds — xdy = — lsin2Ody. 

Par le moyen de cette transformation, les équations (24), (25) de-
viennent 

I
26

)
 rf(S + 8INE

®^-T
COS

®) =°' 

(27) (i jjiin2 θ ^ j ~ —2 4' cos ψ sin® θ dβ. 

Les équations (26), (27) ont le même degré de généralité que les 
équations (22); elles s'appliquent aux oscillations des pendules de 
toute longueur et de toute amplitude, pourvu que ces amplitudes ne 
dépassent pas les limites dans lesquelles on peut regarder la pesanteur 
comme une force constante. Ces équations ne diffèrent des équations 
tout à fait rigoureuses qu'on aurait pu tirer de l'équation (21), que 
par la suppression de termes dont la petitesse est de même ordre que 
la fraction n4. 

Je pose 
ψ — ψ — kt, 

2g.. 
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et j'ai 

dϒ2 = dq2 + 2kdq + k2. 

Je porte cette valeur dans l'équation (26), et j'ai 

d sin1 Β'-- — ~cos θ) =— nkd.sin* θ^- — k*d.siri* θ. 

Cette équation se réduit, au moyen de l'équation (27), à 

d(dO2 + sin2Odq2 — 2gcosO) 

= 4 M cos (φ -+- kt) sin* θd& — k1 d sin* θ. 

Or 

kfc = τι* sin γ cos γ ; 

donc les deux termes du second membre de cette équation ne con-
tiennent, après avoir été divisés par dt, que des facteurs dont la va-
leur ne dépasse pas des limites fort restreintes, et, en outre, le fac-
teur τι* ·, le second membre est donc du degré de petitesse qu'il est 
permis de négliger, et l'on peut le réduire à zéro. Alors les équations 
du mouvement du pendule se présentent sous cette forme : 

28) 
^(S + sinS0S-Tcos0) =°' 

d sin* θ = — 1 k cos (φ -f- kt) sin* θ d θ, 

ψ = φ -I- kt. 

Pour résoudre ces équations, on négligera, dans une première ap-

proximation, la fonction α k' cos (φ -+- kt) sin* θ qui est très-petite, 

et, dans une seconde approximation, par l'application de la mé-
thode de la variation des constantes arbitraires, on examinera son 
influence. 

Lorsqu'on n'a pas égard à la fonction perturbatrice, les équations 
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du mouvement du pendule se réduisent à 

(29) d(dO2 + sin2Odq2 — 2gcosO) = 0, 

(3o) rf.sin4 θ~ — ο, 

(31 ) ψ = φ -h kt. 

C'est sous cette forme que je les considérerai d'abord. Les équa-
tions (29), (3o) ne contiennent pas explicitement la vitesse /î; elles 
restent les mêmes soit pour le vrai pendule, soit pour le pendule tel 
qu'on le considère ordinairement dans les Traités de Mécanique; c'est 
là un avantage qui permet d'étudier avec facilité les lois du vrai pen-
dule en les comparant aux lois bien connues des pendules ordinaires. 

Je fais d'abord abstraction du mouvement de rotation de la Terre, 
et je suppose un pendule de longueur l suspendu au point ο et soumis 
à une force constante, égale à g et parallèle à la direction d'équilibre 
du vrai pendule; le mouvement de ce pendule est donné par les 
équations (29), (3o). Lagrange a appris à intégrer ces équations; je 
représente leurs intégrales par 

(3a) 6 — f(t, a, b, c, d). 

(33) <p= F(i, a, b, c, d), 

a, b, c, d étant quatre constantes arbitraires qui peuvent être déter-
minées par les conditions initiales; l'équation (32) donne à chaque 
époque l'écart angulaire du pendule par rapport à la ligne d'équilibre, 
et l'équation (33) donne son azimut compté à partir du nord. 

Lorsque l'on considère le vrai pendule, il faut prendre les trois 
équations (29), ( 3o), (31 ), et l'on a pour leurs intégrales générales 

(34) 0=/(t, a, b, c, d), 

(35) ψ = Art-t-F (/, a, b, c, d). 

Supposons maintenant qu'on donne aux constantes arbitraires les 
mêmes valeurs dans les deux systèmes d'équations (3a), (33) et (34), 
(35), et désignons, pour abréger, par pendule de comparaison le 
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pendule qui est alors représenté par les équations (3a), (33); par la 
comparaison des deux systèmes d'équations, on arrive immédiatement 
aux conclusions suivantes. 

Le vrai pendule et le pendule de comparaison partent en même 
temps de la même position initiale; à toute époque du mouvement, 
ils sont constamment à la même distance angulaire de la verticale, 
par conséquent, ils ont les mêmes maxima et minima d'amplitude et 
les atteignent simultanément. Les azimuts des deux pendules qui sont 
les mêmes à l'origine du temps se séparent immédiatement après ; à 
une époque quelconque t, on passe du pendule de comparaison au 
vrai pendule en faisant tourner l'azimut du pendule de comparaison 
d'un angle égal à kt, rotation qui doit se faire dans le même sens que 
le mouvement apparent du Soleil, puisque kt est positif lorsque t est 
positif: la distance angulaire des deux verticaux est donc égale à kt, 
et elle croît uniformément avec la vitesse k = η sin γ. 

Si, par suite des conditions initiales, le vertical du pendule de com-
paraison reste invariable, les sommets de la spirale sphérique décrite 
par le vrai pendule s'écarteront, d'après ce qu'on vient de dire, de 
ce vertical primitif, en allant dans le sens du mouvement apparent 
du Soleil et avec une vitesse angulaire qui, rapportée à la verticale, 
est égale à η sin γ. 

Les considérations générales qui précèdent peuvent aussi être pré-
sentées sous la forme suivante. Je suppose que l'on ait décrit sur la 
sphère des pendules la spirale que doit parcourir le pendule de com-
paraison en vertu des données initiales, et qu'à partir de l'origine du 
temps on fasse tourner la sphère des pendules autour de son diamètre 
vertical avec la vitesse angulaire constante k — η sin γ, le mouvement 
de la sphère s'exécutant dans le sens du mouvement apparent du 
Soleil; le vrai pendule restera constamment, pendant ses oscillations, 
sur cette spirale sphérique tournante. 

Les oscillations infiniment petites des pendules ne sont qu'un cas 
particulier des mouvements généraux que nous venons d'examiner. 
C'est à propos d'un curieux Mémoire de Mairan sur les pendules, que 
Clairaut forma pour la première fois les équations différentielles du 
mouvement des pendules ordinaires considérés dans les conditions 
les plus générales : en examinant ce que devient la spirale décrite 
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par la projection horizontale du pendule, lorsque l'amplitude des 
oscillations décroit, il fut très-surpris de voir que cette spirale dégé-
nère en une ellipse centrée sur la position d'équilibre du pendule et 
ayant des axes de grandeur et de direction invariables pour des 
conditions initiales données. 

Puisque la projection horizontale de la spirale sphérique décrite par 
le pendule de comparaison est une ellipse fixe de position, si l'on 
fait tourner cette ellipse d'un mouvement de rotation commun avec 
celui que nous avons donné à la sphère des pendules, il est clair que 
la projection horizontale du vrai pendule devra se trouver constam-
ment sur cette ellipse mobile; c'est en cela que consiste l'élégant 
théorème de M. Binet. 

Je considère le vrai pendule dans une position quelconque définie 
par les coordonnées polaires θ, ψ, et je décompose sa vitesse suivant 
la tangente à l'arc ΙΘ et suivant la normale au vertical dont l'azimut 
est ψ. En désignant par ν et u ces deux composantes, j'ai 

(36) v = ldO, 

(37) « = / sin ô —· 

Pour la même époque, les composantes analogues de la vitesse que 
possède le pendule de comparaison étant désignées par v' et m, on 
aura 

(38) v' = tdO = v, 

( 39) w = I sin θ = 11 — kl sin θ. 

On voit par là que le vrai pendule et le pendule de comparaison, qui 
partent en même temps de la même position avec la même vitesse 
mesurée suivant l'arc d'écart primitif, n'ont pas cependant la même 
vitesse initiale, puisque la composante de cette vitesse mesurée per-
pendiculairement au vertical primitif étant désignée par u

0
 pour le vrai 

pendule, est w
0
 = u

0
 — kl sin 9

0
 pour le pendule de comparaison. 

Cette différence — AZsin0
o
 dans les deux composantes sera négli-
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geable lorsque les oscillations auront assez peu detendue pour qu'on 
puisse regarder le produit k sin 9

0
 comme étant du même ordre de 

petitesse que la fraction η3 ; on verra, au reste, que, généralement, 
l'influence de la quantité — kl sin 6

0
 est peu sensible. 

Pour intégrer les équations (29), (3o), (3i), il n'y a qu'à suivre la 
méthode développée dans la Mécanique analytique; on a ainsi 

(40) 

cos θ = cos α cos1 σ -I- cos β sin8 σ , 

t = c -h A
0
 σ -Η ̂  A,· sin ι iar, 

ψ = d -+- kt ± B„ σ —B, sin 1 ix. 

c, d sont deux constantes arbitraires; 
α, β sont les écarts maximum et minimum du pendule par rapport 

à la verticale ; on les détermine par l'équation du troisième degré en 
cos θ , 

4 I ; (
Vj

—~r ~~
 COS

 ^0
 + COS S

'
nï

 ®
 + W

'
 SMI

/
 6

' = ° ? 

7 est une variable auxiliaire ; 
A

0
. A,, B„, B

t
 sont des fonctions de α, β qu'on trouve dans la 

Mécanique analytique ; 
i est un nombre entier quelconque. 
Le signe -+- ou le signe — dans la valeur de ψ sont choisis suivant 

que u>
0
 est positif ou négatif. 

Si l'on désigne par Τ la durée commune à toutes les oscillations 
ascendantes ou descendantes, et par Ψ l'angle dont le vertical du pen-
dule tourne pendant une quelconque de ces oscillations, on a, d'après 
les équations précédentes, 

T=^A
0

, T=A'T±^B
0

. 

Si l'on développe A
0
, B

0
 en séries ordonnées suivant les puissances 

croissantes de α, o, on trouve, lorsque β n'est pas nul et qu'on se 
borne aux termes d'un ordre inférieur aux quatrièmes puissances de 
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ces quantités, 

(41\ 
T = r√l(I + x2+62), 

Ψ=ΑΤ±^(. + ^-β). 

§ II. 

Lorsque le pendule est abandonné sans vitesse initiale , il ne passe pas en tombant par 

la verticale; déterminer son écart minimum et la durée des oscillations 

Dans ce cas, ψ
0

, 9
0
 étant quelconques, on a 

"0=0, e0 = o; 

les trois racines A, B, C de l'équation générale (4i) sont, en remar-
quant que w

0
= — A/sin0o, 

A = cos 9ο, 

„ Λ-'/sin'θ, ^ /Pl2sin'0, PI sin1©, cos 9„+1, 

„ PI sin1 θ„ j Ρ l· sin' θ
0
 Ρ I sin' 9

0
 cos 6„+1 

Les angles α, β étant les écarts maximum et minimum, on a donc 

α = 9
0
, cos 5=1 — (ι -4- cos 0

O
 j+... 

d'où l'on tire 

β = \/-. 4 sin 9
0
 cos - 9

0
, 

en négligeant les puissances de k supérieures à la premiere. 
Si l'on prend la seconde de temps moyen pour unité de teni|>·, 

on a 

n ~ 73^73" * Paris, k — 0,0000549081 = ■ 

Si l'on suppose 90 — ι degré, on aura 

β = o,oooooog56 ̂ y 

Tome XVHI. — Juillet ï853. "io 
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Pour un pendule dont la longueur est égale à g, l'écart minimum /β 
est un arc de om,0000094. 

Si le pendule était de 88œ,2792, pour une chute de 1 degré, l'écart 
minimum /β serait une fraction de millimètre exprimée par 0,028. 

D'après la formule (42), on a pour la durée commune de chaque 
oscillation descendante ou ascendante, 

T = r√(I+ O2 + k2lsin2O1cos21Q0). 

En négligeant les quatrièmes puissances de l'amplitude, cette formule 
se réduit à 

T = r√l(I + x2+62), 

Cette expression montre que Τ est indépendant de k au degré d'ap-
proximation que nous adoptons. Il est facile de voir que les deux 
formules précédentes ne donnent pas une différence appréciable, 
même par des observations qui dureraient dix heures. En effet, 
supposons θ

0
 = ι degré, alors on a 

ôjj = o,ooo3o4686, 

— sina d0 cosa -θ0 = 0,914007. io_ i 3, 

Τ — - y// [1 -+- 0,000019040 ( 1 -I- io~
43

.0,914007)]. 

D'après cela, la durée de 36000 oscillations est 

η y/^ [36ooo -+- o,685548 (1 -+- io
_

".0,914007)], 

ce qui ne diffère pas sensiblement de 

π y/^ [36ooo -t- 0,685548]. 
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§ III. 

Lorsque le pendule est abandonné sans vitesse initiale, le vertical des positions culmi-
nantes qu'atteint le pendule après chaque oscillation complète se déplace dans le 
sens du mouvement des étoiles avec la vitesse angulaire η sin 7. 

D'après l'équation (4»)j l'angle décrit par le vertical du pendule 
dans une oscillation ascendante ou descendante est 

Ψ = kT ± r(I + 3x6): 
dans le cas actuel. 

w
0
 = — kl sin θ0, 

il faut donc prendre le signe — dans la valeur de Ψ. Après un nombre 
quelconque ρ d'oscillations complètes, l'angle décrit par le vertical 
du pendule est égal à §ρψ ou à 

4/?A-T — ipn ^1 -H |/F 6
0
 sin Ô

0

CT>S^ ®o^· 

Cet angle diffère extrêmement peu de 

^pkT — 2pr, 

même lorsque ρ est égal à 1000, et il montre que la nouvelle position 
du pendule s'obtient par un mouvement direct donné au vertical du 
pendule avec la vitesse angulaire k. 

§ IV. 

Des conditions à remplir pour que les sommets de la spirale décrite par le pendule 

conservent une orientation fixe ou se déplacent avec une vitesse donnée par un 
mouvement direct ou rétrograde. 

Lorsqu'on abandonne le pendule a lui-même, il est difficile d'ob-
tenir rigoureusement qu'il parte sans vitesse initiale. Ordinairement, 
le pendule est maintenu hors de la verticale au moyen d'un fil qu'on 
brûle lorsqu'on suppose l'équilibre établi ; mais le pendule et le fil 
qui le retient forment un svstème très-mobile qui est rarement en 

3o.. 
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équilibre parfait au moment où l'on brûle le 61. D'après cela, il est 
utile d'examiner quelle peut être l'influence de la très-petite vitesse 
initiale que possède ordinairement le pendule sur le déplacement de 
son vertical. Cet examen se fera aisément en résolvant le problème 
"nonce. 

L'angle décrit par le vertical du pendule pendant une oscillation 
complète est, d'après l'équation (4^), égal à 

4ψ = 4AT ± 2JI±7ÏÏaS. 

3 
Si l'on supprime απ, le reste 44'Τ ± jfraS désigne l'angle dont le 

vertical du pendule est déplacé à la 6n d'une oscillation complete par 
rapport à sa position au commencement de l'oscillation ; suivant que 
cet angle est positif ou négatif, le déplacement est direct ou rétrograde. 
Ce déplacement s'est opéré pendant le temps 4T. Si donc on le divise 
par 4T, on aura la vitesse angulaire de ce déplacement. Je désigne 
par U cette vitesse, et j'ai 

υ = /-±^παβ·^· 

D'après l'équation (4a), on a 

4T
=**v/~i('+^)· 

d ou l'on conclut 

U = k ± g αβ. y/f, 

en négligeant les quantités d'un ordre supérieur à la troisième puis-
sance de α ou de β. Je suppose maintenant que v

0
= o; alors on tire 

de l'équation (4i ), 

β = —^Γ~ VP"
-

 Asin0ocos-0<V-: 

par suite, 

U = k | kQ
0
 sin θ

0
 cos ~ θ

0
 ± | j θ

0
 cos ^ θ

α
. 



PURES ET APPLIQUÉES. -ιΛη 

Dans cette formule, on prendra les signes supérieurs ou les signes 
inférieurs suivant que w

0
 sera positif ou négatif. 

La première partie de U est indépendante de l* longueur du pen-
dule et des données initiales. La seconde partie est indépendante de 
la longueur du pendule, mais elle dépend de θ0; lorsque 5

0
 est 

de ι degré, nous avons vu que cette seconde partie est insensible par 
rapport à la première, et il en est encore de même lorsque 6

0
 est plus 

grand que ι degré, mais reste néanmoins très-petit. On peut don; 
réduire l'expression précédente à 

U = A±|^
0
cos^

0
. 

Le second terme de la valeur de U dépend de u
u

, mais sa valeur esi 

d'autant plus petite que le pendule est plus long. Si est suffisam-

ment petit, on conçoit qu'à cause du facteur 5
υ

, la seconde partie 
de U pourra être insensible par rapport à la première, cela aura Heu 
lorsqu'à l'origine le pendule n'a reçu qu'une très-petite vitesse 
directe ou rétrograde, surtout si le pendule est très-long. D'après 
cela, avec un pendule très-long, si l'on prend les précautions conve-
nables pour qu'au moment où l'on brûle le fil qui retient le pen-
dule il n'y ait qu'une très-petite vitesse, on pourra réduire U à k. 

Lorsque y n'est pas suffisamment petit, la différence de U el k peut 

être rendue sensible par l'expérience, et l'on conçoit que U pourra 
être nul, positif ou négatif. 

Les sommets de la spirale auront une orientation fixe lorsque 
U = o, ce qui exige que u0 soit négatif. 

Dans ce cas, on tire des formules précédentes 

S = V g· 

Pour 
β

0
 = 3 degrés et /= 88,u,2792, 

on a 
β = o,oo83886 et /β = ο'",7ΐ2. 
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D'où il suit que, pour avoir une orientation fixe, il faut lancer le pen-
dule en sens contraire du mouvement des étoiles avec une vitesse 
telle, que le pendule partant de l'écart 3 degrés s'approche en tombant 
vers la verticale jusqu'à la distance de om,rj 11. Avec une vitesse plus 
grande, le mouvement des sommets de la spirale serait rétrograde; 
avec une vitesse plus petite, ce mouvement serait direct et pourrait 
être plus petit que A, plus grand que k ou égal à cette quantité. 

§ v. 

Des conditions à remplir pour que le pendule passe en tombant par la verticale. 

Les intégrales premières des équations (29) et (3o) sont 

(43) ^ -+- sin*0^ - ^cosÔ = a, 

(44) sin20^ = ô. 

Les constantes arbitraires a, b, déterminées par les conditions ini-
tiales, ont pour valeurs 

(45) a = - -f cos 0
O

, b=s—_ 

L'équation (44) montre que le pendule ne peut passer par la verticale 
qu'autant que b — o; cela aura donc lieu lorsque le pendule sera 
lancé de sa position d'équilibre stable en instable, ou bien lorsqu'il 
sera lancé d'une position quelconque avec une vitesse telle, que l'on 
ait 

u0 = kl sin θ0. 

Dans ces conditions, les équations (43), (44) se réduisent à 

(46) ^
 =

 ¥ (
cos 6

 -
 cos60 +

 Τι ) ' 

(47 ) SF = °· 

De la dernière équation on tire, en vertu de l'équation (3i ), 

Ψ = ψο -+- kt. 
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Cette équation montre que le vertical du pendule tourne uniformé-

ment dans le sens du mouvement des étoiles avec la vitesse angulaire 
A = rcsiny. L'équation (46) montre que le pendule oscille dans ce 
vertical mobile suivant les lois des oscillations planes des pendules 
ordinaires. 

§ VI. 

Des oscillations infiniment petites. 

On pourrait déduire les lois de ces oscillations des formules géné-
rales (4o); mais il est plus simple de les obtenir directement, ce qu'on 
peut faire de la manière suivante. 

Si l'on divise par dt l'équation (27), le facteur sin2 6 ~ qui entrera 

dans le second membre sera du troisième ordre lorsque les oscillations 
seront infiniment petites; alors les équations (26), (27) se réduisent à 

d(dO2 + + ?«■)=·. o. 

Je désigne par ρ la projection horizontale de la tige du pendule et j'ai 

ρ = / sin θ. 

Dans le cas des oscillations infiniment petites, on pourra remplacer le 
système précédent par 

d
$r*

 +
 ?w

 +
 i?) =

 0
>
 cL

f
d{

* * "
) = o; 

les intégrales premières sont 

(8) dp2 + p2dy2 + gp2 = a, p2d(y — kt) = b, 

a, b étant deux constantes arbitraires. 

J'élimine et j'ai 

P*% = - (7-+- *
a
) p" + (« -

 2hk
)ρ

2
 -

 h%
-

Le second membre de cette équation est un polynôme du quatrième 
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degré dont tous les termes sont de degré pair ; on peut donc écrire 
ainsi l'équation précédente, 

p2dp = (g + k2) (p2 — p2) (p2 — p2); 

en désignant par pl, p'2

t
 la plus grande et la plus petite des racines de 

l'équation suivante, 

; ( y -l- A2 ) χ- — (a — ι bk) χ -h b* = ο, 

il est facile de voir, en mettant dans cette équation à la place de a, L· 
leurs valeurs en fonction des données initiales, que les deux racines 
sont réelles et positives. 

L'équation différentielle précédente ayant son premier membre 
positif montre que ρ varie entre les limites extrêmes p

0
, p,; on en 

tire 

(50) dt = Vg+k2V(p2 — p2)(p2 — p2) 

Au moyen de cette valeur de dt, et en remarquant que l'équation (49) 
donne 

'' = Pof>, y/f + *% 

l'équation (481 devient 

d(y — kt) = pV(p2 — p2)(p2 — p2) 

Sous cette forme, on reconnaît l'équation différentielle d'une ellipse 
dont les demi-axes sont p

0
, p, lorsqu'on prend pour coordonnées 

polaires des différents points de l'ellipse le rayon vecteur mené du 
centre de la courbe et l'angle que ce ravon vecteur fait avec le demi-
grand axe ρ

0
 ; il suit de là que l'intégrale de l'équation précédente es! 

||°o s'n2 (ψ — ψ
0
 - lit) -h p2 cos* (ψ - ψ

0
— kt)]p2= pipi. 

Ψ0 étant une constante arbitraire qui désigne la valeur initiale île ψ. 



PURES ET APPLIQUÉES. -αή ι 

Cette équation n'est autre chose que celle de l'ellipse mobile de 
M, Binet. 

Quant à la durée des oscillations, on la tire facilement de l'équa-
tion (5o), qui donne 

p* = ^ ̂  cos 2 (t. - C)y/| -+- A-2; 

c est une constante arbitraire qui désigne le temps écoulé, lorsque le 
pendule passe par l'un de ses points culminants. 

TROISIÈME SECTION. 

Mouvement dun système de corps rapporté à trois axes 
rectangulaires mobiles. 

§ Ier 

Equation des forces vives relatives. 

Nous avons vu dans la première section que, dans tout mouvement, 
relatif, on a 

(0 2'« (udx -t- v$y -t- wâz) — (Xàx -+- Yày-1- Zcfz); 

en posant 

(2) 

u — -t- ι \q — — r-f-1 -t- u . 

V = + 2 r- ρ — 4- o . 

w
=dF> + *[P*-

<
i&)+

w
> 

les quantités u , ν", w" sont données par les formules (i5) de la pre-
mière section. 

Lorsque les conditions imposées au système mobile ne contiennent 
pas le temps explicitement, on peut prendre pour déplacement vir-
tuel de chaque point m le déplacement relatif qui a effectivement lieu 

feme Will. — Juillet i853. *1 
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pendant l'instant dt, et, par suite, poser dans l'équation (i), 

dx = dx, dy — dj, dz = dz, 

aiors la formule (i) devient 

3) ^m(udx + vdy wdz) = ^m (Xdx -+- Ydy + Ζ dz). 

On tire des équations (a) 

(4 ) u dx vdy -\-wdz~ ^ d ̂  ^ + «" dx -+- v" dy -+- w" dz. 

et l'équation (3) devient 

(5) 

dΣm dx2+dy2+dz2 

= 2
 Σ [(

X
 ~

 u
"

] dx
 "+■ ~ "")

 d
y

 +
 (

z
 ~

 tv
") ni-

cest là l'équation des forces vives relatives. 

§ Π. 

Équations des moments par rapport aux axes mobiles. 

Supposons que les conditions du système mobile permettent a ce 
système un mouvement commun de rotation autour de l'axe oz; par 
une rotation virtuelle autour de cet axe, on aura 

dx — — ye, dy = χε, dz=^o, 

en désignant par ε un facteur arbitraire et commun à tous les points 
matériels. Ces expressions réduisent la formule (ι) à 

(6) ^ m (xv — yu) —^m[xY -jX) ; 

les équations (a) donnent 

(7) 

xv — yu = xd2y — yd2x + rd(x2+y2) 

— 2qydz — 2pxdz + xv" — yu", 
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par suite, 

(8) 
Σm(xv — yu) = d.Σm(xdy — ydx) + d.Σm(x2 + y2) 

- - a/»2 m* g+ 2 m (xv" — yu"); 

alors l'équation (6) devient 

(9) 
d-^m (x^ -J^ù) =^m[x(Y - S) -jr(X - u")]dt 

— rd^myx2 ■+- χ2) -+- ι 2 "IT "+~
 ,Kjr

 ^
ζ

· 

On pourrait former une équation analogue à la précédente pour cha 
cun des axes οχ, ox·, nous n'écrirons pas ces équations, parce que 
nous n'aurons pas à en faire usage dans les problèmes que nous trai-
terons. 

§ III. 

Propriétés générales du mouvement relatif de rotation pour un corps solide 
invariablement fixé à l'origine des axes mobiles. 

Par l'origine mobile-o je inene trois axes rectangulaires ox,, οχ,, 
oz, invariablement liés an corps solide que l'on considère, et je dé-
signe par x,, γ,, ζ, les coordonnées du point m de ce corps par rap-
port à ces nouveaux axes. Soient a, a', a", §, β', β", γ, y, γ" les cosi-
nus que les axes du corpsox

t
, οχ, oz, font respectivement avec chacun 

des axes ox, οχ, oz à l'époque quelconque t. 

Par les règles de la transformation des coordonnées, on a 

(ΙΟ; 

x = eux, -ι- a!χ, + a" ζ,, 
χ — &x, -ι- β'χ, -+- β" ζ,, 
ζ — y r, -t- fi χ, + γ" ζ,. 

Si l'on traite ces équations comme on a déjà traité les équations ana-
3i.. 
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logues (5) de la première section, et qu'on pose 

("i 

w = a!' do! -4- 6" d& -+- f" d-i' 

x = «rfa+erfe" -Λ-td-i" 

p = a' lia + 6' rfë -f- y' dy 

1-2 
U2=XZ< - P7.» 
Vs = px, -sz„ 

w,= ©j, - χ*,, 

on aura 

(-3) 

^ = aUj + a'V
2
 -ι- a" W

2
, 

%= βυ
2
 + S'V

2
+ g"W

2
, 

d±= yu
2
 +γ'Υ

2
+ 7"W

2
. 

Les équations (ι i), (12), (i3) sont analogues aux équations (9), (11), 
(12) de la première section. 

En posant 

vi4) «a = - ' 

on aura, par les équations (i3), 

(l ~> : Û3=U^+V^+W^. 

D'après l'équation (i4)» la quantité iî désigne la vitesse relative du 
point m. Les équations (i5) et (12) montrent qu'à toute époque t les 
points du corps situés sur la droite que déterminent les équations 

(16) xi = yi = zi, 

sont sans vitesse relative, c'est-à-dire conservent pendant l'instant 
suivant dt une position fixe par rapport aux axes mobiles οχ, οχ, oz, 
auxquels les mouvements sont rapportés. A cause de cette propriété, 
la droite (16) sera appelée Vaxe instantané de rotation apparente. 
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Je pose 

(17) ω — \/w2 -h χ2 -t- p2. 

alors les quantités 

(18) 1 

désignent les cosinus des angles que l'axe instantané apparent fait à 
l'époque t avec les axes du corps ox„ οχ,, oz,, et les quantités 

(19). tto + α'χ H- α"ρ 6 σ + β'χ-f-S" ρ 7σ + γ'χ+7"(ΐ 

sont les cosinus des angles que l'axe instantané et apparent fait avec 
les axes ooc, οχ, oz. En prenant ω en valeur absolue, ces cosinus 
donnent la direction de l'une des deux parties dans lesquelles l'ori-
gine ο divise l'axe instantané; c'est cette partie seulement que nous 
appellerons désormais Yaxe instantané et apparent du corps. 

Les équations (i3) montrent que U
2

, V
2

, W» sont les projections 
sur ox„ οχ,, oz, de la vitesse apparente Ω du point m. Les équa-
tions (11) montrent que l'on a 

(20) U2 x, -H V2jk, -1- W, z, = o, 

(ai) U2
 rs -t- V

2
 χ + W.,p = o, 

et ces équations font voir que la vitesse apparente Ω est à la fois per-
pendiculaire au rayon vecteur du point m et à l'axe instantané; elle 
est donc perpendiculaire au plan de ces deux lignes, ou, ce qui est la 
même chose, elle est tangente à la circonférence qui passe par le 
point m, dont le plan est perpendiculaire à l'axe instantané apparent 
et dont le centre est sur cet axe. 

On tire des équations (i5) et (ii) 

(22) Ω2 = B2(jr î + z\) -+- χ2(*ϊ+ **) + A*î + /ï) 
— — ^ispx, ζ, — ζπχχ, x,. 

Je désigne par â le rayon vecteur du point m et par s l'angle qu'il 
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fait avec l'axe instantané apparent, et j'ai 

Ρ = + z* , 

cos e = bxi + xyi + pzi 

An moyen de ces valeurs, on peut écrire l'équation (*a) successive-
ment comme il suit : 

Ω2 = ι π- -f- χ2 -4- ρ2 ) è* — (®.ï, + χ/, + ρ ζ, )2, 

Ω2 = ω2 άΛ — ω2 ci2 cos2 ε, 

(23) δsine = w; 

â sin ε est la perpendiculaire abaissée de m sur l'axe instantané appa-
rent : l'équation (a3) montre donc que le rapport delà vitesse apparente 
de chaque point du corps à la distance qui sépare ce point de l'axe in-
stantané est une quantité constante dans toute l'étendue du corps à 
l'époque quelconque t. D'après les diverses propriétés que nous ve-
nons d'indiquer, on peut conclure que le mouvement apparent du 
corps pendant l'instant dt consiste en une rotation apparente exécutée 
autour de l'axe instantané apparent; la vitesse angulaire de cette rota-
tion apparente est égale à la quantité ω définie par l'équation (17). 
Menons par l'axe instantané apparent deux plans A, Β de même 
direction, le premier étant invariablement lié aux axes οχ, oy, oz, et 
le second au corps solide même ; ces deux plans coïncidant à l'époque t 
ne coïncident plus généralement à l'époque t + dt et font entre eux 
un angle égal à udt, en sorte que le plan B, qui est fixe dans le 
corps, a tourné autour de l'axe instantané apparent avec la vitesse 
apparente ω. 

Lorsque l'on considère le mouvement relatif d'un corps solide inva-
riablement lié à l'origine des axes mobiles, il est facile de transformer 
d'une manière utile l'équation des forces vives relatives et celle des 
moments que nous avons déjà données. 
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On tire des équations (i4) et (32), 

(24) Σ" + = A.· + B
X

- -t- Cp· - aA'xf 

— 2 Β' ρ 7z — 2 σχ, 

en posant 

(25 ; 

A = 2 m (z® + J?), 

Β = 2 (z? + ·*?)' 

C = Σ m(x2 + y2), 

A' = 2 m7<z" 

Β' = 2 TO ζ, x'i » 

G' = 2 j<-

En portant l'équation (24) dans l'équation (5), on a, pour l'équation 
des forces vives relatives, 

(26) 
d (ACT2 + Βχ2 + Cp2 — 2Α'χρ — 2 B'ptz — 2 Ο'ΠΙΧ) 

= 2 2 m [(X - u") dx + (Y - e") φ + (Ζ - w") dz\. 

Quant à l'équation des moments, c'est-à-dire l'équation (g), on 
peut faire subir à ses diverses parties les transformations suivantes. 

On a, par les fomnules (10), (i3), 

x li ~ ? 5F = Vï —
 a'b) 

+ (ziU
2

— x, Wi){a"b — ab") + (j^W, — z
(
V

2
)(a'b" — a"b'). 

On sait que les seconds facteurs qui entrent dans le second membre 
de cette équation sont respectivement égaux à γ, γ', γ" ; ce qu'on peut, 
au reste, facilement démontrer. Si donc on a égard à l'équation (1 2), 
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cette équation devient 

ΧΈ~ = + z?) + ΧΙ<*< ~9ζ*χΛ 

-+■ y'lx (*?-+- χ1) - Pz<J< - σχ<ιΛ 
+ Ί"[Ρ (*? ■+■ Ji) - »*«*ι - Χζ< J<]· 

Je désigne par Ρ, Q, R les dérivées de ~ 2,n
 P

ar ra
P-

port à 7S, χ, ρ; c'est-à-dire que je pose 

- 9.~ < 
' / · 

Ρ — A π — C' χ — Β'ρ, 
Q = Β χ — C σ — A' ρ, 
R = G ρ — A'χ — Β'σ; 

alors je tire de l'équation précédente. 

(28) Σm(xdy — ydx) = yP + y'Q + Y"R. 

formule qui est connue. 

La quantité ̂  m (x2 -+■ y2 1 est le moment d'inertie du corps pat-

rapport à l'axe oz·. Par les calculs connus et relatifs à la théorie des 
moments d'inertie, on a 

(29) 
1 

2 {χ2 -H y~) — A y- -+- Β γ'1 -+- Cy"2 

— ο. A'if— "ib'fy— 2θ'γγ'· 

On peut, au reste, former directement cette expression au moyen des 
équations (10). 

Je tire des équations (10), 

( 3o) 
2 2 mxdz = (B -t- C. — A) ad y -+- (A + C — B) a'df 

-+- ι A + Β — C)a" dy" + 2 C' (adf -+- a' dy) 
+ 2 B' (a"dy -ι- ady") -t- 2 A' (a.'dy" -t- a"df*. 

De là on déduit 1 ̂ mydz, en changeant α, a', a" respectivement en 

β, β\ β". 
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D'après les formules (28), (29), (3o), l'équation des moments ( o 'i 

devient 

(3r) 

d (Py + Qy' -t- Ry") = ̂  m [χ (Y — i>") — y (X — u ' | dt 

— / d (Ay2 -f- By'2 -1- Cy"2 — 2 Α'γ'γ" — aB'y'y' — 9. C'yy' ) 
(B + G — A)Gdy + (A + C — B)G'dy'+ (A + B — C)G"dy" 

+q | -f- 2 σ(βί/γ' -+- ê'rfy)+ 2 Β' (β"τΥγ ■+ γ" τ/β'1. 
+ 2Α'(β'τ/γ" + γ'ί/β") 

(B + G — A)Gdy + (A + C — B)G'dy'+ (A + B — C)G"dy" 
+p -+- îC' [ady' -t- a'dy) -t- aB'(<z"r/Y-t- a.dy"\ 

L -ι- ik'{a'dy" -t- a" dy). 

Nous emploierons, dans les problèmes que nous traiterons plus 
loin, une autre équation qui convient à tout corps solide capable dé-
tourner librement autour de la droite oz

t
, qui est invariablement lûV 

au corps. C'est maintenant cette équation que nous allons former 

S IV. 

Equation des moments par rapport à l'axe du corps sol/de. 

Je suppose que les conditions imposées au corps ne i'empecbent pas 
de pouvoir tourner autour de oz

(
, et je donne au solide un mouvement 

virtuel de rotation autour de cette ligne. Je désigne par dx
t
, & y,, d z, 

les projections surox, , oy,, oz, du déplacement virtuel du point m. et 
j'a' 

dx, = — y,ε, âj, = x
t
i, άζ, = ο, 

i étant un facteur indéterminé et commun à tous les points du corps. 
On tire de ces équations et des formules (to), 

â χ = ε ( α' x, — α ν,1, 

$y = e β' χ, — ζ y, ). 

âz = ε (γ'χ. - y j,. : 
Tonte WILL. — Jullet i853. >*> 
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et alors la formule (i) devient 

; 3 9.) 
^ m [a:, (a'u 4- S'y + y'w) — y, (ocu + ge -t- ya>) | 

= J/nfo:, (Xst'+ Yff-h Ζγ')- (Χ
α +

 Υβ
+ Ζγ) |. 

Je poserai, pour plus de simplicité, 

(33) 
Ρ' = α IF + g IF + y ΛΓ' 

q1 = xd2x + g d2y + y d2z, 

[ 34) 
Χ, = α (Χ — «") -+- ê (Υ — ν") -h γ (Ζ — w"), 
Υ, = α' (Χ — «") + β'(Υ — ν") -+- ·/(Ζ — ιν'). 

Il est clair que ρ,, q, sont les projections sur οχ,, o/, de l'accélération 
apparente du point m. 

Par les équations (ι) on a 

au -h Se -hytv — p, -+- ar (β^ —x dy). 

fJî(eS-Vï) + ï/,(Vï-e5)+ea +Sy +VW· 

Si l'on change dans cette formule α, β , γ respectivement en a', β', */, 
on aura la valeur de a.'u + & ν ■+■ y1 w, et au moyen de ces deux 
expressions et de l'équation (34), l'équation (3a) deviendra 

( 3.3) 

^
t
m(x

i
q

i
 — j

t
p
t
)= — 7.X.) 

-•'Σ-[-.('Ί-"Ϊ)-^(«Ϊ-4)] 

— 2q Σ Γ ι , dz , dx\ ί dz dx\ I 

-2ρΣ'η [*. (γ*-* %) -1' (Ί % - 4)} 

Si l'on opère sur les équations ( io)en faisant les mêmes calculs qui, 
dans la première section, ont fait passer des équations (5) aux équa-
tions ( 14), et qu'on ait égard aux équations ( 12) de la section actuelle, 
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011 obtient 

=Î + Xw*-Pv*> 7. = ̂  + pu
a

-»w
i

, 

ou. en effectuant les calculs, 

p*= z< d~i ~ Λ + "χ·7· ̂  ~ + p2), 

q1 = x1dp— z<ï + z5*2* +®xj?«-r. (p2 ■+- ®2); 
de là on tire 

Σ m(x1q1 — y1p1) = Cdp — B'db — A'dx 

-1- (Β - A)^X ~ A'nrp -+- Β'χρ -+- C' (χ2 — sr2). 

Au moyen des équations (27), cette expression devient 

(36) <7, -y
t

p<) = ™ H- srQ - χρ; 

cette transformation est au reste connue. 
Au moyen des équations (to), on a 

(37) 

Σ ! e, dx . dy\ , %'da — a'rfë 

-μ aC μ Β' , 

Σ ί ρ dx dy\ . §da'— ad?' 

-μ 2 C - h A' 

Si on fait la différence de ces deux équations, on a pour le coeffi-
cient de C la dérivée par rapport à t de αβ' — α'β, ou, comme on l'a 
déjà dit, de y". 

Au moyen des équations (11) et des relations connues qui lient le*; 
neuf cosinus, on a 

o = xdx + gdg + ydy. 

q = et da Η- β' d% -f- yr d y 

X = et da Η- β' d% -f- yr d y 

32 .. 
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Si on multiplie ces équations respectivement par α, a', — a", et qu'on 
les ajoute, on obtient 

dx = x'p — x"x, 

il où l'on conclut, par la permutation des lettres, 

S = g>-g"X· 

Si on a égard à l'expression de y déjà citée, on voit que l'on a 

f!dot — α' ί/β = yx. 

On obtient dé la même manière 

Zda' — adZ J f>'da" — a'dë" , 6 d<x" — *dè" = y"b, 

et aussi 
a'dë' — §' du' = yzs + y" p, grf6

 d(
 — γ'χ + y" ρ; 

au moyen de ces diverses expressions, la différence des deux équations 
(37) devient 

C Λ~άΓ + (B _ a)(7X + 7'®) + 2C'(7'X— + »7"(Β'χ —A'»;. 

Cette quantité est le coefficient de — r dans l'équation (35); on en 
déduit les coefficients de — q et — ρ dans la même équation en chan-
geant y, y', y", respectivement en β, g', g", ou en a, a', a", et de cette 
maniéré l'équation (35) devient 

; 38) 

Ϊ
 +

 X
P
 =2

M
(
X

'
 Y

'— y1 X1) 

_
 r

 c
^-+ (

B
~

 A) (7X 7'σ) 1 

_+ Ό' (y' χ — yzs) -+- α 7" (Β'χ — A'w) J 

J C^ + (B-A)(S
X

+ê'®) 1 

L+ iC' (β'χ—β®) -+- a β" (Β'χ — A'») J 
— p Γ c^-+(Β-Α)(αχ+a'w) Ί 

1_-H 2θ'(α'χ — a®) -t- 2α"(Β'χ — A'®] J 
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On peut déduire de l'équation (38) deux équations analogues relatives 
aux axes οχ,, oy, ; mais nous n'aurons pas occasion de nous en servir. 

Cette équation (38) peut s'écrire de la manière suivante : 

(39) 

f+.Q-*P=2".(a·. T.-
r

.X.)-C&L+"ï" t "<ί· 

-+- (Β — A) [ χ (aρ -h gq yr\ -+- zs [a! ρ -+- g'q -+- y' r) [ 
+ aC'[ /(«'/> + g'q -h y'r) — w (a/7 -+- + yr)[ 

-+- 5 (Β'χ — A'®) (a'p + g"q -f- 7'V). 

On peut remarquer que les trinômes xp -t- gq -+- y r, a'ρ -r c'<y h- 7' r, 
a"ρ + + 7"/, sont les composantes suivant OJ:,, oy,, oz,, de la 
vitesse angulaire instantanée de la rotation des axes mobiles ox, oy, oz. 
auxquels on rapporte le mouvement du solide. 

Je désigne par θ l'angle que oz, fait avec oz, par ψ — qo° l'angle que 
la projection de oz, sur le plan xoy fait avec ox, par ψ l'angle que ou:, 
fait avec la partie de l'intersection des plans x, y, et χ y qui est 
déterminée par l'angle ψ; on a, par la trigonométrie sphérique 

(4o) 

χ = cos ψ cos ψ — sin ψ sin ψ cos 5, 

α = — sm φ cos ψ — cos a sin ψ cos 6, 
a" = sin ψ sin θ ; 

g = cos φ sin ψ -+- sin ψ cos ψ cos θ. 
β' = — sin φ sin ψ + cos φ cos ψ cos θ, 
g" — — cos ψ sin θ; 

y = sin ψ sin θ, 
y' = cos φ sin Θ, 

7"= cos β. 

On tire de là les formules connues 

(40 

rs =■ sm φ sm 7 ~ -j- cos φ —, 

/ = cos Φ sin θ —i — sin Φ —, 

ρ
 =

Ù. + COsQd± 
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\u moyen des équations (4o) et (41 ), les premiers membres des équa-
tions (26), (3i) et (3g) peuvent être considérés comme des fonc-
tions des trois angles θ, ψ, <p qui servent à déterminera chaque instant 
!a position apparente du corps solide. 

lorsque le corps solide est de révolution autour d'une droite pas-
sant par le point o, les équations (a5)et(27) donnent, en plaçant oz, 
sur cette droite, 

: 42 : 
A = Β, A' = ο , Β' = ο, C = ο, 
R = Cp, Q = Β χ, P=Asr, 

et les équations (26), (3i), (3g) deviennent 

,43) 

d\A (ET2 + χ21 -+- C ρ2] = 2 2>[(X - u)dx + (Y - v")dj 

-+- (Ζ — w")dz\, 

t/|A(w7-!- X7') + Gp/J=2i»[jr(Y —- u")]dt 

— rd\ A (γ2 4- γ'2) + Cy"2 ] 
-\-q[C(Sdy-{-&dy')-\- (2A—C)£"dy"] 
-+■ p[C(ctdy-î-a'dy')-h(*A — C)a."dy"], 

C(dp -4 pda' -+- qdî" -+- rd-f') = Y) — J< Xi )dt. 

Au moyen des équations (4o) et i'4i), on a 

(44) 

σ + x = 5F + s,n 5 4C ' 

zsy + χγ' = sin2 θ ~ » y2 -+- y'~ = sin2 θ, 

αί/γ -+- a'dy' = — sin ψ cos2 dd6 ■+- cos ψ sin Odq 

— ρ cos ψ sin 6dt — cos Qd (sin ψ sin 6 ), 
σ." dy" — — sin ψ sin2 Qdt. 

Ces expressions réduisent les équations (43) à 

(45) 
d\d? + sin0 lï + W ) 

- J2IB[(X -u")dx + (Y - v')(fy + (Z- w")dz], 
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d. sin2 θ d-j-

·. 46) 
= (Y ~ v ') —jfâ ~~ u")]dt-i- r(p — \) d.sin25 

ίμ [ρ sin ψ sinôcfa 4- cosô d (cos ψ sin 5)] ) 
+q | 4- (a — μ) cos ψ sin2 Ô άθ 

ί μ[ρ cosijisintfûfe — cosÔf/(sïn<j>sin$)] \ 
—(3 — μ) sin ψ sin2

 θ d6 Γ 

(47; G(rfjS 4- pda" 4- qd§" 4- rcty") = Y, — y, S., dt. 

On a posé, pour plus de simplicité, 

(48) - 4 

L'équation (47) montre que lorsque p, q, r sont constants, et qu'en 
même temps 

2™!^ -jj,' — O, 

la composante suivant l'axe de révolution 03, de la vitesse de rotation 
instantanée des axes mobiles οχ, oy, oz, forme, avec la compo-
sante suivant ox

K
 de la vitesse instantanée et apparente du solide, 

une somme constante pendant toute la durée du mouvement. 

§ V. 

Application des formules générales aux mouvements relatifs terrestres, lorsqu'on rap-
porte tes mouvements à trois axes rectangulaires fixes sur ta Terre, et qu'on n'a égard 
qu'au mouvement diurne. 

Le point ο est maintenant fixe sur la Terre ; je prends arbitrairement 
un plan quelconque aussi fixe sur la Terre et passant par le point o. 
pour y placer les axes οχ, oy, de cette manière oz est entièrement 
arbitraire. Par le point ο je mène une parallèle à la partie septentrio-
nale de l'axe terrestre, je la projette sur le plan χογ, et je place l'axe ox 
sur cette projection ; l'axe oy sera à gauche de ox. 

Dans ces conditions, nous avons vu, dans la premiere section, que 
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l'on a les équations 

4q ) ρ = η sin ω, r/ = ο, τ = — η cos ω ; 

« désigne la vitesse angulaire de rotation de la Terre, et ω l'angle que 
oz fait avec la partie australe de l'axe terrestre. 

Je supposerai que l'attraction de la Terre est la seule force appli-
quée aux différents points du corps solide; alors X — u", Y — ν", 
Z — w' sont les projections sur ox, oy, oz de la pesanteur propre-
ment dite, et relative à la position déterminée par les coordonnées 
x, y, z. Je supposerai, en outre, que la pesanteur est constante dans 
toute l'étendue du corps; alors X — u". Y — t>", Ζ — w" sont con-
stantes , et je pose 

E = X —I*' = Y — e", G = Z — w". 

Je désigne par M la niasse du corps, par x', y', z' les coordonnées 
de son centre de gravité rapportées aux axesox, oy, oz, par x",yz" 
les coordonnées de ce centre par rapport à οχ,, οχ,, oz,, et par l la 
distance de ce point à l'origine o; alors j'ai 

E m[(X —u")dx-\-{Y — ν'Ίdy -+- (Z — iv")dz] 

= M (E dx' -f- ¥ dy' -+- G riz'). 

Mais, x", y'\ z" étant constantes, j'ai 
dx' ---- x' do. -+- y" do' -+- z" d ", 

dy' = x" dè -+- y"d§' -h z"dî". 
dz' = x" dy -+- y" dy' -+- z" dy". 

Lorsque le solide est de révolution, 011 a 
x" = ο, y" — ο, z"= / , 

et, par suite, 
Ε dx' -+- F dy1 -+■ G dz' = MZ(E do." -f- Fr/β" -1- G dy"). 

J'ai aussi 

£m|x(Y -v") - y{X-u")] =M(Fx'~ Ey') =M(F« - ES"), 

V »1 x, Y, - y, X, ) = M (x"Y. - y" X,} = ο 
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Au moyen de ces réductions, les équations (45)? (461, ■' 47 '■? 
deviennent 

(5o) 

d (S ^ sin*9 3" + W') = ίΕα" + Fg" + g7") 

d ^sin3 θ — -h μρ cosS^ = ̂  (Fce" — ES") 

— n cos ω (μ — i)d. sins θ 
[μ.ρ cos ψ sin θ dt — u. cos 9(7 (sin ψ sin 9^] 

+ n sin w 
— (2 — u)sin q sin2 OdO 

d [ρ — η cos &i cos θ -+- η sin co sin θ sin ψ) = ο. 

Il est clair qu'on arriverait plus rapidement à ces dernieres équa-
tions si, dés le commencement, on introduisait dans les formules le-
conditious exprimées par les équations (42)i (49)· 

§ VI. 

Application au pendule compose. 

Je dirige l'axe oz suivant la verticale du point n. qui sera le point 
de suspension, et je le suppose dans le sens de la pesanteur; je désigne 
par γ la latitude de l'origine o, et j'ai 

Ε = ο, F = ο . G = g
 7
 ά = ~ — y, — cos 5 

En posant 

R = n sin γ, R= n cos γ, 1 = M1, 

les équations f 5o) deviennent 

( 51} d ̂ -+- sin3 θ d~ -+- μρ2 — ̂  cos 5 ) =: ο , 

(52) 
d ^sin2

 6 ̂  -t- μρ cos5 j — — Κ'(μ — '
1 d. sin3 5 

-t- R'[pf cos ψ sin $dt — μ cos 9 f/^sin9 sin ψ) — (a — μ) sin ψ sirr 9 </9 j. 
(53) d {p — R cos 9 -+- K' sin 9 sin ψ ') = o. 

Je multiplie l'équation ( 53) par μ cos 9, et je la retranche ensuite de 
Tome XV111 - Juilet i853. oi 
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l'équation (5a); j'ai ainsi 

(54) 
d . sin2 θ d^ = — 2Κ' sin ψ sin4 θάθ + μρ sin 6dQ 

-t- - Κμά. cos3 θ + Κ-'μρ cos ψ sin Bdt -+- R^sin ψ sin36d6. 

L'intégrale de l'équation (53) est 

(55) ρ = p
0
 -+- R(cosô — cos5

0
) — R'(sinô sin ψ — sin 6

0
sin ψ0). 

en désignant par l'indice ο les valeurs initiales des variables. 

Je porte cette valeur de ρ dans les équations (5i) et (54)» et j'ai. 
en supprimant les termes qui correspondent au degré de petitesse de n", 

".6'. 

d{d dO2+sin2OdY2+2upo[— k'(sinOsinY — sinOosinYo)] —2gcosO} = 0. 

d. sina0 d
^

 DT
 = JR' sin ψ sin16d6 

-+- μ sïnddO [p
0
 -+- Κ (cos0 — cosSJ — K/ (sin0 sin ψ — sinô0 sin ψ

0
)) 

-+- ^ Κ.fidcos20 -+- R^(3
0

cosd/ sin θ dt -+- μΚ' sin2θ sin tydQ. 

Si à l'origine p0 est nul, les équations précédentes se réduisent à 

rf(g + sin·^-
 2f cose)=o, 

d. sin2 $ d ̂
 dt

 = — 2 R' sin ψ·sin Q dO 

-+- μ8ίπ0<ίό [R (cosθ — cos0
o

) — R' (sinψ sin0 — sin ψ0 sin ô0)] 

-+- ^ R(j.d cos2 θ -t- μR' sinaô sin ψ</0. 

Dans les pendules tels qu'on les construit pour les expériences des-
tinées à rendre sensible aux yeux le mouvement de rotation de la 

Terre, le rapport des deux moments d'inertie μ = - est une fraction 

extrêmement petite du même ordre de grandeur que n. Lorsqu'il s'agit 
de ces pendules, en négligeant les quantités de l'ordre de n3, on 



PURES ET APPLIQUÉES. a.ty 

peut réduire les équations à 

(57) 

d -+- sina — χ cosô) = ο . 

d. sin8 θ d
~~ dt = - ÎK' sin ψ sin 6d6. 

Si l'on compare ces équations avec celles que l'on a obtenues pour 
les pendules simples, et que l'on remarque que l'angle désigné par ψ 
dans ce dernier cas est égal à l'excès sur 90 degrés de l'angle désigné 
par ψ dans l'équation (5^), on en conclura que le mouvement du 
pendule composé suit les mêmes lois que celui d'un pendule simple de 

longueur λ =■ A. 

Cette conclusion exige que - soit très-petit, et que ρ
0
 soit nul. 011 

au inoins assez petit pour qu'on puisse le regarder du même ordre de 
grandeur que n. 

QUATRIÈME SECTION. 

APPLICATIONS DIVERSES. 

§ Ier-

PROBLÈME. Un corps solide de révolution tourne autour de son axe 
defigure; son centre de gravité est fixe sur la Terre; l'axe du corps est 
astreint à ne pas sortir d'un plan déterminé qui est aussi fixe sur la 
Terre , mais il a la liberté de tourner dans ce plan directeur: il s'agit 
de déterminer les oscillations de l'axe mobile, lorsque le centre de 
gravité et le plan directeur sont emportés dans le mouvement diurne 

Je rapporte le mouvement du corps à trois axes οχ, οχ, oz fixes 
sur la Terre . et dont l'origine est au centre de gravité du solide. Je 
place les deux premiers axes dans le plan directeur qui est donné; 
alors ω est l'inclinaison de ce plan sur l'équateur de la Terre. Par le 
point ο, je mène une parallèle à la partie septentrionale de l'axe ter-
restre, je la projette sur le plan directeur et je place sur sa direction 

33.. 



α6ο JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

l'axe ox. Les équations (5o) de la section précédente s'appliquent au 
mouvement du corps solide que je considère, puisque ce corps a la 
liberté de tourner soit autour de oz, soit autour de son axe de figure. 
Seulement il faut adjoindre à ces équations les conditions 

l — o, 0=90°, 

qui expriment que le centre de gravité est au point o, et que l'axe de 
figure ne peut pas sortir du plan directeur xojr. De cette manière, les 
formules (5o) de la section précédente se réduisent à 

(1) + W»*) =0, 

(2) ~dF
=

—p." sm ωρ sm«, 

( 3) d(p -h η sin ω cos «) = ο ; 

on a posé 

(4) « = ψ —90°. 

Cet angle u désigne celui que l'axe du corps fait avec ox. 

Les intégrales premières des équations (1) et (3) sont, en désignant 
par a, b deux constantes arbitraires, 

(5) ^4-[ip2 = a, 

ί 6 ) ρ ■+■ η sin -a cos u = b ; 

l'équation (5) fait voir que la force vive relative du corps tournant 
reste constant pendant le mouvement. 

L'équation (6) montre que la composante suivant l'axe du corps de 
la vitesse instantanée et apparente du solide, fait avec la composante 
suivant le même axe de la vitesse de rotation de la Terre, une somme 

qui reste constante. 

Je désigne par c, u
0
 et p

0
 les valeurs initiales de ̂  «, ρ et j'ai 

pour les valeurs des constantes arbitraires, 

(7) a — c' -+- npl, b = p
0
 -+- η sin ω cosu„. 

ΑΛ désigne la force vive initiale. L'équation (7) fait voir que lorsque 

III I I 1 I ' Il I 1 I Ί I | rit I irillttl ' M I · n I 
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p
0
 et c sont nuls, a l'est aussi, et l'équation (5) montre que 

du2 + Pf> étant constamment nuls, on a 

du =o, p = o. 

Ce qui signifie que le mobile conserve sa position apparente et son 
équilibre apparent, lorsqu'à l'origine la force vive est nulle. 

J'élimine ρ entre les équations (5) et (6). et j'ai, en ayant égard aux 
équations (7), 

du2 — αμρ0η$\ιιω cos η 

= c2 — μρ
0
 η sin ω cos u

0
 — μ n? sin2 ω (cosu — cos w„ f. 

Dans les expériences, on donne au corps tournant une vitesse initiale 
de rotation p

0
, très-grande par rapport à η ; mais 011 voit que cette 

vitesse n'entre pas dans le dernier terme de l'équation précédente, 
et que ce terme a pour facteur le carré de la fraction excessivement 
petite n. Dans une première approximation qui sera suffisante ici, nous 
négligerons ce terme et nous réduirons l'équation à 

( 8) ^ — a μp
0
 η sin ω cos u — c~ — 1 μ ρ

0
 τι sin ω cos u

0 

Sous cette forme on reconnaît l'équation d'un pendule simple dont la 
longueur est égale à l'unité, oscillant autour du point ο dans le plan 
xoy, en vertu d'une force constante, parallèle à o.x ou à son prolon-
gement suivant que p

0
 est positif ou négatif, et dont la grandeur est 

égale à μρ0η sin ω. 

On arriverait au même résultat, si l'on employait les équations ^2), 
(3j, au lieu de (1), (3). 

La durée des oscillations très-petites de l'axe oz, du corps tour-
nant est, d'après l'équation (8), 

(9) τ = j==L===: 

de là on tire 

(10) η = ζ—-· 
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Dans ces équations, ω désigne l'angle que la normale au plan direc-
teur fait avec l'axe de la Terre. 

Les équations (8), (9), (10) conduisent facilement aux résultats 
suivants : 

i°. Lorsque le plan directeur est horizontal, l'axe du corps ne peut 
être en équilibre relatif que suivant la méridienne; cet équilibre est 
stable, si la rotation du mobile projetée sur l'équateur terrestre est de 
meme sens que celle de la Terre : il est instable dans le cas opposé. 

i°. Lorsque le plan directeur est le méridien, l'axe du corps ne peut 
être en équilibre relatif que s'il est parallèle à l'axe terrestre ; l'équi-
libre est stable si la rotation du corps est de même sens que celle de 
la Terre. 

Ces cas particuliers correspondent aux deux expériences connues de 
M. Foucault. 

3°. Pour que l'axe du solide se dirige parallèlement à l'axe de la 
Terre, il n'est pas nécessaire que son plan directeur soit le méridien ; 
il suffit que ce plan directeur, quelle que soit son inclinaison sur l'ho-
rizon, se trouve lui-même parallèle à l'axe de la Terre. 

4°. L'axe du solide est indifférent dans son plan directeur, lorsque 
ce plan est perpendiculaire à l'axe terrestre. 

Dans cette condition, l'appareil présente un cas analogue à celui de 
l'aiguille asiatique imaginée par Ampere. 

5°. Généralement, quelle que soit la direction du plan directeur, 
si l'on projette sur lui l'axe de la Terre, on aura la direction d'équi-
libre relatif que peut prendre l'axe du corps tournant. 

Cette règle générale est analogue à celle qui donne la direction de 
l'aiguille aimautée, lorsque le plan de la boussole est quelconque. 

6°. Lorsque l'axe du corps est hors de sa ligne d'équilibre, il oscille 
dans le plan directeur autour de sa position d'équilibre stable. Ses 
oscillations, grandes et petites, suivent les mêmes lois que celles des 
pendules. 

7U. Si l'on fait osciller l'axe du corps tour à tour dans le méridien 
et dans le plan horizontal, la rotation primitivement donnée au mobile 
autour de sou axe restant la même, on trouve que les oscillations dans 
le méridien sont plus rapides que les autres. 

8°. La durée des oscillations dans le méridien peut servir à déter-
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miner la durée de la révolution de la Terre. On tire, en effet, de l'équa-
tion (10), 

η = —> lorsque ω = qou. 

9°. Si l'on compare les carrés des nombres d'oscillations exécutées 
dans le plan horizontal et dans le méridien pour une même vitesse 
initiale de rotation du corps, leur rapport donne le cosinus de la lati-
tude; si les rotations initiales n'étaient pas les mêmes, il n'y aurait 
qu'à multiplier le rapport précédent par le rapport renversé des vitesses 
de rotation. 

Il suit de ces diverses propositions, qu'un expérimentateur, sans 
sortir de son cabinet, sans voir le ciel, peut déterminer la direction 
suivant laquelle le ciel paraît immobile, le sens dans lequel les étoiles 
paraissent tourner, la durée de leur révolution, ou plutôt la durée de 
la révolution terrestre. 

Sans doute , ces déterminations ne peuvent atteindre la précision 
qu'on obtient dans la mesure des éléments du mouvement terrestre: 
cependant il est bon de les signaler, parce que je ne crois pas que. 
jusqu'ici, on ait indiqué qu'elles peuvent se faire, au moins au point 
de vue spéculatif, par l'observation des oscillations d'un corps. Au 
reste , il me semble qu'une personne, même obstinée , ne pourrait pas 
résister à ce mode de démonstration du mouvement de la Terre. 

Au lieu d'astreindre l'axe du corps solide à rester sur un plan direc-
teur fixe, on pourrait l'obliger à ne pas sortir de la surface d'un cône 
droit dont l'axe passe par le point ο et a une direction fixe sur la Terre 
En prenant cet axe pour la ligne oz, il est clair que θ restera constant 
et égal au demi-angle du cône, que je désignerai par ε. D'après cela, 
les équations (5o) de la section précédente donnent, lorsque le point ο 
est le centre de gravité du corps, 

d(sin3ε :h pp2) = °' 

sin2ε = μ.ηρ sin ω cos φ, 

d(p -t- η sin ω sin e sin ψ) = ο, 
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Ces équatious se discutent de la même manière que les précédentes, 

et l'on en déduit les résultats suivants : 
L'axe du solide tournant a sa position d'équilibre dans un plan 

mené par l'axe du cône parallèlement à l'axe terrestre. Ses oscilla-
tions autour «le la position d'équilibre stable ont pour durée 

Τ = π t/ sine · 

Cette formule coïncide avec l'équation ( 9), lorsque ε = qo", auquel 
cas le cône directeur se change en un plan directeur. 

Kn discutant les équations (t), (2), (3), j'ai supposé que p0 est tres-
grand par rapport à n, afin d'arriver aux résultats qu'on peut obtenir 
par l'expérience ; mais on pourrait examiner les particularités curieuses 
que présentent ces équations, lorsque p

0
 est très-petit : cet examen 

n'offre au reste aucune difficulté. 

§ IL 

I'ROBLKMK. Un corps solide de révolution peut librement tourner 
autour de son centre de gravité, qui est un point fixe de la Terre; on 
place son axe de figure suivant une direction quelconque, fixe par rap-
port à la Terre , et pendant qu'on le maintient dans cette position, on 
imprime, par un procédé quelconque, un mouvement de rotation appa-
rente au solid·· ; on abandonne ensuite le. corps à lui-même en délivrant 
Vaxe >!e figure, et l'on demande de déterminer le mouvement relatif de 
ce corps, lorsqu'on suppose le centre de gravité emporté dans le mou-
vement diurne. 

Je rapporte le mouvement du corps à trois axes rectangulaires οχ, 
nj, oz fixes sur la Terre; je place l'origine ο au centre de gravité, et je 
dirige l'axe oz parallèlement à la partie australe de l'axe terrestre. 
Dans ces conditions, ω = o, et les équations (5o) de la section précé-
dente se réduisent à 

('■ 

d (dO2 + sin2OdY2+up2) = 0, 

of (sin2 5^ -+- μρ cosô) = η (ι — uWsin20. d(p—n cosS) = o. 
/ 
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m, m', in" étant des constantes arbitraires, les intégrales premieres 
des équations (i) sont 

(2i 

—, ~t- sm 6 -+- μρ = m, 

sin1 ô ̂  -f- μρ cos θ = η (ι — μ) sin1 & -h m', 

ρ = η cos S -+- m". 

Si l'on remarque que, d'après la section précédente, la force vive 
apparente du solide est 

A(S + sinï^ + ^2)' 
on peut conclure des équations (2) que la force vive relative est con-
stante, et que la composante suivant l'axe de figure de la vitesse in-
stantanée de la rotation apparente du corps fait, avec la composante 
suivant cet axe de la vitesse angulaire de la Terre — η cos θ , une 
somme constante. 

Si l'on pose 
η = ο, 

les équations (2} se réduisent à trois équations connues de la Méca-
nique. 

La vitesse angulaire et instantanée de la rotation apparente du solide 
est à une époque quelconque, d'après l'équation [\η) de la section 
précédente, 

( 3) οι = v®2 -+- χ2 + ; 

les cosinus des angles que l'axe instantané apparent fait avec les axes 
ox

(
, 07",, oz,, 011 avec le système οχ, οχ, oz, sont donnés par les 

expressions (18), (19) de la section précédente. D'après l'énoncé du 
problème, l'axe de figure est , à l'origine, l'axe instantané apparent: 
011 a donc, d'après les valeurs (18), pour t — o, 

(4) ZS
0
 — o, /0 = 0, p

0
 = ω

0
. 

On indique ici par l'indice o les valeurs initiales des quantités va-
riables. 

Tome X\111. — Αοιτ ϊ8ή'. 3^ 
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An moyen des valeurs (4), les équations (4i) de la section précé-
dente donnent, pour t = o, 

5 ) — = O, —L· r= Ο , 

conditions qui sont évidemment remplies à l'origine, d'après l énoncé 
du problème. 

Les constantes arbitraires déterminées par les données initiales ont 
pour valeur 

(6) 

m = μρΐ, 
m' = μρ

0 cosθ0 + η {μ — ι) sin2 θ
0

, 
m"— ρ

0
 — η cos 0

Ο
, 

et les équations (a) deviennent 

(7) 

^+sin >θ^ = μ(ρΙ-ρ*), 

sin2 9 ̂  = μ (p
0
 cos0

o
 — ρ cos θ) — η (μ — τ) (cos2 9

0
 — cos2 9). 

ρ = ρ
0
 -+- rt (cos 9 — cos 0Ο). 

Pour séparer les variables, j'élimine d'abord ρ, et j'ai 

(8) 

dt2 + sin2OdY2 

= μη (cos0
o
 — cos9)[ap

0
 — n(cos9

0
 — cos0)], 

sin2 9 ^ 

— (cos0„ — cos0) [μρ
0
 + η (cos 0O+ cosô) — μη cos θ

0
 )]. 

Je multiplie la première de ces équations par sin2 9, et je retranche 
le carré de la seconde, 

(9) 

Γμ2ρ
0
 p

0
-2«cos0

o
 cos0~-cos0

o
 Ί 

sin20 — = (cos0
o
-cos0) 

L + 2N^POSIN20O J 
— η2 (cos0„ — cos0)2 {μ sin20 -+- [(μ — i)cos0

o
 — cos0]2 J. 

Cette équation peut servir pour déterminer θ en fonction de t. En 
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éliminant dt entre l'équation (9) et la deuxième équation (8), on aura 
une relation entre ψ, 0, qui servira à déterminer ψ. 

Lorsque p
0
 est nul, l'équation (9) se réduit à 

SU1 6 dt< 
= — n2 (cos θ

0
 — cos 0)2 {μ sin2 θ + [(μ — ï) cos θ

0
 — cos θ ]2}. 

Pour que le second membre soit positif en même temps que le pre 
mier, il faut que θ soit constamment égal à θ

0
, puisque — n2 est mul-

tiplié par des facteurs essentiellement positifs. Cette condition de 
5 — θ

0
 entraîne, dans la deuxième équation (8), 

— = ο ou ψ = ψ0. 

Ainsi, dans le cas particulier que nous considérons, l'axe du corps 
reste fixe par rapport à la Terre, malgré le mouvement diurne: le 
corps lui-même ne prend aucune rotation relative, car la troisième 
équation ( η ) donne 

ρ = ο. 

C'est, au reste, ce que l'on peut conclure aussi de l'équation (2) des 
forces vives relatives ; car si, à l'origine, la force vive est nulle, cette 
force vive devra rester constamment nulle, ce qui exige que les trois 

termes sin2 S μρ2 du premier membre de la première équa-

tion (a) soient séparément nuls. 
Dans les expériences, on donne à p

0
 une très-grande valeur par 

rapport à «; lorsque cela a lieu, comme la dernière partie de l'équa-
tion (9) ne contient pas le facteur p

0
, et qu'elle a le facteur excessive-

ment petit n2, je négligerai cette partie de l'équation (9) dans une pre-
mière approximation qui sera ici suffisante; on pourrait au reste aller 
au deià par la méthode des approximations successives. Nous verrons 
plus loin qu'en conservant les équations complètes, on arrive aux 
mêmes conséquences générales. Je réduis, d'après cela, l'équation (9 ; à 

u2p0(p0 — 2ncosOo)(cosO — cosOo) 
(10){sin2OdO2 = (cosOo — cosO) 

+2nuposin2Oo 
34.. 
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la quantité 2"sin 9·—
es

t extrêmement petite: par conséquent, la 

différence cos5
n

 ?/ί sin 9"—
 S

era généralement comprise entre 

-+- ι et — ι ; il en sera toujours ainsi lorsqu'à l'origine la partie de 
l'axe du corps pour laquelle p

0
 est positif ne sera pas placée de manière 

à être presque parallèle à la partie nord de l'axe terrestre. En admet-
tant ces conditions remplies, et en désignant par α un angle compris 
entre ο et i8o°, je poserai 

(ι i) cos a = cos0„ - et /ι'=α'ρ
0

(ρ
0
- 2ncosô

0
); 

de cette manière léquation (to) devient 

( ta ) sin*0 — = h* (cos&
0
 — cosô) (cos θ — cos α). 

On voit par là que l'axe du corps ne conserve pas une inclinaison 
rigoureusement constante sur l'axe delà Terre, que cette inclinaison 
varie entre les limites excessivement rapprochées ô0

 et a. Je pose 

(i3) cos& = cos@0cosix + cosa sin'jc, 

en désignant par χ une variable auxiliaire; par ce changement de 
variable, je tire de l'équation (12), 

( τ 4 ) Mt — 2 dx ou χ — — ■ 

J'ai supposé la constante arbitraire nulle, car, d'après l'équation (i3j, 
on peut faire commencer en même temps les variables t et x. T.es 
équations ( 13 ) et ( 14 ) donnent 

(15) cos 0o-(- cos α cos θ,— cosa , .cosht; 

en ayant égard à l'équation (11), on a 

(16) cosO = cosOo — nsin2Oo + nsin2Oo cosht 

En portant cette valeur de cos 0 dans la deuxième équation (8), 

1 » m 111111 tu 11 it 11f 1111 tu 11 ι 
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on a 

^7)5=^^—^,·
 (Λ-

5ιη
^-[/^ο+ n{cosS + cosS„- p.co

S
$

0

V|. 

On pourrait intégrer cette équation par la méthode des séries, et nous 
en donnerons un exemple plus loin ; mais il suffira ici d'obtenir la 
valeur de ψ par l'approximation qui correspond à la suppression des 
termes d'un ordre de petitesse plus élevé que celui de n. Ainsi, nous 
réduirons l'équation (17) à 

(,8'> iï=
Pc

-"^-oso„(j-c°s ht)> 

l'intégrale de cette équation est 

φ — φη = Τϋ po— 2 Π COS σ0 Pe— 2 Λ COS θα h 

on sensiblement 

(19) ψ — ψ
0
 = nt — — sin ht. 

Considérons d'abord les équations (\6) et (19) dans leurs parties prin-
cipales cos θ

0
 et nt. Ces équations représenteront alors le mouvement 

d'un axe qui tourne uniformément autour d'une parallèle à l'axe ter-
restre, en allant en sens opposé du mouvement de la Terre, avec une 
vitesse angulaire égale à celle de la Terre, et en conservant une incli-
naison constante sur la ligne du monde; en d'autres termes, ces 
équations représentent le mouvement d'une lunette parallatique. Si on 
prend les équations complètes, on voit que i'axe du corps tournant 
suit le chemin d'une lunette parallatique avec un mouvement de nu-
tation circulaire excessivement peu étendu. Le diamètre du cercle de 

nutation est la quantité très-petite 2/ί "n&<1, ]
a durée de la nutation 

est — ou sensiblement —· 

Les calculs qui précèdent conduisent aux résultats suivants : 
i°. Si le corps mobile ne reçoit aucune rotation artificielle et est 

placé en équilibre relatif sur la Terre, lorsqu'on l'abandonnera à lui-
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même, il persistera dans son état d'équilibre relatif, soit que la Terre 
tourne ou qu'elle ne tourne pas. 

2". Si le corps a primitivement reçu une vitesse de rotation tres-
considérable autour de son axe de figure et qu'on ait placé cet axe 
en équilibre relatif sur la Terre avant d'abandonner le mobile à lui-
même, cet axe persistera indéfiniment dans son état d'équilibre rela-
tif, si la Terre ne tourne pas; mais si la Terre tourne, cet axe sortira 
de lui-même de la position d'équilibre relatif qu'on lui a donnée, il 
prendra en quelque sorte un mouvement spontané, un mouvement 
sans cause extérieure apparente pour un observateur qui ne connaî-
trait pas le mouvement terrestre. 

d". Le sens dans lequel se fait le déplacement relatif de l'axe, dans 
ce mouvement spontané apparent, ne dépend pas du sens dans lequel 
la rotation artificiellement donnée au corps s'effectue; il est toujours 
contraire à celui du mouvement de la Terre, et peut, par cela même, 
faire connaître ce dernier. 

4U. La rotation de la Terre est si bien empreinte dans le mouve-
ment relatif que l'axe du corps tournant semble prendre spontané-
ment, que si l'on pouvait exécuter l'expérience dans toute la rigueur 
des conditions abstraites du problème, on en déduirait et la direction 
de l'axe terrestre et même la vitesse de rotation de la Terre. 

5°. Tant que la rotation du corps persiste à des degrés divers, 
pourvu qu'elle reste notable, si l'axe est arrêté un moment par suite 
d'un obstacle quelconque, aussitôt que l'obstacle disparaîtra, l'axe 
du corps sortira de nouveau de l'état d'équilibre relatif, et il en sor-
tira chaque fois que les mêmes conditions se renouvelleront; c'est dans 
cette tendance persistante qu'a l'axe du corps à sortir de son équi-
libre relatif, qu'on trouve la raison d'espérer qu'on pourra réussir à 
manifester expérimentalement ce résultat du mouvement de la Terre. 
On connaît sur ce sujet les expériences de M. Foucault. 

Les conclusions générales auxquelles nous venons d'arriver étant 
obtenues en réduisant les équations à leurs parties principales, il est 
bon maintenant d'examiner jusqu'à quel point elles sont indépen-
dantes de ces réductions. Pour cela, je traiterai d'abord d'une manière 
complète le cas particulier où le solide de révolution est une sphère 
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homogène ou un corps composé de couches sphériques homogènes : 
clans ce cas, on a 

p. = ι ; 

je considérerai ensuite ce qui a lieu lorsque p. n'est pas égal à l'unité. 
Lorsque μ. = ι, les équations générales deviennent 

; 2θ) 
sin2 9 — = [p0(po —

 2n cos 9
n

) -h η2 ] (cos θ
0
 — cos 9" 

χ Γ (cos θ — cos 9
0

 Η —P°S'" ) 1, 

[χ ι j sin2 9 ~ = (cos θ
0
 — cos 9) {ρ

0
 -+- η cos 9). 

La quantité 

Ρο ' Ρο — 2 η cos 5
0

! +· η2 

peut s'écrire ainsi : 

(po — η)2 + 4« p
0

sin2 ~Ô
U

; 

or, rien n'empêche de placer l'axe oz, sur la partie de l'axe de figure 
pour laquelle la rotation initiale s'effectue de droite à gauche, et, par 
suite, de regarder p

0
 comme positif: en agissant ainsi, on voit que la 

quantité précédente est toujours positive ; on la représentera par h2 

et on posera 

Î22) h2 = ρ
0
 (ρ

0
 — 2« cos θ

0
) + η2. 

Je pose, en outre, 

(a3) H = cos 9
0
 - 2*P°^V 

H est, d'après cette expression, toujours compris entre -t- 1 et — 1, 
par suite, il peut être représenté par le cosinus d'un angle 9' compris 
entre ο et 1800; je pose 

(24) H = cos 9'. 

D'après l'équation (a3), on voit que 9' est plus grand que6
0
 ou égal 

à 9
0
 lorsque 9

0
 = ο ; j'écris maintenant l'équation (20) de la maniéré 
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suivante : 

(20) sin2 0 — = Λ- (cos θ
0
 — cos θ) (cos 6 — cos θ'). 

Cette équation montre que les seules valeurs admissibles de 0, c'est-à-
dire celles qui rendent le second membre positif, sont comprises entre 
0„ et 0'. En général, θ

0
 et 6' diffèrent de o° ou de i8o°, en sorte que 

sin θ n'est pas nul. On voit par l'équation (25 ) que ne peut être 

nul que lorsque S est égal à 0
O
 ou à θ'. Il suit de là, que l'inclinaison 

de l'axe primitif de rotation sur l'axe terrestre est continuellement 
variable et oscille entre les limites extrêmes 60 et Θ'. 

Pour connaître les oscillations de l'axe du corps par rapport à la 
direction de l'axe terrestre, je pose 

( 26 ι cos Ô = cos δ0 cos2χ + cos θ' sin2 χ ; 

d'où je tire 

(27) 

cos θ0 — cos θ = (cos δ0 — cos δ') sin2 χ, 

cos θ — cos 6'= (cos0o —cos 6') cos2 x, 

sin QdQ = (cos 60— cos 6') α sin χ cosxdx. 

L'équation (25) donne 

(28) hdt = V (cos 0„ — cos θ) (cos 0 — cos 0 '), 

lorsque dt est positif; on prendra le radical avec le signe -l- ou le 
signe —, suivant que dQ sera positif ou négatif. Quel que soit ce signe, 
l'équation (28) donne, au moyen des équations (27), 

( 29) hdt — 2 dx, 

d'où 

x = ht, 

On suppose, dans cette intégrale, que la variable auxiliaire χ commence 
en même temps que t; cette supposition est autorisée par l'équa-
tion ( 26) qui définit la variable x. Au moyen de cette valeur de x, 
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on a , d'après l'équation (26), 

(30) cos b —, ο r cos 9„ -4- cos 9' cos 9„ — cos 6' ,, cos ht ; 

on voit.par là que la variable θ suit les mêmes lois que l'écart d'un 
pendule conique par rapport à la verticale, et que la durée de la 
période est 

(3t) T=^. 

J'élimine dt entre les équations (29) et (21), et j'ai 

hdY 2(COS9,— cos9) η cos 0) dx; 

au moyen de l'équation (27), cette équation devient d'abord 

( cos 90— cos 9 ) ( 1 — cos 2 χ) p„4— - -ι— cos 2 χ dx 

hdY = sin2O 

Je pose 

(3α'ΐ 

A0 = Po + n{cos9e-t- 3 cos 9'* 

A, = — ρ0 — η cosS', 

A2 = n{cos9e-t- 3 cos 9'* 

et l'équation précédente devient 

ν -33) 
%hd\(cos6

0
— cosÔ')(A0+A, cos2.r + A2COS4JC) 

X ( —
a
 H —

0
 I dx. 

On tire de l'équation (26) 

I Η- COS Ν = 2 + cos 9, 4- cos 9' -f- ( cos 9« — cos 9' ) cos ix 

I — COS Ν = 2 — cos90—cos9—(cos9„ — COS9)cOS2JT. 

Tome XVIII. — Αοιιτ i853. 35 
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Je désigne par ι ix et 2 ν deux angles plus petits que 90°, et tels que l'on 
ait 

(34.1 
sin 2u = 2 -h COS θ,, -4- COS 9 

sin 2v = 2 -h COS θ,, -4- COS 9 

on déduit de là 

2 -+- cos θ0 -t- cos θ' = ( cos θ0 — cos 6' ) , 

2 — cosd
0
 — cos 5' = ! cos θ

0
 — cos 5'1 ' + tang 

D'après ces valeurs, on a 

(35) 
1+-—- = —ita"^ ,, ( 1 -+- tane2 u. -+- 2 tang μ cos 1 χ Ί 1, 

= —-■—5—-, (J ■+- tang-ν — 2 tane υ cos v.x) ; 

on connaît les formules suivantes, qu'on peut déduire d'un théo-
rème d'Exiler: 

( 1 -t- tang2 μ -+- ι tang μ cos 1 χ ) ' 

(36) 
= 7—tang'ft ^ ~~ 2 tangiA C°S 2 X + 9 taUg2 μ C°S 4 X ~ ' " ■ 

(1 -f- tang2 ν - 2 tang υ cos 2a:)-' 

= -—j~r| ι-Ε 2 tang ν cos 2 a:-t-2 tang2 ν cos 4# I 

|_ -+- 2 tang3 ν cos 6 a: -t- 2 tang4 ν cos 8 a: +... J 

Si l'on multiplie chacune des équations (36) par le trinôme 

A
0

-T- A, cos 2 a: + A2 COS Ί\Χ, 

on obtient deux nouvelles séries, que je désignerai par 

Bo -4- B, cos 2x -+- B, cos 4x 4- Β., cos 6x -h , . . -4- Β, cos 2 ix -f- . 

C, -1- C, cos%x ■+■ C2 cos4% -t- · · + C,- cos 2 ix -+-
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ci les coefficients de ces séries sont 

(37) 

B
0
 = A

0
 — A, tangju. -+- A

2
tangafji, 

B, = — 2 A
0
 tangju. + (A, — A2

 fang μ > (14- tanga/v.J, 

B
2
 = 2 A

0
tang2/m — A, tangp. (ι — tangja, )+ A2 (2 -+- tanga

t
u, ! : 

............................................................................................. 

(38) 

C
0
 = A

0
 H- A, tangv + A

2
 tangsv , 

C, = 2 A, tangv (A, 4- A
2
 fangv) (1 + tang2 v), 

C
2
 ~ 2 A

0
 langav 4- A, tangv(i tang v) + A

2
(a -+- tang2 ν ). 

............................................................................................. 

An moyen de ces expressions, l'équation (33) devient 

(39) 

hdty = 2 ta°6f* ,'b β
 cos

 jx-Lfl
 cos

 λ
 x

 _(_ t
 (

(
χ 

4- —- - ( U
0
 -t- C. cos 2 OC 4- C, COS ΔΛ + ...Ι «X , 

d'où 

£ (ψ -ψ
0

) = , -^tang
2

μ (ΒΟΛ·-^ ;B
(
sin îî -t- £ Β, sin4* + ...) 

Η tatlë,Î . (c
o
.r 4- - C, sin 2 χ -+- 4 C

2
sin 4 x 4- · · · I : 

ou bien , à cause de l'équation ( 29), 

(4ο) 
+ -^=T^Siv (Β°' + i2!rsil1 iht) 

Η — ( C
0
t -+- ^ V

 s
i" *ht ) ■ 

Je désigne par ^ Ψ la différence des valeurs de Ψ correspondait! a 

t = ^ et à t = j étant un nombre entier; l'équation !\o\ 

35.. 
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donne 

(41) 1Y = r (Bo1 — tang1 μ 0 ι — tang' -J ) 

U11 voit que cette valeur de ^ Ψ est indépendante du nombre entier j. 

Il suit de là que la projection de l'axe du corps sur le parallèle ter-
restre tourne en décrivant, autour du centre de gravité, des angles qui 
croissent suivant les termes d'une progression arithmétique dont la 

raison est ~ Ψ, lorsque le temps croît suivant les termes d'une pro-

gression arithmétique commençant par zéro et ayant pour raison la 
quantité 

1 T = r. 

Nous pouvons appeler vitesse moyenne le quotient des raisons de ces 
deux progressions, et. en désignant par V cette vitesse, on a 

^ ' 0 1 — lang' μ 0 ι — tang* » ' 

pour connaître le sens de cette vitesse et sa grandeur, il suffit d'exa-
miner le signe de V ; la rotation se fera de droite à gauche ou en sens 
contraire du mouvement terrestre, lorsque V sera positif. 

Les angles p. et ν sont plus petits que 45 degrés, par conséquent les 

quotients —ta°ë> tan6v

 son
j positifs; il est facile de transfor-

iner ces valeurs de la manière suivante. On tire des équations ( 34) 

cosOocosO' 

cos 2u = 42+cosOo+cosO'; 

or, on a en général 

tang2 u = I — cos2u. 
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Au moyen de l'expression précédente, on en déduit 

;43) 

cos Oo — cosO' 
tang u = 

cos Oo + cosO' 

4cosOocosO' 
I — tang2 u = 

(cosOo + cosO')2 

I + tang2u = 2 + cosOo+cosO' 

(cos Oo + cos O') 

I — tang2u = cosOo — cosO' 
8 cos — cos -

île la même manière, on obtient 

■■■M) 

sm - θ« — sin - θ 

tang ν = — 5 
sin - 0O -+- sin - Θ' 

4 sm — sin — 
I — tang2 v = I — tang2 v = 

I sin — -f- sin — | 

I + tang2v = 2 — cosOo — cosO', 

(sinOo + sin O') 

tang ν cos 0» — cos 9' 
1 — tang'v „ . θ0 . 6' 

Pour abréger, je pose 

(45) 

ρ ρ,' sin! θ, sin* 5
U 

rnr ' 1 — 2 - cos 9» -t- 1 - ) 

Q = cosOo+cosO', R = sinOo+sinO'; 
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au moyen des équations (22), (a3), (24), (43), (44), (45), ia valeur 
de V donnée par l'équation (42) devient 

-46) 

v
 - " r^^i

,+
S

(cos9>+PQ,)

- Ê)'
p

i
Q

'
cos9

·-;)! 

2( +»(:yp.Q. + i(îj'p3.Q4 

+ n y—f—jr |> +Î(co»«.-PH')-(:)'P(K'CO.«.+ |)) 

Ί -'(î.ï
R
'
p
'
+

Hiï
R

''" » 

La valeur de V que nous venons d'obtenir est indépendante de toute 
hypothèse faite sur les grandeurs relatives de p

0
 et n. Dans les appli-

cations, la vitesse angulaire de la Terre est une fraction très-petite, la 
vitesse angulaire p

0
 est un nombre plus grand que l'unité, puisque, si 

le corps solide tournant ne faisait qu'un demi-tour par seconde, on 
aurait 

Ρ ο — Τ , 

et que pour un nombre quelconque ρ de tours par seconde, on a 
p0 = ipn. 

D'après cela, on peut négliger dans la valeur de V, développée suivant 

les puissances de le produit de "et de sesdiverses puissances par «, 

et alors l'équation (46) donne 

( 4 / ) V = n. 

Dans les conditions que nous venons d'indiquer et qui sont celles des 
expériences, la projection sur un parallèle terrestre de l'axe du corps 
solide tourne en sens contraire de la rotation terrestre, avec une 
vitesse moyenne égale à la vitesse angulaire de la Terre. Au même 
degré d'approximation, on a 

(.461 
cos θ = cos σ

0
 -( cos Λ<, 

ψ — ψ0 = nt — — sin ht. 
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Ces expressions nous montrent que S est sensiblement constant, et 

que ψ — ψ
0 est égal sensiblement à nt. Si l'on fait d'aborcl abstraction 

des parties périodiques qui entrent dans les équations (48), on dira que 
l'axe du solide tournant se meut autour d'une parallèle à l'axe ter-
restre, en conservant sur cette ligne une inclinaison constante, que 
sa vitesse angulaire est égale à celle de la Terre, et dirigée en sens con-
traire de la rotation terrestre ; en d'autres termes, l'axe du solide se 
mouvra comme une lunette parallatique. En tenant compte des parties 
périodiques dans les équations (48), on voit que l'axe du solide décrit 
le chemin d'une lunette parallatique avec un mouvement de nutation 
circulaire d'une étendue excessivement petite, le diamètre du cercle 

de nutation étant 2"sin ^
 e

(- |
a

<J
ur

ée de la période ayant pour valeur 

2r 011 sensiblement Si l'on suppose p
0
 = 60, l'angle ™ corres-

pond à —· Pour ce cas, le diamètre du cercle de nutation, pris sur un 

cercle de om,36 de contour, s'étendrait sur une longueur plus petite 

que —-— de millimètre. Dans les expériences, telles qu'on les a exé-

entées jusqu'ici, on peut évidemment faire abstraction de la nutation 
que nous venons d'indiquer. 

Je considère maintenant le mouvement du solide, lorsque les mo-
ments principaux d'inertie G, A ne sont pas égaux , et j'écris l'équa-
tion (9) comme il suit : 

(49) 

sin2
 Θ-— — p.2 p0(p0 — ancosS

0
) (cosô

0
— cosô) 

cos θ — cos θ
η
 4- — —----- (cos θ - cos S„) ι 

(
 x | μ sin2 9 -+- [(p. — 1) cos9

0
 — cos δ]2 J j 

On peut placer oz
t
 sur l'une ou l'autre des deux parties de l'axe de 

figure du corps tournant; nous le mettrons de manière que 5
0
 soit 

positif. Dans les expériences, p
0
 est une très-grande quantité par rap-

port à n; nous pourrons donc regarder μ2 ρ
0
 (p

0
 — 2/zcos$

0
) comme 

positif; il serait, au reste, aisé de discuter les cas particuliers où 
p

0
 = 2HCOS0

o
 et où p

0
 est plus petit que incos9

0
. Dans cette suppo-
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sition, je pose 

(5o) h- = μ* p
0

 (f>
0
 — a η cos 0

O
), 

et l'équation précédente devient 

(5r ) sin10^ = ± h3(cos0
o

— cos5)(cos0 — M) (cos0 —Ν) (P— cos0), 

en liésignant par M, Ν, Ρ les racines de l'équation 

(52) 
OC — COS Θ

0
 -+- RR 

+ jÀx~ cos0
o
){p.(i — x*) + \x — (μ — i)cos0

o
]2J = o, 

et en prenant le signe -+- ou le signe — , suivant que le coefficient du 
terme du troisième degré dans le polynôme précédent est négatif ou 
positif. 

L'équation (5i) convient à tous les cas qui peuvent se présenter; 
dans les expériences, on donne à p

0
 non pas une valeur très-petite et 

de même ordre que n, mais une valeur très-grande par rapport à n, en 
sorte que la quantité 

2uponsin2Oo = 2n sin2Oo I 

u(1 — 2 — cosOo) 

est une fraction extrêmement petite. Si on ne place pas, à l'origine du 
mouvement, l'axe de figure du solide extrêmement près de la direc-
tion parallèle à la partie nord de l'axe terrestre, si cos 0„ diffère assez 

de — ι pour que la différence soit plus grande que *S1" e«
 ; a

i
ors 

la quantité cos 0O sera comprise entre -+- ι et — ι , et 

pourra être représentée par le cosinus d'un angle a, compris entre ο 
et 180 degrés. Les conditions que nous venons de considérer sont 
toujours réalisées dans les expériences; lorsqu'elles ont lieu, nous 
poserons 

Γ>3) cos« = c
OS

g
0
-2^,sin,\ 
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et J equation (52) deviendra 

(54) oc — cos α -t- ^ {χ — cosθ
0

) {μ (ι — oc2) -+- [ oc — (jet — 1) cos0
o

]2 } = ο 

Si l'on fait 
χ — cos p0 et χ = cos α, 

le premier membre de l'équation (54) donne 

~~>P ' — ji hi {μβιη2 α + [cos α — (μ — 1) cos0
o

J2 j. 

Ces deux résultats sont de signes contraires; donc l'équation (54 j a 
toujours une racine réelle comprise entre cos θ

0
 et cos α : cette racine 

peut donc être représentée par le cosinus d'un angle Θ', plus grand que 
θ

0
 et plus petit que a, et d'ailleurs extrêmement peu différent de θ0. 

puisque α — θ
0
 est une très-petite quantité. 

Pour avoir quelques notions sur les deux autres racines de l'équa-
tion (54), je considère d'abord le cas où μ est plus grand que l'unité : 
c'est ce cas qui est ordinairement réalisé dans les expériences. Si l'on 
remplace, dans le premier membre de l'équation (54), oc par un nombre 
positif suffisamment grand, comme le terme du troisième degré a un 
coefficient négatif, on sait, par la théorie des équations. qu'on aura un 
résultat négatif; d'une autre part, si l'on fait 

■*'=[, 
on obtient 

t — cos α + ^; ( 1 — cos θ
0
) [ ι — ( μ — ι ) cos θ

0
 ]2, 

quantité qui est positive ; donc l'équation (54) a une racine réelle com-
prise entre 4-1 et -|- 00 . On voit, de la même maniéré, que la troisième 
racine réelle de l'équation (54) est comprise entre — 1 et — χ . On 
peut donc représenter les racines de l'équation (54) par 

cos 6', 1 + ε2, — ι — ο12, 

ζ1 et ο2 étant des nombres positifs. 
Alors l'équation (5i) peut s'écrire ainsi : 

( 55 ) sin* θ — — Λ2 (cos0
o

— cos0)(eos6 — cos$')(cosy ■+■ 1 -+- )(h-î2 — cos 5 

Tome Will. — AQCT IS53. 
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Le produit h2 (cos fi + ι -+- <?2) (ι + ρ2 — cos fi) est positif pour toute 
valeur de fi; donc les valeurs admissibles de 9 doivent rendre positifle 
produit (cosfi

0
 — cos fi) (cos 9 — cosfi'), ce qui exige que θ soit compris 

entre les valeurs très-rapprochées 9
0

, 9'. L'équation (55) montre, eu 

outre, que 9
0

, 9' sont les limites de 9, et qu'à ces limites est nul. 

Il résulte de là que l'axe de figure du corps conserve, par rapport 
à l'axe terrestre, une inclinaison sinon rigoureusement constante, au 
moins sensiblement constante. 

θ étant égal à 90 ou plus grand que 9
0

, cosfi
0
 — cos θ est toujours 

positif; d'une autre part, p0 étant très-grand par rapport à n, la quan-
tité ιχρ

0
 -+- η (cosfi0 -t- cos9) — p.«cosfi0 est aussi positive; d'où il suit 

que la valeur d~i donnée par la deuxième équation (8), e'st toujours 
positive. De là on conclut que la projection, sur un parallèle ter-
restre, de l'axe de figure du corps, tourne d'un mouvement continu, 
toujours dans le même sens et en sens contraire du mouvement 
terrestre. 

Pour connaître la loi des variations de 9 et ψ, on s'y prendra comme 
dans le cas déjà examiné pour un corps sphérique. En effet, en 
posant 

(56) cos fi =; cosfi0cosa.r -t- cos fi' sin2χ, 

l'équation (55) donne 

hdt = *dx( I + à2 + + cose°-cose/eos »| 1 

x (I + e2 — cosOo + cosO' — cosOo — cosO'cos2x)-2: 

et en posant 

sin a λ = 2 + g' + cosOo + cosO', ,, sin a ν =2 + 2e2 — cosO — cosO', 

cette équation devient 

hdt = ̂ 1 tanëv _|_ tangsX -t- ι tangX cos ιχ) -
I 

Χ (ι -+- tang2 v — 2 tang/u. cos ·2χ) \ 
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D'après le théorème d'Euler, on a 

( ι -+- tang2 λ + a tang λ cos ijc) 2 == A
0
 -+- ^ A, cos 2 iac, 

(1 -+- tang2 ν — 2 tangv cos ix) 2 = B
0
 -+- ^ B, cos 2i.x, 

i étant un nombre entier pris entre r et oc ; A
0

, A, , B
0

, B
(
 étant des 

coefficients que le théorème apprend à former. Si l'on multiplie les 
deux séries, on a une nouvelle série de la forme 

C
0
 + 2 C,· cos 2 ix , 

dont les coefficients sont faciles à former, et alors l'équation précé-
dente devient 

hΛ =
 ey«a»Hît· (

c +
 y-

 c cos 2
,. δ 

d'où 

(57) ht=8VtangYtanv (Cos + E°°Cisin 2ix), 

et les équations (56), (57) donnent la loi des variations de $. Au 
moyen des expressions(56), (57), on pourra trouver la valeur de ψ, 
en s'y prenant de la même manière que dans le cas déjà traité de la 
sphère. 

Nous venons d'examiner ce qui a lieu, au moins d'une maniéré gé-
nérale, lorsque μ est plus petit que l'unité, et nous pourrions nous 
borner à ce cas, puisque c'est celui dans lequel les expériences sont 
ordinairement établies; néanmoins il est: bon de considérer main tenant 
ce qui a lieu lorsque μ est plus grand que l'unité. 

Dans ce cas, l'équation (54) a toujours une racine réelle comprise 
entre cos6

0
 et cos a, racine que nous désignerons par cos θ' : mais on 

ne peut plus dire que les deux autres racines sont réelles et comprises 
entre + 1 et + 00 , ou entre — 1 et — 00 . 1*011 r avoir quelques no-
tions sur les deux autres racines, j'ordonne d'abord l'équation 54 i, et 

36.. 
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I AI 

x3 + x
2 cos0

e
+ xj ι + ?-[μ-(ι - μ1) cos2g

0
] j

 u) 

— n2(I — u) {cos& + n2cosOo[u+ ·)* c°s* ®oi j-

ou 

(58) 
x

1
 -+- x

1
 cosô

0
 + χ j + [r=7 -

 +
 .
tt

)
 cos

*
 6

° | j 

- ^r=7ô -
 COSÔ

» [r^I + 0 - μ) cos10„j = O. 

Je pose 

Ρ = -ι- —^ (ι -f- μ) cos16
0

, 

Q +_ h cosa _
 cqs

 g Γ_jt ^
 cos2

 g I ^ 

et l'équation (58) devient 

(5g) χ1 -f- x1 cos0
o
 -+- Px -+- Q = o. 

Je pose 

(bo) x = jr J-· 

et J'équation ( 59 ) se réduit à 

(61) x1+ 3px — iq — o·, 

en posant 

p = P — cos2Oo, 

ν = ΐ[~^Γ+ ~3—-Q)· 

Lorsqu'on se place dans les conditions ordinaires des expériences, f>„ 
est très-grand par rapport à n, alors ρ est positif, et les racines de 
l'équation (58) sont, l'une réelle, et les deux autres imaginaires: on 
pont donc représenter ces racines par 

cosô', a + b\J—\, a — b — 1, 
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et l'équation (5i) deviendra 

(6a) sin* θ ̂  = Λ2 (cos θ
0
 — cos θ ) (cos 5 — cos θ' ) [ (cos 6 — a )* + h2 |. 

Le produit h2 [(cosΒ — a)2 -+- b* J étant positif pour toutes les valeurs 
de Θ, on conclura comme précédemment que θ varie entre les limites 

extrêmes θ
0

, θ', et que ̂  est constamment positif. 

§ III. 

Mouvement des diverses pièces d'un gyroscope. 

PROBLÈME. Un appareil est composé de deux anneaux et d'un corps 
solide de révolution; les trois pièces sont liées entre elles de telle sorte 
quelles ont leur centre de gravité commun, et que chacune peut tour-
ner autour d'un axe. Cette liaison est établie de la manière suivante : 
le plus grand anneau ou l'anneau extérieur peut librement tourner 
autour d'un de ses diamètres qui estfixe sur la Terre et qui a une di-
rection quelconque par rapport à elle; le diamètre perpendiculaire à 
cette ligne fixe sert d'axe de rotation à l'anneau intérieur dont l'un 
des diamètres coïncide avec cet axe. L'axe du corps tournant est porté 
par le deuxième anneau suivant le diamètre de cet anneau qui est per-
pendiculaire à l'axe même de l'anneau. Cette construction posée, on 
donne au corps tournant un mouvement de rotation quelconque, on place 
Vanneau qui le porte sur le support qui lui est destiné dans Vanneau 
extérieur, on dirige l'axe du corps tournant suivant telle ligne qu'on 
veut, puis, après avoir constaté que les deux anneaux sont immobiles 
par rapport à la Terre., on délivre l'appareil en l'abandonnant à lui-
même; il s'agit maintenant de déterminer le mouvement que prennent 
les diverses pièces de ce sjstème mobile en supposant que l'appareil 
est emporté par la Terre dans son mouvement diurne. 

PP' est l'axe fixe sur la Terre autour duquel l'anneau extérieur peut 
tourner. 

PNP'N' est une position quelconque du cercle moyen de cet anneau, 
et donne ce qu'on appelle le plan de l'anneau. 

Se>N' est le diamètre de l'anneau extérieur perpendiculaire PP'. Ce 
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diamètre ne peut se mouvoir que suivant un plan perpendiculaire à 
PP', et qui est représenté dans la figure par ANA'N'; ce plan est 
évidemment fixe sur la Terre. 

La ligne NN' sert d'axe de rotation à l'anneau intérieur. 
QNQ'N' représente une position quelconque du plan de l'anneau 

intérieur, et NN' est la direction d'un diamètre de cet anneau dont le 
centre est au point o. 

QQ' est la direction du diamètre de l'anneau intérieur perpendicu-
laire à NN'. C'est suivant QQ' que l'axe du corps tournant est soutenu 
par l'anneau intérieur, et ce corps a son centre de gravité en o ; il est 
clair que le point o, se trouvant sur la ligne PP' qui est fixe sur la 
Terre, se trouve aussi lui-même invariablement lié à la Terre et emporté 
avec elle. 

Je place au point o l'origine des axes déjà désignés par οχ, ογ, oz; 
je place oi sur oP, et, par suite, les axes οχ, oy dans le plan ANA'N'. 
Si, par le point o, on mène la partie nord de la parallèle à l'axe terres-
tre, et qu'on la projette sur le plan ANA'N', on aura la direction que 
nous prendrons pour l'axe ox. Dans ces conditions, en désignant par ω 
l'angle que oP fait avec l'axe austral de la Terre, par η la vitesse angu-
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87 
iaire terrestre, on aura 

ρ — η sin ω, q — ο, r = — η cos ω, 

d'après les équations (17) de la première section. Alors les equa-
tions (5) et (g) de la troisième section deviennent 

(·) 

a y m -, 

= 2^ m [(X — u")d.x -f- (Y — v") dy -+- (Ζ — w") dz\, 

d E m (xdy — ydx) 

— ̂  m [se (Y — ν", —j· ( X — u")\dt -+- η cos ω d ̂  m (χ1 -j- γ- · 

-τ- a IL si η OJ ̂  m oc dz ; 

les sommes indiquées par le signe ̂  s'étendent à toutes les pieces du 
gyroscope; m est la masse d'un point quelconque de l'appareil; X — u". 
Y — e", Ζ — w" sont les composantes de la pesanteur suivant ox, oy, 

. oz, en supposant que l'attraction terrestre est la seule force appliquée 
à l'appareil. Comme la pesanteur est considérée invariable dans toute 
l'étendue du système, et que le centre de gravité est au point o, ces 
équations se réduisent à 

(*) 

ί1Σ'η 2ι' = °' 

dEm(x % — J =ncosw£/2'"(^2 + J'2) 

-t- 2 η sin ω ̂  mxdz. 

Je désignerai par les caractéristiques S, S
t

, S
2
 les parties de ces diverses 

sommes qui se rapportent respectivement au corps tournant, à l'anneau 
intérieur et au grand anneau. Pour former ces sommes partielles, je 
rappellerai quatre propositions qui ont été démontrées dans la section 
précédente. 

Un corps solide de révolution quelconque a son centre de gravite 
au point ο ; on prend dans ce solide trois axes rectangulaires qui lui 
sont invariablement liés, savoir: o.r,, oy,, oz,, et tels que oz, coin-
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cide avec l'axe de figure. On désigne par ξ, ξ', ξ", τη, r/, τη", ζ, ζ', ζ" les 
cosinus des angles que ces axes font respectivement avec ox, ojr, oz ; par 
Θ, Φ, Ψ les trois angles caractéristiques qui servent à déterminer la posi-
tion du solide par rapport à ces axes; par Π, X>, Φ les composantes 
suivant ox

t
, oy„ oz, de la vitesse angulaire de rotation apparente du 

corps; par © le moment d'inertie relatif à l'axe de figure; par A> le 
moment d'inertie relatif à une droite quelconque perpendiculaire à 
cet axe et menée par le centre de gravité. Cela posé, on sait que 
l'on a 

(SI 

ξ = cos Φ cos ψ — sin Φ sin Τ cos θ, 
£' = — sin Φ cos Ψ — cos Φβϊη Ψ cos θ, 
E" = — sin Ψ βιηθ, 

r, = cos Φ sin Ψ-t-sin Φ cos Τ cos θ, 
r/ = — sin Φ sin Ψ -I- cos Φ cos Ψ cos θ, 
r," = — cos Ψ sin θ, 

ζ — sin Φ sin θ, 
ζ' = οοβΦ sin θ, 
ζ" = cos θ; 

(4 ' 

Π -- sin Φ sin θ —f- cos Φ —-. 

Λν = sin Φ cos θ sin Φ , ι 

1 = —j—(- cos θ ~r· 

Nous avons démontré dans la troisième section que l'on a 

) ' 

Σ m ί =-M 3F +
s,n θ

 y)
+

 · 

Zm (* i - y~dï) = Λ8'ηϊθί& Η-®* cos θ, 

E m (x1 = (A — e)sin30 -+- ©, 

2 E mx -r = cos Ψ sm θ — © cos θ —1— 

— (jtl-B'l sin Ψ sin3 θ — ? 

I 1 1 I I ' I Ml I I' IMI|l|i|l|FII|l|>||||||i||| l| | 
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le signe JT indiquant une somme qui s'étend à tout le corps solide 

que l'on considère. Les équations (5) se déduisent des équations (24), 
(28), (29), (3o), (4a) et (44) de la troisième section, §§ III et IV. 

Appliquons maintenant les propositions contenues dans les équa-
tions^) tour à tour au solide tournant et aux deux anneaux. 

Pour le solide tournant, l'axe de figure est oQ. Je désigne par 6 
l'angle que cet axe fait avec oz. Je projette cet axe sur le plan xoy\ 
ok étant cette projection , je désigne par ψ — go0 l'angle xoA qu'elle 
fait avec ox, en sorte que ψ détermine la partie ο Ν de l'intersection 
NON' du plan xor avec un plan mené par o, perpendiculairement à 
oQ. C'est sur oQ que je place l'axe oz,. Je désigne par φ l'angle Ν οχ, 
que l'axe mobile ox, du corps fait avec oN. Les trois angles caracté-
ristiques du solide sont 6, ψ , φ ; je nomme ρ la composante de la vi-
tesse angulaire de rotation du solide par rapport à oQ, et A, C les 
deux moments d'inertie de ce corps. J'ai donc 

(6' θ = 5, Ψ = ψ, Φ = 'f, ί' = ρ , Λ. = \ , £ = C, 

et les équations (5) deviennent 

(7) 

S οι -f- = A — — sin2& -+- Cp\ 

S mi x~ — 7 ' =- ) = A sin2 0 ~ -t- Co cos 5, 

S m [χ2 -τ- γ2) = (A — C)sin*ô -+· C. 
2 Smxdz = Cp cos ψ sin 5 dt — C cos 5 d (sin Φ sin β) 

— ( 2 A — C) sin ψ sin2 5 d9. 

Pour l'anneau intérieur, l'axe oefigureest une droite oDperpendi 
culaire au plan QNQ'N'. La droite oN est donc perpendiculaire à oD. 
et comme elle est perpendiculaire au plan Qo il en résulte que ce 
plan contient oD, et que, par suite, DA est la projection de oDsur 
le plan xor ou du prolongement de oD. Nous prendrons pour axe de 
figure de l'anneau la partie de cet axe qui se projette sur ok et qui 
est désignée par oD sur la figure. Alors l'angle que cet axe fait avec oz 
est 9 -h 90°; le plan QNQ'N', qui est perpendiculaire à l'axe de figure 
de l'anneau, coupe le plan xoy suivant NoN ', et la partie ο Ν de cette 
trace est déterminée par i'angie aroN = <1. Rie;, n'empêche de mettre 

Tome \'· ΠΙ. — Âot τ j8"1. ■J'j 
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sur Ο Ν l'axe ox, relatif à cet anneau, alors l'angle NOJT, est nul. Les 
angles caractéristiques de cet anneau sont donc 

Θ=0+9Ο°, Ψ = ψ , Φ = υ. 

On a, en outre, par l'équation (4),' 

9 = — sin 0 > 

et si l'on désigne par C,, A, les moments d'inertie principaux de 
l'anneau, en sorte que l'on ait 

S — Ci, , Αι — A, , 

les équations (5) deviendront 

:8) 

s, & =.A, { jp + COS' 0 Λ. J + c, sin 0 £ , 

S, m i χ ̂  — γ = A, cos2 0 ̂  + C, sin2 0 ̂ , 

S, m (x3 -hj1) = (A, — C, ) cos20 + C, , 
2 S, mxdz = — C,cosij;cos0sin0flfy + C, sin0/L sin ψ cos 0) 

— (2 A, — C, ) sin ψ cos2 0 d0. 

L'axe de figure de l'anneau extérieur est la droite AA' qui est per-
pendiculaire au plan de l'anneau ; l'intersection de ce plan avec xoj 
est NoN'. Si l'on prend oA pour oz, et qu'on place o.r, sur oN, les 
angles caractéristiques de cet anneau seront 

θ = ο, Ψ = ψ, Φ = ο; 
on aura 

9 = o, 

et les éqtiations (5) deviendront 

(9) 

S«TO dp = k3dP> 

s*m(xdi
t
-=A2 dY, 

Sj m [χ3 + jr3 ) = Aa, 
2 Sa mx dx = ο ; 
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A

2
 est le moment d'inertie de l'anneau extérieur par rapport à PP'. 
Au moyen des équations (7), (8), (9), les équations (2) deviennent 

(10) 

rfj (A -t- A,) -t- [(A-t- C, — A,) sin2 θ -+- A, A
a
] -+- Cρΐ | — ο. 

dj[(A + C,-A,) sin2 5 + A, + A,]^-(-Cp cos θ I 

= η cosco(A + C, — A, 4- C) dsin20 
Cp cosYsinOdt — C cosOd(sinYsinO) 

+ nsinw [ — C1sin1OsinYd0 — (2A — C)sin2OsinYdO], 
— (2A1 — C1) cos2OsinYdO 

Pour abréger, je poserai 

('1 ) 
A -4- A, — ci, A -+- C, — A, — b, A, -+- A2 — 3, 
u* = b sin2 θ -+- 3, k = η cos ω , k! — η sin ω ; 

alors les équations (10) deviendront 

(J2) 

d{ai£+tt'1&+cp*) = o> 

' ^ ("2 7F G ̂  COS = ^ ^ — L ) rf. sin2 6 

+ k' C ρ cos ψ sin Β dt — C cos Q d [ sin ψ sin 0 ) ~| 
J_ — (2 b — C) sin2 6 sin ùfdB — (α — b) cos2 θ sin ψί/5 J 

On peut avoir une troisième équation entre les angles ψ, θ et la vitesse 
p, en remarquant que, d'après les liaisons du système, rien n'empêche 
de donner un mouvement de rotation virtuelle au solide autour de 
oQ, sans faire mouvoir les deux anneaux. On obtiendra ainsi la for-

mule (32) de la section précédente, la somme ̂  ne s'étendant qu'au 

solide tournant, et cette équation deviendra, par les transformations 
indiquées dans cette section, celle qui est écrite la dernière au n° 5o, 
§ Y ; c'est-à-dire qu'indépendamment des équations (ta), 011 aura 

(I3I d (p — k cos 0 -(- k' sin Ô sin ψ ) = ο. 

37<· 
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§ IV. 

Mouvement du gyroscope lorsque les deusc anneaux sont invariablemeut tiés entre eux 
et sont perpendiculaires l'un à l'autre. 

Dans ce cas, l'angle θ ou QoP est constant et égal à 90 degrés: 
par suite, les .'quations (11), (12), (i3) se réduisent à 

C'41 

d(dy2 + A + 2A1 + A2P2) = 0, 

d ï = " sin ω ^ — ρ cos ψ dt, 

d (p -+- η sin ω sin ψ) = ο. 

Ces équations sont analogues aux équations (C, (a), ( 3) du premier 
problème et conduisent à des conséquences semblables. Ainsi l'axe 
oQ oscillera autour de ox comme ligne d'équilibre, lorsque la rota-
tion du solide se fera de droite à gauche autour de oQ, et la durée 
des oscillations très-petites sera 

T
=

 /A + *ah-A,. 

lorsque l'axe PP' de l'anneau extérieur sera vertical, on aura 

cos γ = sin ω. 

La ligne ox sera la partie nord de la méridienne, et la durée des oscil-
lations autour de la méridienne deviendra 

T =7rV C/i ρ, cos γA,. 

Supposons qu'on fixe l'anneau extérieur perpendiculairement au mé-
ridien , son axe PP7 étant vertical, et qu'on laisse à l'anneau intérieur 
la liberté de tourner autour de NN', qui est alors perpendiculaire au 
méridien; dans ce cas, θ n'est plus constant, mais ψ = 900, et les for-
mules (12), (i3) se réduisent à 

d(dO2 + C p2) = O, 

d(p — η sin γ cos 0-1-η cosy sin 0) = ο. 

1 1 1 ' 1 I 1 I ' I · ι 11 ι ι ι Μ ' Μ ι μ 111 ·· 11 |Ι· · > H ι Μ | | 
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La deuxième formule (12) ne sert pas ici, puisque le système ne 
peut pas tourner librement autour de oz. La dernière équation peut 
s'écrire ainsi : 

dp = nrfcos (S + ω) ; 

οι· θ est l'angle que oQ fait avec oz ou ο Ρ , ω est l'angle que oz fait 
avec la parallèle à la partie australe de l'axe terrestre, ω -τ- θ est donc 
l'angle que oQ fait avec cet?»; parallèle; si l'on désigne par « l'angle 
que oQ fait avec le prolongement septentrional de cette parallèle, 
on a 

θ -h ω = π — u, d6 = — du. 
et nos équations deviennent 

dtdr + A + A, C di ~ °' 

dp = — nd. cos« = η sin udu , 
d'où 

~dr + Â+X, sin" = °» Ρ — Po — «(cos« - cosu
0

) ; 

par suite, en négligeant les quantités de l'ordre n2. 

IF* + Â+A, Sm " — °-

D'où l'on voit que l'axe oQ oscillera autour de l'axe du monde, et 
que la durée de ses oscillations sera 

T"= " V/tSÎT ' 

les valeurs de Τ', T" pourront servir pour déterminer η et /. 
On aurait pu placer l'axe PP' perpendiculairement au méridien, et 

laisser à l'anneau extérieur la liberté de tourner autour de PP'; alors 
la valeur générale de Τ s'applique à ce cas, en faisant <ύ — qo°, ce qui 
réduit Τ à 

Τir , /A -H 2 A, -H A
2 
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S V. 

Mouvement du gyroscope lorsque l'axe fixe de l'appareil est parallèle à l'axe terrestre , 

et que l'anneau intérieur peut librement tourner dans le grand anneau. 

Je suppose que la ligue PP' est parallèle à l'axe terrestre; alors j'ai 

ω = ο, k = n, k' — o, 

et les formules (ta), (i3) du § III deviennent 

ί1"1 

d(aW+tt%W+CP')=ÎO' 

d fua^ -h Cp cos = η (b — Ci rf.sin* Θ, 

d(p — η cos 0) = ο; 

les intégrales premières sont 

(a) 
" + =m· 

u* ̂  -t- Cp cos θ = η [b — C) sin* 0 -t- m', 

ρ = η cos 6 -f- m" ; 

m, m\ τη" sont trois constantes arbitraires. 
Je suppose qu'on imprime au corps tournant un mouvement de ro-

tation autour de son axe de figure, qu'on place ensuite l'anneau qui 
porte cet axe dans l'anneau extérieur du gyroscope sur les supports 
destinés à porter les couteaux mobiles ; on fait alors tourner l'anneau 
extérieur autour de PP', l'anneau intérieur autour du tranchant des 
couteaux, et de cette manière on dirige l'axe du corps tournant sui-
vant telle direction fixe sur la Terre qu'on veut choisir; ces préparatifs 
étant achevés et l'immobilité des anneaux par rapport à la Terre étant 
d'abord maintenue et vérifiée, on délivre l'appareil sans lui donner 
d'impulsion et on l'abandonne à lui-même; je compte le temps à 
partir de ce dernier instant et je désigne par 0

O
, ψ

0 les valeurs initiales 
de S, ψ; à cette époque, on a 

- = o, - = o; 
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l' indique par p
0 la valeur initiale de p, qui n'est autre chose que la vi-

tesse apparente de rotation du corps lorsque t — ο, et je détermine les 
constantes m, m', m" par les équations suivantes : 

P) 

M = CP2, 

m ' = C p0 cos #0 — η ( b — C ) sin2 #0 ? 
m" — p

0
 — η cos #

0
 ; 

alors les équations (2) deviennent 

(4) 

eS + "'^=c(P«s-l9')' 

u2 ̂  = C (p
0
 cos #

0
 — ρ cos θ) -+- η (C — b) (sin2 #

0
 — sin2 0), 

p = Ρ ο + η ( cos # — cos 0
Ο
 ) ; 

j'élimine ρ, et j'ai 

ί 5) 
a ̂  -+- "

2
·^τ = 2 Cp

0
ra (cos #

0
 —- cos θ) — Cri2 (cos 6

0
 — cos 6 2. 

u2^- — (cos #
0
 — cos θ) [Cp

0
 — Cn cos #

0
 -+- bn(cos#

0
 -+- cos 6)|. 

Je multiplie par u2 la première de ces équations, et je retranche le 

carré de la deuxième, afin d'éliminer j'ai, après avoir divisé par a, 

(6) u1 jp = λ2 (cos#
0
 — cos #) (cos 5 — H) 

— η2 (cos #
0
 — cos#)2 [CM2 -I- (C cos #

0
 — b cos #

0
 — b cos#)2J. 

On a posé, pour plus de simplicité, 

(7) 

Y2 Ç2|>o(p»— 2«cos9„) 

H = cos#
n
 — r-r τν 

Je suppose, ce qui est permis, qifon a placé l'axe oz, sur la partie de 
l'axe de figure du corps tournant pour laquelle p

0
 est positif; alors λ2 

est positif, lorsque p0 est plus grand que 2 η cos#; nous admettrons 
que la vitesse primitive de rotation est assez grande pour qu'il en soit 
ainsi, et même qu'elle est telle, que H est compris entre + 1 et — 1 : 
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cela aura lieu toutes les fois que p
0
 sera notablement plus grand que n, 

et que cos 0
O
 ne sera pas très-peu différent de — i. La quantité H peut 

être regardée dans ces conditions, comme égale au cosinus d'un angle 
S' compris entre ο et 180 degrés, et on peut poser 

(8) H = cos0'. 

En négligeant les quantités de l'ordre de n9, l'équation (6) peut s'écrire 
ainsi : 

\ 9'| U2 — = λ2 (cos 6
0
 — cos 0) (cos 0 COS0'). 

Comme il est permis de regarder b comme positif, puisque l'appareil 
peut toujours être disposé de manière qu'il en soit ainsi, M2 sera une 
quantité positive, et l'équation (9) montre que 0 se trouvera toujours 
compris entre les valeurs extrêmes 0

O
, 0'. La valeur de H donnée par 

l'équation (-) fait voir que la différence des angles 0
O

, 0' est extrêmement 
petite et du même ordre que η en général ; d'après cela, on peut dire 
que l'axe de figure du corps tournant reste incliné sur l'axe terrestre 
d'une quantité sinon rigoureusement, au moins sensiblement con-
stante. Pour connaître les variations de 0, je pose 

(10) cos 0 = cos 0
O
 cos2α· -+- cos 5' sin2 χ ; 

au moyen de cette nouvelle variable, on tire de l'équation (9) 

(11) \dt—(cos o — cosO')sin2x 

Si l'on porte dans cette équation la valeur de uHQ, qu'on déduit de 
l'équation (10), et qu'on néglige les quantités de l'ordre de n9, 011 a 

t ?. ! λ at ~ | ι — , —, ( 1 — cos IX) \ αχ ; 

d'où l'on tire, en faisant commencer χ en même temps que t. 

■ 13) 

* 2 y'6sinje,-t-3 Γ /i3cos6, 
sinfi, L Csin'e,(ρ,— 2/1 cos e,' j x 

«S cos β, \jb sin1 β,-h3 sin 2χ 
Csin1 θ, (ρ,— 2η cose,) 
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tes équations (10) et (13) donnent la valeur de θ pour chaque époque t 
au moyen de l'auxiliaire x. L'équation (10) fait voir que θ est égal 
à θ

0
, ou à suivant que χ est un nombre pair ou un nombre impair 

de fois ~ Si l'on désigne par Τ la différence des valeurs de t corres-

pondant à 

•r = 7 2' et x = (; + >) â' 

j étant un nombre entier, on a, par l'équation (i3), 

^ ,, .j, π y/6 sin5 Θ,-t-3 Γ n3cosô„ I 

Cette valeur de T est indépendante de^, et donne le temps périodique 
des variations de Θ. 

La deuxième équation (5) donne, lorsqu'on y met la valeur de «% 
qtt'on tire de l'équation (10), celle dedt fournie par l'équation (12), et 
qu'on néglige les termes de l'ordre de n2, 

:I,3> dû = ̂ wP;^rin'9'+4-
(

, - cos ix) cfx; 

d'où 

(.6; ψ - ψ. = ,ncmtD> ' 

% est la valeur initiale de ψ. 
Je désigne par Ψ la différence des valeurs de ψ correspondant à 

x = j-, χ — ( /+[)-■ 

et j'ai 
, λ πp0 \/3 -h b sin- 60 

'■ ' A sin 0„ 1 p„ — in cos θ„ 

Cette valeur de Ψ est indépendante de j; elle exprime la variation con-
stante qu'éprouve l'angle ψ, lorsque l'angle θ passe de l'une à l'autre 
de ses valeurs extrêmes θ0, 5'. 

Les valeurs de t, Τ, ψ, Ψ données par les équations précédentes 
reproduisent celles que nous avons trouvées lorsque nous avons traité 

Tome XVΠΙ. — AOCT 38 
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le problème analogue à celui-ci, sans avoir égard à l'influence des 
anneaux du gyroscope. 

Si l'on divise Ψ par T, on aura, en négligeant les quantités d'un 
ordre supérieur à celui de n, 

W = n. 

•Ce quotient est positif et égal à la vitesse angulaire de la Terre.', On 
conclut de là que, si l'on projette sur un parallèle terrestre l'axe du 
corps tournant, cette projection tournera avec une vitesse moyenne 
égale à n, de sorte que si le temps croît en progression arithmétique 
dont la raison est T, l'angle dont tournera la projection variera suivant 
une progression arithmétique dont la raison est n ; ces variations auront 
lieu en sens contraire du mouvement de la Terre. 

Le travail qui précède est extrait de divers Mémoires que j'ai pré-
sentés à l'Académie des Sciences, et dans lesquels j'ai donné, en outre : 

i°. Deux nouvelles démonstrations des formules fondamentales (19) 
et (20) de la première section ; 

20. L'application de la méthode de la variation des constantes arbi-
traires pour déterminer l'influence de la fonction perturbatrice dans 
le mouvement du pendule simple; 

3°. Les lois du pendule lorsqu'on a égard à la fois à la résistance 
de l'air et au mouvement diurne. 


