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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

MEMOIRE

Sur une classe déquations différentielles sunultanées qui si-
rattachent & la théorie des courbes a double courbure;

Par M. J.-A. SERRET.

(Présenté a I'Académie des Scicnces, le 12 juillet 1852.)

Diverses questions de géométrie, et particulierement un grand
nombre de celles qui se rattachent a la théorie des courbes a double
courbure, se raménent 4 'intégration de certains systemes d’équations
différentielles simultanées 4 trois variables qui ont un caracteére remar-
quable. Les systémes dont il s'agit sont formés de deux équations
entre plusieurs fonctions de trois variables et de leurs différentielles
jusqu’a celles d’un certain ordre quelconque; ces fonctions sont telles,
qu’étant égalées a des constantes arbitraires, les équations qui en
resultent se réduisent, apres la différentiation, a uune ou au plus =
deux équations différentielles distinctes.

Dans le premier cas, celui ou les équations dont nous parlons sc
réduisent 2 une seule, le systeme des équations proposées w'a
point, a proprement parler, d’intégrale; il se réduit en quelque sorte
2 une égnation unique et admet, par suite, une solution qui renferine
une fonction arbitraire. Mais, outre cette soiution si générale, il en
existe une autre i laquelle on peut justement donner le nom de soln-
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tion particuliére et qui renferme un moindre nombre de constantes
arbitraires qu’il n’y en a, en général, dans Pintégrale d’un systeme de
méme ordre que le proposé. Cette solution particuliére donne presque
toujours la véritable solution de la question qui a conduit aux équa-
tions différentielles proposées. On en a un exemple dans le probléme
qui a pour objet de trouver une courbe dont les centres des spheéres
osculatrices soient situées sur une courbe donnée. On satisfait effec-
tivement a la question en prenant une courbe tracée 4 volonté sur
une sphére de rayon arbitraire et qui aurait son centre en un point
quelconque de la courbe donnée; mais on y satisfait aussi par le
moyen d’une courbe non sphérique et dont les équations renferment
deux constantes arbitraires.

Le deuxiéme cas conduit & des résultats différents. Les équations
proposées admettent une intégrale et une solution particuliere qui
renferme généralement une constante arbitraire de moins que l'inté-
grale, et qui donne presque toujours la vraie solution du probléme
quia conduit aux équations différentielles proposées. On a un exemple
de ce deuxieme cas dans le probléme qui a pour but de trouver une
courbe dont les centres de courbure soient sur une courbe donnée,
plane ou 4 double courbure. On satisfait évidemment au probléme
en prenant un cercle dont le rayon et le plan soient arbitraires, et
dont le centre soiten un point quelconque de la courbe donnée. Les
équations de ce cercle venferment quatre constantes arbitraires et
torment I'intégrale générale des équations différentielles du probléme
auquel on satisfait aussi par le moyen d’autres courbes dont les équa-
tions peuvent contenir trois constantes arbitraires au plus.

Lagrange est, je crois, le premier qui ait considéré des équations
différentielles 2 deux variables formées avec deus ou plusieurs fonc-
tions de ces variables et de leurs différentielles qui, égalées i des
constantes arbitraires, fournissent autant d’intégrales d’une méme
équation. Dans une Note que jai publiée 4 la suite de la Théorie
tles Fonctions analytiques (troisiéme édition ), jai ajouté quelques
développements & Panalyse de Lagrange, et les considérations dont
J'ai fait usage ont été le point de départ des recherches nouvelles que
y'ai honneur de présenter aujourd’hui 4 PAcadémie.
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Ce Mémoire est composé de deux parties. La premiére partie reun-
ferme I'analyse générale des équations différentielles dont il a été
parlé plus haut, avec plusieurs applications de la théorie. Dans la
seconde partie, j'étudie les détails que présente la solution des deux
problémes principaux qui m’ont conduit 3 entreprendre les recherches
actuelles. On y verra une application remarquable des formules dont
jai fait usage dans plusieurs Mémoires, et, en particulier, dans celui
que j'ai publi¢ au tome XVI du Journal de Mathématiques pures et
appliquées.

PREMIERE PARTIE.

I
Solent
x, )ﬂﬂ Zy

trois variables dont I'une peut étre supposée indépendante, les deux
autres étant alors des fonctions inconnues de celle-1a. Soient
CP’ "l“’ [CETEE) X.’

p fonctions de x, y, z et de leurs différentielles jusqu’a Pordre 7 in-
clusivement, telles que les équations

(1) p=a, $=0b, w=c,., y=k,

ou a, b, c,..., k désignent p. constantes arbitraires, satisfassent a la
méme équation différentielle d’ordre n + 1,

(2) Q=o0.

Cette circonstance aura lieu évidemment si les rapports des différen-
tielles do, dy, dw,..., dy 4 'une d’entre elles ne contiennent les dif-
férentielles de x, y, z que jusqu’a ’ordre 7. Soient enfin f et F deux
fonctions données, et considérons les deux équations simultanées

S 4w, x)=o,
3
(3) F (¢, ¢, »,..., L)=o.

Ces équations n’ont pas, i proprement parler, d’intégrale. En effet,
I..
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prenons x pour variable indépendante; si les équations (3) admet-
taient une intégrale, on pourrait en tirer les valeurs de d"y et de
d"z; par suite, les équations obtenues en différentiant les équa-
tions (3), feraient connaitre d"*! y et d"*' z. Mais cela n’a pas lieu,
puisque les premiers membres des équations dont il s’agit s’obtiennent
en multipliant la méme quantité O par des fonctions qui ne contien-
nent les différentielles de y et de z que jusqu’a Pordre 7.

Cela posé, il est évident que les équations (3) seront satisfaites en
méme temps que les équations (1), pourvu que, dans ces derniéres, on
considére les quantités a, b, c,..., # comme assujetties a vérifier les
deux équations

(4) fla by evy B)=o,

F(a, b, ¢,..., k) =o0;

or on peut satisfaire aux équations (1) de deux maniéres tres-diffé-
rentes : 1° en supposant les quantités a, b, ¢,..., k constantes; 2° en
supposant ces mémes quantités variables.

Je dis d’abord que I'équation obtenue en éliminant entre les équa-
tions (1) les u — 1 différentielles

dy, d='y,..., d"T*Ty,
ne contiendra pas non plus les différentielles
- — N2
d"@, ar 'Z,..., d 2.

Considérons z comme une fonction donuée, quoique arbitraire, de
la variable indépendante x, et a, b, ¢,..., kK comme des constantes
arbitraires. Alors I'équation (2) sera une équation différentielle i
deux variables x et y seulement, et il est clair que les équations (1

en seront u intégrales premiéres; ce qui montre, en premier lieu.
que p doit étre au plus égal 4 7 + 1. En second lieu, P'équation

‘\5'9 Il =o,
obtenue en éliminant

({NJ,, (1"' lJ.,' ey (1"—'"' 5—2‘?.'

, . ) Voo T L R R R R T Y LY N R N R TR I
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entre les équations (1), sera une intégrale d’ordre p. de I'équation 23
par conséquent, d’apres la théorie des constantes arbitraires, le svs-
teme des équations (1) sera équivalent a celui formé de 'équation |5
et de ses . — 1 premiéeres différentielles, ¢’est-a-dire au systeme

(6) N=o0, dil=0, d*lI-=o,..., A7 = o

Il résulte de la que I’équation (5) ne peut contenir les ditféren-

tielles
d?z, d"'z,..., Jd""* 7'z

Si, en effet, I'équation (5) contenait les différentielles de z de 'ordre
n— p.+ 2 on des ordres supérieurs, les équations (6 en contien-
draient d’ordres supérieurs a n, et elles ne pourraient plus des lors
former un systeme équivalent a: systeme (1).

On voit par la qu'on satisfera aux équations proposées (3) si I'on
satisfait 4 la seule équation (5), qui est seulement de Perdre 2 — 1 -1
par rapport & y et par rapport 4 z, pourvu toutefois que I'on consi-
dére a, b, ¢,..., k comme des constantes assujetties i vérifier les équa-
tions (4). On pourra donc prendre pour z une fonction quelconque
de x, ou, plus généralement, établir entre x, y, z telle relation que
Pon voudra. A I'aide de cette relation, on pourra réduire I'équation : 5)
a ne plus contenir que deux variables, et, ¢n lintégrant, on aura un
résultat renfermant n — p 4+ 1 nouvelles constantes; ce qui, avec les
@ — 2 qui restent arbitraires parmi a, b, ¢,..., &, fera en tout n —1
constantes arbitraires.

Maintenant, il est évident qu'on satisfera encore aux équations (3
si 'on satisfait a I'équation (3), ot a, b, c,..., £ seront considérées
comme variables, pourvu que les équations (6) équivalentes aux équa-
tions (1) demeurent les mémes dans le cas de a, b, ¢,.... variables que
dans le cas de a, 0, ¢,..., constantes. Pour plus de clarté, nous em-
ploierons exclusivement la caractéristique «/ pour désigner les diffe-
rentielles dans hypothese de a, £, c,..., & constantes. et nous déna-
terons par ¢ les différentielles relatives a a, /, c,..., 4.

Daprés cela, en différentiant I'équation

I = o
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dans Phypothése de a, b, c,..., variables, on trouve

dll + ¢ = o,
et 'on voit que, pour avoir
dll = o,
il faut poser
¢l =o.

En différentiant de méme 1I’équation

dll = o,
on trouve

d*1l + ddIl = o;

par suite, puisqu’'on veut avoir

d*ll =o,
il faut poser

ddll = o;

en poursuivant ce raisonnement, on voit que les conditions pour que
les équations (6) aient lieu dans le cas de a, &, c,..., variables, sont

dll=o0, ddll=0, dd*NM=o,..., dd* " * Nl =o.

En d’autres termes, on satisfera aux équations proposées (3) si I'on
satisfait aux p équations

(7) N=o0, dl=0, ddl=o0,., dd* ’HO=o,

et qu'on regarde les quantités a, b, c,..., k actuellement variables
comme étant toujours assujetties a vérifier les équations (4). Les équa-
tions (7) jointes aux équations (4) formeront un systéme de p + 2
équations entre les p -+ 3 variables

x, y, 3 a,b,c,.., k;

ce systeme admettra donc, en général, une itégrale qui formera une
solution parfaitement déterminée des équations (3).

On peut mettre les équations (7) sous une forme qui sera souvent
plus commode. Différentions, en effet, chacune de ces équations 2
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partir de la deuxiéme et jusqu’a Vavant-derniére. On aura, en obser-

vant qu'on peut intervertir 'ordre des différentiations par d et par 4,

ddII+ M=o, d*M +MdN=c, " *I0+ *d* > =o;

d’ou il suit que le systeme (7) pent étre remplacé par le suivant :

OH=o0, di=o0, M=o, MPdd=o,.., 6d" >I=o;

opérant sur ce systeme comme sur le systeme (7) et continuant ainsi,
on remplacera partout la caractéristique d par la &, et 'on formera le
nouveau systeme équivalent a (7), savoir

(8) M=o, dll=0, Ml=o0,., ¢ '[I=o0,

qui ne contient les différentielles de y et de z que jusqu’a I'ordre
n — y. -+ i. '

I1.

Comme application de la théorie précédente, proposons-nous de
trouver la courbe dont les sphéres osculatrices ont leurs centres sur
une courbe donnée.

Désignons par x, y, z les coordonnées rectangulaires de la courbe
cherchée; par ds la différentielle de I'arc de cette courbe; par p le
rayon de courbure; par r le rayon de torsion; par £, v, £; 3, ¢, v les
angles formés respectivement avec les axes par la normale principale et
par I'axe du plan osculateur; enfin par x,, y,, z, les coordonnées du
centre de la sphére osculatrice. On a [*]

dp
Xy=a + pcosk — - cos 2,

d

(1) j,-:]'—f—pcosv——rzgcosp.,
d

Z,= z+ pcos§ — I'fcos v.

[*] #oirle Mémoire que ai publié au tome XVI du Jowurnal de Mathématiques
pures et appliquées.
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On pourrait exprimer aisément x,, y,, z, en fonction de x, 5, z et
de leurs différentielles; mais ces expressions, qui sont tres-compli-
quées, ne nous sont pas nécessaires; il suffit, pour notre objet, de
remarquer qu’elles renfermeraient les différentielles des coordonnées
Jusqu’au troisicme ordre. D’aprés I’énoncé de la question, les coor-
données x,, y,, z, qui appartiennent a un point de la courbe donnée
devront vérifier les équations de cette courbe, savoir

‘ f'<xn Y 2, = o,
? F (x,, v, 3 =0.

En substituant a x,, 5, z, leurs valeurs, ces équations (2 : devien-
dront des équations différentielles du troisiéme ordre dont il faut
trouver les solutions. Or je dis que ces équations appartiennent i la
classe de celles dont il a été question au paragraphe précédent. Fun:
effet, des équations (1) on déduit (voir le Mémoire cité plus haut;

: do\’] -
dx, = — Erls+d(r(—'°> cos A,
r ds |
dy, = — Egr{s+d(r@.)> cos .
s r Y ll.\"J ’
1N -
doy = — Eds-&—d(r'—') cos v,
T X ds |

en sorte qu’en différentiant les équations
x, = constante, ), — constante, z, = constante ,

on tronve I'équation unique

"f_ds + d(jr%) =o.

Cela posé, d’aprés P'analyse exposée au paragraphe précédent, i}
est possible d'éliminer entre les équations (1) les différentielles du
deuxiéme et du troisiéme ordre. Cette élimination se fait immédia-
tement, en ajoutant les équations (1) aprés les avoir multipliées pai
dx, dy, dz respectivement; on obtient ainsi

(3) (:r—-x,)d.r-+- (]'—]'q)d]'-*—{Z—I,\)({Z:u.

Vo e R e R R AR NN N AR S VN Y SN A ARE A
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En considérant x,, 7,, z, comme des constantes liées par les équa-

tions (2), cette équation (3) fera connaitre la solution générale de

notre probleme. Intégrant donc, dans 'hypotheése de x,, 7,, z, con-
stantes, il vient

(x— 2+ (y —7:)*+ (2 — %)’ = constante;

d’ou il suit que si 'on congoit une surface sphérique de rayon arbi-
traire, et dont le centre soit en un point quelconque de la courbe
donnée, puis que I'on trace sur cette sphére une courbe quelcon-
que, cette courbe satsifera au probléme. Cette solution est évidente a
PrlOPl.

Mais pour avoir la solution particuliére, qui est ici la vraie solu-
tion, il faut, conformément A notre théorie, joindre 4 'équation (3)
ses deux premiéres différentielles par rapport 4 x,, ¥, 2, considérées
comme seules variables. On obtient ainsi le systeme

(x —x))dx + (y—7))dy +(z2—2z)dz=o,
dx, dx + dy, dy + dz, dz = o,
d*x, dx + d®y, dy + d*z,dz = o,

quon peut mettre sous la forme

dx o dy . dz
Ay d's,— dad'y,  dadz,—dzdiz, " drdy,—dy, diz,

(4) (dy,d?z,—dz, d*y,) (x — x)+ (dz,d*x,— dx, d*z,) (¥ — ry)
+ (dx,d*y, — dy,d*x,) (2 —2,) = o.

\

On peut chasser.]‘ et z, a Paide des équations (2), puis tirer ensuite
la valeur de x, de la derniére équation (4) pour la porter dans les
autres; on obtiendra ainsi un systéme de deux équations différen-
tielles du premier ordre entre x, 7, 2. L’intégration de celles-ci ame-
nera deux constantes arbitraires seulement.

1l est bon de remarquer qu’on arrive immédiatement a poser les
équations (4), si I'on considere la courbe cherchée comme une trajec-
toire orthogonale des plans osculateurs de la courbe donnée.

Tome XVIII. — Janvier 1853,
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I1I.

Soient, comme précédemment,

Xy s 2

trois variables dont la premiére x sera supposée indépendante; les
deux autres seront alors des fonctions de ar. Soient

@, ‘Pa Byeeoy Ko

p fonctions de x, y, z, et de leurs différentielles jusqu’'a 'ordre »
inclusivement, telles que les équations

(1) p=a, ¢=b, W == Cy..., x:k,

ou a, b, c,..., k désignent p constantes arbitraires, satisfassent aux
deux équations d’ordre n + 1

(2) Q=o, Q-.-':O,

mais ne se réduisent pas toutes, par la différentiation, 4 une seule des
équations précédentes, comme dans le cas que nous avons traité au §1.
L’hypothése ot nous nous plagons sera réalisée si chacune des différen-
tielles dp, dy, dm,..., dy s’obtient en ajoutant les quantités 2, Q,,
respectivement multipliées par des facteurs qui ne contiennent les
différentielles de y et de z que jusqu’a I'ordre n. Soient enfin f et F
deux fonctions données, et considérons les deux équations simultanées

(3) Sf(os 4 @5y X) io,
F(?’ '*Pﬂ Wy-.vy X)—-O

11 est évident que ces équations (3) seront satisfaites en méme temps
que les équations (1), pourvu que, dans ces derniéres, on considére les
quantités a, b, c,..., k comme assujetties a vérifier les deux équations

gf(a, b, c,..., k)=o,

(4) F(a, b, ¢,..., k)=0o.

Or on peut satisfaire aux équations (1) de deux manieres: 1° en suppo-
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sant a, b, c,..., k constantes; 2° en considérant ces mémes quantités
comme variables.

Pour satisfaire aux équations (1) dans I'hypothése de a, b, c,..., &
constantes, il est clair qu’il suffit d’achever I'intégration des équa-
tions (2) dont les équations (1) forment déja . intégrales, puis d’éliminer
du résultat toutes les différentielles. La solution ainsi obtenue renfer-
mera 27 constantes arbitraires, et formera en conséquence I'intégrale
générale du systeme (3). On arrivera encore au méme résultat en éli-
minant des équations (1) u — 2 différentielles parmi les plus hautes de
Y oude z, ou de 'une et I'autre variables, puis intégrant ensuite le
systeme des équations

(5) H=o0, I,=o0,

résultant de cette élimination. 11 est bon de remarquer que les équa-
tions (5) peuvent admettre une solution particuliére outre leur inté-
grale, et qu’a cette solution particuliére peut correspondre une solu-
tion particuliére des équations-(3). On en verra un exemple dans la
suite de ce Mémoire; mais la solution particuliére qu’il importe sur-
tout de remarquer est celle que I’on obtient en considérant a, b, c,..., k
comme variables, et dont nous allons nous occuper.

D’apres la théorie des équations différentielles, le systeme (5) est,
en général, équivalent au systeme (1), dans I’hypothése de a, b, ¢, ..., &
constantes, en ce sens qu’on pourra retrouver les équations {1) en
combinant les équations (5) avec celles qu’on en déduit par une ou
plusieurs différentiations. Si donc ces derniéres équations sont les

mémes dans le cas de a, &, c,..., k variables que dans le cas de a,"

b, c,..., & constantes, les équations (5) continueront de fournir une
solution des équations (3). Pour qu’il en soit ainsi, il faudra satisfaire
4 un nombre d’équations de condition égal au nombre des différen-
tielles qu'on aura éliminées des équations (1) pour former les équa-
tions (5), c'est-a-dire égal 4 p — 2. Ces p — 2 équations, jointes
aux équations (4) et (5), formeront un systeme de p + 2 équations
entre les . + 3 variables

x, ¥, z, a, b, ¢..., &k,
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dont P'intégrale sera la solution particuliere des équations (3). Nous
allons entrer i ce sujet dans quelques détails.

Si 1 est pair, on pourra éliminer des équations (1) les différentielles

R . By o,
de y et de z a partir de 'ordre n — - + 2; on peut donc supposer que

, - . - ’ 1
les équations (5) ne soient que de 'ordre n — - + 1, tant par rapport

a y que par rapporta z. Si, au contraire, pu est impair, on pourra éli-
miner des équations (1) les différentielles de y et de z a partir de I'or-

—1I - \ g
dre n — 'u—z-—-q— 1 pour 'une des variables, et a partir de Vordre

g —I ’ . .
n ——— -+ 2 pour ’autre; on peut donc supposer que la premiere

équation (5) soit de I'ordre n — ‘i:—i par rapport a chaque variable,

et que la deuxiéme soit de ce méme ordre par rapport a une des varia-
bles, mais de I'ordre immédiatement supérieur par rapport 2 'autre
variable. Cela posé, il est évident que, dans le cas de a, b, c,..., con-
stantes, les équations, qu’il faut joindre aux équations (5) pour former
un systéme équivalent au systéme (1), sont

dil = d*ll =o,..., d* I =
(6) 0, 050y , 0,
dll,=o, d*ll,=o,..., d*® M,=o,

dans le cas de p pair, et

difi,=o, d*N,=o,.., d’ I,=o,

dans le cas de p impair. 1l faut donc, pour avoir la solution particu-
liere des équations (3), exprimer que les équations (6) ou (6') sont
les mémes dans le cas de a, b, c,..., variables que dans le cas de a,
b, ¢c,..., constantes. Or, si 'on dénote par la caractéristique ¢ les dif-
férentielles relatives & a, b, c,..., considérées comme seunles variables
et que I'on réserve la d pour désigner les différentielles prises comme
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sia, b, c,..., étaient constantes, on trouvera, par le raisonnement em-
ployé au § I, que les conditions demandées sont

£ _o
2

| o =o, ddN =o,.., Ad
{7)

S
\

| =0, ddI,=o...., dd*  M,= o,

i = o,

dans le cas de p pair, et

, so‘n:o, ddll —o,..., dd * 0 =o.
(7) .

=0, JdIl,=o,..., fd 7 M, = o,

dans le cas de p. impair.

On voit aussi, a Paide du raisonnement déja employé, qu'on peut,
si on le juge 4 propos, remplacer partout la d par la &, et prendre en
conséquence *

il =o0, M0 =o,., ¢ 1l =o,
®) )

éM,=o, &M0,=o,.., ¢ M=o,

dans le cas de w pair, et
a=t w1
(8" 0l = o, M =o,..., ¢ ? HO=o0,¢"O=o0

0N, = o, *M,=o,..., & * Mn,=o,

dans le cas de g impair.

Le systéme formé par les équations (8) ou (8') jointes aux équa-
tions (4) et (5) fera connaitre la solution particuliere cherchée.

Dans le cas de p =3, les équations (3') se réduisent a I'équation
unique

¢l = o,

comme cela doit étre, ainsi qu'on s’en assure en traitant a part ce cas
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particulier. Dans le cas de p. = 4, les équations (8) se réduisent aux

deux

0 =o0, dI,=o0.

1v.

On peut former les équations

0l =o0, J¢lN,=o,...,

sans faire I’élimination qui conduit aux équations
M=o, [I,=o0.
Nous nous bornerons aux cas de p = 3 et p. = 4.
Soient, en prgmier lieu, les équations

f(‘P? Y, &) =0,

) F (¢, ¢, B)=0;

¢, Y, = étant des fonctions de x, y, zet de leurs différentielles jusqu’a
I'ordre n, telles que

(2) p=a, y=05 w=c;
soient trois intégrales du systeme
(3) =0, Q,=o

Prenons x pour variable indépendante et posons

d"y = pdx", d"z= qdx*;

il est clair que I'équation dont nous avons besoin s’obtiendra en por-
tant dans la premiére équation (2) les valeurs de p et g tirées des deux
autres, puis en différentiant le résultat par rapport aux seules quan-

tités a, b, c; par conséquent, cette équation s’obtiendra aussi en diffeé-
rentiant les trois équations (a) par rapport a p, q, a, b, ¢ et éliminant
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dp et dq du résultat. En opérant ainsi, on trouve
dg Y gy —

Ddp + Ty = ab,

dp
do do

d’ou, en éliminant dp et dq,

%) (ﬂdn dq,da>da+(dmd? dmd?)db_'_(d?dq, dq,d-;\)d

dpdqg — dq dp dp dg  dg dp dpdg " dgap) T O

Cela posé, si I'on élimine p ou ¢ entre les équations (2) et (4), on
aura trois équations qui, jointes a

f'(a, b, C):O,
F(a, b, ¢) = o,

composeront le systeme qui fournit la solution particuliére des équa-
tions (1).

Soient, en second lieu, les équations
(n) S (e ¢, =, xX)=o,
F (% ‘% @, X):O;

s ¢, @, x ¢tant des fonctions de x, ¥, z et de leurs différentielles jus-
qu'a Pordre =z, telles que

(2) ¢ =a, q,o:b, ®=0C, ) =e;
soient quatre intégrales du systéeme
(3) Q=o0, Q =o.

Prenons toujours x pour variable indépendante, et posons comme
précédemment

d"y = pde", d"z— gdx”™;

les deux équations que nous cherchons s’obtiendront en remplacant,
dans les deux premiéres équations (2), p et ¢ par leurs valeurs tirées des
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deux autres, puis en différentiant ensuite les résultats par rapport a
a, b, c, e; d’ou il suit que les mémes équations s’obtiendront aussi
en éliminant dp et dg des quatre suivantes :

%@+%@:@
%@+§@=m
do do

d d

#dp + ﬁdq = de.

On obtient ainsi

($hde — 2t o)da+ (555 d°d*)db+(ffiq‘£;ﬁﬂ)dc=0,

dp dg  dq dp
(4) (d‘l'dx d‘pdx)da—i—(dxd? dxdqf)dc_*_(ﬁﬂ_ﬁd_:)de:o.

dp dg  dq dp
Cela posé, si 'on élimine p et ¢ entre les équations (2) et (4), on
aura quatre équations qui, jointes aux deux

f(a7 b7 C, e)=°’

F(a, b, c, e)=0,

composeront le systéme qui donne la solution particuliére des équa-
tions proposées.

V.

Comme premiére application de la théorie qui vient d’étre exposée,
nous résoudrons la question suivahte :

Soient x, 7, z les coordonnées rectangulaires d’une courbe C, ds la
différentielle de ’arc de cette courbe; si I'on fait

dz dy

.’l‘.:]‘-,;—zas

dz dz

(l) ]|=ZZ—.1';1},
. Iy dx

' [ | CURE T UL UL O R R R TR
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les points (x,, 7,, z,) formeront une courbe C,. Cela posé, on demande
de trouver la courbe C, connaissant les équations de la courbe €,
savoir

f('rn Y4 Z,):O,
\F(xn VAT z,):o;

(2)

en d’autres termes, on demande de trouver I'intégrale et les solutions
particuliéres du systéme(2), ou x,, ¥, 5, sont censées remplacées par
leurs valeurs tirées des équations (1).

Les équations (2 ) sont du genre de celles dont on a fait 'analyse au
§ TIT; car les trois équations

x, = constante, 7y, = constante, z, == constante,

se réduisent, apres la différentiation, aux deux seules équations
2 — 3 —
d*y=o0, d*z=o,

si ’on prend dx pour la différentielle constante.

Cela posé, pour appliquer notre méthode générale aux équations (2),
il faut, des équations (1), en déduire deux autres dont la premiere
ne renferme plus de différentielles et dont la seconde ne renferme
que la différentielle d’une seule variable dépendante. Pour avoir la
premiere équation, il suffit d’ajouter les équations (1) multipliées res-
pectivement par o, y, z; on obtient ainsi

XX, + y¥,+ 23 = 0.

On aurait la deuxiéme équation en éliminant ds et Vune des
différentielles dx, dy, dz entre deux des équations (1) et la snivante.

ds® = dx* + dy* + dz*;

mais il vaut mieux, pour la symétrie, prendre I’¢quation obtenuc
en ajoutant les équations (1) apres les avoir élevées au carré; il vient
ainsi

. a . {wdx + ydy + zdz}
T B Ry r el

(15'

()

Tome XVIII. — Jaxvier 1833,
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Nous ferons, pour abréger,
24y z22=r x4+ y 422 =ri;
et alors les deux équations qui nous sont nécessaires seront
xx, + ¥y, + 22, = 0,
(3) dr

! —_— 2
r— r’d—"2 =r}

D’apres la théorie du § III, si I'on considére x,, 7 3 comme
des constantes assujetties 2 vérifier les équations (2), les équa-
tions (3), aprés que la deuxiéme aura été intégrée, feront connaitre
I'intégrale générale du systéme proposé. La premiére équation (3) re-
présente un plan passant par ’'origine des coordonnées; par suite, r
et ds sont le rayon vecteur et I'arc infiniment petit d’une ligne située
dans ce plan. Si donc x’ et 5’ désignent des coordonnées rectangulaires
sitnées dans ce méme plan, on aura

rP=ax?+ y?, ds*=dx'? + dy’?;
par suite, la deuxiéme équation (3) devient

(#dz + 5 dy'}

iy =T

x4y —
d’ou Yon tire
f:x’%+r,\/l+%:—:~
Cette équation a pour intégrale
Yy =mx+r Vi-+m?,

in étant la constante arbitraire, et elle admet pour solution parti-
culiére
4+ x=ri;
d’on il suit que I'intégrale générale du systéme proposé représente
des lignes droites situées dans les divers plans que représente
I'équation
XX, + ¥Y, + 32, = 0;

les droites situées dans chacun de ces plans sont tangentes 4 une cir-
conférence décrite de I'origine comme centre, avec r, pour rayon.
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Enfin Pensemble de toutes les circonférences ainsi construites forme
une solution particuliére des équations différentielles proposées.

Pour avoir maintenant la solution particuliére des équations propo-
sées qui résulte de la variation de Xy Yo 3, Ul faut différentier la
premiere équation (3) par rapport a x,, y,, z,, considérées comme

seules variables, puis joindre Péquation obtenue aux équations (3).
On a ainsi 4 intégrer le nouveau systéme ,

XXy + )Yy + 22, = o,

%) xdx, + ydy, + zdz, = o,
r2 —_ E —_— r.‘.’
ds2 — Tt

Si Ion fait, pour abréger,
ds, = \/dxf + dy? + dz?,

on déduit des deux premiéres équations (4)

X _ Y . z
_‘E — ‘_1.9:_1 - 2 d-”:l z dz, - d,V| dx,
jlds, Id.f, !d.!', Ids. t ' "_?’l(?l

La somme des carrés des numérateurs de ces fractions est 7%, celle
£ . ) . 4 lrz‘

des carrés des dénominateurs est r (l — ;d—;

sl

); par conséquent, cha-
cune des fractions dont il s’agit a pour valeur

ainsi I’'on a

dz, dy,

s Ta TG
T ar,
dix, dz,

(5> Y — ;t?. - ds,
r dr?
r ‘(le

dy, dx,

z Pds T
ro drf'
" \/"Zs:
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Différentions ces équations (5), il vient

dz, d_Tl
rdz—xdr_dy'z;.—z'ZfT_
4 B r 1 ny
1 b:
dz, dz,
rdy — ydr T,
(6) rt =d __drf ’
" \/ Ex
d]’l dz,
rdz—zdr_d z'_dT.—'r'ZcT
T = ar
\ T,VI—EE

Elevant au carré ces trois équations (6) et ajoutant ensuite, i} vient

dst — dr' __

-_r"__—
PO 75 U N O Ry |
j‘;l;. l(l-ﬁ + d ldJl _l‘fisl + d Id‘, yld!. .

d- a8 _dn " an
dr} dr} dr}
r, —_— l_ils—’ r, ) et -dT: r I— (—1‘—:

enfin, en éliminant ds® entre cette équation et la troisieme équation (4),

il vient
r} dr _
r(r—r)
dz, dy, ) dz, dz, ") dy, dz, 7|2
\ )  — 55 L ——— X X ——m —— fy —
7 dj ds,” ds, | | g L ds, d_ ds, 7' a5,

— —_——— -+ =
) dr} , dr} , \ dr}
"V 'V iT@ ' @

Les quantités x,, )y, 2, Iy et ds, peuvent, a I’aide des équations (2),
s'exprimer en fonction d’une seule variable indépendante; I'équa-
tion (7) une fois intégrée, on aura expression de r en fonction de
cette variable indépendante;; les équations (5) feront ensuite connaitre
x, y et z en fonction de cette méme variable. La solution que nous
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obtenons ainsi renferme une seule constante arbitraire, comme la
premiére solution particuliére déja trouvée.

Un cas trés-remarquable de la question qui vient d’étre analvsée, est
celui ot 'une des équations (2) a la forme

2 2 2 __ .
Xy -+ ¥yi -+ 2] = une constante;

c’est-a-dire le cas ot la courbe donnée C, est sphérique. Effectivement.
comme r, est constant, I'équation (7) est satisfaite par

r=r,.
A cette solution particuliére de I'équation (7) correspond une solution

particuliére des équations proposées; les valeurs de x, y, z données
par les équations (5) deviennent alors

o dz, dy,
X = § E‘;‘l - z’ -CE H

- dx dz
e o — - _
\&) ) =2 ds, x ds,’
2=,

U ds, ! ds,

Ces équations, qui ont la méme forme que les équations (1), mon-
trent qu’il y a réciprocité entre la courbe C, et la courbe C, qui
représente la solution dont nous nous occupons. Chacune de ces
courbes, situées toutes deux sur la méme sphére, se déduit de Pautre
par la méme série de constructions.

On voit que, dans ce cas, les équations proposées admettent quatre
solutions : 1° une intégrale renfermant deux constantes arbitraires:
2° denx solutions particuliéres renfermant chacune une constante
arbitraire; 3° une solution particuliére sans constante arbitraire.

V1.

Le cas que nous venons d’examiner est assez intéressant pour que
je croie devoir en donner ici un exemple. Je supposerai que les équa-
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tions (2) du § V soient
X3+ yi+zi=1,
r2+zt—z,=o.

L’intégrale générale et la premiére solution particuliére s’obtenant
immédiatement, je ne m’occuperai que des deux derniéres solutions.
Faisant z = \z,, je prendrai z pour variable indépendante; les équa-
tions (5) et (7) du § V deviennent

u!
x=r ,
1~
w—2u
‘7': | far——— )
\/l-f—u2

Ml

(1 —u)
z:r‘:’
\/|+uz
et
dr (24 2)du
ryri—1 1+

Cette derniére a pour intégrale

;= \/1+u’
T cos(u+g)—usin(utg)

g étant la constante arbitraire; et elle admet pour solution parti-
culiére

r=i;

il en résulte donc ces deux solutions des équations différentielles pro-
posées,
! u?
T cos(u+g)—usin(u+g)
w—2u
J = cos(u +g) = usin (s +g)’

3
(1—a*)?
cos(u +g)— usin(u—+g)’
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et
_ o’
v A— 7‘-*_:”2-
_ W—2u
T e
(1 — u‘)%
2= —\Tﬁ .
VIL

Comme deuxiéme application de notre théorie, nous résoudrons le
probleme qui a pour but de trouver la courbe dont les centres de
courbure sont situés sur une courbe donnée plane ou i double
courbure,

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires de la courbe cher-
chée; p le rayon de courbure de cette courbe; r le rayon de torsion
ou de deuxiéme courbure; &, v, ¢ les angles formés avec les axes par
la direction du rayon de courbure; enfin Xy ¥is % les coordonnées
" du centre de courbure. On a '

Xy =X -+ pcosk,

(1) Ji=J) + pcosv,
zy = 3 + pcosé.

I

En outre, le point (x,, y,, z,) étant sur la courbe donnée, on a les
deux équations

_f(-z'n AT z’l) = 0,

F<x” T ZI) = 0,

(2)

ou f et F désignent des fonctions données.

Si on expriméit Xy, ¥ % en fonction de x, ¥, % et de leurs diffé-
rentielles, les équations (2) se changeraient en deux équations diffé-
. rentielles du deuxiéme ordre; ces équations, qu’il S’agit ici d’intégrer,
appartiennent 4 la classe de celles que nous avons analysées au § 11,
car les trois équations

X, = constante, ¥y, = constante, 2z, — constante,
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sont trois intégrales du systeme formé des deux équations du troisieme
ordre

(3) dp=o0, ‘=o.

Cela posé, pour avoir l'intégrale de nos équations différentielles, il
faut considérer x,, 7, z, comme des constantes vérifiant les équa-
tions (2), et achever lintégration des équations (3) dont les équa-
tions (1) forment déja trois intégrales.

Ta premiére équation (3) donne
g = constante,

et I'on déduit des équations (1)
(4) (x—x, P+ (y—y )i+ (2—z)=p"
Eu outre, si 'on prend pour variable indépendante ds ou

vdx® + dy + dz*, on sait que cos £, cos u, cos § sont proportionnels
adix, d*y, d*z Daprés cela, les équations (1) donnent

(r—ryd*zs— (2 —z)d y=o,
(32— z)d*x— (x—x,)d*z2 =0,

(.1‘-—.‘1,'.)({’)‘- (‘7—]‘!)‘1:1‘: o3

intégrant et désignant par A, B, C, trois constantes arbitraires, il

vient

(r—yds — (32— z)dy = ACds,
(z — z,)dx — (x—x,)dz = BC ds,
(x—x,)dy —(y —r)dz = Cds.
En ajoutant ces équations respectivement wmultipliées par (x — x,),

(r—7) (z — z,), il vient
(5) A(x—x)+B(y—y)+(z—z ' =o.

Le systeme des équations (4) et (5), qui renferme six constantes A, B, p,
&, ¥1» 21, dont quatre sont arbitraires , forme I'intégrale générale des
équations différentielles propesées. Ces équations représentent, comme

' i { O e L O RN R RN AR AR LN L A SRR AN RN |
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on voit, un cercle qui a son centre en un point quelconque de la
courbe donnée, et dont le rayon, ainsi que le plan, est arbitraire.

On serait arrivé au méme résultat, quoiqu’avec un peu plus de
peine, en formant avec les équations (1), comme nous I'avons in-
diqué au § I1I, un systéme de deux équations dont I'une fiit du pre-
mier ordre seulement, et en intégrant ensuite ces équations. La pre-
miere des équations dont je parle s’obtient immédiatement en ajoutant
les équations (1) apres les avoir multipliées par dx, dy, dz, respec-
tivement; ce qui donne

(x —x))dx + (y—y)dy +(z — z)dz=0;
quant 4 P'autre équation, je la représenterai simplement par
II,= o,
comme dabs le cas général du § IIL. Cela posé, pour avoir la solution
particuliére des équations proposées, il faut joindre aux deux équa-

tions précédentes celle obtenue en différentiant la premierc d’entre
elles par rapport a x,, ¥, 2,, équation qui est

dxdx + dy,dy + dz,dz = o,
puis intégrer ensuite le systéme ainsi formé. Or, il est évident qu’on
peut remplacer I'équation I1, = o par celie qu'on obtient en diffé-
rentiant la précédente et chassant ensuite les différentielles deuxiémes

de x, y et z par le moyen des équations (1). On peut écrire ainsi
I’équation précédente,

dx dy
dx,(—l}-+({7.$+dA~.—_o,

diftérentiant et observant qu’on a, a cause des équations (1),

de  ds . (z—a,)ds (¢ —x)ds

e s,
s p o’ (g —z)f+(r—r)+{z—zr
d—y:ifcosu :_(j—-—')’,)t—lf:_ . (J"_J'l){\l‘f : ,
s p o (@ =2 )4 (F —rip+ (2 —2z)
dz ds {5 — 3z,) ds (z—:.)ds

—= 08§ = — ——f—— = —; : ——
ds P p* (g —z2 )+ (yr—ri+{z—2z}

Tome XVIIL, — Janvich 1853, 4
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il vient
dz dy dz
2., 4% 2 ar 2, %%
d .r.ds+d_y. ds+d g
_(#—=)dz 4+ (y—y)dy, + (2 —2) dz,

(r—2)+(y—rf+(z—a) ds = o,

ou
d*zx,dx + d*y,dy + d*z, dz

(2 — =) dz,+ (y — ) dy,+ (3 —3,) dz,
(=2, P+ (r—r)y+(z—2z)

— (dx® + dy* + d3?) = o.

Ainsi la solution particuliére des équations différentielles proposées,
ou, en d’autres termes, la véritable solution de notre probléme est
donnée par les trois équations

(x —x)dx + (y — y,)dy + (2 — 3,)dz = o,
dx,dx + dy,dy + dz,dz = o,
(6) d*zx,dx+d*y,dy+d?*z,dz

. a (r—z)dey+(y — y\)dyi+ (3 — 2,) dz,
I e ) e ey ey o

On peut, a cause des équations (2), considérer a,, 7 %, comme
fonctions d’une méme variable indépendante 9, et, par suite, les équa-
tions (6) auront lieu entre les quatre variables x, y, z, 6 et leurs dif-
férentielles premiéres. Le systéme de ces équations admet une intégrale
qui renferme trois constantes arbitraires, et il peut, en outre, avoir des
solutions particuliéres répondant i notre probléme, ainsi quon le
verra dans la seconde partie de ce Mémoire.

VIIL

Je ferai remarquer, en terminant cette premiére partie, qu’il faut
encore rattacher & la théorie du § III I'intégration des deux équations
simultanées

(0 Y =px+f(p, q),

z=gqx +F(p, q),

ou f et F sont des fonctions données, et ou p et g désignent les
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dy
dérivées —et - Si, en effet, on pose

dxz
(2) p=a, qg=%4, ']—p.r:a, z—qx =8,
on a
= fl{a, b),
(3) T .
§ = F (a, b);

d’ailleurs, si I'on considére a, b, o, § comme des constantes, les équa-
tions (2) sont les quatre intégrales du systéme

d*y =0, d*z=o0;

donc les équations (1) appartiennent 2 la classe de celles que nous
avons considérées au § III.

Si I’on élimine p et ¢ des équations (2), les deux résultauntes, savoir
Yy =ax +a,
2 = bx + G,

(4)

formeront I'intégrale générale des proposées, pourvu que 'on consi-
dere a et b comme des constantes arbitraires, et « et § comme des
fonctions de a et b données par les équations (3).

Pour avoir la solution partlcuhere des équations {1), il faut joindre
aux équations (4) celles qu’on en déduit par la différentiation relative
aa, b, a, 8; ces équations sont

xda +do =0, xdb+ d€=o,

ou

(x—i— f>da dJ;dbzo, <x+ )db+ —da = o.

On a ainsi le systéme de quatre équations

y=ax + f(a, b),

\ z = bx + F (a, b),
(5 e _ D dEds -
da  dbda da db  db
df (d6\?  (df dF\db dF
db( (E‘E)F&"&Z:("
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En intégrant la derniére équation (5), on aura la valeur de b en
fonction de a et d’une constante arbitraire; les trois premiéres équa-
tions feront ensuite connaitre x, y, z en fonction de 4. 11 importe de
remarquer que la derniére équation (5) admettra, en général, une

solution particuliére 4 laquelle correspondra une solution des équa-
tions proposées.

En appliquant ce qui précede aux deux équations
g y=px+p'+gq,
z = qgx + pq,
on trouve, pour Iintégrale,
2 y=ax—+a*+ b,
z2 = bx + ab,

«a et b élant les deux constantes; puis on a, en outre, les deux solutions
particulieres '

_y:—i(.r+a:)’+a’,
z=—2(x—a)’,
et
T 2
J =33
2= — ~a%
27

Dans la premiére de ces deux solutions, « désigne une constante ar-
bitraire.

En général, le systeme des équations (1) admet, outre son inté-
grale, deux solutions particuliéres distinctes, mais il y a des cas on
I'une de ces solutions particuliéres cesse d’avoir lien; cela arrive,
par exemple, si les fonctions f et F ne contiennent que g et p respec-
tivement, comme il est aisé de s’en assurer. Il peut se faire aussi que
le nombre des solutions particuliéres distinctes des équations (1) soit

FEEf K tecirrrraresarer
" Voo e
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supérieur a 2 ; cela arrivera si les quantités

df df dF¥ dF

db’ da db’ da

ont un facteur commun; car, en égalant 4 zéro ce factemr commun,
on obtiendra une solution particuliére de la derniére équation (5), a
laquelle pourra correspondre une solution nouvelle des équations (1).
Nous allons en donner un exemple. Considérons les deux équations

J = px —9g* +18p*g — 4p*,

z =qx + 12p9° — 4 p°q.
I’intégrale générale sera d’abord

y=ax — gb*+ 18a*b — 4a*,

z = bx + 12ab* — 4a’bh,

a et b étant les deux constantes arbitraires; on trouve ensuite que la
derniére équation (5) se décompose dans les deux snivantes qu’il faut
considérer successivement,

o _db 3 (db\?,
hb=a® et b_ad—a 5 d—a) ;
alors le systeme (5) donne lieu aux deux suivants :
y=ax — gb*+ 18a*h — 4a*,
z2 = bx + 12ab® — 4a’h,
x = — (36ab —16a®) + 18 (b — u‘)ib—,
da
p_gdh _ 3(db\?
= ad—a—; 2zl
et
=ax — gb* + 18a*h — 4a',
= bx 4 12ab* — 4a*h,
= — 204a?®,

> 8 0N

= a’.

Le premier de ces deux systémes fournit deux solutions particu-
lieres des équations proposées; 'une de ces solutions renferme une
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constante arbitraire. Le deuxiéme systeme fournit une troisiéme solu-
tion particuliére sans constante arbitraire, et qui est

4

y=—1b (2%)3,

fx
zZ = + 12(—)
20,

o
.

DEUXIEME PARTIE.
1.

Yai été conduit naturellement aux résultats exposés dans la pre-
miére partie de ce Mémoire, en étudiant les deux problémes qui ont
pour objet de trouver une courbe quand on connait le lieu des centres
de ses spheres osculatrices ou de ses cercles osculateurs. Je me suis
borné, dans ce qui précede, a établir les équations différentielles dont
ces problemes dépendent immédiatement, sans entrer dans les détails.
Je me propose, dans cette seconde partie, de faire connaitre une
solution nouvelle et directe des deux problémes dont il s’agit, et
d’analyser les divers cas remarquables que présente le second d’entre
eux. Je ferai un usage fréquent de quelques formules que jai pu-
bliées dans un Mémoire inséré au tome XVI du Journal de Mathé-
matiques pures et appliguées, et qu’il est nécessaire de rappeler ici.

Soient x, 7, z les coordonnées rectangulaires d’une courbe; ds la

différentielle de I'arc de cette courbe, c’est-a-dire yda® + dy* + dz*;
p le rayon de la premiére courbure; r le rayon de la seconde cour-
bure ou le rayon de torsion; «, 6, y; &, v, §3 X, &, v les angles formés
avec les axes des x, des y et des z, par la tangente, par la normale
principale suivant laquelle est dirigé le rayon de courbure, et par I’axe
du plan osculateur respectivement. On a
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d coso —= cos’g'%g,

ds
dcos 6 = cosv =,
o

d:
dcosy:cosgf;

b

] ds
d cos ) :cosé’;‘7,
ds
dcosp. = cosu =,
r

ds
d cos v = cos £ —:

ds ds
dcosE = -—cosaF-—cos)\?

)

ds ds
d cos v = — cos 6 — — cos . —,

P r

ds ds
.\dcosgz —cos"/?—coszv?-

Ces formules expriment, comme on voit, les différentielles des neuf
cosinus des angles a, §,..., par des fonctions linéaires de ces mémes
cosinus dont les coefficients ne contiennent que r, p et ds.

.

Nous nous proposons, en premier lieu, de trouver la courbe dont
les centres des sphéres osculatrices soient sur une courbe donnée. Je
désignerai par des lettres sans indice les quantités relatives a la courbe
inconnue, et par les mémes lettres affectées d’un indice les quantités
analogues relatives a la courbe donnée. Ainsi, par exemple, x, ¥, z
étant les coordonnées rectangulaires d’un point de la courbe incon-
nue; x,, vy, 2, seront celles du centre de la sphére osculatrice. Cela
posé, on a

.dp
x,—x_pcosé——lg;cosl,
(1) —y=pcosv —rcos
J Jo—r=p s P

d
& —z2=pcos{ —rd—fcos V.
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Différentiant, il vient
)] Cos A,

{2) cdy, = — [gds + d(r ds)] cos .,
( dz, = — [%ds + d(r %Sg)] cos v.

Elevant au carré et ajoutant, on aura ds}, et I'on peut poser

I}

\dx, :——[-’;ds + d(r

M S

(3) ds.:—[sds+d<r%)],

puisque Vorigine des arcs s, est arbitraire. Des équations (2) et (3),
on déduit

25 _ cos ) D — cos 9 cosy
-dT,_C 54 ds, — M. ds, ’

ou

(4) cosao, = cosk, C€OSB,= cosp, COS7Y, = COSV,

équations tres-connues et qu'on aurait pu écrire tout de suite.

Différentiant les équations (4) et ayant égard a celles rappelées au
§ I, il vient
ds, d.
LcosE, = £ cos £
2 r

ds, ds
—C0S v, = — COS U,
1

ds ds
—cosgE, = —cos §;
P r

d’onr

o ds ds

lf)) -—lzi'.—r

. o -

et

6)  cosk, = *xcos§, cosv,= *cosv, cos§, = * cosq.

Des équations (3) et (5), on tire

(o)
(7) NS S S,
7 s, 10

' . . " oy R R R NIRRT N S P RN R R
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et, en vertu des équations (4), (5) et (6), les équations (1) deviennent
+ ., 9 p
x =, & p, 5= C0sx, T pcosE,,
‘8 — a4 =+ dp —_
‘8) y_J,_p.Iﬁcosé,_._pcosu,,
dp
2 =2z *p, T COST=Fp cosg,.

2, est une fonction connue de s,; par suite , 'équation (7) étant inté-
grée, on aura la valeur de p exprimée en fonction de s, et de deux con-
stantes arbitraires; les équations (8) feront ensuite connaitre x, y et z.
Tl faut remarquer que, dans les précédentes équations, on doit prendre
ensemble les signes supérieurs ou les inférieurs; ce signe d’ailleurs est
indifférent, car on passe d’un cas a I'autre en changeant p en — 4.

111

Proposons-nous maintenant de trouver la courbe dont les centres de
courbure soient sur une courbe donnée.

Comme dans le probléme précédent, j’emploierai des lettres saus
indice pour représenter les quantités relatives a la courbe inconnue.
tandis que les mémes lettres affectées d’un indice désigneront les quan~
tités analogues relatives a la courbe donnée. Nous prendrons pour
variable indépendante ’arc s, de la courbe donnée. Cela posé, on 4

‘ x, —x = pcos&,
(1) Yo=Y = pcosy

i %, — = = p cos.
Différentiant et observant que

dr = dscosa, dy = dscos€, dz=dscosy,

il vient
[ " ods
dx,=dpcosé — — cos .
. ds
(2} Ly, =dp cosu—PTcosp.,
pds
| dz, =dp cos§ — *— cosv;
4

(%}

Tome XVILL, — Jaxviea 1853.
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élevant ces équations (a) au carré et ajoutant, il vient
ds? = dp* + £,

d’ou

-1 . ) , . ’ ds .
Si P'on divise les équations (a) par ds, et qu'on y remplace — par sa

valeur tirée de (3), il vient
dp dp’
cos ¢, = Z‘-'cosé - \/1— 2 cos A,

d dp?
(4) cos 6,=d—£cosv——\/|—xzc05p.,
d dp?
cos 7, =2§cos§—\/l—§f;

Ccos v;

multipliant ces équations (4) respectivement par cosa, cos§, cosy,
puis par cos}, cosp, cosv, puis par cos&, cosv, cosi, et ajoutant
chaque fois les trois produits, il vient

Co8 &, €os & + €08 6, cos € -+ cosy, cos y = o,

3 = 2

(5) cosa, cos A + cos 6, cosy + cosy, cos v = — t— 25
de

cosa, cos & + cos 6, cos v + cosy, cos & = -
[]

Différentions ces équations (5); il vient, en ayant égard & ces mémes
équations et i celles rappelées au § I,

dp ds
cos&, cos o+ cosy, cos§ + cos &, cosy=—? Zfi e
i 1

ds 2 P
€os &, Cos A+ cos v, cos p—+ cos &, cosv=p, ",—I—'ﬁ<i—.ﬁ+i li—. — l),
]

. 2 1 dp? 1)\
cos&, cos& -+ cos U, COS U+ COSE, cosG=—= [ (_d.cf -+ P_ e ;)
t ]
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en élevant ces équations au carré, puis ajoutant ensnite les résultats,

il vient
2
:
d’ou l
3 ; o :
VAR 1R
© o ds?

. . . 1, . . dp d? -
equation qui détermine ds en fonction de p, -d;P ) 'd_cf et des quantités
i 5

connues.
Faisant, pour abréger,

__d? 1 dp? I
®) V=@ tim e

les équations précédentes deviennent

dp? -
V=& —av
cos&, cosa + cos v, cos § + cos &, cos y = — =
P
V-
(7) { de
cos&, cosh + COSv, COS . + COs &, cosv = p, __"d_v,
2
\/l ds?
cos&, cosE + cosv, oSV + €os&, cos§ = p,V;

et
20
(8) ndp sV '"Taq 0T
p ds, ds; dp
T dst

Remarquons maintenant que les carrés des quantités
cos A, €osa -+ €os iy €086 - cosv, cos 7, .
€OS A, COSA -+ COS [y COS fL ~+ COSV, COS ¥,

cos}, cos& + cos, oSV + Cosv, cos §,
5..
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ajoutés respectivement avec les carrés des premiers membres des équa-
tions (5) et (7), donnent des résultats égaux i V'unité; d’ou il résulte
que l’'on a

€os ), COS % + COS, €086 + COsv, COSy = and >
dp B
( COS ), COS A + COS 4y COS [L -+ COSV, COSY = —ﬁ'T; —;i—; —pi V%
cos), COSE + COS L, COS U + COSY, COS & = \/1—3—2 -0 V.

Dans ces équations (g), les signes des seconds membres ont été dé-
terminés de maniére i satisfaire les deux équations suivantes qu’on
déduit facilement des équations (4) et (7), savoir :

:,1—:(005)\. cosE +...) — \/l— fj%(cosl. cosh—+...)=o0,

dp* _ , dp
I.—d_.;‘; _Plvz d_SI
- ' l (cos), cos o +...) + p.V———;: (cos}, cosh +...)
dp? _ap .
\/—d_ \/’ ds}
+ gy V{cosk, cosE +...) = o.

Prenons maintenant la derniére équation dans chacun des sys-
temes (5), (7) et (9); on formera le systeme suivant:

dp

s cosw, cos E + cos 8, cosu + €os Yy, €cosE = —-»

1

(10) | cos&, cos& + cosv, cosv + COSE, cost =0, V,

dp? "
cos A, cOs& -+ Ccos i, COS v + COS YV, cosf = \/1— (FF’ —piVi
1

multipliant ces équations respectivement par cosa,, cosE,, cosk,,
puis par cos§, , cosv,, cos ., puis enfin par cosy,, cos&,, cosv,, et

». b l P oy (N N R R RN R RN R TN T T LI RR TN RRR |
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ajoutant chaque fois les résultats, il vient

coskt =2 cosa,—f—p,VcosE,—,—\/——-—-p,V’cos/,,

dp dp?
(1) COSUZd——-COSG,—}—p,VCOSU,—i—\/I—Is—,-— 1Vicosy,.
cosg__—cos'y,—l—p.Vcos?;,—i—\/l——— giV3cosy,;

portant ces valeurs de cos &, cos v, cos ¢ dans les équations (1), celles-
ci deviennent

d T dp ”
x =ux, —pgsgcosa.—p,chosé, —p\/[——P— — p3Vicosa,,
1 )

(12)\y =7, —p-:—flcosé, —ppV cosu,——p‘/r—(—#-p,V%osu,

z = 3, -—pj—ﬁcosy. -p,chosg.—p\/l-—Ez—przcosw,,
! ! . [

Ces équations (12) feront connaitre les coordonnées de la courbe cher-
chée en fonction de s,, lorsqu’on connaitra 'expression de g en fonc-
tion de cette variable.

La quantité¢ p dépend d’une équation différentielle du troisieme
ordre que nous allons actuellement former.

Différentions les équations (7); on trouvera, en ayant égard i ces
mémes équations, ainsi qu'aux équations (3) et (8) et a celles rappe-
lées au § 1,

! ".{12

| cosh, cosa + COSfL, cos8 + cosy, cosy = — : == U

dp? ’IP B
\/I—E l—z-'—lb ¥

o d—P
N . ds, 5
COSA, COSA + COS [4, COS(L + COSY, COSY = — —— UC.
2]
COSA, cOsE + cospy COSV + cosy, cosg = — r, 0, U,
en faisant, pour abréger,
, dg
. dV v? 1dp ldpl> 1 —Ta’
ha) U=3 o aw*ra ) V=
ds,\" T ds? s,
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Pour que les équations (13) coincident avec les équations (g), il faut et
il suffit que I'on ait

. t dp? 2vr2
(]D) U+7’|P| l—dT:—p'V = 0.
, . dp d? d? ey
Cette equatlon renferme P, £ Pet ——f’ avec les quantltes connues

ds,’ ds* * ds?
r, et p,, qui sont des fonctions données de s,. L'intégration amenera
donc trois constantes arbitraires , ainsi que nous en avons déja fait la
remarque dans la premiére partie de ce travail.

Dans le cas particulier oti la courbe donnée est plane, on a
1

n O

et 'équation (15) se réduit &
U=o.

1l est trés-aisé de vérifier que les équations (12) satisferont aux équa-
tions (1), si ’on admet que I'équation (15) ait lieu. 1l y a pourtant une
exception i faire 3 I'égard d’une certaine solution de I'équation (15).

Celle-ci est satisfaite si 'on pose
d e

(16} I—d—f:—pr’zo;

mais alors la plupart de nos formules deviennent illusoires. L’équa-

,

tion (8) montre que I’équation (16) ne peut étre admise que dans denx

. . dP .dp . Y
hypothéses : 1°si % =0;2°8i 2 =1. Dans le premier cas, Péqua-

1 ]
tion (16) se réduit & p =p, ; il faut donc que le rayon de courbure de
la courbe donnée soit constant. Les équations (11) et (12) deviennent

alors
cosE = cosg,,

{17) COSY = COS Y,
' cosf = cos&,,

x = x,— p,cos§,,

(18 J =1 — P4 COSVy,

z =2, — p,co8,.
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3
On vérifie aisément que ces équations (18) satisfont aux équations (1),
a moins que la courbe donnée ne soit plane.

O

’ . d , - .
Dans I'hypothése de d—: =1, les équations (12) deviennent
1

xX=2x,— pcosa,,
(19) y=y,—pcosb,,

Z =2 — pCOSY,;

et 'on vérifie aisément que ces équations ne satisfont aux équations (1)
que dans le seul cas de r, = w, c’est-3-dire dans le cas ou la courbe
donnée est plane. Alors les équations (19) appartiennent anx déve-
loppantes de la courbe donnée en prenant

g = &, + une conslante.

Il résulte de 12 qu’en excluant de I'équation (15) la solution particu-
liere qui satisfait & I'équation (16), on ne rejette que les développantes
de la courbe donnée si celle-ci est plane, et la courbe paralléle a la

' courbe donnée est distante de celle-ci d’une quantité égale & son rayon
de courbure, si celui-ci est constant.

1v.

L’équation différentielle du troisiéme ordre dont ¢ dépend, s’abaisse
au deuxiéme ordre si r, et p, sont constants, auquel cas la courbe
donnée est une hélice ou un cercle. Supposons, en effet,

g1 = une constante @, r, — une constante /;

I’équation en p devient

e
] —
A V2 1dp I ds} 1 dp vz
{E;——F—“——‘—‘—‘dp dp’ +‘;d—s‘V az——dp —'I—E I—E-—(l V2 = o.
;{?x I—E " ds,
et 'ona



40 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Prenons deux ncuvelles variables ¢ et u, telles que

4 dp?
1= p*, "=P\/I_(‘1?5
t

on atra

A — ¥ Viede
T 2
d'ou
. u du
Vo _ 3xde
T odt

et si 'on prend ¢ pour variable indépendante, notre équation difté-
rentielle devient

1 —4a’ duw
d*u “ du u ¥ dt:
()

drr  t— @ \dr 4a’(t—-u’}_4ab J,__,[: =0

Si Pon fait b =, c’est-a-dire si 'on suppose que la courbe donnée
soit un cercle, Péquation précédente se réduit a

d-n u ( du '~‘+ “

drs r—u \dt 4n3(t—u’)——o'

Telle est I'équation dont dépend . en derniere analyse, la recherche
des courbes a double courbure dont les centres de courbure sont situés
sur une circonférence de cercle. Il ne parait pas que cette équation
puisse étre intégrée sous forme finie.
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