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PURES ET APPLIQUÉES. n3 

MÉMOIRE 

SUR LES SURFACES DONT TOUTES LES LIGNES DE COURBURE 

SONT PLANES OU SPHÉRIQUES; 

PAR M. J.-A. SERRET. 

M. Bonnet a présenté à l'Académie des Sciences, dans la séance 
du 10 janvier 1853, un Mémoire ayant pour objet la recherche des 
surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes. La méthode 
suivie par M. Bonnet consiste à former d'abord l'équation aux diffé-
rentielles partielles du deuxième ordre, qui représente les surfaces 
dont il s'agit; il obtient ensuite l'équation sous forme finie au moven 
des méthodes d'intégration développées par l'illustre Monge dans son 
Application de VAnalyse à la Géométrie. 

Dès que j'eus pris connaissance de l'extrait du Mémoire de 
M. Bonnet, imprimé dans les Comptes rendus des séances de Γ Aca-
démie des Sciences, je pensai que la solution de la question qu'il avait 
traitée, devait découler sans effort d'un théorème remarquable dé-
couvert par M. Joachimslhal et publié dans le tome XXX du Journal 
de M. Crelle. Effectivement, le théorème de M. Joachimstha!, dans la 
recherche dont il s'agit ici, donne immédiatement les intégrales du pro 
blême et joue un rôle analogue à celui des principes des forces vives 
et des aires dans les questions de Mécanique. Je cherchai donc à 
étudier, à ce nouveau point de vue, les détails du problème posé 
par M. Bonnet, et je communiquai à l'Académie le résultat de mes 
recherches, dans la séance du al\ janvier 1853. 

Quelque temps après, mon ami M. Liouville m'engagea a essaye! 
la recherche des surfaces à lignes de courbure sphériques, d'après la 
méthode que j'avais suivie pour les surfaces à lignes de courbure 
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planes, en y ajoutant les considerations que peut fournir ici naturelle-
ment la transformation par rayons vecteurs réciproques. La solution 
de ce nouveau problème est effectivement identique à celle du pre-
mier ; je la communiquai à l'Académie dans la séance du 11 février ; 
j'ajoutai ensuite quelques détails à la séance suivante [*]. 

Je me propose de réunir dans ce Mémoire, avec quelques déve-
loppements, les résultats divers que j'ai successivement présentés à 
l'Académie. 

-------------

PREMIÈRE PARTIE. 

DES SURFACES DONT TOUTES LES LIGNES DE COURBURE SONT PLANES. 

§ Ier. 

Le théorème de M. Joachimsthal, cité plus haut, consiste en ce que : 
Si une surface a une ligne de courbure plane, le plan de cette ligne 

coupe la surface partout sous le même angle; réciproquement, si un 
plan coupe une surface partout sous le même angle, l'intersection est 
une ligne de courbure de la surface. 

D'après ce théorème, si une surface est telle, que les lignes de cour-
bure de l'un des systèmes soient planes, on aura 

( ι ) ax -+- by -+- cz = u, 

(2) — ap —bq c = l y i -t- p* -l· q3. 

Dans ces équations, χ, y, ζ désignent les coordonnées rectangu-
laires de la surface; ρ et q sont mis au lieu de ̂  et Enfin, les 

quantités a, b, c, u et l sont constantes pour une même ligne de cour-

["] Dans le même temps, M. Bonnet s'occupait de la même question qu'il traitait 
également par la méthode que j'avais fait connaître après la publication de son premier 
Mémoire. On trouvera dans le tome XXXVI des Comptes rendus des séances de l'Aca-
démie des Sciences, les Notes de M. Bonnet et les observations que j'ai cru devoir pre-
senter à l'occasion de ces Notes. 
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bure; mais comme elles varient d'une ligne à une autre, il faut les 
considérer comme des fonctions d'un paramètre t. 

Si l'on imagine que t soit éliminé des équations (i) et (2), on aura 
une équation différentielle partielle du premier ordre, qui sera celle 
des surfaces dont les lignes de courbure de l'un des systèmes sont 
planes. Cette équation ne renfermera que trois fonctions arbitraires, 
car on peut égaler l'une des cinq quantités a, b, c, u, l k l'unité, et 
l'une des quatre autres au paramètre t : il s'ensuit que l'équation 
intégrale renfermera quatre fonctions arbitraires. L'élimination de t 
n'est possible que si l'on a fixé les fonctions arbitraires; mais si l'on 
suppose que χ et t soient prises pour variables indépendantes, on 
déduira facilement des équations (1) et (2) une équation différentielle 
partielle entre y, χ et t. L'équation intégrale de celles-ci et l'équa-
tion (1) serviront à représenter les surfaces dont les lignes de cour-
bure de l'un des systèmes sont planes. 

Mais si l'on ajoute la condition que les lignes de courbure du 
second système soient planes, on aura, outre les équations (1) et (2), 

(3) ax +■ ijr -+-yz= u, 

(4) — ap — êq ■+- 7 = λ v'i-l·- p2-t- q1, 

α, β, γ, u et λ étant des fonctions d'un second paramètre 6, qui 
restent constantes, avec ce paramètre, sur une même ligne de cour-
bure, mais qui varient d'une ligne à une autre. 

U s'agit maintenant d'exprimer que les équations (1) et (3) appar-
tiennent à deux lignes de courbure de systèmes différents. Désignons 
par dx, djr, dz les variations infiniment petites de x, y, ζ sur la pre-
mière ligne de courbure; par dx, dy, dz les variations sur la seconde, 
on aura 

dxdx -t- dydy + dzdz = o. 

On peut éliminer les six variations que renferme cette équation au 
moyen des suivantes : 

adx -+- bdjr -t- cdz = o, dz = pdx -+- qdjr, 
adx -t- §dy -+- ydz = o, dz = pdx -+- qdy, 

1 o.. 
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il vient alors 

(bp — aq) (βρ — aq) -H (a -t- cp) (α -4- yp) -+- {b -4- cq) (β -!- yq) = ο ; 

enfin, si l'on ajoute à cette équation celle que l'on obtient en multi-
pliant membre à membre les équations (2) et (4)) il vient simple-
ment 

(5) aa -+- bë + cy = 11, 

équation qui doit être satisfaite en prenant pour a, b, c et l des fonc-
tions du paramètre t, et pour a, ë, y, λ des fonctions du paramètre Θ. 

On peut satisfaire à l'équation (5) en supposant a, b, c constantes 
ou α, β, γ constantes. Ce cas est celui des surfaces dont les lignes de 
courbure de l'un des systèmes sont dans des plans parallèles à un 
plan fixe. S'il s'agit, par exemple, du premier système, et si l'on prend 
le plan fixe pour celui des arz, on pourra faire 

a — o, b = ι, c — o; 

alors l'équation (5) se réduit à 
β = /λ, 

ce qui exige que l'on ait 
β = ο, λ = o, 

011 bien 
— I = une constante m, ë — — m).. 

Si c'est la première hypothèse qui a lieu, comme α, β, γ ne peuvent 
être nuls tous trois, on petit prendre, en outre, 

a = 1. 

Laissons de côté le cas où les plans des lignes de l'une des cour-
bures sont parallèles. Parmi les trois quantités a, b, c ou a, ë, y, 
deux au moins sont différentes de zéro; on peut donc supposer a 
et 0 différents de zéro; par conséquent, on peut poser 

a = 1, ë = 1 ; 
l'équation (5) devient alors 
(6) α -t- b + cy — /). 
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Désignons les dérivées par des accents à la manière de Lagrange : 

il viendra, en diflerentiant l'équation (6) par rapport au paramètre f. 
puis celle obtenue ainsi par rapport à 5, 

(7) 
b' -+- c' y = /' λ, 

C'Y= vr.. 

Si c' et y' sont différents de zéro, la deuxième équation {η) donne 

l - Ί~ c' 

et la première devient alors 

Ην-')-· 
à cause de l'hypothèse c'^o, cette équation ne peut subsister que si 

γ se réduit à zéro ou au moins à une constante; par conséquent. 
le rapport des quantités b' et c' est constant, et il existe une relation 
linéaire entre b et c. L'équation (6) exige donc en premier lieu que 
l'on ait 

c = constante ou y — constante, 

ou que b et c soient liées par une équation linéaire. D'oii il suit que 
les plans des lignes de l'une des courbures sont parallèles à une droite 
fixe. Supposons qu'il s'agisse des lignes de la première courbure, et 
prenons la droite fixe pour axe des/; on aura 

b — ο ; 
l'équation (6) devient alors 

α -i- cy = 11, 
et sa dérivée relative à #, 

c'y = Ζ'λ. 

c' ne peut être nul, car alors c serait constant, et l'on rentrerait dans 
le cas où les plans des lignes de l'une des courbuies sont parallèles. 
Alors on tire des équations précédentes 

y = ~l, «=(/-£-) λ; 

λ ne peut être nul, car on aurait a~ o, y = o, et les plans des lignes 
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de la deuxième courbure seraient parallèles; il faut donc que — et 

/ — soient constantes, et, par suite, que le rapport des quautités 
α et γ soit constant. Cela prouve que les plans des lignes de la deuxième 
courbure sont parallèles à une droite fixe qui est située dans le plan 
des xz. On peut prendre cette droite pour axe des x, et l'on aura 

a = o. 

L'équation de condition (6) devient alors 
cy = /λ. 

On ne peut avoir c = o ni y = ο, puisqu'on rentrerait dans le cas des 
plans parallèles. On a donc, en désignant par m une constante, 

l — me, λ = —■ 

Il résulte de cette discussion que les solutions de l'équation (5) se 
réduisent, pour notre objet, à trois seulement, et qui sont : 

ι". a = o, b= i, c= ο, α = ι, β = ο, λ = ο ; 
·>". Λ = ο, b — ι, c = ο, I = — m, β = — >/ιλ; 

3U. α— ι, b = ο, I = me, α — ο, β = ι, λ = — : 

τη désigne partout une constante ; les quantités dont la valeur n'est 
pas fixée, demeurent des fonctions arbitraires du paramètre t ou 0. 
Nous allons examiner successivement les trois cas auxquels on est 
ici conduit. 

§ π-

Premier cas. 
Un a 

a = o, b= i, c — ο, α = ι, 5=o, λ = ο; 

si l'on fait, en outre, 
1= — t, u=f(t), 
y=$, υ = ψ(θ), 
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f et φ désignant deux fonctions arbitraires, les équations (i), (2), f 3', 
(4) du § Ier deviennent 

(0 y = f ( t ), 

q = t\jl+ p² + q² 

(*) 
a?+5z = ?(®)> 
p = O 

L'élimination de t entre les équations (1), celle de θ entre les équa-
tions (2), donnent 

(3) '=/(77?fe0· 
x + pz= ψ{ρ). 

Chacune de ces équations aux différentielles premières renferme 
une fonction arbitraire et représente la surface cherchée. Elles consti-
tuent les deux intégrales intermédiaires d'une même équation diffé-
rentielle partielle du deuxième ordre débarrassée d'arbitraires, et, 
par conséquent, en intégrant l'une quelconque d'entre elles, on ob-
tiendra l'équation de la surface sous forme finie. Mais la connaissance 
des deux intégrales premières peut conduire, comme on sait, d'une 
manière plus rapide au résultat. Effectivement, la question se trouve 
alors ramenée à l'intégration de la seule équation 

dz = ρ dx -+- q dy, 

qui est aux différentielles ordinaires. Prenons t et θ pour variables 
indépendantes; les équations (1) et (2) donnent 

p = )' ? =t V 1 + O² / V I - t² 

dy =zf'(t) dt, dx = — θ dz — zd6 -I- ψ' (0) dO. 

En portant ces valeurs de p, q, dx et dy dans l'équation 

dz — pdx + qdy, 
celle-ci devient 

(4) rfzW'7^+*^ = '-P^ + î#^· 
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équations dont les deux membres sont séparément intégrables. Four 
éviter les signes d'intégration, nous prendrons, au lieu de f (t) 
et ο (0), deux autres fonctions arbitraires F (t) et Φ(0) dont les déri-
vées F' (<) et Φ' (6) soient telles que l'on ait 

/(*) = (,- /af F'(/), ?(0) = (ι+ 5!)ΤΦ'(51. 

Intégrant alors l'équation (4), il vient 

( 5 )r V = U(i-t2 F'(U - F(0] + [0(ι--0ΐ)Φ'(0) - Φ(0)]; 

d'ailleurs la premiere équation (i) et la première équation (a) peuvent 
s'ecrire 
G JU = (i- t2)7 F'(<), 

7 - .r + = (i + 02f Φ'(5), 

et il est clair que l'équation de la surface cherchée sera le résultat de 
l'élimination de t et 0 entre les équations (5), (6) et (7). Ο11 peut 
donne;· au résultat une forme plus élégante; en effet, si l'on élimine 
entre les équations (5), ((>) et (7), les dérivées F' et Φ' des fonctions 
arbitraires, ii vient 

— + Ρι/ι + Φ 5) = o: V 1 + O² V 1 - t² 

cette équation peut remplacer l'équation (5), et il est aisé de voit 
qu'on reproduit les équations (6) et (7) en la diffërentiant d'abord par 
rapport à t, puis par rapport à 5. Si donc 011 fait 

Y = z-=Jâ =L- -t- F (t) + Φ (5). 
V 1 + t² V 1 - t² 

l'équation de la surface cherchée sera le résultat de l'élimination de t 
et 5 entre les trois 

■Si \=o, -=o, ^ = 0. 

On peut introduire ρ et q comme variables auxiliaires au lieu de t 
et 5. Si l'on désigne par U le produit de V par y ' + 62, que l'on rem-
place t et 0 par leurs valeurs en fonction de ρ et q. eî, enfin, qu'on 
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mette simplement Φ(0) au lieu de ^ι-+- 0*Φ(0), on aura 

U = ζ-px - qjr+y/i + f + Φ (ρ), 

et il est évident qu'on peut prendre 

(9) U = o, ^ = °' ^ = °' 

à la place des équations (8). 
Les surfaces représentées par les équations (8) ou (9) constituent un 

premier genre parmi celles dont toutes les lignes de courbure sont 
planes. Elles ont été étudiées par Monge, avec détail, dans son Appli-
cation de VAnalyse à la Géométrie (cinquième édition, page 161 . 
On trouvera dans cet ouvrage plusieurs générations élégantes de ces 
surfaces. 

Dans l'analyse qui précède, nous avons pris la quantité — l pour le 
paramètre t ; nous avons donc exclu le cas de — /= une constante m. 
Dans ce cas, les équations qui doivent remplacer les équations (3) 
aux différentielles premières, sont évidemment 

q — m \/i -+- p2+ q² 

jc-i- ρζ = ψ(ρ); 

φ désignant une fonction arbitraire. La première équation a lieu entre 
ρ et q, d'où il suit que la surface dont il s'agit est développable. La 
valeur de q en fonction de ρ est 

1— / :.\' + Ρ i 

si donc Φ désigne une fonction arbitraire, et que l'on fasse 

U = z — px — ̂  γ + Φ(ρ), 

l équation de la surface sera le résultat de l'élimination de ρ entre les 
deux 

L = o, — = o. 

TomeXVJIl. - Αν η IL 1853. IO 
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II est aisé de vérifier que ces deux équations entraîneront 

χ + ρζ=ψ(ρ), 

si l'on détermine la fonction arbitraire Φ de manière que l'on ait 

(ι + ΡηΦ'{ρ) -ρφ{ι>) = Ψ(Ρ). 

Nous avons encore exclu le cas de γ = constante, puisque nous 
avons pris y pour le paramètre Θ. Mais comme l'équation (4) du § Ier 

donne ρ = γ, on voit que le cas de y constante est celui des surfaces 
cylindriques, qui peuvent être considérées comme un cas particulier 
des surfaces développables dont il vient d'être question. 

§ III. 

Deuxième cas. 

La deuxième solution de l'équation (5) du § Ier est 

a = o, b = i, c = ο, l — — m, β = — ml, 

m désignant une constante. Les équations relatives aux lignes de la 
première courbure ne renferment que la seule quantité arbitraire η 
qui peut être prise égale au paramètre t ; la seconde de ces équations, 
qui est 

q = m ^1 + ρ* + q", 

ne renferme aucune trace du paramètre t\ par suite, elle appartient 
à tous les points de la surface, qui n'est autre, comme on voit, que la 
surface développable considérée au §11. 

Les deux équations relatives aux lignes de la deuxième courbure 
renferment trois arbitraires, fonctions du paramètre 6. Cela provient 
de ce que les plans des lignes de la deuxième courbure sont essen-
tiellement indéterminés; effectivement, ces lignes de courbure sont 
les génératrices rectilignes de la surface, et, par suite, leurs plans 
ne sont pas complètement déterminés. On peut faire cesser cette in-
détermination en convenant que les plans dont il s'agit soient paral-
lèles à une droite fixe prise à volonté; c'est ainsi que la surface dé-
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veloppable, dont il est ici question, s'est présentée naturellement 
comme un cas particulier de l'hypothèse discutée au § II. 

La deuxième des trois solutions de l'équation (5) du § Ier ne peut 
donc donner aucune surface nouvelle. 

§ IV. 

Troisième cas. 
On a ici 

a = i, b = ο, l = me, a = ο, β = r, λ = — ? 

m désignant une constante. Les quantités c et γ ne peuvent être sup-
posées constantes ni l'une ni l'autre, car alors on rentrerait dans le 
cas du § II; nous ferons, en conséquence, 

c — t, u — f ( < ), 
y = — θ, υ = φ(0), 

f et φ désignant deux fonctions arbitraires; les équations (i), (2), 
(3), (4) du § I" deviennent alors 

(0 x=lz + f{t), 
ρ t = mt\Ji-h p2 -h q2, 

(») 
jr= θζ + ψ{$), 

q + 0 = 1^/,+ ρ*
 + 9*. 

On aura les deux équations de la surface aux différentielles premières 
en éliminant t entre les équations (1) et θ entre les équations (2); 011 
trouve ainsi 

(3) 

x = p p 
- 1+ + ̂  + V — 1 + » y'1 -t-y ' -H ) 

y = *£ / y y 

mais il vaut mieux, pour obtenir l'équation sous forme finie, se servir 
des équations (1) et (2), en opérant comme au § II. Les équations (1) 

16.. 
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et (a) donnent, en prenant t et β pour variables indépendantes, 

p = (m² - 1) t V ( m² + (m² - 1)) 
y'/»'-+- (m*— ι) β'— m' ν ι — (m1— ι )r' 

(m² - 1) O V 1 - (m² - 1) 

^ y'/n'-)- (/»'— ι) 9*—aj1 y'i —(/wl—1) /' 

dx = tdz -h zdt -h f' (ί) Λ, 

djr =-Qdz-1- zrfô -+· φ' ( δ) ί/fl. 

Portant ces valeurs de ρ, q, dx et djr dans l'équation 

dz = pdx +q dy, 

celle-ci devient 

I / m² - 1(y m® -t- (m® — ι) θ* — y ι — (m* — i) i*] dz 

/ tdt 9rf9 ^
 κ 

+ V1— (m1—t)t' + — ι) β'/ 
*/'(/)* . 9y'(9)rf9 _ _ 

+ V 1— \lm'+(m' — i) 9' 

Intégrant, il vient 

(4) 

y/m'-f- (m2 — ι) θ' — \/1 — (a?J — i)f' ζ 
m² - 1 

+. f '/"(')* + f WW _
π 

V 1 - ( m² - 1 ) t² / V m² + ( m² - I)O 

La surface cherchée sera donc représentée par le système formé de 
la première équation (i), de la première équation (a) et de l'équa-
tion (4). On peut débarrasser le résultat des signes d'intégration qu'il 
renferme. Désignons, en effet, par F(i) et Φ(0) deux nouvelles fonc-
tions arbitraires, par F' (<) et Φ'(0) les dérivées de ces fonctions, et 
posons 

/(*)=[' - O^fF'lO» 

ψ(θ) = i[m*+imi— Ο®'? φ'(®)? 
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l'équation (4) devient 

(5) 
V m² + (m² - 1) O - O² - V 1 (m² - 1)t² /m² -1 

-t- ̂  ô[m2 -t- [m9 — ι) 02]Φ' (6) — Φ (S) = ο. 

D'ailleurs la première équation (i) et la première équation (2) peuvent 
s'écrire ainsi : 

(6) χ — tz -t- [1 — (m2 — ι) t2]T F'(<)
r 

(7) y =
 Qz-h~[m2-h[mi- ι)52]*Φ'(5). 

Si l'on élimine F' et Φ' entre les équations (5), (6) et (7), il vient 

_!_ Γ _ 1
 z 

m² - 1 [ V 1 - (m² - 1) t² V m² + (m² - 1) O² 

- . 'J %r —== + [Ρ(0 + ΦΓ5)] = ο. 

Cette équation peut remplacer l'équation (5), et il est aisé de voit 
qu'en la différentiant par rapport à t et par rapport à 9, on reproduira 
les équations (6) et (7). Si donc on pose 

V = 1 Γ 1 _ 1
 s m² - 1 [ V1 - (m² - 1)t² 

ï , , ΓΤ,Χ ~ / ■>,, , ==fjr·?' + + Φ(^)Ι' 

J'équation de la surface cherchée sera le résultat de l'élimination de / 
et 9 entre les trois équations 

(S) V=o, ^=0, -^ = 0. 

Les surfaces représentées par ces équations (8) constituent un se-
cond genre de surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes. 
11 faut cependant remarquer qu'on pourrait en déduire les surfaces 
qui composent le premier genre en supposant m = ο ou m = oc , et 
en opérant préalablement quelques transformations indispensables. 
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§ v. 

li est bon de remarquer que : 
Si dans une surface les lignes de courbure de Vun des systèmes sont 

planes, la même chose a lieu pour toutes les surfaces parallèles à la 
première, c'est-à-dire pour toutes les surfaces qui ont les mêmes nor-
males. 

Considérons, en effet, une surface qui ait une ligne de courbure 
plane, et soit 

ax + by -+- cz = u 

l'équation du plan de cette ligne. On aura, pour tous les points de la 
ligne de courbure dont il s'agit, les deux équations 

(0 
ax -t- by -+- cz = u, 

— ap — bq -h c — l \j ι -h p* + q1, 

où a, b, c, u et l sont des constantes. 
Cela posé, si l'on prend une longueur constante k sur chacune des 

normales de la surface donnée et à partir de cette surface, l'extrémité 
de la longueur k sera sur une surface parallèle. Les valeurs de ρ et q 
sont les mêmes pour un point de la surface donnée et pour le point 
correspondant de la surface parallèle; en outre, on passe du premier 
point au second en remplaçant x, y, ζ par 

x , ) y . > î + 7==; 

en faisant cette substitution dans les équations (<), il vient 

(»> 

ax -+- by -t- cz = u — kl, 
— ap — bq H- c = l \ji-+- p* + q*. 

Ces équations (a) appartiennent à une ligne tracée sur la surface 
parallèle à la surface donnée. 11 est évident que cette ligne est plane et 
qu'elle est une ligne de courbure. 

La série des normales à une surface, menées par les différents points 
d'une ligne de courbure plane, détermine donc des lignes de cour-
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bure planes sur toutes les surfaces parallèles. Donc, en particulier, 
si dans une surface les lignes de courbure de l'un des systèmes sont 
planes, la même chose a lieu pour toutes les surfaces parallèles. 

DEUXIEME PARTIE. 

nF.S SURFACES DONT LES LIGNES DE COURBURE SONT PLANES 

DANS UN SYSTÈME ET SPHÉRIQUES DANS L'AUTRE. 

§ Ier· 

Il est nécessaire de rappeler ici, avant d'entrer en matière, en quoi 
consiste la transformation dite par rayons vecteurs réciproques. 

Étant donné un système de points M, M', M",..., si l'on joint ces 
points à un point quelconque O, et que sur les directions des rayons 
vecteurs OM, OM', OM",... on prenne des longueurs OM,, OM',, 
OM",... telles que l'on ait 

om<=4' om'<=4' om"=W'···' 

k désignant une constante, les points M,, M^, M",... formeront une 
figure déduite de celle qui est formée par les points M, M', M",... au 
moyen d'une transformation par rayons vecteurs réciproques. Le 
point Ο est dit le centre de la transformation. 

En appliquant cette transformation par rayons vecteurs réciproques 
à un plan ou à une sphère, on obtient une sphère, à moins que le 
centre de la transformation ne soit sur le plan donné ou sur la sphère 
donnée, auquel cas la figure transformée est un plan. Il s'ensuit que 
la même transformation change une ligne droite ou une circonférence 
en une circonférence, à moins que la droite donnée ou la circonfé-
rence donnée ne passe par le centre de transformation, auquel cas la 
ligne transformée est droite. 

La propriété la plus remarquable de la transformation par rayons vec-
teurs réciproques consiste dans la conservation des angles; en d'autres 
termes, si deux lignes se coupent, dans une figure, sous un certain 
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angle, les lignes correspondantes d'une autre figure, déduite de la 
première au moyen de notre transformation, se couperont sous le 
même angle. Et il résulte de là que : 

Si deux surfaces sont déduites l'une de Vautre, au moyen de la 
transformation par râpons vecteurs réciproques, les lignes de courbure 
de l'une des surfaces sont les transformées des lignes de courbure de 
Vautre [*]. 

De ce qui précède, on déduit immédiatement que : 

Si une surface a une ligne de courbure sphérique, la sphère sur 
laquelle se trouve cette ligne de courbure coupe la surface partout sous 
le même angle ; réciproquement, si une sphère coupe une surface par-
tout sous le même angle, l'intersection est une ligne de courbure de la 
surface. 

En effet, si l'on effectue une transformation par rayons vecteurs 
réciproques, en plaçant le centre de transformation en un point de la 
ligne qu'il faut considérer sur la surface, cette ligne devient plane, 
les angles sont conservés et l'on rentre dans les conditions du théo-
rème de M. Joachimsthal, théorème qui reçoit ainsi, comme on voit, 
une extension remarquable. 

Il résulte de ce dernier théorème que : 

Si dans une surface les lignes de courbure de l'un des systèmes 
sont sphériques, la même chose a lieu pour toutes les surfaces paral-
lèles à la première. 

S u 

Ces préliminaires posés, nous allons procéder à la recherche des 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes dans un système et 
sphériques dans l'autre. 

Soient x,y, ζ les coordonnées rectangulaires de la surface cherchée; 

Γ* | Voir un Mémoire de M. Liouville, inséré au tome XH de ce Journal, page 2<i5. 
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ρ et q les dérivées partielles ^ on aura les quatre équations 

( 1 ) αχ H- by -f- cz = u, 

( 2} — ap — bq -y c = l \j 1 -l· p* -h q*, 
(3) (.r — α)2 -1- ( ̂  — g)2 + ( ζ — γ )2 = α2 -I- β2 + y2 -1- 2 y, 

■ 4) - (x - a) ρ - (y — ë)q + (s - γ) = λ y 1 + Ρ* + f-

Dans les équations (1) et (2), qui appartiennent aux lignes de cour-
bure planes, a, b, c, u et Ζ sont des fonctions d'un paramètre t dont 
l'une peut être prise égale à 1 et une autre à t. Dans les équations (3) 
et (4), qui appartiennent aux lignes de courbure sphériques, a, β, y, 
y et λ sont des fonctions d'un second paramètre ô dont l'une peut être 
prise égale à Θ. 

Pour avoir l'équation qui exprime que les équations (1) et (3) ap-
partiennent à des lignes de courbure de systèmes différents, soient dx, 
dy, dz les variations de χ, y, ζ sur la première ligne de courbure. 
dx, dy, dz les variations sur la seconde; on aura 

dx dx -t- dy dy -y dz dz — o. 

On peut chasser les six variations que renferme cette équation au 
moyen des suivantes : 

a dx -f- bdy -f- c dz = o, dz = pdx -t- q dy ; 
(x — a) dx -t- (y — §) dy -y (ζ — γ) dz = ο, dz = ρ dx -4- q dy : 

il vient ainsi 

[bp - aq) [(y - β) ρ — {χ - α) q] + {a -y cp) [{χ - a) -t- (s - γ) ρ j 

+ (b -+- cq) [(y -ξ)-h (s - 7) q ] = o ; 

en ajoutant à cette équation celle que l'on obtient en multipliant, 
membre à membre, les équations (2) et (4), il vient 

a {x — a) -y b(y — β) -f- c (ζ — γ) = Ζλ; 

enfin, à cause de l'équation (1), celle-ci se réduit à 

(5) u =s a a -y bî -t- cq -t- Ζλ. 
Tome Will. — AYUU I853. « 7 
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Pour mettre plus de clarté dans la discussion de l'équation (5) et 
pour n'omettre aucune de ses solutions, nous distinguerons quatre 
hypothèses qui sont les seules possibles et que nous allons examiner 
successivement. 

i°. Les quantités α, β, γ sont liées par trois équations linéaires. 
Dans cette hypothèse, α, β, γ sont déterminées; les sphères qui con-
tiennent les lignes de la seconde Courbure sont concentriques, et en 
prenant leur centre commun pour origine des coordonnées, on aura 

α = ο, β = o, y = o; 

l'équation (5) se réduit alors à 
u = IX, 

et elle exige que l'on ait 
u = ο, Ζ = ο, 

ou bien 
λ — une constante m, u = ml. 

On a donc ces deux solutions de l'équation (5), 

a = ο, β = o, y = o, u = ο, Ζ = o, 
et 

α = ο, β = o, y = ο, λ = m, u = ml. 

2°. Les quantités α, β, y sont liées par deux équations linéaires. 
Dans cette deuxième hypothèse, les centres des sphères qui contien-
nent les lignes de la seconde courbure sont sur une droite fixe; en 
prenant cette droite pour axe des z, on aura 

α = ο, β = o; 

l'équation (5) se réduit alors à 
u = cy -h 11 : 

différentiant par rapport au paramètre θ dont y et λ dépendent seules, 
il vient 

o = c/+ Ζ λ'. 

y' ne peut être nul, car autrement y serait constant et l'on rentrerait 
dans la premiere hypothèse ; on tire alors, des équations precedentes, 
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ces valeurs de c et u, 

c = -~l,
 u==

(i-7l^L 

D'où il suit qu'on doit avoir 

c = /, u — ni, — = —, λ — — — n, 

c'est-à-dire 

c — —- l, u — ni, A = — y-hn, 

^ et « étant des constantes ; à moins que l'on n'ait 

c = o, u = o, l — o. 

Si c'est le premier cas qui a lieu, le résultat est susceptible de sim-

plification. On peut effectivement supposer que l'une des constantes ^ 

et η est nulle. En effet, si ^ n'est pas nul, à cause de 

c = — — l, u = ni, m 

les plans des lignes de la première courbure passent par un point 
fixe de l'axe des 2, axe qui contient les centres des sphères des lignes 
de l'autre courbure; on peut prendre ce point fixe pour origine des 
coordonnées, et alors on aura 

u = o, c'est-à-dire η — o. 

La deuxième hypothèse que nous examinons fournit donc ces trois 
solutions de l'équation (5): 

a — ο, β = o, 7 = m'A, c = — — l. u = o : 

α — ο, β = ο, λ = m, c — o, u — ml·, 

α = ο, β=ο, c=o, u = o, / — o : 

m désignant une constante dans les deux premières solutions. 
3°. Les quantités α, β, y sont liées par une seule équation linéaire. 

Dans cette troisième hypothèse, les centres des sphères qui contiennent 
»7-
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les lignes de la deuxième courbure sont dans un plan fixe. Si l'on 
prend ce plan fixe pour celui des xz, on aura 

β = o, 

et l'équation (5) se réduit à 
u — aa +cy + IX; 

en la différentiant deux fois par rapport à θ, on trouve 

ο = ace! + c/ -+- IX', 
ο = a et"-h cf+ IX"·, 

on ne peut avoir 
α Y — γ* α" = o, 

car il en résulterait une relation linéaire entre α et γ, et l'on rentre-
rait dans l'une des deux premières hypothèses; il s'ensuit que les 
trois équations précédentes donneront pour a, c et u des valeurs de 
la forme 

a = Al, c = Cl, « = U /, 

A, C et U étant indépendants du paramètre t. Si l est nul, a, c et u 

le sont aussi ; on obtient ainsi une solution de l'équation (5), savoir, 

β = o, a = o, c — o, u =o, l — o; 

cette solution est insignifiante et nous n'en tiendrons pas compte, car 
elle ne donne évidemment d'autre surface que le plan jr = o. Ce cas 
mis de côté, on voit que A, C et U sont des constantes; l'équation 
des plans des lignes de la première courbure devient 

l[Ax + Cz — 13) + bjr = o; 

elle ne renferme qu'un seul paramètre variable, savoir le rapport 
des quantités b et Z; il s'ensuit que les plans des lignes de la première 
courbure sont parallèles au plan des xz si A et C sont nuls tous deux; 
et que, dans le cas contraire, ces plans passent par une droite fixe 
située dans le plan xz. 

Si les plans des lignes de la première courbure sont parallèles au 
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plan xz, 011 a 

a — ο, c = ο; 
l'équation (5) se réduit à 

u = / λ, 
ce qui exige que J on ait 

λ = une constante m, u = ml. 

Si, au contraire, les plans des lignes de la première courbure passent 
par une droite fixe située dans le plan xz, 011 peut prendre cette 
droite pour axe des s, et l'on a 

c — ο, u — ο ; 
l'équation (5) se réduit à 

a a. -+- IX = ο. 

On ne peut supposer ni a = ο ni α = ο; on a donc 

l = ma, λ = - α, 
m 

m désignant une constante. On obtient ainsi ces deux solutions fie 
l'équation (5), savoir, 

ê — ο, X = m, a = 0, c = o, u -- mi; 

| = o, λ = — — α, c — ο, u = ο, / = wrt. 

4". Les quantités a, S, y ne sont liées entre elles pat aucune ét/na-
tion linéaire. En différentiant trois fois, par rapport au paramétré 6. 
l'équation de condition 

u — a et. -|— b β -f- c y -f- / /., 
il vient 

ο = aa' -h bp' -t- cy' -f- IX', 

ο = aa." -+- b β" + cy" + IX", 
ο = (i7."+ bp"+ c y" IX". 

Le déterminant 

&, C', i, 

α", β", y", 

® ® ' y » 
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ne peut être nul, car autrement il y aurait une relation linéaire entre 
α. β, γ. On pourra donc tirer, des quatre équations précédentes, les 
valeurs de a, b, c et u, qui auront la forme 

a = Al, b = M, c — Cl, u — Vl, 

A, B, C et U étant indépendants de t. L'hypothèse l = ο donnerait 
a = o, b = o, c — ο, u = ο, solution insignifiante. En la rejetant, 
on Voit que A, B, C et U sont constantes; l'équation des plans qui con-
tiennent les lignes de première courbure devient 

Αχ Βγ -t- Cz = U; 

elle ne renferme plus de traces du paramètre t; par suite, notre qua-
trième hypothèse ne peut donner aucune surface antre que le plan. 

Il résulte de cette discussion que l'équation (5) n'offre que sept 
solutions distinctes et utiles pour notre objet ; savoir : 

ι°. a = o, § = o, y = o, u = ο, l = o; 
a". a = ο, β = o, y = ο, λ = m, u — ml·, 
3°. a = o, S — o, y = ml, c = /, u = o; 

4υ. α = ο, β = ο, λ = m, c = o, u = ml·, 
5°. a — ο, β = o, c = o, u= ο, l = o ; 
6°. S = ο, λ = m, a = o, c = o, u = ml·, 

η". β = ο, λ = — — α, c — ο, u — ο, I = ma. 

Nous allons étudier les surfaces qui correspondent à ces divers cas. 

§ III. 

Premier cas. 
On a 

α = ο, β = o, y = o, u — ο, l = o; 

si l'on fait, en outre, 
a = t, b =f(t), c = — ι, au = 0, 1=φ(θ), 

/ et φ désignant deux fonctions arbitraires, les équations (i), (a), 
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(3), (4) du § II deviennent : 

( 1 ) ζ = tx-hjf(t), 
pt-hqf(t) 4- I = o; 

f n\ 
x* + J2 ■+■ ΐ? = 

ζ — px — qy = φ (θ) \/1 -+■ p3 -+- q3. 

Si l'on résout les équations (i) par rapport à t et f(t), on trouve 

Z±JlL
 = t, * + P*

 =
 - fit)·, 

éliminant £, il vient 

(3) f(r + i*\
=0

. 

Cette équation est l'une des deux équations aux différentielles pre-
mières de la surface. On aura l'autre équation aux différentielles pre-
mières en éliminant θ entre les équations (a); il vient ainsi 

(4) Z — px — qj = s]I -H ρ2 H- q3 ψ (χ2 -{-y3 -4- ζ3). 

On obtiendrait l'équation de la surface sous forme finie en intégrant 
l'une ou l'autre des équations (3) et (4) ; mais il vaut mieux faire 
usage des quatre équations (i) et (a). Nous mettrons a et b au lieu 
de t et / {t) dans les équations (i), et nous considérerons a et b 
comme des fonctions quelconques du paramètre t. Nous détermine-
rons ultérieurement ces deux quantités qui ne doivent contenir qu'une 
fonction arbitraire, de manière à présenter le résultat sous la forme 
la plus simple possible. Les équations dont nous ferons usage sont 
donc 

(5) 

ζ = ax + by, 
ap -f- bq -+· ι = ο, 
ï!+r!+ ζ3 = Θ, 

ζ - px — qy = φ (θ) V'i -+- ρ3 -h q3. 

La deuxième équation (5) et l'équation 

dz — ρ dx -+- qdy 
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donnent ies valeurs suivantes de ρ et q, 
dy + bdz dx + adz 

Ρ ady— bdx^ ^ a dy — bdx 

en portant ces valeurs dans la quatrième équation (5), il vient 

η (zdy — ydz) -t- b (xdz — zdx) — (ydx — xdy) 

= ο(θ) V(u2 *+- b2 + 1 )(dx2-+- dy2 -f- dz2) — (dz — adx — bdy)2. 

<]"tie équation est l'équation différentielle ordinaire de la surface 
cherchée; dx, dy, dz y désignent les variations infiniment petites des 
coordonnées x, y, ζ d'un point qui se déplace sur la surface en sui-
vant une direction arbitraire. Si le déplacement dont il s'agit se fait 
sur la ligne de première courbure, on a 

dz — a dx — bdy = o, 

et l'équation précédente devient 

it>' 

- izdr — rdz) -+- — - (x dz — zdx ' 
V 1+ a² + b² V 1 + a² + b² 

+ ̂  ι,ΛΙdx -xdy) = r (®) Νdx* ■+■ dr* ·+■ <ίζ-

ζι{γ —ydz, xdz — zdx et y dx — χ dy sont les projections, sur les 
trois plans coordonnés, du double de l'aire infiniment petite décrite 
par le rayon vecteur de la ligne de première courbure; le premier 
membre de l'équation précédente représente donc le double de cette 
aire elle-même, et il aura pour valeur y' dx1— x'dy', si l'on désigne 
par x', y' des coordonnées rectangulaires situées dans le plan de la 
ligne de courbure et avant même origine que les coordonnées x,y, z. 
Mors on a évidemment 

5 = x2
 -+- y2

 -h z
2 = x'2 -+- y'2, dx2 ~ dy2 -t- dz2 — dx'2 — dy'2 ; 

par conséquent, l'équation (6) se réduit à 

( η i y" dx1 — xf dy' = Φ (5 ; \ dx'2 -+- dy'1, 

et on a, nous le répétons, 
θ - χ'2 -f-y'2. 
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Nous prendrons pour fonction arbitraire, au lieu de ψ{0), une fonc-
tion Φ (5), telle que 
(a, Φ 2 0<t' 

ψ ι — 4 φφ/ ■+■ 4 ®O'2 

Φ' étant la dérivée de Φ; on trouve alors aisément que l'intégrale tie 
l'équation (7) est 

(9) x' cosg — y sing = Φ(0). 

g désigne la constante arbitraire introduite par l'intégration; mais il 
faut remarquer que cette constante peut varier avec le paramètre t. 
Quoi qu'il en soit, l'équation (9) exprime que les lignes de courbure 
planes sont égales entre elles; effectivement, chacune de ces lignes est 
définie par cette propriété, que la projection du rayon vecteur sur 
une droite fixe est égale à une même jonction Φ du carré de ce rarot· 
vecteur. Nous supposerons que la droite fixe dont il s'agit fasse avec 
les axes des χ, des y et des z des angles dont les cosinus soient pro-
portionnels à t, j (i) et 1 ; la fonction arbitraire du paramétré t. qui 
doit entrer dans l'équation finale, est ainsi fixée. Revenant aux coor-
données x,y, z, l'équation (9) devient 

ζ -+- tx -t- fy = v'i + ? +./ 2
 ^(^)· 

Nous la représenterons simplement par 

(10) V = o, 

en posant 

(11) \ = z -t- tx -4- J'y — v' i-+- t.2 -4- f- Φ(χ* -t-y~ -f- z'-). 

Il s'agit maintenant de déterminer a et b en fonction de t et J , cela 
fait, l'équation (10) et la première équation (o) feront connaître la 
surface cherchée. 

Remarquons d'abord que la droite qui fait avec les axes des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à t, f(t) et 1, est située dans le 
plan représenté par la première équation (5); on a donc 

(12) at -t- bj= 1. 
Tome WIIÏ. — AVRIL1853 
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En second lieu, différentions l'équation (10) et la première équa-
tion (5) ; il vient 

riz -f- tdx + fdy — i{xdx-\-ydy + zdz) y'i -M
a

-+- f
%
 Φ'-t- ̂ dt = o, 

dz — a dx — bdy = {a' χ + b' y) dt ; 

d'où, en éliminant dt, 

(■3) 
dz -h tdx + fdjr — λ (xdx +ydy zdz) ta+/a<î>' 

dz - adx - bdydV 
+ a'x+b'jr dt "" 

Cette équation, qui ne renferme que les différentielles des coor-
données x, y, z, doit être identique avec 

dz = ρ dx -t- qdy; 

on doit donc trouver une équation identique en vertu de celles déjà 
formées, en portant dans la deuxième équation (5) les valeurs de ρ 
et q tirées de l'équation (i3) : or, il est aisé de voir qu'on obtiendra le 
même résultat en remplaçant, dans l'équation (i3), dx, dy et dz par 
a, b et — ι respectivement. On trouve ainsi, en ayant égard à l'équa-
tion (xi) et à la première équation (5), 

04) λ =°-

Ainsi les valeurs de a et b en fonction de t et f doivent être telles, 
que la première équation (5), l'équation (to) et l'équation (i4) appar-
tiennent toutes trois à la surface. Mais les deux dernières équations 
ne renferment ni a ni b ; il est dès lors inutile de déterminer leurs 
valeurs, et l'équation de la surface cherchée s'obtiendra en éliminant t 
entre les équations 

(i5) V = o, -y
t

=o. 

La surface dont nous venons de former les équations est celle dont 
toutes les normales sont tangentes à la surface d'un côné à base arbi-
traire. Elle a été étudiée par Monge, qui en a fait* connaître diverses 
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propriétés dans son Application de VAnalyse à la Géométrie (cin-
quième édition, page 286); elle constitue un premier genre parmi les 
surfaces que nous examinons dans cette deuxième partie de notre 
Mémoire. 

§ iv. 

Deuxième cas. 
On a 

a = ο, § = ο, γ = ο, λ = m. u — ml·, 

les équations relatives aux lignes de première courbure sont 

ax -+- by -+- cz = ml, 

— ap — bq -+- c = t \ ι -f- p2 -+- q2. 

On peut faire l'une des quantités a, b, c, l égale à 1, et l'une des trois 
antres égale à <; les deux autres demeurent des fonctions indétermi-
nées du paramètre t. Au contraire, les équations qui se rapportent 
aux lignes de courbure sphériques ne renferment que la seule arbi-
traire au, qui peut être prise pour le paramètre des lignes de seconde 
courbure. Ces équations sont, en effet, 

x2 -4- y2 + ζ2 = 2 υ, 

ζ — px — qy = m \Ji+ p2 q2. 

La dernière de ces équations ne renferme pas le paramètre 5 ; la 
surface dont il s'agit a donc l'équation 

ίι) ζ — px — qy — m \j 1 -+- p2 -4- q2 ; 

cette surface est développable, les lignes de la première courbure sont 
les génératrices droites, et, par suite, les plans de ces lignes sont 
essentiellement indéterminés. 

Si l'on désigne par t un paramètre, par f{t) une fonction arbi-
traire, et qu'on fasse 

V = ζ + tx -h j'y — myji -t- t2 + j2, 

l'équation de la surface cherchée sera le résultat de l'élimination de t 
18.. 
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entre les deux équations 

C = 0, dV/ dt = 0 

Il est ainsi aisé de voir que l'arète de rebroussement de cette sur-
face développable est située sur la sphère de rayon m. Dans le cas 
particulier de m = o, on obtient les surfaces coniques à base arbi-
traire. 

La surface dont nous nous occupons est comprise dans celles qui 
forment le premier genre et que nous avons étudiées au paragraphe 
précédent. On l'obtient en supposant Φ = m dans les équations ( i5) 
de ce paragraphe. 

Il faut remarquer que l'analyse ne peut ici déterminer les plans des 
lignes de la première courbure, mais on est le maître d'assujettir ces 
plans à passer par un point fixe. Tout devient alors déterminé et l'on 
rentre dans l'analyse du § III. 

§ v. 

Troisième cas. 

a — ο, β = ο, 7 = ml, c = — — l, u = ο ; 

si l'on fait, en outre, 
a = t, b=f(t), c = — i, iu — Q, λ = φ(0), 

f et ψ désignant deux fonctions arbitraires, les équations (t), (2,, 

(3), (4) du § II deviennent : 

(0 
Z=tX-hjrf(

t
), 

pt -t- qf(t) -f- 1 = — m \ji + ρ* -f- q3', 

(Ό 
.χ·1 -t- y3 -4- z3 — 2 wiz<p (0) = 0, 

ζ — px — qy = (m + ι -h ρ3 -h q3) φ (0). 

Si l'on élimine t entre les équations (r), 0 entre les équations (a), 
on aura les deux équations aux différentielles premières de la surface 
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dont nous nous occupons; savoir, 

\ J ηχ—py J L <i*—py J ~~0 . 

( 4 ) z - px - qy / m + ( x² + y² + z² + - 2 mz ) 

Ces équations sont trop compliquées pour servir utilement à la re-
cherche de l'équation sous forme finie. Il vaut mieux conserver les 

équations (i) et (2); mais ici, comme au § III, nous remettrons a et b 
au lieu de t et f {t), nous réservant de déterminer ultérieurement la 
fonction arbitraire du paramètre t qui doit entrer dans le résultat 
final. Les équations que nous emploierons sont donc 

(5) 

ζ — ax -1- by, 

ap -t- bq-i- 1 = — p2 + q2, 
x2-hy3 -h ζ2 — zmzf = θ , 
ζ — px — qy = {m -t- yj 1 -|- p2 -t- q2) ο. 

Différentiant la dernière équation (5), il vient 

— xdp —ydq = (m-h y/1 -t- p2-+■ q2) ©' d$ 4-
 pdp + ',dl-

 a
-

si donc on prend p et q pour variables indépendantes , on aura 

x = - ( m +V 1 + p ² +q²) q' dO/ dp - Y p/ V1 + p² + q² 

(7) y = - ( m + V1+ p² + q² ) q' dO 

portant ces valeurs de χ et y dans la dernière équation (5), il vient 

(8)
,
 =

 _ (,„
+V7T7T?) <{P%+,<j) +,I + mV m 1 + p ² + q / V1 + p² + q² 

Substituons à x, y et ζ les valeurs précédentes dans la première équa-
tion (5) et dans la troisième, il viendra, en ayant égard à la deuxième 
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équation (5), 

-9) =0, 

( 10 ) { = ( m + V 1+ p² + q² ) q' [ ( dO/ dp)² 

Des équations (9) et (10) on tire, en ayant égard à la deuxième 
équation (5), 

dO / dp = (b - q) V(m²- + 0) / y' .( m + V 1+ p² + q²) 

dO / dq = - ( a- p) 

Si l'on porte ces valeurs de ̂  et ̂  dans l'équation 

dd = dïdP + Tqd(l7 

il vient 
y'dO ( b - q) dp - ( a - p) dq 

^{m7— i) y®-+- 8 (/»-+- v'1 + jC' + ?') *Ji-h p7-h q7 \ja7-h b7-h ι — m-

AII moyen de la deuxième équation (5), on peut ramener le second 
membre de l'équation (ι 1) à ne plus contenir que deux variables, et, 
par suite, à être une différentielle exacte, puisque le premier membre 
en est une. Voici, je crois, le moyen le plus simple de faire le calcul. 
Soit ζ une nouvelle variable, telle que 

( 12 ) sin Y = V a² + b² +1 

De l'équation (12) jointe à la deuxième équation (5), on peut tirer 
les valeurs de p et q en fonction des deux variables ζ et i; on aura 
ensuite aisément leurs différentielles, et en substituant dans l'équa-
tion (11), il viendra 

(13) V ( 1 - m² y ' d O + V1 - m² 
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équation où les variables sont séparées, et qui est, par conséquent, 
immédiatement intégrable. 

Pour avoir un résultat débarrassé de signes d'intégration, nous 
prendrons, au lieu de φ(0), une autre fonction arbitraire Φ(6), telle 
que l'on ait 
, , . Φ — 20Φ' 

ν'ι — 4(Ï — /«') ΦΦ' + 4 (1 — '" 2 ) 9 Φ'2 

et, par suite, 

V ( m² - 1 ) y² + 0 = V (m² - 1) 

<p Φ — 2 S Φ' 
\Ζ(/»2—i)<jr+0 v't'"2— ι)Φ!-4-0 

Nous ferons aussi, pour abréger, 

(.5) 
Y V1 - m² / V 0=5ίηθ

0
, *^>±i

=cose

„, 

Wi=i' =
 5i

„ Θ,
 = cos θ> 

équations d'où l'on déduit immédiatement, par la differentiation. 

dO - dO = V1-m² y' dO 

Il reste encore à indiquer quelle sera la fonction arbitraire j du 
paramètre t qui doit entrer dans le résultat; nous la définirons en 
posant 

('7) 
a— t+ff tf 

, 1+ί,+ /'+»ΐν'ΐ + <'+/'f' - f; 
t+ ff' 

équations d'où l'on tire aisément 

(18) "
a
 + é

2
+ τ -

 + +t² + f² ) [ 1 + f'² + f²é - f) ² 
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puis 

(«9) 

ba'-ab' _ _ (,tf'-f ) yGf'² +(tf' - f) ² 
l/a'-h b'-hi — m' ( t -\-ff) yG ■+· t'+f 

f" (i -+- m y/i-t-f'-l-/') + _ 
( t + ff') V 1 + f'² + ( t f' - f)² 

< >r si l'on fait, pour abréger, 

: ίο) 

(, + y, +, M-fi) i/
ï+

f»+ (,/>-fy _ sin
 T, 

(' +ff) V«'+ !>' 

V1-m² V1+t² + f ( tf' - f) 

l'équation 19) se réduit à 

a 11 — -1· - —-
( a² + b²) V a² + b² + 1 - m² 

En vertu des équations (rG) et(2i), l'équation (i3), qu'il s'agit d'in-
tégrer, devient 

5.2 Ι ί/θ
0
 — r/θ -+- άΎ -t- άζ — ο, 

et l'on en tire 
β0 — θ + Τ + ζ = constante. 

Ou peut supposer la constante nulle, car elle se fond dans Θ. Effet -
tivement, l'équation (i4) peut s'écrire 

dS = — y'i — m" yrf6 _ 
2O V (m² - 1 ) Y² + O 

la (onction Φ est donc telle, que la fonction θ qui en dépend se trouve 
naturellement munie d'une constante arbitraire qui y entre par addition. 
\insi. on peut écrire 

ζ = θ — θ0 — T; 
■ l'on 

sin ζ = (sin θ cos θ0 — cos θ sin θ0 ) cos Τ 
— (cos θ cos θ0 -t- sin θ sin θ0 ' sin T. 
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En vertu des équations (12), (i5), (18) et (20), cette équation devient 

(<»+v. +<■+/■ ) s/.+/■·+(//'-/)■ —V1 + p² + q² 

(23) 
= ( 1 - m² ) V 1 + t ² + f² ( tf ) 

— (ι-Η«/)' li ^!-* I 

Si l'on suppose que «, è et ψ soient partout remplacées par leurs 
valeurs tirées des équations (i4) et (17), l'équation de la surface cher-
chée sera le résultat de l'élimination de ρ, q, t et θ entre les quatre 
équations (5) et l'équation (23). On peut donner au résultat une 
forme un peu plus simple, mais les calculs sont compliqués, et nous 
nous bornerons à ce qui précède. 

Les surfaces dont nous venons de former les équations constituent 
un second genre parmi celles dont les lignes de courbure sont planes 
dans un système et sphériques dans l'autre. Les plans des lignes de 
l'une des courbures sont tangents à une surface conique à base arbi-
traire, et coupent la surface sous un angle dont le cosinus est propor-
tionnel au cosinus de l'angle que ces mêmes plans font avec un plan 
tixe. Ces surfaces comprennent, comme cas particulier correspondant 
à m = o, les surfaces dont nous avons formé le premier genre; mais 
celles-ci ont une propriété qui leur appartient exclusivement, propriété 
qui consiste en ce que les lignes de l'une des courbures sont sur des 
sphères concentriques ; c'est pour cette raison que nous avons cru 
devoir les considérer à part. 

§ VI. 

Quatrième cas. 

On a 
a = ο, β = ο. λ = m, c = ο, u — mi : 

si l'on fait, en outre, 

a — t, b = — r, / —f{ t), y — 6 . 2 -J — 9 (θ). 

l'ont?· W'IIt. — Avr.iL iS5î. '(t 
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y et φ désignant deux fonctions arbitraires, les équations (OJa), (3), 
(4) du §11 deviennent: 

(0 
y = tx-mf(t), 

q - pt= W1-*- p2-M2; 

(a) 
x3 -t-y3 + z1 — aθζ = φ(θ), 

ζ — px — qy — Ô -+- m yji + ρ1 -f- q'. 

Si l'on élimine t entre les équations (χ), θ entre les équations (2), on 
obtient les suivantes : 

( 3 ) ix — py — f (
3 + \, 

(4) 
χ2 -h y3 -h ζ3 — 2Z (z — px — qy — m ^x -+- p3 -t- q3) ) 

= φ (ζ — px — qy — m \jι + p* 4- q3) 1 

qui sont les deux équations aux différentielles premières de la surface 
dont nous nous occupons. Pour avoir l'équation sous forme finie, nous 
nous servirons des équations (1) et ( 2). Si l'on différentie la deuxième 
équation (2), il vient 

— xdp —ydq =. άθ -t- m pdp + qd<L· · 

en prenant donc ρ et q pour les variables indépendantes, on a 

{ο ) x = — -j m , 

dQ q 
dq V 1 + p² +q ² 

la deuxième équation (2) donne ensuite 

( 7 ) - O = - (pdO / dp + q dO / dq) 

Portant les valeurs de x.,y, s, tirées des équations (5), (6) et (7), 
dans la première équation (1) et dans la première équation (2), il vient, 
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en ayant égard à la deuxième équation (1), 

(8> % = ̂  
( 9 )\Tp) +U) + =f(®) + 6,-'B· 

Des équations (8) et (9) on tire 

rl6 y (Θ) -i-g2— m2 

dP ji + e-ir [p -+- qty" 

de _ y/φ (g) H- Q1 — /W2 

dq\/l + P+ip + qty ' 

l'équation 

dQ = TP
dP + Tq

d(i 
devient alors 

(10) dO / V y (O)+ O²- m² = dp + tdq 

Au moyen de la deuxième équation (1), on peut ramener le second 
membre de l'équation (10) à ne plus contenir que deux variables ; dès 
lors ce deuxième membre deviendra une différentielle exacte, et l'équa-
tion (ro) sera immédiatement intégrable. Soit ζ une nouvelle variable 
telle que l'on ait 

(il) ρ-μ^( = ζ\/ΐ -h Y, 

(12) dp -h tdq — άζ \j 1 t
2
 + ̂ - — q \ dt; 

l'équation (to) devient 

î,'-D d6 dt
'
 -W' + '·'

Hf Vy ( O ) + O² = V C + 1 

Or, si l'on élimine ρ entre l'équation (ro) et la première équation (i)
ç 

l'équation finale est 

(, + t*—f*){çt — 7 V, t
i
)
2
=f

i
 {ζ

2
-<- Ο, 

19.. 
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en vertu de laquelle l'équation (i3) se réduit à 
(14 ) dc = dO + fdt 

V^+i V?(e)+9'—(I-+- t>) f 

Nous prendrons, au lien de f et φ, deux autres fonctions arbitraires 
F (t) et Φ (θ), telles que l'on ait 

/ F(t) ι _ _ ι_ Φ'(8) 
(1 + t²) V 1 + t² - f² = 2 F (t) Vy (0) + O² -m² 

d ou 

( 15 ) dC + UY' ( O ) d0 = F' (t) 

l'équation (i4) devient alors 

2 d VC + f m F²& = F(t) 

Intégrant et observant que la constante se fond dans les fonctions 
arbitraires, il vient 

2 log (ζ y/ζ2 -+-1 ) + log Φ (θ) = log F (/), 
ou 
(17) (Ç4-vÇa-+-')a^(5)=F(i). 

Or l'équation (11) et la seconde équation (1) donnent 

z = p+ qt / V 1 + sd V 

ce qui réduit l'équation (17) à 

( 18) ( ^ + y/, + -/> y/, + p3
?

3)'
φ (6)

 ^
 F

 ̂
}

_ 

Si l'on imagine que fit) soit partout remplacée par sa valeur tirée de 
la première équation (i5), l'équation de la surface cherchée sera le 
résultat de l'élimination de p, q, ί et 3 entre les cinq équations (1), (2) 
et (18). 

Les surfaces représentées par les équations (1), (2) et (18) consti-
tuent le troisième et dernier genre des surfaces dont les lignes de cour-
bure sont planes dans un système et sphériques dans l'autre. Les plans 
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ties lignes de la première courbure sont tangents à un cylindre dans le 
cas général, et passent par 1111e droite fixe dans le cas particulier de 
772 = 0. Ce cas de m —ο n'est pas aussi particulier qu'on pourrait 
croire; effectivement, les fonctions^ et φ étant partout remplacées par 
leurs valeurs tirées des équations (id), si l'on considère les fonctions F 
et Φ comme déterminées, et m comme un paramètre variable, les 
diverses surfaces représentées par les équations (1), (a) et (18) seront 
parallèles; elles peuvent, en conséquence, se déduire facilement de 
Fune quelconque d'entre elles, par exemple de celle qui correspond 
à m = o. Cela résulte immédiatement de ce qui a été dit au § V de 
la première partie. 

Dans cette hypothèse de m = o, si l'on élimine p, q et t entre les 
équations (1), (a) et (18), il vient 

(.9)
 + F

 (Λ
 = 0î 

et il est aisé de voir qu'on reproduit la première équation (a) en dif-
férentiant l'équation (19) par rapport à 9. Si donc on fait 

V = z - O - V x²+ ̂  + F/
z

\ 

a — e + β)1 W 

l'équation de la surface dont nous nous occupons sera le résultat de 
l'élimination de 9 enti'e les deux équations 

(20) , rfî = °· 

La surface représentée par les équations (20) a été considérée, pour 
la première fois, par M. Joachimsthal, dans le Mémoire cité plus 
haut. 

§ VII. 

Cinquième cas. 
On a 

« = ο, β = o, c — o, u — o, l — o. 

Les équations relatives aux lignes de courbure planes sont 

ax + by = ο, 
ap -+- bq — o ; 
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011 en déduit 
qx - pj= o; 

on ne trouve donc, dans ce cinquième cas, que les seules surfaces de 
révolution, qui sont comprises dans le premier des deux genres de 
surfaces étudiées dans la première partie. 

Les équations relatives aux lignes de courbure sphériques renfer-
ment trois indéterminées, et, par suite, deux fonctions arbitraires 
d'un paramètre. Les sphères qui contiennent les lignes de la seconde 
courbure sont essentiellement indéterminées, puisque ces lignes sphé-
riques sont ici les parallèles de la surface. 

§ VIII. 

Sixième cas. 
On a 

b — ο, λ = m, a — o, c — o, u — ml. 

m étant une constante : si Ton fait, en outre, 

b = — ι, l = — t, 

les équations relatives aux lignes de courbure planes sont 

j=mt, 

q = t y'i + p3 -t- q' ; 

et en éliminant t, on obtient l'équation différentielle partielle de la 
surface, savoir 

mq — y + q*; 

c'est l'équation générale des surfaces des canaux dont Taxe est une 
courbe plane arbitraire. Les lignes de Tune des courbures sont dans 
des plans parallèles; les lignes de la seconde courbure sont des cir-
conférences qui ont leurs centres dans un même plan. Ces surfaces 
sont donc comprises parmi celles qui forment le premier genre des 
surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes. 

Les lignes de courbure sphériques étant des cercles, les sphères qui 
les contiennent ne sont pas déterminées, et c'est ce que l'analyse in-
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dique en laissant trois quantités indéterminées, dans les équations 
qui se rapportent aux lignes de la deuxième courbure. 

§ ix. 

Septième cas. 

On a 

β = ο, 1 — -a, c = o, tt = ο, l = ma : 

si l'on fait, en outre, 
a = t, b = — i, 

les équations relatives aux lignes de la première courbure sont 

y = tx, 

q — pt = p2 -+- q*. 

En éliminant t, on aura l'équation aux différentielles premières de la 
surface, savoir 

qx — py ---- my y/1 -t- p9 -+- q3. 

La surface dont il s'agit ici est évidemment un cas particulier des 
surfaces considérées par M. Joachimsthal, et dont nous avons formé 
l'équation au § VI. On voit aussi qu'elle est encore un cas particulier 
des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes (§ IV de la 
première partie). Les lignes de la seconde courbure, étant planes et 
situées sur des sphères de rayons finis, sont nécessairement des cir-
conférences. Il est très-aisé, d'ailleurs, de vérifier ce résultat à poste-
riori. 

Comme dans les deux cas qui précèdent, l'analyse ne peut détermi-
ner les sphères qui renferment les lignes de la seconde courbure. 



r'i JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

TROISIEME PARTIE. 

I>ES SURFACES DONT TOUTES LES LIGNES DE COURBURE SONT 

SPHÉRIQUES. 

§ I". 

D'après ce qui a été dit au § 1er de la deuxième partie, si toutes les 
ligues de courbure d'uoe surface sont sphériques, on a, en faisant 
usage des notations déjà employées, 

(ι) (x — a)2 -ι- {y — b)® + (ζ — c)2 = a3 b3 ■+■ c3 -+- iu, 

(a ) — (x — a) ρ — (y — b)(/ -+■ (ζ — c) = l\j\ -+- p3 q3, 

(3) i x — cl)3 -t-{y — β)2 -t- (ζ — γ)2 = κ2 -r β2 -4- γ2 -+■ au, 

(4) - {χ —α)ρ — {y - 6)y + (ζ - γ) = +q² ; 

/ι, 4, υ, μ, Ζ étant fonctions d'un paramètre t, tandis que α, β, γ, y et λ 
sont fonctions d'un second paramètre ô. Les équations (i) et (a) sont 
ainsi relatives aux lignes de la première courbure; les équations (3) 
et (4) se rapportent aux lignes de la deuxième courbure. La condition 
de perpendicularité des lignes de courbure qui passent par un même 
point s'obtiendra en éliminant les six variations dx. dy, dz, d.r. 
à y, de entre les cinq équations 

dxâx dy ày -t- i/zdz = o, 

\x — a)dx -+■ (y — b) dy -+- (z — c)dz = o, dz = pdx + qdy. 
[x — a) âx -t- (y — β) ây -+- (ζ — γ) dz = o, dz = pdx -t- 707·· 

Du trouve ainsi, en ayant égard aux équations (1), (a), (3), (4), 

j) u + ν -+- act. -ι- -+■ cq = 11. 

Dans la discussion de cette équation de condition, nous distinguerons 
quatre hypothèses qui sont les seules possibles, et que nous allons 
•'xaminer. 

i°. Les quantités a, b, c sont liées par trois équations linéaires. 
Dans cette hypothèse, a, b, c sont déterminées; les sphères qui 
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contiennent les lignes de la première courbure sont concentriques, et, 
en prenant leur centre commun pour origine des coordonnées, on 
aura 

a = o, b = o, c = o; 

l'équation (5) se réduit alors à 

u -t- υ = /λ. 

En la diflérentiant par rapport à t, il vient 

u' = l' λ. 

Cette dernière exige que «' et V soient nuls ou que λ soit constante. 
Le cas de u' = o donnerait 

u = constante ; 

par suite, la surface serait une sphère. Rejetant cette solution et dési-
gnant par m et m' deux constantes, on a 

λ = — ? iu' — ml', d'où iu — ml + m 

puis 
2u = — m'. 

On a ainsi cette solution unique de l'équation (5), 

a = o, b = o, c — o, iu — ml -+- m', % υ = — m', λ = ^ · 

2°. Les quantités a, b, c sont liées par deux équations linéaires. 
Dans cette deuxième hypothèse, les centres des sphères qui contien-
nent les lignes de la première courbure sont situés sur une droite fixe. 
En prenant cette droite fixe pour axe des z, on aura 

a = o, h = o ; 

Γ équation (5) se réduit alors à 

u -+- u -+- cq — //.. 

Différeutiant cette équation par rapport à 5. puis celle obtenue par 

Tome Will - Aybil iS53. 20 
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rapport à t, il vient 
y' -+ C-/ — IW, 

c'y' = l'\'. 

c' ne peut être nul, car autrement c serait constant, et l'on rentre-
rait dans la première hypothèse. On tire alors des équations précédentes 

/ = 7λ'' »■={'-τ)*· 

Il faut donc de deux choses l'une : ou que y', y' et λ' soient nuls, 011 

que et / — soient constantes. 

Supposons d'abord le premier cas, savoir : 

y' = ο , υ' = Ο , ).' = Ο ; 

les centres des sphères qui contiennent les lignes de la seconde cour-
bure sont dans un plan fixe perpendiculaire à l'axe des ζ; on peut 
prendre ce plan pour celui des χ y, et alors on a 

y = o, y = ? A = -> 

m et m' désignant des constantes. L'équation de condition (5) donne 
ensuite 

H — — t —H "· * 
2 2 

Considérons maintenant le deuxième cas- On aura, en désignant par 
m et m' deux constantes, 

1= me -1 , 2 

y' = ml', y ' = ^λ'; 

intégrant et désignant par m" et m'" deux nouvelles constantes, il 
vient 

Il 
7 = m/-i ? IP= — λ-ί 
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L'équation de condition (5) donne enfin 

m m 
u = c 3 2 

On a ainsi ces deux solutions de l'équation (5) : 

a — o, b = o, iu — ml -+- m', 

y = ο, ιυ = — m , λ = —, 

et 
α — o, b — ο, iu— — m" c — m'", 

I ~ me -f 5 ί — ml H > a υ — m ), -h m , 

m, m', m" et m'" désignant quatre constantes. 

3°. Les quantités a, b, c sont liées par une seule équation linéaire. 
Les centres des sphères qui contiennent les lignes de la première cour-
bure sont dans un plan fixe. En prenant ce plan pour celui des jrz, on 
aura 

a = ο, 

et l'équation (5) se réduit à 

u -h υ -h b § -h c y = 11. 

Différentiant une fois par rapport à θ, puis ensuite deux fois par rapport 
à / , il vient 

v' b o'+ c y'— l 1', 

b'ê'-h c'y'= l'I', 
b" g'+ c"'/== b" C' + C" y' = l" y' 

On ne peut avoir 
b'c"— c'b" = O

r 

car autrement il y aurait une relation linéaire entre b et c, et l'on 
rentrerait dans les hypothèses précédentes ; on peut donc tirer des deux 
dernières équations des valeurs finies de β' et y', et ces valeurs auront 
la forme 

β'=Βλ', y'=Cl\ 

B et 0 étant fonctions du seul paramètre t. 
20. 



156 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Si β' et y sont nuls, β et γ sont constantes; les sphères qui contien-
nent les lignes de la seconde courbure ont leurs centres sur une ligne 
droite, et l'on rentre dans la deuxième hypothèse. Si β' et y ne sont 
pas nuls, λ' ne peut être nul, et B, G sont constantes. On a d'ailleurs 

C§'— Β·/= o, d'où CS — By = constante. 

Cela prouve que les sphères qui contiennent les lignes de la seconde 
courbure ont leurs centres dans un plan perpendiculaire au plan yz ; 
on peut prendre ce plan pour celui des xz, et alors on aura 

β = ο. 
L'équation ( 5 ) se réduit alors à 

u + υ + cy = 11; 

sa dérivée relative à 0, et la dérivée de celle-ci relative à t, sont 

ϋ'-t- ci =11', 
d'y' = l' y' 

On ne peut avoir c' = o, ni γ' = o; car autrement on rentrerait dans 
les hypothèses précédentes. La dernière équation donne donc 

V = me', λ' = — V ; 

d'où, en intégrant, 

1 = me -h m', 1 = — 7 -+- m", 

m, m'et m" étant trois constantes. Les équations précédentes donnent 
ensuite 

c' = m' / m y, d'où v= m' /m 

m." désignant une nouvelle constante; puis 

u = mm!'c ■+■ [m!m!' — m"). 

On a ainsi cette solution unique de l'équation (5) : 

a — o, u — mm"c ■+■ {m'm"— m"), l = me -+- m', 

β = ο, υ = — ν + m", λ = - γ -t-m". 
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4°. Les quantités a, b, c ne sont liées par aucune équation linéaire. 
Je dis que a, β, y satisfont au inoins à une équation linéaire, et que, 
par suite, on rentre dans l'une des trois précédentes hypothèses. En 
effet, différenlions d'abord l'équation (5) par rapport à 0, il vient 

0' + ««' + AS'-t- c-f =ly'; 

différentions celle-ci trois fois par rapport à / , il vient 

a' a' + h' S' + c' 7' = l'I', 

a" a'-h A"g'-t-c"y' = l"l', 

a a + b 6 -h c γ = l λ ; 

puisqu'il η existe aucune relation linéaire entrer, b, c, le déterminant 

a', b', c', 
a", b", c", 
a'", b\ c'", 

ne peut être nul ; par conséquent, les équations précédentes donneront 
pour a', S', y' des valeurs finies qui auront la forme 

a! = A λ', β' = Βλ', y'=CX', 

A, B, C étant indépendants de β. Ces équations exigent que a! soit nul 
ou que A soit constante, que S' soit nul ou que B soit constante; enfin, 
que y' soit nul 011 que C soit constante. Si l'une des quantités «', S', y 
est nulle, on rentre dans l'une des hypothèses précédentes. La même 
chose a lieu si aucune des quantités «', S', y' n'est nulle, car, dans ce 
cas, les équations précédentes donnent 

a=Â^' S=B?' 
d'où 

α=Τ7 + constante, β = - y + constante. 

Il existe donc deux relations linéaires entre α, β, y. 
Il résulte de cette discussion, que l'équation (5) n'admet que quatre 
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solutions distinctes et utiles pour l'objet de nos recherches, savoir : 

. . /71 
ι". a = o, b — o, c — o, iu = ml + m', nv — — m, À = _ : 

■λ", a = o, b = o, 5/î = ml -t- m', 7 = 0, au — — 

3". a = o, b = o, nu = — in"c — m'", l — me + — ? 

γ=Μ*λ+^-, au = μϊ'λ + mi"; 

4°. a—o, u = mm." c + (m'm" — m'"), l — me + m', 

6 = 0, υ = —7 -h m , A — —7 -+- m ; 

mî , m', m'\ m!" désignant des constantes. Nous allons examiner les quatre 
cas auxquels on est ainsi conduit. 

§ II 
Premier cas. 

On a 
a — ο, b = o, c — o, nu — ml + m', 

2 υ = — m , λ = — 

Les équations (1) et (2) du § Ier, qui sont relatives aux lignes de la 
première courbure, sont ici : 

x* -+- y* + ζ* = ml + MI', 

ζ — px — qy = I1J1-+- p* -h q*. 

L'élimination de / donne l'équation aux différentielles premières de 
la surface; savoir, 

z _ px
 _

 qJ =
 L·— V , +p2-hq2. 

Si l'on compare cette équation à l'équation (4) du § III de la 
deuxième partie, on verra qu'elle se déduit de celle-ci, en supposant la 
fonction φ (ô) linéaire et égale à m 9 -+- m'. La surface dont il s'agit ici 
est donc un cas particulier des surfaces qui composent le premier genre 
de celles dont les lignes de courbure sont planes dans un système et 
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sphériques dans l'autre. Les lignes de la seconde courbure sont des 
circonférences, circonstance qui est indiquée par le caractère analy-
tique déjà remarqué dans la deuxième partie de ce travail. L'équation 
sous forme finie de notre surface s'obtiendra immédiatement, en pre-
nant pour Φ (θ) une fonction linéaire de θ dans les équations (i5) du 
§ III de la deuxième partie. 

§ m. 
Deuxième cas. 

un a 
η = ο , b — ο, a ιι = mi -h m , 

γ = ο, 2 υ = — m , λ = — ■ 

L'équation des sphères qui renferment les lignes de la seconde cour-
bure est 

χ2 -I- y2 -t- z2 — 2 « χ — 2 Sj- = — m'. 

Ces sphères se coupent en un même point 

x = o, jr = o, ζ — \j—m'. 

Si donc on transforme par rayons vecteurs réciproques la surface dont 
il s'agit ici, en prenant pour centre de transformation le point repré-
senté par les équations précédentes, on obtiendra l'une des surfaces 
dont nous nous sommes occupés dans les deux premières parties. Donc 
réciproquement, la surface actuelle est une transformée de l'une de 
delles-ci. 

§ IV. 

Troisième cas. 
On a 

a = o, b — o, 2 u — — m" c — m"\ l = me —■> 

γ = m\ 4- —> au = m'I ·+■ m", 

m, m', m", m"' étant des constantes. 
On peut supposer m ou m' nul, car si m n'est pas nul, on pourra 

changer c en c — — en déplaçant l'origine des coordonnées sur l'axe* 
des z; on aura alors l = me, ce qui équivaut à faire m' — o. 
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Supposons d'abord /n = o; les équations relatives aux lignes de 
première courbure sont 

x* -t- y3 -+- ζ3 — 2 cz = — m" c — ni", 

2. - px - qy - c = - \h -h I>* H- q* ; 

on voit que la surface dont il s'agit ici est un cas particulier des sur-
faces qui forment le troisième genre de celles dont les lignes de cour-
bure sont planes dans un système et sphériques dans l'autre. On la 
retrouve effectivement en supposant que φ (θ) soit une fonction linéaire 
dans l'analyse du § VI de la deuxième partie. 

Supposons, en second lieu, /ra'=o; les équations relatives aux 
lignes de la deuxième courbure sont 

x3 -+- y3 -+- ζ3 — ι cz = — m"c — ni", 

ζ — px — qy — c ( ι -+- m \' ι ■+■ p3 -+- q3). 

La surlace à laquelle ces équations appartiennent fait partie du second 
genre de celles dont les lignes de courbure sont planes dans un système 
et sphériques dans l'autre. On l'obtient en effet, en supposant que φ (S) 
soit une fonction linéaire dans l'analyse du § V de la deuxième 
partie. 

Pour chacune des deux surfaces dont il vient d'être question, les 
lignes de la seconde courbure sont des cercles. 

§ V. 
Quatrième cas. 

On a 
a = o, u — mm" c -+- ( m'm" — m" ), l — me -+■ ni'. 

S = o, j — — 7 — m , λ — — 7 m . 

m, m', m", ni' étant des constantes. Les équations des sphères relative» 
aux lignes de l'une et l'autre courbure sont 

(ι) x1 -h γ- -4- ζ2
 — ι by — ι cz = ·ι mm" c + ι ( m'ni' — m" ), 

·; a x3 -+- r3 -+- z" — iolx — iy: = ι — γ -ι- mi . 
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Les sphères représentées par l'équation (1) se coupent en un même 
point, pour lequel on a 

x = y/a (m' m" — m") — m2ηι"2, γ = ο, ζ — — mm" ; 
tie meme, les sphères (a) se coupent au point fixe 

χ = ο, γ — \f 1 m » ζ 

Si donc on transforme, par rayons vecteurs réciproques, la surface 
dont il est ici question, en prenant pour centre de transformation l'un 
des points dont on vient de parler, 011 obtiendra l'une des surfaces étu-
diées dans la première ou dans la deuxième partie. Donc réciproque-
ment, la surface actuelle est une transformée de l'une tie celles-ci. 

§ VI. 
11 résulte de cette discussion, que si l'on exclut les surfaces dont les 

lignes de courbure d'un système sont circulaires, et qui appartiennent 
aux genres considérés dans les deux premières parties, les surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont sphériques ne peuvent former que 
deux genres distincts. 

Dans le premier genre, les centres des sphères des lignes de l'une des 
courbures sont sur une droite fixe ; les centres des sphères des lignes de 
l'autre courbure sont dans un plan fixe perpendiculaire à la droite fixe. 

Dans le second genre, les centres des sphères des lignes de chacune 
des courbures sont dans 1111 plan fixe; les deux plans fixes sont per-
pendiculaires entre eux. 

Enfin toutes ces surfaces peuvent se déduire, au moyen de la trans-
formation par rayons vecteurs réciproques, soit des surfaces dont 
foutes les ligues de courbure sont planes, soit des surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes dans un système et sphériques dans 
l'autre. Toutefois, il faut admettre que le centre de transformation 
puisse être imaginaire, ce qui 11e peut présenter aucune difficulté. Au 
surplus, il est tres-aisé de voir qu'on peut se borner aux centres de 
transformation réels, pourvu que l'on joigne aux surfaces obtenues 
toutes les surfaces qui leur sont parallèles. 

CONCLUSION. 
L'analyse développée dans ce Mémoire conduit naturellement à 

distinguer en plusieurs genres les surfaces dont toutes les lignes de 
Tome Will. — MAI 18SV AI 



162 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

courbure sont planes ou sphériques. Ainsi, les surfaces dont foutes 
les lignes de courbure sont planes forment deux genres dont le pre-
mier a été étudié par Monge ; les surfaces dont les lignes de courbure 
sont planes dans un système et sphériques dans l'autre forment trois 
genres; enfin les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont sphé-
riques ne forment proprement que deux nouveaux genres. 

Pour les surfaces d'un même genre, les lignes de courbure de chaque 
système sont déterminées directement par le moyen de deux équations 
entre les coordonnées rectangulaires x,y, ζ, et les différentielles par-

tielles ̂ 5 ^ ou p, q. Chacun des systèmes d'équations dont il s'agit 

renferme un paramètre variable, et, en général, une fonction arbi-
traire de ce paramètre; ils constituent les deux intégrales intermé-
diaires d'une équation différentielle partielle débarrassée d'arbitraires, 
en sorte que, pour achever la solution, il ne reste plus qu'à intégrer 
la seule équation différentielle ordinaire dz — pdx -+- qdy. 

Mais, dans quelques cas particuliers, les équations relatives à l'un 
des systèmes de lignes de courbure ne renferment aucune arbitraire, 
tandis que les équations qui se rapportent à l'autre système contien-
nent deux fonctions arbitraires. Dans ces cas, les plans ou les sphères 
qui contiennent les lignes de courbure de ce dernier système sont in-
déterminés, et les surfaces correspondantes sont développables ou 
sont à lignes de courbure circulaires. Ce caractère analytique n'est 
pas le seul par lequel se manifeste l'existence des surfaces à lignes de 
courbure droites ou circulaires. En effet, pour chacun des cinq 
genres étudiés dans la deuxième et dans la troisième partie, les équa-
tions qui se rapportent aux lignes de l'une des courbures peuvent être 
satisfaites quels que soient le paramètre et la fonction arbitraire de ce 
paramètre contenus dans ces équations. Les solutions qui en résul-
tent sont de véritables solutions singulières ; les surfaces correspon-
dantes sont, outre la sphère, le cône droit, le cylindre droit, le tore, 
et les surfaces que l'on obtient en transformant celles-ci par rayons vec-
tpurs réciproques. Ces surfaces sont déjà renfermées dans les genres 
que nous avons étudiés; aussi nous bornons-nous à les mentionner. 


