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SUR LES COURBES A DOUBLE COURBURE;

Pir M. F. FRENET,

Professeur 2 la Faculté des Sciences 4 Lyon.

{ Extrait d’une Thése présentée a la Faculté des Seiences de Toulouse, Ie 10 juillet 1847,

1. En un point M d'une courbe 2 double courbure on peut considérer trois droites ,
qui sont : la tangente, la normale principale, c’est-a-dire celle qui est dirigée suivant
le rayon de courbure, et la perpendiculaire au plan osculateur qui sera désignée sim-
plement sous le nom d’axe. Les cosinus des angles que les directions de ces droites
font avec les axes coordonnés seront respectivement

{A) a, by e Ny opy, vy oa, 6, 9.
En posant
A=dyd's —dz d’y,
Be=dzd®zx— dxd’z,
C=drdiy — dy dx,

D= VAT B+ C.

on sait qu’on a

1) est aussi égal & wds’, » étant Fangle de contingence.
Les neuf quantités (A ) sont lides par les relations suivantes :
b4t =1, Mot v, @' 4 B gl =1
ak+ by +4cv =0, az-+ bE+cy=o0, alX “+6p 4+ gy = 0,
a=py—v8, a=bv—cu, r=86c—qyb;
b=va—1ly, E=c)—ay, p=9yd— xc;
c=A6 —pa, y=ap—>bl, v=ab—8a.
2. Caleul de Pangle de deux droites infiniment woisines. — Soient {, m s 72 les cosinus
déterminants d’une droite MB, ces cosinus étant des fonctions continues des coordon-
nées dn point M. Une méthode connue pour trouver Fangle de cette droite avec la
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droite infiniment voisine M’ B/, consiste & mener par le point M une parailéle a M'B/,
4 prendre sur les directions de ces lignes dont on cherche Pangle deux longueurs MC,

c

Bl |
\C"’“ N
Fig. 1.
l

J
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MC’ égales & Punité, et & projeter sur les axes le contour CC'MC. On trouve ainsi, en
appelant ¢ I'angle demandé, et £, g, 4 les cosinus qui fixent la dircction de CC/,
fo=dl, ge=dm, hy=—dn,

et , par suite ,

p = Vdl*+ dm* < dn';

» étant connu, on en déduit

et ces quantités font connaitre la direction limite des positions de CC'.

En appliquant ces formules i I'angle de contingence, on trouve
ppuq 8 4 ’

e (! 16 {c
o= ¢da’—|—dl)’+dc’, ad =2, @ By & = .
w w o)
3. dngle de torsion. — Soient M, M’, M”, M” quatre points consccutifs d’une
B’
/ B
!
G
Fig. a. / -~

j
/
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M

courbe, MB la direction de I’axe du plan osculateur MM’ M”, MB’ la direction de 'axe
da plan osculateur M’ M” M”, et admettons, pour fixer les idées, que le point M” soit du
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méme c¢6té que MB par rapport au plan MM’'M”; les longueurs MG, MC’, prises sur
les directions mémes dont nous venons de parler, étant égales, C’'C a pour direction
limite celle d’'une perpendiculaire 4 ’axe MB et A I'intersection des deux plans oscula-
teurs, c’est-a-dire 4 la rangente. Cette direction est donc celle de Ta normale principale
en M, pourvu qu'on aille de ¢/ en C, et non de C en ¢. En opérant comme plus haut,
ct désignant par « Iangle de torsion, on trouve

. — do 16 {
(I) 11:\/(laz’+(lr'3'l+d'y’, 1:——?, y:_—;, ur——:’:

u 142 "

et aussi

da d6  dy

TR T T AT T
On peut voir que, dans '’hypothése que nous avons faite, d= et % sont de signes
contraires, et, par suite, z positif. Par exemple, si  est positif, supposons un plan P
paralléle & ZOY et qui laisse toute la figure 4 sa droite; Iz direction C' C devant faire un
angle aigu avec I'axe des x, le plan P sera rencohtré par (a direction CC/ prolongéc, ce
qui ne peut étre qu'antant que le point ¢ est plus prés de ce plan que le point C;
cela revient & dire que V'angle de MB’ avec I'axe des a est plus grand que angle
de MB avec le méme axe; P'accroissement Zu sera donc négatif. On verrait de méme
que si ) était négatif, d= serait positif. Mais si 'on suppose M” d’un autre cété (que MB

par rapport au plan osculateur MM’ M”, nous trouverons

do
= —,

A

ce qui exigerait deux formules différentes pour «. Afin d’éviter cet inconvénient, nous
conviendrons que I'angle de torsion sera positif dans le premier cas que nous avons
considéré et négatif dans le second; de sorte qu'il sera toujours représenté, en gran-
deur et en signe, par 'une des expressions

da d& dy

— ey —_—— —_—— e

A {.L v
Nous pouvons déduire de 1a 'expression ordinaire de «. En effet, de équation
I I 1
aa—+b6+cy=o

on tire

ado +8db + yde = — (ada + bd8 +-edy)=u(rda + pdb -+ ydc",

et, a cause des formules (1),

ada + 6db + g de = uo.
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Cette derniére relation devient

dr dy dz
2d? 2 4 gar L 2 7
“ ds T ds +d ds

dsad”x-{»- 6([3_.)'—9—7(!':,
» w ds?

=

d'ow enfin
Adz +Bd'y +Cdiz
D2 ’

= ds

c'est la formule connue. Des caleuls analogues nous conduiraient facilement i ¢ autres
formes de la valeur de u.

A, Angle de deux rayons de courbure infiniment voisins. — Soit § cet angle. En vai-
sonnant comme au n° 2, on trouve

62— di* 4 dp —+ dve
(8]}

dh = edf — bdy + fde — ydb = u (by—cu)—w(py — 98 ==l —
et de méme
dp=6u—bw, dv=qgu-—-co;
par suite,
d): 4 Ap? - dv: = 6 == u* 4 .
Lancret avait obtenu cette relation par une tout autre voic.

3. Elément de la courbe liew des centres de courbure. — Soit m un point de cette
courbe répondant au point M de la proposée. En désignant ses coordonnees par 2, «
et par p le rayon de courbure en M, on a

z

Em—x=p), n—y=pyp, L-—z==gu
On en déduit

dE — dzx —= pd) - rdp, dn—dy = pdp +pdp, df — dz = ody — v ;.
Remplacons ¢, dp, dv par leurs valeurs du n° 4, il vient
di:).a'.n—l—pa(t, dn=pdp—+ pbu, d7i— vdo “+oyu,
et par suite,
A& +dy 4 di?=ds'=do + o'u.
Cette relation est due & M. Molins.
Les derniéres équations nous donnent
adg 4= bdn 4 cd? = dp(ar+ bp +cvj+ wolax—+ hE 4 g =,

ce qui nous apprend que la tangente en m est dans le plan normal en M.
Pour avoir I'angle que cette droite fait avec la normale principale . wultiplions res
mémes équations respectivement par , gz, v, et ajoutons: il vient

Yl & - pdn+vdi = do.
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Soit ¢ I'angle cherche,

&!&
q

cos @ = sin = £ tan, — P
== o = — da Q== —
f ! dc’ 84 dp’

ces valeurs nous conduisent aux relations suivantes :

dE . dr . di .
d-g:)msy—l—asmq, Jo = pcosy +86sing, 7o = veosg - ysing.

Ces equations admettent une interprétation géomeétrigue trés-simple.

6. Droite polaire. — C'est Pintersection de deux plans normaux infiniment voisins.
si l'on désigne par X, Y, Z les coordonnées courantes , ce sera aussi I'intersection de
denx plans ayant respectivement pour équation

X—x)ya+(Y—y)b+(Z-—32)c=o0,

{2}
v (X — &) da +4 (Y —y)db + (Z — 2) de — ds = o.

Le premier est le plan normal en M, le second lui est perpendiculaire, car

ada 4+ bdb + cde =0,
el pusse par le centre de courbure dont les coordonnées sont

+ da + db N de
x — r+—s =z —
as’ 7T ds ds
I.a droite limite de I'intersection de ces deux plans est donc une perpendiculaire an plan

nsculateur menée par le centre de courbure.

7. Point de rencontre de deux droites polaires consécutives. — Les coordonnées de ce
point M, satisfont aux deux équations (2}, dont la derniére peut se mettre sous la forme
% . @ v

(X—x)=+{Y — 7>~
I3 f £
et aussi i I'équation qu’on obtient en différentiant cette derniére par rapport 4 x, y
et 2z elles seront donc fournies par les relations suivantes :
(X —x)a -+ (Y—n)b +(Z~—z)c=o0,
) v
) (X—a)2 +(Y—=y)f i (2—2) —1=0,
{3) p P £
, A ) 2 \ v
(X —x)d -+ (Y —y)d- "+ (Z—2,d.--=o0.
\ P p 14
On déduit de la premicre et de la troisieme,
X —x Y —» 77—z

l;ri1~cd& r:rlf——ani2 adﬁ—lmff
g o P p P o

Tome XV - Novemsae 1852, 56
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Or
bd? ot — pa % a® g (b= _ 4o
2 2 ds ds ds @
. . ., . . pda— adp
Cette derniére expression étant égaled *——— s les formules du n® 3 nous don-

2

nent

X—x  Y—y = Z-—3
d — dp d
«L G%MH 7L+ e
[/

1]

Appelons T la valeur commune de ces rapports ; la deuxiéme des équations (3 ) devient

T ( de ) dp dp 1.
R ]

d’ou
T=1;
par conséquent,
o d d
(4) X——z:aTP—!—p)\, Y—z::é'TP—Fpp., Z—-—z::'y.,_lﬁ_g_.gq.

8. Rayon de la sphére osculatrice. — Les derniéres équations domnent pour ce

ravon R, qui est eégala /(X — x )+ (Y —y )*+ (2 — 2)?, la valeur simple

@

u}

. dp . . .
d’oit P'on voit que — représente la distance du point M, au plan osculateur en M.
11

Soit & cette distance, les relations (4 ) deviennent
(5) (X —~z)=ah+2s%, (Y—y)==86ktpop, (Z—z2)=qh—+p

On obtiendrait immédiatement ces résultats en projetant successivement sur les trois
axes le triangle qui a pour cités R, /& et p.
En rapprochant la valeur de # de celle trouvée pour tang ¢ (0 8), on en conchit

[
tang o ="' »
b ¥ Il
L'angle de la tangente a la courbe, liew des centres de courbure, avec le rayon du
cercle osculatewr est donc le complément de Uangle que fait ce méme rayon avec le rayon
de la sphére osculatrice.
Si 'on compare la valeur de da avec celle de R, on trouve

d
R = ,7?,

i

ce qui fournit un nouveau théoréme.
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Les deux derniéres propositions , ainsi que les valeurs de R et de %, ont été données
autrement par M. Molins.

9. TLe licu des droites polaires est la surface polaire qui a pour aréte de rebrousse-
ment le lieu des points M,. La tangente et le plan osculateur en ce point ne sont autyes
que la droite polaire et le plan normal relatifs au point M. C'est ce qu’on voit facilement
par le calcul en différentiant deux fois la premiére des équations (2) et une fois la
seconde, X, Y, Z étant considérés dans ces équations comme les coordonnées de M.
On conclut de 13 deux théorémes dus & Fourier et dont les énonces sont :

Tatorime 1. L'angle de contingence en un point de Uaréte de rebroussement de la
surface polaire est égal & angle de torsion de la courbe au point correspondant.

Takorime 1. L'angle de torsion de cette méme aréte est égal a Uangle de contin-

gence de la courbe.

10. Eldment de Uaréte de rebroussement de la surface polaire. — 1l résulte de ce qui
vient d’étre dit qu’en désignant par @S I'élément de la courbe des points M, on a

dX dY P dZ

;I—S—— == &, Ti—s— =0, —d—g— = '\/o
Différentions maintenant la premiére des équations (5 ), et remplagons-y <X parad5:

elle donne
2dS — dxr = adh 4+ hda + X~ di,

Substituons & dz, d) et & leurs valeurs connues; il vient , aprés réduction ,
dS = dh + pu.
Comme
%
=
on peut aussi écrire
d hdh + pdp RdR dR
S= = = )
h h cos ¢

résultat qui se tire immédiatement de la figure.

On a d’atlleurs

do — A
cos o
par conséquent,
dS dR
ds  dp’

ce qui est I'expression dun theéoréme.
La valeur de ¢S, combinée avec les théorémes de Fourier, donne des formules
simples pour les rayons de premiére et de seconde courbure de la courbe des points M,.

56..
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En les désignant par ¢, et »,, ceux des points M étant ¢ et 7, on trouve
_dS _RdR _Rd4R

_ =

fr «  ha dp
_ dS_p Rd4R
n w dp )

. Angle de deux ravons de courbure sphérique infiniment voisins. — Soient L,
M, N les cosinus déterminants du rayon de courbure sphérique, ¥ I'angle dont il

s'agit; on a, d’aprés ce qui a été vu,
{RL=X —x=2h+;1,
RM=Y —y=6k+pu,

(6)
RN=Z—z=9h+pv,
Yr=dL' - dM* + dN?,

Les équations (6) nous donnent
RdL 4+ LdR = dX — dz= 2dS — dz,

RdM-+MdR =dY — dy = 6dS — dy,
RdN + NdR = dZ — dz — ydS — .

Elevons au carré et ajoutons, il vient , aprés des réductions simples,
R2? - dR? = d8* + ds*.
- R . RdJdR
On déduit de 1a, en tenant compte de la relation dS = y
(1

b

N
U= L _— —_
! R R r:

12. Soit une droite passant au point M daus le plan normal et tangente i la sphére
osculatrice en ce point; on trouve sans peine, pour les cosinus L,, M,, N, qui la de-

terminent,
r— k)
PU (] ]_\L P

Ty

Ly =%
R

et Uangle infiniment petit ¢ de cette droite avec la droite analogue passant au point voi-

5

sin est donné par la formule

. ds . s

&= R: sin P -+ =
i

13. Droite rectifiante. — Lancret a nommé plan rectifiant d’une courbe en un

point M celui qui contient 'aze et la tangente en ce point; son intersection avec le

plan rectifiant infiniment voisin est la droite rectifiante. Cette droite a pour équation
(X=z2D+ (Y —y)p+(Z—3z)v=o0,
(X.—.r)d)\ﬂ-(Y——])(ly. -+ (Z—z)dv = 0.

cos’ g.

{(7)
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La deuxiéme est celle d’un plan passant par M et perpendiculaire au plar reciifiant de
ce point; elle contient donc la normale principaie. Il suit de la que Pintersection cher-
chée , située dans le plan rectifiant en M, fa:: avec laze en ce point un angle dgal a
celui du second plan avec le¢ plan normal, et dont le cosinus a pour expression
d) dp dv
a— +b— o
6 6
. L, @
la valeus absolue de ce cosinus se réduit a 7 #u moyen des formules du n" 4.
Si I'on désigne par H I'angle de 1a tangente avec la rectifiante, on wouve
. 2 2] ® r
(3) sinH ==, cosH_, tangH=-=".
f 7 @ p

La derniére équation donne une si;nification geométrique assez simple 4 la quantite ».

Des eéquations (7 ) on tire, pour les cosinus £, m, » qui déterminent la rectifiante

/ PdVT vdy., e— 1;a')\ —_ 7\(1':4, n— );dy.:y‘d}q

6 6 3

valeurs qui peuvent s'écrire
' au + .

l:——eﬂ’:acosH—i-asmH,
o b € .
\9) { ,,,:i': t‘):bcosﬂﬁ-ésm]:l,

n = L‘i_—;—_‘)i‘o‘l = ¢cos H + ¢sin H.

L'interprétation géométrique de ces relations est facile.

On déduit encore des formules (8) et de celles du n° 4,

d) .
—Q—:acosH—usmH,
d .
T*‘:scosH— bsinH,
d .
?”ZTCOSH—- csin H.

14. dngle de deux rectifiantes infiniment voisines. — Soit ¢ cet angle. En différen-
tiant la premiére des équations (q), il vient
dl = (2 cos B — asin H)dH + sin Hd« + cos H da.

Or
da = w), dam=—uk;
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done

sin Hdx + cos Hda = o.
Daillears

(—Q: xcos B — asin H;

]
il résulte de la

'
(ll:—g—dH,

et, de méme.

{ ds
dm:%‘-dﬂ, dn:?’,/H,

et finalement

o == dl*+ dm* + dnt = dH = g— o 2.
: u

5. Aréte de rebroussement de la surface rectifiante. — La surface rectifiante est i
lieu des droites rectifiantes. Les coordonnées d’un point M, de son aréte de rebrousse-
ment sont les valeurs de X, Y, Z qui satisfont aux trois équations suivantes :

(X—.Z‘))\—{-— (Y—J’)p +(Z —zlv—=—o0,

(10} (X—.r)(l)\—l—(:Y—_)')(lp—{—(?‘—z‘}(lv:(),
(X—\I)(lz).—i—(Y ——_y‘) (lzy.—'r- (Z — Z)(lﬁv = — mdds

Soit K la distance du point M, au point M ; les deux premicres €quations nous donmnent

X—zx Y—y Z—z

o =K.
{ m n

)

Au moven de ces relations, la derniére equation (10 devient
(ldy+mdp +nd*v)K=—ods.
Or
ldy +~ mdp+ ndv=o0,
et, par suite,
A\ 4+ mdy +ndv=— (dldk 4 dm dp +dndv)=—bv.

done

o 1
R=Cd_snH o

te  dH

La tangente et le plan osculateur au point M, ne sont autres que la rectifiante et le
plan rectifiant du point M. C'est ce (qu'on voit sans peine en différentiant par rapport a
X, Y, Z, deux fois la premiére des équations (10), et une fois la seconde. Si &S est
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Félément de la courbe des points M, , on aura donc

dX dY dZ

—_— = _— —_— .
as T e I T

16. Elément de cette aréte. — Pour calculer d S, servons-nous des formules (1 1) 1a
premiére nous donne
dX — dz =Kdl+ ldK,
ou, d’aprés ce qui précede,
{dS — dx = Kd! + ldK ;
de méme ,
mdS —dy = Kdm + mdK ,
ndS —dz = Kdrn 4+ ndXK.

Multiplions ces trois équations respectivement par /, m, r et ajoutons les résultats, i
vient
dS — ds{al + bm 4+ cem) = dK,

dS = dK + dscos H;

ou hien

et comme

ds.sin H
—an — &
KcosHdH +sinHJK  4{Ksin H)
dS = < = - .
sin H sin H

Cn déduirait aisément de la 'expression des deux rayons de courbure.




