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MEMOIRE

SUR

L' INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

DE LA MECANIQUE;

Par M. J. BERTRAND.

Peu de mois aprés la mort de Poisson, Jacobi écrivit a I’Académie

des Sciences pour lui signaler la plus profonde découverte du géo-
meétre qu’elle venait de perdre.

»n

Pl

« Cette découverte, disait Jacobi, n’a, je crois, été bien comprise
ni par Lagrange, ni par les nombreux géometres qui I'ont citée, ni
par son auteur lui-méme. Le théoreme dont je parle me semble le
plus important de la M¢canique et de cette partie du calcul intégral
qui s’attache & I'intégration d’un systéme d’équations différentieiles
ordinaires. Toutefois, on ne le trouve ni dans les Traités de calcul
intégral , ni dans la Mécanique analytique. Comme ce théoréme ne
servait qu’a établir une autre proposition dont Lagrange avait
donné une démonstration plus simple, celui-ci n’en parle, dans sa
Mécanique, que comme d’une preuve d’une grande force analy-
tique, sans trouver nécessaire de le faire entrer dans son ouvrage;
et, depuis, tout le monde le regardant comme un théoréme remar-
quable par la difficulté de le prouver, et personne ne I'examinant
en lui-méme, ce théoreme prodigieux et jusqu’ici sans exemple est
resté a la fois découvert et caché. »

Le théoréeme auquel ces lignes se rapportent est démontré dans le

premier Mémoire de Poisson sur la variation des constantes arbi-
traires; il consiste en ce que deux intégrales d’un probleme de Méca-
nique étant données, on peut, sans intégrations nouvelles, former une
expression dont la valeur soit constante, ce qui, en général, fournit
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nne troisieme intégrale. Cette troisieme intégrale, combinée avec I'une
des deux premieres, pourra conduire 4 une quatrieéme, celle-ci 4 une
cinquiéme, et ainsi de suite jusqu'a ce que le probleme soit compléte-
ment résolu.

On comprend qu’il y a, dans cet énoncé, de quoi justifier 'en-
thousiasme e Jacobi. Il est peu de problémes de Mécanique dont on
ne connaisse deux intégrales et que ’on ne puisse, par conséquent,
résoudre par cette méthode, si elle n’est jamais en défaut. Malheureu-
sement, il existe, on le sait, des cas d’exception, et ces cas sont beau-
coup plus nombreux, comme on le verra dans ce Mémoire, que ceux
auxquels la méthode s’applique.

I’équation fournie par le théoreme de Poisson peut conduire de
deux manieéres différentes & une intégrale illusoire. Ti peut arriver que
éqguation se réduise 4 une identité telle que o = o, ou qu’elle donne
une intégrale qui rentre dans celles dont on I'a déduite, et n’avance,
par conséquent, en rien la solution du probleme. Je fais voir que ces
deux cas rentrent au fond Yun dans l'autre, et que, pour les étndier,
il suffit de chercher les intégrales qui conduisent 4 des équations
identiques. J’indique le moyen de chercher I'une de ces intégrales lors-
que Pautre est connue, et je prouve qu’il en existe toujours. Je fais
ensuite application de la méthode & plusieurs problémes.

Je considére d’abord le mouvement d’un point matériel attiré vers
un centre fixe, et je me propose de trouver directement toutes les
intégrales qui, combinées avec celle des aires, donuent un résultat
illusoire. Jobtiens de cette maniére la solution compléte du probleme.
Toutes les intégrales ui résolvent cette question mettent en défaut la
méthode signalée par Jacobi.

Jétadie ensuite le mouvement d’un point attiré vers deux centres
fixes, et le mouvement dans un plan lorsque la fonction des forces est
homogene de degré — 2. Ces deux problemes donnent le meme ré-
sultat que le précédent. Aprés avoir trouvé une intégrale, on peut
obtenir toutes les autres en cherchant celles qui mettent la méthode
on défaut.

Cette similitude dans les résultats obtenus pour trois questions tres-
différentes n’est pas un effet du hasard. Je fais voir qu’il en est ainsi
toutes les fois qu’il s’agit du mouvement d’un point dans un plan, et
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inéme dans tous les cas ol les coordonnées des points du systéme
s’expriment par deux variables indépendantes.

Passant ensuite 4 des cas plus composés, ’étudie le mouvement de
deux corps qui s'attirent mutuellement et qui sont en méme temps
attirés vers un centre fixe; en supposant d’abord que le mouvement
s’effectue dans un plan, je prouve que Von peut, comme dans les cas
précédents, former toutes les intégrales en cherchant celles qui, com-
binées avec I’équation des aires, donnent I’équation de Poisson une
forme illusoire. Lorsque I'on ne fait plus aucune restriction, le prin-
cipe des aires fournit trois intégrales ; les intégrales qui, combinées
avec celles-la, donnent trois résultats illusoires, sont an nombre de
huit; et, pour avoir la solution compléte, il suffirait de leur en ad-

joindre une neuviéme qui, seule, ne met pas la méthode en défaut.

Jai enfin appliqué la méme méthode 2 Pétude du célebre probleme
des trois corps, en cherchant s’il existe des intégrales qui, combinées
avec celle des aires, donnent des résultats illusoires. Je trouve, comme
dans le cas précédent, qu’il en existe huit distinctes, et que, pour
compléter la solution du probléme, il suffirait de leur en adjoindre
une neuvieme qui, seule, ne met pas la méthode en défant.

On voit assez, par ’énumération qui précede , que la méthode d’in-
tégration, basée sur le théoréme de Poisson, n’a pas, a beaucoup pres,
Fimportance quon avait cru pouvoir lui attribuer. Les cas d’excep-
tion sont nombreux, ils forment la solution complete de certains pro-
blemes et embrassent, dans d’autres cas, onze intégrales sur douze.
Cn comprendrait mal, cependant, le but que je me suis proposé si F'on
concluait que, suivant moi, 'on doit regarder comme exceptionnels
les cas dans lesquels le théoréme de Poisson est utilement applicable.
Cette assertion ne serait pas méme exacte pour les problémes que je
résous complétement en cherchant les intégrales qui mettent en dé-
faut la méthode signalée par Jacobi. 1I existe, il est vrai, pour ces
problemes, un systeme complet d’intégrales qui donnent a I'équation
de Poisson une forme illusoire ; mais ces intégrales, combinées d’une
maniere convenable, pourraient en fournir d’autres auxquelles le
théoréme s’appliquerait utilement.

Je ferai remarquer qu’en cherchant les cas d’exception du théoréme
50..
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de Poisson, on obtient une méthode nouvelle d’intégration (ui peut
conduire a des résultats importants.

On r'a pas oubli¢ que Jacobi, dans un Mémoire sur le problene
des trois corps, rameéne la solution de ce probléme a Yintégration de
six équations différentielles, 'une du second ordre et les cing auires
du premier. Je parviens, par la méthode nouvelle dont je parle, a
réduire la question & I'intégration de six équations, toutes du premier
srdre, cest-a-dire que Jeffectue une intégration de plus que ne Pavait
fait Jacobi.

11 résulte aussi de mes recherches que les douze intégrales du pro-
bleme des trois corps peuvent se classer de la maniere suivante :

1° L’intégrale des forces vives; 2° les trois intégrales des aires:
3° cinq intégrales dont je donne l'expression contenant ure fonc-
tion inconnue de sept variables; cette expression contient, en outre,
Péquation des forces vives et une certaine combinaison de celle
des aires; 4° une intégrale obtenue en égalant 4 uue constante nne
fonction inconnue des sept mémes variables; 5° une intégrale qui con-
tient le temps; 6° une douziéme intégrale qui n’appartient a aucune
des catégories précédentes.

Je me borne, quant & présent, a indiquer ces résultats. Je les dé-
velopperai dans un autre Mémoire; leur étude m’écarterait du hut
spécial que je me suis proposé dans celui-ci, c’est-a-dire de I'étude
approfondie du théoréme signalé par Jacobi 4 'admiration des géo-
métres. 11 est remarquable que ces résultats, dont le théoréme de
Poisson est I'occasion plutot que le principe, forment, jusqu’a pré-
sent, la seule application utile d’'une découverte qui semblait d’abord
devoir s'appliquer a toutes les questions de la science et ne laisser
subsister les difficultés que comme de rares exceptions.

Si Pon désigne par ¢, ¢s,..., q. des variables indéj.endantes, en
fonction desquelles soient données les coordonnées des points d’un
systéme, et par ¢, ¢y,..., ¢. leurs dérivées par rapport a. temps,
par T I'expression de la demi-somme des forces vives, et enfin par U
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la fonction des forces [*]; les équations différentielles du mouvement
sont, d’aprés Lagrange,

d dT _dT _ dU
Zi‘ W dq; - df[l ’
d dT  dT _dU
dt dg,  dg,  dq.’
d dT 4T _ dU
“a " =

Si Pon pose, avec Poisson,

dT dT dT )
G, TP g =P g =P T-U=H,

et que P'on substitue les variables p, , Peoons Pr A G 5 G0y, gy les
équations précédentes prennent la forme trés-simple

o AR dpy AR odp_ dH
dt T dq,’ At — " dg, 7 a T T g,
dp _dH - dgy _dH dg  dE
dt — dp, dr dp,’ dt ~ dp,

Cela posé, le théoréme de Poisson peut s’énoncer comme il suit.
Si
%= (415 Gas Garees Gus Pis Paseers Pu)s
16 = ‘P(ql’ Gasre -3 Gny  Piy Pareos Po)
sont deux intégrales d’'un méme probléme, on aura toujours
dudf dxdf  dadf dedp = dady _ ds dp

dq.dp,  dp.dq.  dq.dp, dp,dq, " dg,dp, dp,dq,
= (e, 8) = constante.

L'expression («, £) devant rester constante pendant toute la durée du
mouvement, si I'on égale cette expression & une constante arbitraire,
on aura, en général, une intégrale, mais il pourra arriver que Pon oh-
tienne ainsi une identité. Il pourra arriver aussi que (z, f) soit une
fonction de « et de 8, de telle sorte que la nouvelle intégrale soif une

[*] Le théoréme de Poisson suppose essentiellement I'existence de cette fonetion, et
il nest question, dans ce Mémoire, que des problémes de Mécanique auxquels s’ap-
plique le principe des forces vives. (1. B.)
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combinaison des deux autres et n’avance en rien la solution du pro-
bleme. 1I est important d’examiner ces deux cas et de reconnaitre s'ils
doivent fréquemment se présenter. Nous démontrerons d’abord un
théoreme qui permet de les rattacher 'un a 'autre.

Si

z=9, =1

sont deux integrales d'un mémne probleme, telles que (a, 3) soit une
Jonction de o. et de 3, il existe toujours une fonction de a et de f3
qui, égalée a une constante 7, fournira une intégrale telle, que (a, )
soit identiqguement l’unite.

On a, en effet, par définition,

N da dy da dy da dy do dy da dy do dy

(a’ 7)== dy, dp, dp . dq,  dq.dp, dp,dg. " dq,dp, dp,dq,

mais 7y étant fonction de « et de fz, on a identiquement

G s dp, TR dp) dp  da dpn T )

dy dy da dy df dy __ dy d= dy dp

et, en substituant dans I'expression de («, 7), il vient, apres des ré-
ductions évidentes,

dy
(zy7) = (a, B) ﬁ

Si donc (e, f3) est, comme on I’a supposé, une fonction de « et de 5,
on pourra toujours déterminer 7 par la condition

dy ¥
E - (a, B)’

b

et faire en sorte, par conséquent, que (2, y) soit égal a 'unité.
Le résultat précédent peut étre généralisé.
Si
a=9¢, f=4¢

sont dewx intégrales d'un méme probléme, supposons qi'en les combi-
nant par la méthode o Poisson on trouve une troisiéme intégrale

(@, ) =71,

(a7 7) :0\7

puis ine quatrieme
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puis une cinquiéme

(@,d)=z¢,
et que lon arrive enfin a une intégrale
(a, ﬂ) =g,

qui puisse résulter de la combinaison des précédentes, de telle sorte yue
S=F(a, B9, 0y ¢,...,1);

il existe toujours une certaine intégrale de la Jorme

j(aa 137 Tseees 'ﬂ) = E,

qui, combince avec o, donne identiquement

(a0, &) =1.

Pour démontrer ce théoréme , il suffit de remarquer qu’en rempla-
cant dans I'expression de (2, &) les dérivées de & par leur expression
obtenue en considérant £ comme une fonction composée, on trouve
identiquement

dE
dn

dt dE d
(a0, &) = (%ﬂ)'jﬁ + (@, V)E + (a, o“)ﬁ"_“*' (e, )
dk dE d§ aE
:7@ -+ d\£+8d_5- + .4 (a,n)(;y—’

Si donc on écerit
: (¢,8)=1 ou (z,&)=o,

on aura, pour déterminer £, une équation linéaire aux différentielles
partielles dont les intégrales satisferont a la condition demandée.

On peut remarquer que si 'équation en £ renferme # variables
indépendantes, son intégrale générale sera une fonction arbitraire de
k — 1 fonctions distinctes, et contiendra, par conséquent, & — 1 inté-
grales distinctes satisfaisant 2 la condition énoncée.

D’aprés ce qui précéde, on peut démontrer qu’une intégrale quel-
conque étant donnée, il en existe d’autres qui, combinées avec elle,
couduisent & des équations identiques.

Soit

% =909 Garos Gus Pis Paresy Pu)

une intégrale d’un probléme de Mécanique.
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Prenons arbitrairement une seconde intégrale du méme probleme,
ﬁ = 4’(‘/4» Gas---3 Gns Pis P2s--o» pn)?

et combinons ces deux intégrales pour former 'expression (e, ). Si
cette expression est identiquement constante, la proposition est démon-
trée; si elle ne l'est pas,

(e ) =17

sera une nouvelle intégrale. Formons l'expression (e, ). Si elle est
identiquement constante , la proposition est démontrée; si elle ne Pest
pas.,

(a,p)=2¢

sera une quatrieme intégrale. En continuant ainsi indéfiniment , il
arrivera de deux choses 'une: ou bien Pune des intégrales succes-
sivement obtenues se réduira a une identité, et alors la préce-
dente satisfait 4 la condition énoncée; ou bien on trouvera une inte-
grale qui peut résulter de la combinaison des précédentes, car les
intégrales distinctes sont en nombre essentiellement limité. On sait
alors, d’apres ce qui précede , qu'en formant une fonction convenable
des intégrales successivement obtenues, on aura une intégrale qui.
combinée avec o, donnera un résultat identique, et 'on a vu méme
que, par ce procédé, on pouvait, dans la plupart des cas, en obtenir
plusieurs, distinctes les unes des autres.

Ou peut démontrer, du reste, que 'intégrale des forces vives satis-
fait toujours a la condition dont nous venons de parler, et que,
quelle que soit la seconde intégrale avec laquelle on la combine, le
résultat est une identité.

Soit, en effet,

o0 =¢(qis Gase-s Gus  Prs Prrens P»)

une intégrale d’'un probleme de Mécamique. Les équations différen-
tielles du monvement étant

dq, _ dH d¢, _ dH dg. _ dH
de T dp, ac — dp. 7 dt ~ dp.
dap, dH dp, dH dpa __ dH

.y —_——

A=W A= @ & g
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Pintégrale des forces vives est

£ = H.

Or on a, en exprimant que la dérivée de o est nulle lorsqu’on a
égard anx équations différentielles du mouvement,

’ ds dH do dH doe dH da dH

AR o,

d. dp.  dp, dg, T gy dpy T dp dqn
et cette équation exprime précisément la relation
(2, ) =o.

Si Vintégrale o contenait le temps et qu’elle fut de la forme
2=l A O (Gs Gaenes Gur Prs Parees Pu) s

on verrait de méme qien représentant par 5 =N T'intégrale des

forces vives, on aurait

(e, 5) = — 1.

On comprend que la méthode indiquée plus haut, fournissant un
grand nombre de maniéres de former des intégrales qui, combinées
avec une intégrale donnée, conduisent a un résultar identique, I'inté-
grale des forces vives ne sera pas, en général, la seule qui remplisse
cette condition. Nous pouvons d’ailleurs démontrer que cette circon-
stance ne se présentera Jamais, et que quelle que soit P'intégrale
donnée, il en existe toujours une seconde, différente de celle des forces
vives et qui, combinée avec elle, donne un résuitat illusoire.

Soient, en effet,

o =9 (({17 Gavoos Guy Poy Pase s o)

une intégrale donnée, et
ﬁ = WG Yares Qus Pry Pareos Pu)

une seconde intégrale quelconque distincte de celle des forces vives.
S’il arrive qu’en combinant « avec f3, puis avec toutes celles que Yon
obtient successivement, la k"¢ opération donne un résultat qui rentre

Tome XVIL, — Ocrtosne 1852, 51
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dans les précédents, nous avons vu que la fonction qui, combinée
avec o, donne un résultat illusoire est fournie par une équation diffé-
rentielle partielle 4 k variables indépendantes, et elle est, par consé-
quent, susceptible de & — 1 formes distinctes. Si l'on avait £ =1.
cette intégrale serait, comme on I’a vu, une combinaison de o et de 3,
distincte ¢videmment de I’équation des forces vives. Si £ = 2, on aura

{ foN
(2 )= 7.
) — = .
(e, )= (e 3, 79);
et si, en déduisant de ta, par la méthode indiquée plus haut. une
intégrale qui, combinée avec «, donne un résultat illusoire, on trouve
précisément I’équation des forces vives
H =24,
il faut en conclure que ’on a

H=F(z, 5 ),

R
v = flo b ).
Considérons alors une fonction 7 («, 5, H) qui, évidemment, sera une

intégrale; on aura, comme on le vérifie aisément,

dr . dr
(2, 7) = (2, &) g = J (@ & H) g

et, par suite,

et si 'en détermine = par la condition
. dn
i (e Yy —_—
fia, 5 H’——flg =

Pintégrale = satisfera a la condition proposée, et, de plus, sera dis-
tincte de celle des forces vives, puisque celle-ci donne

(o, H) = o.

§'il arrive, en second lieu, qu’en combinant o avec l'intégrale 5,
puis avec celles que 'on obtient successivement, on arrive & un résultat
identique de la forme

(a,¢) =13
P’intégrale ¢ sera évidemment distincte de celle des forces vives, et la
proposition se trouve encore démontrée.
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§'il arrive enfin, qu'en procédant comme nous 'avons dit, on soit
conduit 4 un résultat identique de la forme

(a,¢) = o0,

et que ¢ soit précisément l'intégrale des forces vives ou une fonction
de cette intégrale ¢ (I}, on aura, en désignant par d I'intégrale qui,
dans la série des opérations, précéde immédiatement ¢,

-

(o, ()“) == g = q) (H\,

Or il est facile de voir que si, au lieu de I'intégrale & gque nous avons
prise pour point de depart, on avail pris rﬂ)" toutes les mtegr‘a]eb
successivement obtenues auraient été divisées par ¢ (H), et Von an-

rait eu 4

) ., . . .
en sorte que ) est une intégrale distincte de celle des forces vives,
AT

7

et qui, combinée avec «, donne une équation identique.

1I.
Lorsque I'on connaitra une intégrale d’un probléme de Mécanique

o = Cp(q|7 qga---’ qrzs Pnpu--', Pn) :

il résulte du paragraphe précédent qu’il en existe d’autres qui satis-
font identiquement a I'équation

do dp da ({E da df da df da df da df

- 4+ = 0,
dq, dp, dp, dy, dq, dp. dp, dq, dgn dp, dp, dy,

do df dx df da df do dfp - da df da df .
dg, dp, dp, dg, dq, dp, dp. dq. dq, dp, dp, dg,

1.

Ces équations différentielles partielles auxquelles doivent satisfaire
certaines intégrales du probléme peuvent étre, dans certains cas, un
moyen précieux d’intégration et conduire quelquefois & classer les

Ar1..
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intégrales d’un probleme, de maniére a faciliter leur détermination:
nltérieure.

I11.

Pour premier exemple, nous étudierons le mouvement d’un point
matériel attiré vers un centre fixe par une force fonction de la distance.

LLes équations différentielles d’un tel mouvement sont

dx dx’ x

(1) a=% ==l
|
dr dy 7y
7,;-]", ‘d—,——‘";?(")-

Le principe des aires fournit, comme on sait, une intégrale

(2) xy' — yx' = a.
Soit
13) Y(x 0, 2y, t) = f

une seconde intégrale. En écrivant que, combinée avec la preniiere ,
elle donne un résultat illusoire , nous obtiendrons 'une ou I'autre des
équations suivantes :

d5 dp

\ 18 dp
/ LY APV A £2 oyt
(4) dx )V T dw ) ’—(lyx+dy’x =0
43 g ., 4B @
(5) T T @) Ty T g =1

Occupons-nous d’abord de la premiére. Pour I'intégrer, il faut poser,
conformément a la méthode générale,

dz dz’  dy dy’  dB

—_ — —_— — e - —_

¥ Y X x o

I'une des intégrales est
ﬁ == G47

et I'on s’assure facilement que les trois autres sont
P+ =Cy, X2+ y?=0Cy, xx'+ 3y =C,;

la valenr la plus générale de 3 qui satisfasse & I’équation (4) est, par
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conséquent , I’'une des suivantes :

B=F(x®+ % 2 + y"?, zx'+ yy’),

‘A
) B=t+F(x®+y* 2%+ y?, xx'+ 3');

A

on devra adopter I'une ou l'autre de ces deux formes suivant que ¢
devra ou non figurer dans I'intégrale que I'on cherche. -

Pour intégrer I'équation (5), il faut poser

dx de’  dy dy ;
-—--——-::——-47:—:—,-:dﬁ,
r r x z
c’est-a-dire
dx dy dx’ dy’ ,

T G T T =S g =

dont les intégrales sont

x=Mcos(fZ+a), y=Msin(fi+a),
x'= M cos(f +2a), y'=MNsin(+a),

M, M, «, o' étant des constantes arbitraires. De ces €quations on
déduit sans peine

x*+ y* =G, x4 y?=C,,
xx' + yy'= Gy, arc tang% — B =0C,;
d’ou P'on conclut, pour intégrale compléte de I'équation (5),
5 = arc tangg +F(x®+p% x4+ 2, xx' + yy', t);

et les intégrales du probleme qui sont comprises dans cette forme
pourront s’écrire, suivant que ¢ y figure ou n’y figure pas ,

s ‘3 = arc tangi—; -+ F(x2 +f27 x"? +.7'27 .1‘.1"-—!—_)’]"),
(B)
. r T .
(ﬁ =t arctang~ + F (2 + y*, ™ + 3y, xx'+ yy').

Il nous reste a chercher quelles sont les intégrales du probléme com-
prises dans les formes (A) ou (B).
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Occupons-nous d’abord de la forme (A}
B=F(x*+ y* x® + y?, xx'+ yy").

Pour exprimer que cette équation est une intégrale, écrivons que la
dérivée de 3 est nulle lorsqu’on a égard aux équations différentielles
du mouvement.

On obtient ainsi, en posant

x4 yi=u, x+yP=v, ax'+yy =w.

dp dB dp :
2= W 2Ewgo(u)+{—l;[v+ wo(u)] = o.
Pour intégrer cette équation, il faut cousidérer les équations diftéren-

tielles
du dv _ dw . dp

2w awolu) vtugiu) o :

les intégrales sont

o

I

C,
v — [o()du=C,,

w? — uv = Gy
par suite, la valeur de {3 est de la forme
B=F[v— fo(u)du, w"— uv|.
ou, en remplagant », v, w par leurs valeurs,
(C) E=Fla?+y" —[o)du, (xy' —yx')].

Cest-a-dire que Vintégrale {3 est une combinaison de Pequation des
forces vives avec celle des aires.

Si nous considérons maintenant la seconde des formes (A,
ﬁ:t+F(x2+f2, .,1.12_+_‘},/2’ xxl_”_lyv,r/‘);

en adoptant la méme notation que dans le cas précédent, nous expri-
merons qu’elle est une intégrale, a 'aide de I'équation suivante :
ds dp

I -+ z—w—i—a—tx)qof'u)+§—‘6—[&»+uy(u‘)]:o
du dv B dw N :
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Pour intégrer cette équation, il fant poser

du_ . av _ dw :——dﬁ,

2.—W*2Wq>(u) 0+ wug(u)

nous obtiendrons d’abord les deux intégrales

v -—fcp(u) du=C,, wi— up =Cy,

qui sont les mémes que dans le cas précédent. En remettant ia va-
leur de w déduite de ces équations dans la relation

df = — X,

2w
il vient

; du
dﬁ: 7 ]
VC: +ul G+ [o(u)du)

et Pon conclut que la troisiéme intégrale est

du -
e = G,,
‘8 u[\/C2+u[C|+f!P(u>du] ’

et, par conséquent, la valeur générale de 3 est

du . .
(7) = t+f\/(32+u[().—l—fcp(u)du] +Flv — fo(u)du, uw —w?|.

Si nous supposons F = o, cette équation devient celle 4 I’aide de la-
quelle on détermine le temps en fonction dua rayon vecteur.

Cherchons enfin si le probléeme admet des intégrales de la forme

(8 g =arc tangg + F(x®+ 9% x4y, xaxe’' + yy');

en faisant toujours usage de la méme notation, I’équation qui exprime
que cette relation est une intégrale est

dF dF
0= —F 2wt 2 —wo(u) + — v+ ug(u)].

Pour en déduire F, il faut intégrer d’abord les équations (

de dv dw _ udF

2w awe(u) T v4up(e) T u—ar
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Ces équations admettent, comme dans les cas précédents, les inté-
grales
v — fo(n)du=C,, w*—uw==Cy;

puis, en remettant pour ¢ et w leurs valeurs dans I’équation

du udF
ey P
il vient
— du \/E

dF = ———ee T
24 G, 4+ ul fo(u)de+ G}

donc la forme de la fonction F est
: C. d N
F:—f‘--—_ ve. 2 o — fo(u)du, u—wt
zu\/C2+u[.['?(u)(lu+C.] )
Si I'on suppose § = o, cette valeur de F fournit Pintégrale
. /a /
(g} % = arc tang L S A —
x J o2uNCi4u[ fg(u)de + C]

(est précisément I'équation de la trajectoire du point mobile.

Les intégrales (8) et {g], jointes a celle des aires et a celle des forces

vives, donunent la solution compléte du probleme.

v.

Nous choisirons, pour second exemple, le mounvement d’un point
dans un plan, en supposant la fonction des forces de la forme

Les équations différentielles de ce mouvement sont .

dx , dy ,
a =% =T
dx’ 2.x A oy (]}
\T‘ dar (nl'ﬂ"".?”:}?qg m) (1" _‘_.),2) 27 z .
dy’ 2y r 1 3
| __*wH (),
\ dt (i x* 37\ (2 4+ x? \x'
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On vérifie facilement que I'une des intégrales de ce systéme est

(2) (ay' —yary — 29 (L) =
Soit
(3) F(x”y”xafat):ﬁ

une seconde intégrale. En écrivant que la combinaison (2, 8) est
identiquement constante, on obtient 'une ou l'autre des équations

d dg [ —
" 2 5@y’ —ya) y — L] 2 (ay'— yat) y 29’ ml
+2~—(xj —yx'x g&ﬂz(xy’—yx x+2co( > = o,
d , , dg T ;
— a2 = ya g — L (@ —ya) yrag (L) 2
(%) 26 o= =
—Lz—(xj )x—l—d—ﬁ, 2 (xy'—ya')x'+ 2¢ (r); =1

Nous allons successivement intégrer ces deux équations.

Pour intégrer I'équation (4), il faut considérer les équations diffé-
rentielles

“ i B dx’
o T Al (@ =) —yayy + 2y (L) 2
(6) ‘ 2(ay'—re)y+2¢ (L) 2
— dy g o -
fenend 7 T 7
a2z (zy —yx') 2 (zy' —yax')a' 4+ 24/ (;) ;

une premiére intégrale est évidemment 3= C,. Pour obtenir les autres,
désignons par dkh la valeur commune des diverses fractions dont
I’équation (6) exprime Végalité, nous aurons

(7) b —ay(ay'— yx'),

(8) %=2x(xy'-fx’),

RO SR B
(10) %'—2(.1‘)’ yx'yx'+ a¢’ () é

Tome XVII. — Ocrosre 1852. 52
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En multipliant I'équation (7) par x, Péquation (8) par y, et ajoutant,
on trouve

dx dy
(r1) XY= 0,
donc
(12) x*+ y* = C,.

C’est une seconde intégrale du systeme proposé.

Si nous multiplions I’équation (g) par x’ et I’équation (10) par y’,
nous obtiendrons, en les ajoutant ensuite,

. , dx’ ,tly’_ Ay xy’——y-x"
(15) xX ﬁ +J’ (—ﬁ—aqo ; ————xz —

mais on déduit facilement des équations (7) et (8),

, Y i (e I
Klll) Ty —ryx = (w dah ]d/z> 2(-2’-4-)’7)’
donc

,dx’ Ay Ly dy dx\ 1 T
(18) gty =e (5) (xﬁ—faz);'—*‘xaﬂw

et, en intégrant les deux membres apres avoir remplacé x* + y* par
sa valeur G, ,

L2 2 ! 'Y\ _
C’est une troisieme intégrale.
Multiplions enfin I'équation (7) par 7', Péquation (8) par — x’,
Péquation (g) par —y, I'équation (10) par x, et ajontons les résultats,
nous obtiendrons

d ’ ’ Pt ’ [y
1) 4 (= gy = =TT g (2),

Multipliant les deux membres de cette équation par xy’ — ya’, il
viendra, en ayant égard 4 I’équation (14),

dy dzx
r— 5y —
/ y) ar 7 ah

da '
(18) Lo (e —yE =9 (]

x
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et, par suite, en intégrant,
14 ’ -y J—
(19) (xy’ — yx )2——2§0<;> =G,

C'est la quatriéme intégrale du systéme d’équations simultanées. La

valeur de 8 est, par conséquent, I'une des suivantes, selon que ¢y
figure ou non,

_ 2 r . Yy

T2
p=t+F [WZ—F)’za z' 4y — e 4 <£>a (xy' —ya' ) — 29’ (Z)]

x

(A)

Considérons actuellement la seconde équation différentielle par-
tielle, c’est-a-dire 'équation (5). Pour Pintégrer, il faut poser
dx . dz’' . dy
I g - - ’r ’
2 (zy' —ya')y o (zy — yx') + 29’ <£> r o 2wy —ye)a

(20)

dx’

= y) = dp.

o / _2_ LY I
2(@y' —rya') + 9 (I

Ces équations ne different des équations (7), (8), (9), (10), traitées

plus haut, que par le changement de % en f3; elles admettent donc
les mémes intégrales

x4+ y* = C,,

I J
_xZ_I_y!?(;) :C2,

(ey'—gyx'® — 29 (£> = C,.

; (x12_|_],/2)

Pour obtenir une quatriéme intégrale, je pose

‘{; e tang 7] s
d’ou 'on conclut
dy dz
a0 _"ag 7 ap
AT @y

5a..
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et, par suite, en vertu des équations différentielles proposées,

de ’ !
d—ﬁzz(xy —_7.70):2\/03+2<p<£>;

donc

dp=—0u

o)

équation intégrable, puisque{; est égal 4 tang 6. La quatrieme inté-

grale des équations (20) est donc

dn
( _ S S
(21) A fzs/Cs—i—zq;(tange) Ci

en sorte que l'intégrale la plus générale du probleme qui satisfasse &
Péquation différentielle partielle (6) est comprise dans P'une des
formes

’
i

. d9
¥ _fz VC,+ 29 (tang 8)

(B) +F[x2+)*2, (xJ"—J‘x')”"‘”(%)’ B e («']?)I

A

2\/C;+2qw(tang9)

L+ F[x“+f2, (xf’—.)’x')”—ﬂ?@’ “"+f'2‘xzif‘? m

/.

1l nous reste a chercher si le probléeme admet des intégrales comprises
dans les formes {A) ou (B). Si nous considérons d’abord la premiere
des formes (A),

B , N ¥ 2 ’ ! »
B=F|at+r @y —yz =20 (5) eyt = (3) )

nous verrons que la condition nécessaire et suffisante pour que cette
équation soit une intégrale est que x*+ y? ne figure pas dans la fone-
tion F. On s’en convaincra en remarquant qu’en vertu des équations



PURES ET APPLIQUEES. 413

différentielles du mouvement,

ey —yaf—20 () =+t = Eel)

sont I'un et 'autre constants. Si donc, en outre, § était constant, il

fandrait que x? + y? le fiut lui-méme, ce qui, évidemment, n’a pas

lieu. La fonction F ne doit donc pas renfermer x?+ 2, etla seule inté-

grale contenue dans la premiére forme A est, par conséquent, une

combinaison de l'intégrale déja connue a avec celle des forces vives.
Si nous considérons actuellement la seconde des formes (A),

=t+F [.r2 + 7% (xy' —yx' P —20 (%)a x4yt — ;i—ych (i—c)]a

\

en écrivant que la dérivée de (3 est nulle et posant
x4+ y*=u,

(xy' —yx')— 29 ({;) =w,

2 Y
x’+y’so <-';-> ="

x? _'_].12 _
on trouve
o——r+2ﬂ(xr’+jy’)
= o (x: ).
Or, on a
xx' + 3y = Juw —w,

en sorte que I’équation de condition devient

I _* . dF \/'—"—““ .
2 — Uy —w =o.
On en déduit

1 xx' + yy'
F:—;VUV——W+¢(0,W)=— — > 5 + (v, w),

et 'on en conclut que I'intégrale comprise dans la seconde des formes
(A)est

—y zx'+ vy’
p=t- y
-y ¢ x

wofler—pmr—ar(f) et -me (3]

.Z‘”—{— ’r
(22) 7
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Cherchons enfin si la premiére des formes (B) contient des intégrales.
Cette forme est

ﬁ_f Ao
o .2«JC3+2? Hg?e-)
+F[x2 +7h (' —gx' ) — 29 (y) x4y — ;,f;;,? (ﬁ)]

ou G, désigne Pexpression (xy’ — yx')* — a9 (1;), que Pon doit re-

garder comme constante dans Pintégration.

- . Y, ., , dx’ dy’
¢ n S =y =
Si I'on forme la dérivée de 3 et que U'on y remplace —> = par

leurs valeurs déduites des équations différentielles du mouvement,

I

zy —rya
'y

a0
pms — par » 1| vient

(23) il —l—aﬂ(xx +ry' Y=o,
'z(.r’+y’)\/C3+2q><;)

# désignant, comme précédemment, la somme x*+ y*. Si dans
Péquation (23) nous remplacons x* + y*® par u, G, par
(xy'— yx')?— 29 ( )a et xx’ + yy' par sa valeur yuv — w, trou-

vée précédemment, elle devient

X + dF T
2u 2du yuy —w = 0;

on en déduit

____ \/uv—w~—\/
F_ ] \/uu—w—|—\/— (

ce qui nous fait connaitre la quatriéme intégrale

_ as V=% —
(24) ‘B_f2\/C;.TW g\/uu—w-&-\/— +‘P(V w)

Cette guatriéme intégrale, jointe & celles que nous avions déja, com-
pléte la solution du probléeme.

W),
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Jappliquerai la méme méthode & une question qui a beaucoup occupé
les géometres, le mouvement d’un point attiré vers deux centres fixes
par des forces inversement proportionnelles au carré de la distance.

En prenant pour axe des « la droite qui joint les deux points fixes,
on peut regarder le mobile comme restant toujours dans un méme
plan passant par cet axe, pourvu que I'on ajoute aux forces qui le

sollicitent une force fictive parallele a 'axe des y et représentée par ;—a

2

o étant une constante. Les équations différentielles du mouvement sont

alors
/dx_x, d_.z‘f____ mix —a) . m (r+a)
a0 A T e N
0 (e —af+r T [otay+r]
’ dy dy’ my n'y o’
w =Yy = = + =
2

l(r—ay+2]

(a+af+rf 7

On déduit de ces équations, 4 ’aide d’une combinaison due & Euler,
J

(x]’—yx’)z— 2ma(x—a) 2m’a(x+a)m
() ey F o eyt
-+ “zfz . a“‘)’” “*at — 18,

yﬂ

(3 étant une constante arbitraire. C’est une premiére intégrale du pro-
bleme. Nous allons en chercher d’autres qui, combinées avec celle-la,
rendent I'équation de Poisson identique.

Soit

(3)

y=F(¢, x, s ‘r’v.f,)

une telle intégrale. y doit satisfaire & équation différentielle par-

tielle

d ’ ’
— 27 (zy' — yz')y

dy

Bl ey

dy ' e ’
A2y — yar)x — aaty]

d ! ’ !
- dl,{z(xj —yx)x' —
7 [(z— a)+ ]

(& +a) +r?]

2 may? 2m’ ay* 2a°x
Ly 5 4 24 -+ g
(z—ay+yF  (z+ap+rp 7
2may(z—a) am’ay (x + a) aatx’ 2dta?
3 ) 3 - -8
T B ¥ x
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ou a la méme équation dans laquelle le second membre serait rem-
placé par l'unité.

Pour intégrer I'équation (4), il faut traiter d’abord le systeme des
équations simultanées,

dy dx
o T ay(xy—yz)
—dx’ _ dy
) 2 7 2 T T Nz — oar
ooy —ya )y — 2may 4+ am' ay _ 4 2a2x 2(xy’ —yx')x a’y
[z —aP+yF [z2+ay+rl 7
dy’
. 7 7 2 7,2
2y — ya')a — 2may (x—a) L ay (z+a) | 2eE 2dla

(e—ay+rf (ed+ap+rf 7 7

Nous connaissons, a priori, trois intégrales de ce systéme, car nous
connaissons deux formes de la fonction 7 qui satisfont a la condition
demandée, savoir le premier membre de I'équation d’Euler, et le pre-
mier membre de P'intégrale des forces vives. Les équations (5) ont
donc pour inlégrales :

2ma{x —a) i 2m'a(x+a)

B=(xy —yx'—

(6) (z—ay+r?  [z+af+rT
+ ol x? . [12‘}’,2 __ »“j_‘_zi,
.:y-z 7.2
(7\) k:é(xzz__*_‘),/z)__ m - - m L+-:7
= —af+rF  [xtay+ry
(8) 1=c

Pour en trouver une quatriéme, remarquons que le multiplicateur du
systeme des équations (5) est I'unité. 1l est facile de le constater en
formant la somme des dérivées des dénominateurs de ses quatre
membres, prises, respectivement, par rapport aux variables dont la
différentielle forme le numérateur; on trouvera que cette somme est
nulle, et c’est précisément la condition pour que le multiplicateur
soit I'unité. D’aprés cela, si on résolvait les équations (6) et (7) par
rapport & x’ et & y', et quon remplacat ces deux lettres par leur
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valeur dans I'expression

(2(xy —yx' )z —2ay |dz+2y (xy — yz') dy
dg dh  dp dh )

cette expression deviendrait une différentielle exacte, et la quatrieme
intégrale du systéme des équations (5) est

(9) g (U —yz)z—aydety(zy —ya)dy,

D’apres cela, la valeur la plus générale de y qui satisfasse 4 I'équa-
tion (4) est

1=F(E, h, 3, t),

et, par conséquent, les intégrales qui, combinées avec celle d’Euler,
donneraient & I’équation de Poisson la forme identique o = o, sont de
la forme

(10) v=F(f, A, 2),
(11) ‘ y=t+ F(B,h, )

Pour décider s’il existe ou non des intégrales comprises dans I'une ou
l'autre de ces formes, il faut former préalablement la dérivée de ¢
par rapport au temps en ayant égard aux équations différentielles du
mouvement. Pour trouver cette dérivée, il suffit de supprimer le

signef dans I'expression (g) et de remplacer dx et dy par x' et y';

b PR : lacs 2B 4B dh di |
on obtient ainsi, apres avoir remplacé -~ 57 a7 a3y par lears va-
leurs,

d3 _ (ylz—dyjad —ay 2 +yy(n'—ya)
df - .ry(.z‘"——y’“)+(a’—.z"—i—_r’)x’_y’ - ’

de sorte que ¢ ne reste pas constant pendant la durée du mouvement,

et comme f3 et &, au contraire, restent constants, I’expression (10) ne

peut étre une intégrale qu’a la condition de ne pas contenir &, et
Tome XVII. — Ocrosre 1832. 53
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d’étre , par conséquent, une simple combinaison de 'intégrale d’Euler
avec celle des forces vives.

Pour chercher les intégrales comprises dans la forme (11), il faut
égaler sa dérivée A zéro; on trouve ainsi

o dF
_I—i—da

donc

F:——d‘—f-k;l(/t,ﬁ),

et, par conséquent, nous avons I'intégrale

—rxYe—a dx zy' —
(12) y=¢— 3+ y(h, ) = f[ =’ y e )iga,_t{iﬁ) ’;) L (B R

Cette intégrale, dans laquelle on peut supprimer le terme ¢ .(f5, /)
qui est constant, donnera un résultat identique de la forme o = o,
quand on la combinera avec I'intégrale d’Euler.

Cherchons enfin a intégrer I'équation difféventielle partielle obte-
nue en remplacant par + 1 le second membre de I’équation (4). Cette
équation nous fournira les intégrales qui, combinées avec celle d’Eu-
ler, donnent un résultat de la forme 1 = 1.

Les équations simultanées qu’il faut intégrer sont cette fois

Ay — dzx
T T (@)

— ds’ o dy

- . , 2 may? 2m’ ay? 22l 2(ay —yz)az— a2ay
(13) 2(zy' —yz' )y — A 5 + 2A 5 y? TE “r
‘ (z—aP+rT (z+a)+yT

— dy’ .

- , 2may(x —a am'ay (x—+a), 2a*x’ 2a’a?

2(ay' —ya')y' — 2 )3 -+ 7l )A T T TR

(z—aP+y]  [(z+a)+r7)
On a, d'aprés ces équations,

d.z‘ ’ 7 d I} ] ’
(4) g =—2ylay—yx), T =a(x'—yx)x—aay),

d’ou I'on déduit

y de — 2'dy
(15) d'y = —2y'y(zy —ya') — 2zx’ [y’ — ya') + 2a’y’z"
% ! \
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Or, les équations (13) ne différant des équations (5) que par I'adjonc-
tion du premier membre dy substitué a ‘—102, elles admettent toutes les

intégrales de ces équations (5) dans lesquelles ne figure pas 7, et,
en particulier, les intégrales (6) et (7). On pourra donc, de ces
deux intégrales, déduire ’expression de x’ et de y’ en fonction
de x et de y, et les substituer dans I'équation (15). Or on peut
s’assurer (par un calcul un peu long) que le second membre de cette
équation devient ainsi une différentielle exacte. On obtient donc,
pour la quatriéme intégrale des équations (13),
¥y dr— z'dy L
=

7_f-—2yy'(a:y’—y.z")—2xx’(.ty’—y.z")+2a'*.z-_y &

et, par conséquent, la forme la plus générale de y qui puisse satisfaire
4 I'équation (4), quand on lui donne P'unité pour second membre, est

_ y'dz — &' dy
v —f—— 2yy (xy — yx' ) — 222 (Y’ — ya') 242"y’ + F(h’ ﬁ’ d).

En égalant i zéro la dérivée de y, on trouve

dF

7 A

car & et f3 sont constants en vertu des équations différentielles du
mouvement, et I'on a, en vertu des mémes équations,

dz dy
J,IE _ xlz :_)"’JL',— {L‘"}"’: o.
La quatriéme intégrale du probleme est donc, si 'on supprime le
terme constant F (%, £3),
y dx — &' dy
7= —2y)"(-§7”——j.z")—-2xx'(.zy’———y.z')-+~2a’.z"y”

dans laquelle Dintégration du second membre devra étre effectuée
apres que l'on aura remplacé x’ et y' par leurs valeurs en x et y dé-
duites de 'intégrale des forces vives et de I'intégrale d’Euler.

Le probléme est complétement résolu, puisque nous en avons

quatre intégrales.

53.
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VI

En comparant les résultats obtenus dans les trois cas traités jus-
qu’ici, nous apercevons qu’ils sont entierement analogues. Apres avoir
trouvé une intégrale antre que celle des forces vives, nous en obte-
nons, dans chacun de ces problémes, une troisiéme, qui contient le
temps, par la condition que, combinée a la premiére, elle donne 4
I’équation de Poisson la forme o = o3 puis nous trouvons une qua-
trieme intégrale, qui complete la solution, en exprimant que I'équation
de Poisson se réduit & 1 = 7. Cette grande similitude des résultats re-
latifs a trois questions différentes n’est pas due au hasard. On peut
prouver qu'il doit en étre ainsi toutes les fois qu’il s'agit du mouve-
ment d’un point dans un plan, ou, plus généralement, toutes les fois
que les coordonnées des points du systeme peuvent s’exprimer en
fonction de deux variables indépendantes.

Soient, en effet,

dg, dH dp, _ dH dg, _dH dp. dH

& dp de T dg) di  dp, dr T dg.
les équations différentielles d’un tel probleme. Supposons connue,
outre I'intégrale des forces vives H=a, une seconde intégrale F={,
et cherchons s’il en existe une troisicme ¢ = 7y, qui, combinee avec
la seconde, donne 2 ’équation de Poisson la forme o = o.

En exprimant que cette coudition est remplie, et, en outre, que y
est une intégrale, nous obtiendrons, si nous supposons d’abord que
cette intégra]e ne contienne pas le temps,

(1) d_'f@@_“’_?i‘ﬁ+dlﬂ_d_7‘_’£:0,
5 dp, dq, dq, dp, dp. dg, dg, dp,

dy di  dy dH  dy dB  dy dH o
(2) dp, dq, - dq, cﬂ dp, dq, dqy dp, -
équations auxquelles nous pouvons adjoindre V'équation identigue

3 dy dy dy dy | dy dy dy dy
( ) dp, dq, dq, a - dp, dq., dg. dp, -

Or, on peut considérer les trois équations (1), (2), (3) comme trois
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dy dy dy dy
E;’agy %a?g;, pourvua que, dans

Péquation (3), on regarde les coefficients comme égaux aux inconnues
elles-mémes. Ces équations du premier degré donneraient I’expression
dy dy dy dy dy dy
dp. ' dq.’ dp. dg.’ dp,” dg,
équations (1), (2), (3) seraient également satisfaites si les inconnues
Z,Z,’ Z; Z—;’I j;) étaient remplacées par 7&, ji ZS‘ Zi [la substitu-
tion ne doit pas étre faite dans les coefficients de I'équation (3)]. 1l
en résulte que ces nouvelles quantités ont les mémes rapports que les
premiéres, et que, par conséquent,
dy dy dy d'y
dp, _dpr _d9, _ g
df — dp ~ dp  dp’
dp, dp2 a/ql rlq,

équations du premier degré en

des rapports —* - Or il est facile de voir que les

d’ou T'on conclut facilement que 7y doit étre une fonction de 3, et
que, par suite, Vintégrale y = ¢, supposée indépendante du temps,
n’est pas distincte de celle que I’on connaissait déja.

Le raisonnement qui précéde serait en défaut si I'une des équa-
tions (1), (2), (3) rentrait dans les autres; mais il faudrait alors,
d’apres la théorie des équations du premier degré, que I'on eut des
relations de la forme

dy dB dH dy dp .. 4dH
dz—M:l;l_i_NE, d_P_l——ME%—’_ dP|7
dy dB dH dy ﬁ

— =M=t N—: 2 =M -
dq. d. " dg dp, dp, Nsz’

M et N désignant des fonctious quelconqgues de p,, p,, ¢,, .. Or on
déduit de ces équations que 7 doit étre une fonction de {3 et de H,
c’est-a-dire encore que l'intégrale ¢ doit rentrer dans celle que I'on
avait déja.

Comme il existe trois iniégrales distinctes, et pas davantage, qui
sont indépendantes du temps, il résulte de ce qui précéde, que, parmi
ces intégrales, il y en a nécessairement qui ne donnent pas & I’équa-
tion de Poisson la forme o = o.
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Soit ¢ = ¢ une de ces intégrales. Posons

(2 ﬁ): £.

Si ¢ est une constante numérique, il est prouvé, comme nous
avons annoncé, qu'il existe nne intégrale qui, combinée avec f,
donne i I’équation de Poisson la forme 1 = 1.

Si ¢ n’est pas une constante numérique,

¢ — constante

est une intégrale indépendante du temps qui, évidemment, dott ren-
trer dans les trois précédentes; on aura donc

(¢, B =TF (e, 3, d).
Posons actuellement

(e, f,d)=mn;

v sera une intégrale des équations proposées, et l'on aura (§ I°7)
dn dn dn
(n, B)=(a, )7, + (3, Bz = F (@, B, d) 5
puisque (a, ) est égal & zéro. Or on peut évidemment poser

dx
Fla,B,0)z=1

et déterminer par la la forme de » qui, combinée avec Pintégrale §3,
donne & I'équation de Poisson la forme illusoire 1 = 1.

Prouvons enfin qu’il existe une intégrale de la forme
7=1t+ F((]n q2, PnPa),

qui, combinée avec 3, donne a I'équation de Poisson la forme o = o.
Considérons, pour cela, I'une quelconque des intégrales dans les-
quelles figure le temps
E=1t+ F(Q|1727P47P2)~
Si nous combinons § avec 8, le temps ¢ disparaitra, et nous aurons,

pour (&, ), une expression qui sera zéro, anquel cas le théoreme
est démontré, ou une constante numérique, ou une intégrale nouvelle.
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Dans les deux derniers cas, nous pouvons poser
(8 8) = x (=, £y n),

car toute intégrale indépendante du temps peut étre considérée comme
une combinaison des trois intégrales «, 3, n. Si (%, ) est une con-
stante numérique, la fonction y se réduira 4 une constante.

Nous pouvons ajouter au second membre de Yintégrale ¢ une
fonction quelconque de («, 8, n), et nous formons une intégrale nou-
velle

ny=1t+ F(QH 939PnP2) -+ 71(0:,@, n),

et nous aurons évidemment, puisque (v, §) =1,

dn
(s B)=(n, B) + [n(a, By m), B] = x (e, By n) + an
Or, on peut poser
dn
X(% By n) + T =o,

et en déduire par une quadrature Vexpression de n en fonction de
2, f3, n. En adoptant cette expression, Uintégrale n,, combinée avec «,
donnera i I’expression de Poisson la forme o = o.

Vil

Nous allons étudier, pour quatrieme exemple, un probleme un peu
plus compliqué. Nous supposerons deux points attirés vers un centre
fixe et s’attirant, en outre, mutuellement, la loi d’attraction étant
représentée par une fonction quelconque de la distance.

Les équations différentielles du mouvement sont
E= a = g = =, S s,
m(x— z)
Vig—a)f+(r—r)f+(z—a)
dzx;, B, (I‘,)-— m{x — x,)

V(@ —2)4(r — 5+ (6—32)

gllx—x)+(r—p)+(2—z,2],

3 go[(x—x,)“+ (‘7'- J.l)z_*_ (Z——Z,)2],

et quatre autres qui se déduiraient des deux derniéres en changeant
x et x, en y, 7y, et en 3z, z,.
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Le principe des aires nous fournit les trois intégrales
m{xy’ —yx')+m (2 )\ — 7% = o,
{2) m(xs — yz)+ m (X, 3 — 2, X, )= &,
m(yz — 2y )+ m(y.s, —2),)=0c.
Cherchons d’abord la forme des intégrales qui, combinées avec «,,

donnent 4 ’équation de Poisson la forme illusoire o = o.
Soit

(3) B=o(x, 7,2, T, Y15 245 )
une telle intégrale. 3 devra satisfaire a I’équation différentielle partielle
df da, df da, dp do, df da, _d_ﬁ_ da,

dr dmz’ dmzx' dx dy dmy’ dmy’ dy dz, dmz’

dp da, _dp du _ da dB _
dmz| dz, = dy, dmy! dy, dm,y. ~

En remplacant les dérivées de «, par leurs valeurs, cette équation
devient

,d d d d . d
{ —f,,f fgf/ x—p+x—p J’«ﬁ 7d—f—
) dﬂ ap
L + X 5=

Pour l'intégrer, il faut traiter d’abord le systeme des équations simul-
tanées

dx dr _dy _dyl _ dx dz dy, _ dy| dp
y R A
une premiere intégrale de ce systéme est

ﬁ =C,,
et I’on reconnait aisément que les autres sont

! x2+_72=C27

x?+y?=0C,,
x*+ y*=C,,
(5) xl12+f,12:C57
xx' + yy' = G,

Xy xlx +71Yi = Gy,
xx, + ry, = GCs;



6) B=sg(a'40%, &1yl 2 ys 2y lt, @l gy’ @+, BRIV B S e Do)

' — [P £l 3 2 /2 7 [ LY I3 " ¢ . 7 e 4
‘\7) @_‘i"\‘lz"l—z)’ x4z, 220 2 420 xx' 422, & 32, xX 22, Y Y Y Vo t)"

(8) B=w(0?+2% yi42l, ¥+ 4y - w, py a2,

I

== 2T,

{

-+

3

2, 3
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en sorte que la forme la plus générale que I'on puisse adopter pour
G est

Si nous cherchions de la méme maniére les intégrales qui, combinées
avec a,, donnent a I’équation de Poisson la forme o = o, nous trou-
verions qu’elles sont de la forme

et, enfin, celles qui, combinées avec z,, donnent un résultat illu-
soire, sont de la forme

Or je dis que la forme suivante

est comprise dans les trois précédentes et satisfait aux trdis conditions
a la fois.

Il suffit, en effet, a cause de la symétrie,, de prouver que cette dernicre
forme est comprise dans laforme (6). Or il est évident que x* + y* + 2%,
xi 4yt g, 2y, X+ P2, xx + yy 427
2, X+ ¥+ 55, ax, + ¥y, + 23, sont précisément des fonc-
tions des quantités qui figurent dans cette forme (6); il suffit donc
de prouver qu’il en est de méme de xx'| + yr, + zz;, et de
x, &’ + ¥,y + 2 7 or on a, identiquement,

1 ! '
XXy —l—_)"f‘ -+ 2z,

(9) p=F ('”2“"3”"’+Z% @Ay, Ay By B aa ey s
I S L RIS S VE T T b e T AT

7

X, t)e.

)

4

zi i
x, X+, y +2,7

ki

(2&! 4 yy' ) (wr 4 yr) + V(@ ) (@ ) — (02’ Pl o)) (%) — (w24 y7f"

-Z“: + ‘),"’

et ces équations donnent précisément I’expression des quantités consi-
dérées en fonction de celles qui figurent dans la forme (6).
Tome XVIL — Novewsee 1852, 54
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Cherchons, actuellcment, si le probleme admet des intégrales de la
forme (g)
(0 s (THYHE sl # iy ”’*‘”lﬁ;r’).
T (xlx'l-f- Yy 4 2d,, 2 Ay E, oy ad, ey s

Pour cela, écrivons que la dérivée de § est nulle lorsqu'on a égard aux
équations différentielles du mouvement ; en posant

Py =, 2yt =, xS yy e =, x. ' +yy 4z =R,
x4 vy, 4z =Q,

2 + [ ‘I,_ [‘_ ’ ’ - '_ r r "’_
vl sl =, &Y 2 =, 2 X Y e =W, xxl—}—yyl—&—zo;__R‘,

nous obtiendrons

dF dF AF [wp . (v —R)m,
2 —— —w,+2—|-LZo(u et @ (U A Uy — 2
)‘du Iv+2du\ ‘+ ’{"[\/_u,go( )+VIL+U|49Q ( ! Q)

+2 (IF[[X'—qJ(u.)—F (ﬁ_R']m P(“"'u‘—lQ)}

v, \/;l_ \/u—}—u,—zQ
dF L (v —Q)m, )
-+ d—w[V+ wo(u)p + \71;_—___;—1—_—2690(u+ u, — 2Q) ]

adF —
—i—{—{[—v—l [v,—+—u, o (1)) @ —I—%q)(u—}—u, — QQ):I

-+ %(R +R))+ ¥ Rife, —Q)m o (1 + 1ty — )Q)I

7 ! 7o g & =
lﬁ[ax,—i—]jl—i-bzl—s— ﬁcp(u) }—\/(u—+u.——~'2Q(f

{1[1]: [1 L4y, y+55+ £Q o(uy) + E(L‘:_QL"?‘— o1+ — zQ] =
Ve, Viu +a —2Q)
Pour prouver que 'on peut déduire de cette équation 'expression
de F, en fonction de u«, u,, v, v,, v, w, Q, R, R,, il suffit de vérifier
que les coefficients sont fonctions de ces neuf seules variables, et tout
se réduit évidemment & montrer que &’ &, + ¥’y + 7'z, est une fonc-
tion de «, u,, v, v,, w, w,, R, R,, Q.

Le calcul qui conduirait a cette expression serait assez pénible. Nous
nous hornerons & prouver ici qu’il y a possibilité d’obtenir ce résul-
tat. Considérons, pour cela, quatre droites passant par l'origine des
coordonnées, et dont deux coincident avec les rayons vecteurs des
points mobiles, tandis que les autres sont paralléles aux directions de
leurs vitesses. Désignons ces droites par oM, o M, , oV, 0V,, On aura
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¢videmment pour les cosinus des angles qu’elies forment deux a deux,

Q

- R
cosoM.oM, = =, cosoM.oV:%a cosoM.oV = — :
\/uu, V ue . ) V e,

"
3

w —, 22y 7
Ly cosoM, oV= cosoV.oV=""10 Ly

R
cosoM, o0V = —, /
\/lﬁ L4 \/u, 14 V o,

or, les méthodes de la trigonométrie sphérique permettent de calculer

I’angle 2V.0V' en fonction des cinq autres. Cela revient 4 résoudre un
quadrilatere sphérique, connaissant trois cotés et les deux diagonales.
On exprimera, par conséquent, x'x, + 'y, + 7'z, en fonction des
neuf variables «, u,, etc.

Il est donc démontré que la fonction F, pour représenter une inté-
grale du probleme, est assujettie senlement & satisfaire a une équation
différentielle partielle linéaire dont les coefficients sont des fonctions
connues des neuf variables qui entrent dans F. L’intégration de cette
équation conduirait 4 une fonction arbitraire de huit expressions déter-
minées qui contiendraient ces variables.

Chacune de ces expressions, égalée i une constante, fournira une
intégrale du probléme : I'une de ces huit intégrales sera évidemment
I'intégrale des forces vives. Nous devons nous demander si les sept
autres sont distinctes de celles des aires. Pour répondre a cette question,
il faut résoudre le probléme suivant :

Quelles sont les integrales résultant de la combinaison des équa-
tions des aires, et qui, combinées avec chacune de ces éguations,
donnent a Uéquation de Poisson la for'me 0o=o0?

Soit

q)(an &y, 053):{‘3

une des intégrales cherchées. D’apres ce que nousavons vu (§ I*r), on a

(ﬁ7 ai): (0!2, al)%"‘(“a’ “4) %’

3

dg
(16’ a2) = (an an)g,—;““—f— ((Za, a,,) i@—,

da,

(B, o3) = (o, a3) jTﬁl -+ (aza o3 ) %

(544
I~
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Or, on vérifie facilement que
(ayy )= g, (a3, #y) = &y, (o5 04) = 2,

et les équations précédentes deviennent

df ap
(ﬁa 054) = %3 da. azd—a,,’
d d
(B, @) = = o g+ o
dp ds

(ﬁ’ a3) = “2;;“%;;'

En égalant ces trois expressions a zéro, on obtient, pour déterminer 5,

la condition suivante :

g dp  dp
d_OL' . da, - da,
£ - &y - Xy ’

de laquelle on conclut aisément

f=o¢lo]+ a;+al);

et, par conséquent, toutes les intégrales qui satisfont a la condition
proposée rentrent les unes dans les autres, et 'on ne doit en consi-

dérer quune,
2 2 2
of+ o+ af = f.

On constaterait aiséiment qu’elle rentre dans la forme générale (14
trouvée plus haut. Cette forme (19) contient donc seulement six inté-
grales nouvelles di probleme. On s’'assurerait, par un calcul tout
semblable & celui que nous venons de faire, qu’il existe une intégrale
distincte des précédentes et de la forme

B=t+F(u,u,v, o,, w, wy, R, Ry, Q).

En résumé, le probléme que nous venons d’étudier, admet sept inté-
grales distinctes, outre celles des forces vives, qui, combinées avec les
trois équations des aires, donnent 4 I'équation de Poisson la forme
identique o = o. Pour trouver ces intégrales, il faudrait intégrer une
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équation différentielle partielle linéaire a neuf variables indépendantes,
et, pour cela, traiter huit équations simultanées du premier ordre.

Mais comme on connait deux intégrales de ces huit équations, le
probléme pourra se ramener a I'intégration de six équations du pre-
mier ordre.

VIII.

Nous prendrons, pour dernier exemple, le célebre probleme des
trois corps. Nous supposerons que ces trois corps, réduits 4 des points
maiériels, s'attirent mutuellement suivant des forces fonctions quel-
conques de la distance. On sait que, sans changer les équations diffé-
rentielles du probléme, on peut supposer que le centre de graviié soit
fixe, et rapporter la position des points & trois axes passant par ce
centre. En nommant alors &,, ¥, 3y, T3, Fas 22y L3, Vs 25, 108
nenf coordonnées, nous aurons

My, + Mo Xy + MyXy =— O,
My, 4+ My Yy 4+ My ); =0,
% m, Z, + 0y Ty + My 2y = O,

—
-

gni permettent d’exprimer les neuf coordonnées en fonctions de six
variables seulement; on pourra poser, par exemple,

(2]

-731:“4‘]1‘*"61?2’ Y=gy - ﬁ.q“ 4:““/5”5"[51‘]6;
(2) ~Tz:a2q4+ﬁ2(/27 ]2———&293—%‘32(]“ 2= 2G5+ Baqss
(1‘3:0!3(14+133q2, )’3”—‘0!3(134—{‘33(1“ 2’3:053‘]5"_[63([03

(3]

G1> G2 Gas Gar §5» 7o ElaNt de nouvelles variables, et a,, a,, o5, 5y, B2, f5s
des constantes assujetties aux seules relations
( m, o, 4 myo, + Moy = 0,

(3
() lm‘@,—i—mqﬁ,-i— m, 8, = o.

Si Pon pose, de plus,
— 2 2 2
1=m, 0} + m, o)+ m; s,

1=m, B2+ m, B3+ my B3,

0=y o By + My oy By 4 1y 04 s,

—~
=~
~—
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I'expression de la demi-somme des forces vives deviendra

(5) T=(g\ " + 42 + 95" + 44" + ¢, -+ g4 );

et, par conséquent, en vertu des formules de Lagrange, rapportées au
commencement de ce Mémoire, les équations différentielles du mou-
vement seront

(df, _dU dg, _dU dg, _ dU
de  dg’ dq. e~ dg,’
dy, _ dU dq, dU dg, dU

dr = dg,  dr T dg,’ dt  dg.’

(6)

U désignant la fonction des forces, qui est ici
U= 2’"4 my ‘P[(-’li - x2)2 + ()’1 _,72\)2 -+ (Zd - 2‘2>2J§

4 désignant une certaine fonction dont la forme dépend de la loi d’at-
traction.

- Or on a, d’apres la formule (2), pour exprimer les distances mu-
tuelles des trois points,

Py = (& — 23)" + (71— 72 (8 — 2,

= (o0, — @2)* (97 + q5 + q3) + (By — £2)* (93 + g5 + 95)
+2(% — %) (B — ) (9142 + 4594 + 4545 )5

pr=1(o2 — 2 + (y2—73) + (22— 2)°
= (o — )" (91 + 93+ g5) + (Bo— £Ba) (93 -+ 95 + ¢2)
+2(ts — o) (B2 — fs) (9492 + 9394 + ¢594),

po = (X — X3P+ (s —73)" + (7 — 2,)°
= (o — @) (g7 + g3 +q5) + (B — B:)* (g2 + 91 + g3
+2(2 — @) (B — fa) (¢4 9e + G2 ga+ 590 )

D’apres ces formules, les équations différentielles du mouvement de-
viennent



f

LT S "
‘7?'*’]3""/5"‘”1 71"*‘7

P =, 4= g T =, G4+ T 9 =R,

=F(
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P
U3 mmad (o[ () — ), + 2o — ) (B — ) 2],
2 3 mm (63) (2B — o) a3 — ) (B — ) )
s iyt (02 [ 20ty — 2o o2 (21— ) (B — ) i
e 3y (6 [2 (B — B qu+ 2 (0 — ) (Br — ) 4o,
L 3y i (632 (0 — 2 g5 2 (00 — ) (By — ) g
dyg

s :2'"«’”2 VipD[2(Bi— Bo) qo+ 22 — @) (By — ) 45 )5

on en déduit facilement les intégrales suivantes, qui ne sont autre
chose que les intégrales des airves écrites dans le nouveau systeme de

variables,
B9 — 95 + GGy — §295 = %
459y = Qs + 4oqs — 295 = s,
7593 — 9395 + 469y — 4G = %

Si nous cherchons les intégrales qui, combinées avec ces trois-la,
donnent i 'équation de Poisson la forme identique o = o, nous trou-

verons, absolument comme dans le paragraphe précédent, que ces
intégrales sont de la forme ‘

19t GG G DT B9 0T G F GG 96T DG gt G

ou représentées par la méme équation, au second membre de laguelle
on ajouterait le terme .

11 nous reste 4 examiner s'il existe, en effet, desintégrales de la forme
précédente. Pour cela, prenons la dérivée de 3, et écrivons qu’elle est
nulle quand on a égard aux équations différentielles du mouvement.

En posant

]

32+7/5 2:0’ 9 ([,I g3 q,:; +qs qls =, q’t G2t qla q4+q,6 q’;:P"

g gl G99 499 44O 04 49+ 9,

)

7 4t 9:9+7:.4=Q,
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on trouve I'équation

dF dF dF [ . dy, . dq, . dy, ) dF i, dq, . dy, ' dr/'6>
N ), — — — 2 — — g, — —+
WM T 2% (‘/' ranal o sk v Bkl VESrainsh KR LT
dF / dq, dy, dq, d¥ [ dq, dq, dy', \)
fal o i E R/ 3 g, s 4 g, e p
e\t T T a ) T\ g T e Y
dF ; 73 G . . dy', dy, dq,
- r/_Q(R + Ry) + IR (ﬁ"]x GotGaqs+4sGet Goagp T Qg T 96 d,_\x

aF [ .o . dq, dq, dq's\)__o
+d_RI((/n%+’lsf14+‘/sfis+‘ll'(,;'+‘ls o T )T

fl suffit, pour le but que nous nous proposons, de montrer que tous
les coefficients de cette équation sont des fonctions des neuf variables
W, u, v, v, w, w, R, R;, Q. Or on trouve, en substituant aux dé-
rivées qui y figurent, leurs valeurs fournies par fes équations ditfé-
rentielles du mouvement,

dg’ dy dy'.
T O A e IR

)[2(’/'1 — o)W - QR(ai — 7—2)([6’ - lfj-’\)] ey My s

’

S
LY
o

«df] v/,, 11, g oy . N oo y
0o T gy e = ¢ (p3) [2 (£ — o) w2 R — )~ fa)] itz

iy dq dq, or \ : _
B g G B N (a3 [ (o — ) 2 (o — ) (B ) QL

/lr/z {[([’ d([ ’v; 4 a v \2 j

Y ERrn + s d; +76_(17:2l¥ (103>[2([64_162>'uc+2(a1—“2>(ﬁ|_pz>(\)rl’“‘|mz,
dq' o dy, dq' . - . . . i

1> /1/,“ s d,; _F(/6—(1[5':2('!’/‘;40%)[2(\7-0—az)zQ""Q(“t_az)(ﬁ4_:c-z>u1’”4 a
dg. . 9, WY 1,3V (f. — 5Y2C : 4 _ G ] :

Dy T T ——ng ()20 — 320 Q + 2 (2% — ay) (B — fu) e, Ly

et comme p,, gy ps § expriment évidemment par les formules

pi=(oy — oyt + {5 — B u, + 2 (0 — 23) (F — 537 Q,
oy ={o — 2V (B — [ u A2 (e — 25) {30 — [Ba) Qs

X

oi= (o, — o) u+ (i — Bty + 2o, — ay) (B — £.)Q,

il nous reste seulement a prouver que la somme ¢ ¢, g, q,+ 9596
peut s’exprimer en fonction des neuf mémes variables.
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Pour y parvenir, considérons dans Pespace, a partir de Porigine des
coordonnées, quatre droites qui forment, avec trois axes rectangu-
laires, des angles dont les cosinus soient respectivement proportion-
NElS & G1y 43y G55 a5 Gar Gos T Gas Gar Gar Gl 7as €t désignons ces
droites par les numéros (1), (2), (3), (4); on aura évidemment

20 (1,2) = oL, cos(a, 3=
] we, o
005(173)::/%a 005(2,4):7:)”,,
1 !
COS('? 4): fij-, C()S(S,L,l)__—_'(/'qz_,_({viflé_'_qsqﬂ,
A% 1 0o,

Or voit donc que, parmi les six angles que forment les quatre droites
considérées deux a deux, il y en a cing qui sont fonctions de «, «,,
va vy, Wy, o, Ry R, et Q. Le sixieme s’exprime au moyen des mémes
quantités et de la somme ¢, ¢, + ¢, ¢, + ¢ ¢ Donc cette somme
peut, réciproquement, s’exprimer en fonction de ce sixieme angle et
des variables v, v,, etc. Mais le sixieme angle est exprimable en fonction
des cing autres, car un quadrilatére sphérique est déterminé quand
on donne trois cotés et les deux diagonales, et, par conséquent, la
somme ¢ ¢, + ¢, ¢y + ¢ ¢, peut s'exprimer en fonction des neuf va-
riables u, u,, etc.

Les coefficients de ’équation qui définit F ne contenant que les va-
riables qui ﬁgurent dans cette fonction, on pourra intégrer cette
equation et obtenir pour F une expression dans laguelle figureront
«#"une maniére arbitraire huit fonctions déterminées des huit variables.
Chacune de ces huit intégrales égalée 4 une constante fournira une
mtégrale du probléme des trois corps. Mais, parmi ces huit intégrales,
six seulement seront nouvelles; 'une d’elles sera évidemment Péqua-
tion des forces vives, et une autre pourrait s’obtenir en faisant la
somme des carrés des intégrales des aires. On démontrerait, comme
au paragraphe précédent, que celle-li est la seule qui puisse résulier
de la combinaison des intégrales des aires.

Si nous considérons, en second lieu, la forme

= t’f‘F(l% Hyy v 90w, w, Ry Ry, Q),
Tome XVIL— Noveurir 1852. 55
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on verra de la méme maniére qu’en exprimant que {5 est une inté-
arale, on obtient une équation en F qui ne differe de la précédente
que par 'addition du terme -+~ 1. I.'une des solutions de cette équation
sera une intégrale nouvelle du probléme; les six autres, combinées
avec celle-lit, reproduiraient les intégrales déja obtenues.

IX.

Les intégrales dont Vexistence a été démontrée au ])aragraphe pre-
cédent sont de la {orme

;

£t (73+,[;+,[§, P gl 40 g0 TR g gegs )
Tt Gl 0T Tl DT F 69 BT T+ 1edss NG+ 990+ 4.
Nous allons voir que les intégrales comprises dans cette forme géné-
rale peuvent elles-mémes se partager en deux classes distinctes dans
Pexpression de chacune desquelles ne figure plus qu’une fonction
inconnue de huit variables.

En posant, comme dans le paragraphe précédent,

Yt g ==, i g i, g G g s =W gy g =R
‘Ix‘ /:+Iz ’ /,l, /’.‘» q,s‘ s /l],l 9: {3 q: /’5 ’ /'/,2*/3/'4 qs/f Y g ifogi g.70=Q.
VIR AR PP PRt P sl PR LTI EL P AL P L PRt 7:9,+q: ¢, +q:.4 =R,

jai été conduit, par des considérations d’homogénéité que je déve-
iopperai dans un autre Mémoire, a donner 4 Pexpression de £ la forme

sutvante :

w o, Q R R, )
s

ﬁ:liml“(i, v\,;, £, \f;l,, = T/ — ——= T
i, Ve Vu oo ue, Ve, yaw

(ui ne contient plus qu’une fonction inconnue de huit variables.
Cette forme se partage en deux autres distinctes suivant que m est on
n'est pas différent de zéro, et V'on peut vérifier que Pune et Pautre
contiennent des intégrales fournies par Pintégration d’une équation
différentielle partielle linéaire ;. huit variables indépendantes. La pre-

o . T
miére forme, dans laquelle nous supposons m = — -,

1
- u© — — a w, R R,
(l) ﬁ:u ¥ —s eyu, U, \/u,, — —) — ——y ——= ]
s \/lw \/u| v \/um \/lw, \/u.u
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contient I'intégrale des forces vives, et une combinaison des trois in-
tégrales des aires, et, en outre, cinq intégrales inconnues.

. 12 o - W W Q R R,
ﬁ“F(u(, oV v, Vo' Vao, Vaz, Vo \/;,.,)

ne contient qu'une seule intégrale distincte des précédentes.

Les équations différentielles partielles qu’il faudra intégrer pour
trouver les intégrales comprises dans I'une ou I’autre de ces formes,
sont linéaires et a huit variables indépendantes.

Nous reviendrons dans un autre Mémoire sur ces résultats que nous
ne faisons qu’indiquer ici. 1l nous suffit en ce moment d’avoir montré
que, sans connaitre les intégrales du probléme des trois corps, on
peut les classer de la maniére suivante :

1°. L’intégrale des forces vives;

2°. Les trois intégrales des aires;

3°. Cinq intégrales distinctes des précédentes, dans lexpression
desquelles figure une fonction inconnue de huit variables;

4°. Une intégrale obtenue en égalant 4 une constante une fonction
des huit mémes variables ;

5°. Une intégrale qui contient le temps;

6°. Une intégrale qui n’appartient & aucune des catégories précé-
dentes.

Les géometres comprendront, sans qu’il soit nécessaire d’insister
‘sur ce point, que cette séparation des intégrales est un pas important
daus la solution du probléme, et qu'en partageant ainsi la question

en plusieurs aatres plus simples, on augmente les chances de la
résoudre. ‘

X.

Je terminerai ce Mémoire en indiquant 'interprétation géométrique
dount sont susceptibles les résnltats que nons venons d’obtenir. En
considérant q,, ¢, 5, ¢, ¢s, ¢s comme les coordonnées de deax
points mobiles, le probléeme des trois corps se raméne 4 celui du
mouvement de ces deux points que 'on peut considérer comme s'atti-

55..
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rant mutuellement en méme temps qu’ils sont attirés par Porigine des
coordonnées; or il est évident que les intégrales completes du pro-
bleme devraient donner, si elles étaient connues, les valeurs de ¢,,
Gss 45 G2» as s et de leurs dérivées en fonction du temps et des va-
leurs initiales de ces douze quantités. Si maintenant on distingue parmi
les données initiales celles qui fixent la position absolue des corps et
la direction absolue de leurs vitesses et celles qui font connaitre seu-
lement les positions et vitesses relatives, il est évident que la connais-
sance seule des derniéres permettra de calculer, 4 un instant donne,
tout ce qui ne dépend que de ces positions ou vitesses relatives, et
que, par conséquent, il doit exister des intégrales dont les quantiteés
qui fixent les positions absolues soient complétement ¢liminées. Or
c’est précisément ce qui est indiqué par notre analyse. Si 'on consi-
dere, en eflet, les neuf quantités

7.+ 9+ 9% 73+ i+ 6 4y g

VAR S S T+ s B q2 G G s

NGt B 0 0 s Gl @ g g

il est facile de voir qu’en les supposant counues, on peut déterunner
seulement les distances des deux mobiles a 'origine des coordonnées,
les angles formés par les directions des rayons vecteurs et par celles
des vitesses considérées denx a deux, et, enfin, la grandeur de ces
vitesses, c’est-a-dire tous les éléments qui déterminent le systeme
formé a4 un instant donné par les corps en mouvement considérés
indépendamment de leur position absolue dans I’espace.



