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SUR

LA TOTALITE DES NOMBRES PREMIERS

INFERIEURS A UNE LIMITE DONNEE;

Par M. TCHEBICHEF.

{Présenté a I’ Academie impériale de Saint-Pétershourg, en 1848.)

§ Ier.

Legendre, dans sa Théorie des Nombres|*], propose une formnule
pour déterminer combien il y a de nombres premiers depuis 1 jusqu’a
une limite donnée trés-grande. Il commence par comparer sa formule
avec I’énumération immédiate des nombres premiers faite dans les
Tables les plus étendues, nommément depuis 10 000 jusqu’ 1 000 000,
et 'applique ensuite & la solution de plusieurs questions. Plus tard,
cette méme formule a donné lien a des recherches de M. Lejeune-
Dirichlet qui, dans un de ses Mémoires, contenu dans le tome XVIII
du Journal de Crelle, annonce avoir traité les questions de ce genre
par une méthode analytique rigoureuse. En attendant la publication
du travail encore inédit de cet illustre géomeétre, nous allons donner
ici les résultats des recherches que nous avons nous-méme entreprises
sur ce sujet curieux.

§ 1L

Trtorime L. Si l'on represente par ¢ (x) la totalité des nombres
premiers inférieurs a x, par n un entier quelconque, enfin par p une

[*] Tome II, page 65, troisiéme édition.
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quantité > o, la somme

ar 1 logn
3 [otern—e@) - gz |25
=2

jouira de la propriété de s'approcher d’une limite Jfinie, a mesure que ¢

conperge vers zZero.

Démonstration. Commencgons par démontrer que la propriété en
rquestion a lieu pour les fonctions que 'on obtient par la différentia-
tion successive des trois expressions

zmlL_P — é—, logp —2(1—— Ti:r)’

[l.
Slog(1—15) + Bl

# 2

par rapport a p; ici, comme par la suite, la sommation par rapport
a m s’étend a tous les entiers depuis m = 2 jusqu’a m = oo, et par
rapport 4 p seulement aux nombres premiers, également depuis
po= 2 jusqua p = oo .

Considérons la premiére expression. 11 est facile de voir que I'on a

@® —
f : - xf dx :2=-[~l-—~ . f e*x’ dx,
o ¢—1 m'tr J
*
f et rreda = if e T xtdx,
o LYo

et, par conséquent,

*» I T _
( _—— ) el dx
2 1 1 o \L’z——l Z
e > '
m f p
f e 2P dx
[¢]

iin vertu de cette équation, la dérivée d’un ordre quelconque 7

1 1 . , N . .
dez ~ T par rapport a p sera égale a une fraction dont le dé-

@*n
* n+A
nominateur est[j e* .zpd.r] et le numérateur une fonction en-
o]
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tiecre des expressions

Or une telle fraction, pour n == o aussi bien que pour n > o, s’ap-

Y

proche d’une limite finie & mesure que p converge vers zéro; car la

limite de l"intégrale
e o)
f e* xf dx
0

pour p =o est 1, et les intégrales

« I 1
f ( ——> e xfdx,
o et — 1 z,
LD\ ezaf log xdx
o E—1 oz ’

1 1
~——> e*xflogxdx, ...,

et —1 x

— i) e* xf log" xdx,

0 50

f e* xflog x dx, f e*xflog?xdx,...,
o 0

f e~* xf log" x dx

pour p = o conservent évidemment des valeurs finies.



344 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

I
m'tP

Arnsi, il est certain que la fonctionz — L, aussi bien que
e .

ses dérivées successives, resteront finies 4 mesure que o convergera
vers la limite zéro.
Considérons actuellement la fonction

log p ——~210g(1—- 'Lp)-

w

On sait que

[(=55) (=) (=) T

1 1 1
=TI+ ) + 3+p =+ 4i+e e

d’ou I'on tire

—-log(l— :_)—log(t— ! )—log(l——,.l )—..
21T r 3o BiTe

I 1 I
= log<1+ = + prEss -+ e +...)a

équation qui, d'aprés la notation admise plus haut, peut étre écrite
de cette maniere,

_Zlog (l—-— #) = log <|+ 2 ,,,ll-f-p.)'

Donc

1 1
log p —2 log (1— P—H:> = log (1 —!—Zml+p> 0,
ou bien
1 1
log ¢ —Zlog(l— F;) = log[! + 0+ (2,;111 —_ ;> P]‘
Cette équation fait voir que toutes les dérivées de
I
log ¢ -z log (I - o ),

suivant g, s'exprimeront au moyen d’un nombre fini de fractions,
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dont les dénominateurs seront des puissances entiéres et positives de
1 I
i+po+{ ¥ —=
p (me P) 2
et les numérateurs des fonctions entiéres de p, de I'expression
2=
mite P

et de ses dérivées par rapport a p. Or de telles fractions s'approche-
ront d’'une limite finie 4 mesure que p convergera vers zéro; car
Pexpression

£ 1
1 —_— -
+p+(2m‘+ﬂ ,o)P’
qui entre dans les dénominateurs de ces fractions, tendra vers la
limite 1 & mesure que p s’approchera de zéro, et cela parce que la
Crr I I ~ \ .
différence 2 T dans cette hypothese , reste finie comme nous
m -
Pavons démontré plus haut. Quant a4 ce qui concerne les numéra-
. . 0 I 1 ¢
teurs, comme ils ne contiennent la différence 2 —— — - et ses dé-
mt P P

rivées que sous forme entiere, et que ces fonctions tendent vers une
limite finie quand p converge vers zéro, il en sera de méme pour ses
numératenrs.

Il nous reste encore 4 démontrer que la méme propriété a lieu re-
lativement aux dérivées de la fonction

1 I
2 log (1 — - ) —+ E ~
+ 1+
plme pi e
Nous remarquerons d’abord que sa premiere dérivée sera

2 1 log
!’-2+2P — T
}I.

1I+p

1} est facile de voir par la forme de cette fonction que les dérivées des
ordres supérieurs s’exprimeront également au moyen d’un nombre

Tome XVII. — SepremMsre 1852. 44
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fini de termes tels que

1 log?f I
2 2+2P. 1 ) -2

# 1 949 Y
!"I—rp ¢ Pyt .;1—4—‘9

P, ¢, r n’étant pas inférieurs & zéro. Mais chaque terme de cette na-
ture, pour des valeurs de p non inférieures 4 zéro, a une valeur

finie; en effet, pour g = o etp > o0, la fonction sous le signez sera
une quantité infiniment petite d’un ordre non inférieur au second par
P §
rapport a —-
H

Aprés nous étre convaincu que les dérivées des trois expressions

Zr—n—l:_fp— Pi’ log ¢ —Zlog( (— ;"LT)
Zlog(l—— ;";F> + MI—L~

pour des valeurs de p convergentes vers zéro, tendent vers une limite
finie, nous concluons que la méme propriété aura également lieu par
rappert a Pexpression

5 / I 1 i
d tzmg([——-l—;> +Z 1+P] d [lugp—Zlog(x—-—l:__c>]
b ¢ i + e/
r[p" dp*
I 1
d (2 —=r ;)
+ _—_——‘—(iﬁ_

laquelle, apres les différentiations effectuées, se réduira &

/ log" log™'m
=+ JRNNG.© J5 Y, — 1}
- k 2 I+o 2 mie >

[

Ce qui vient d’étre dit renferme le théoreme énoncé plus haut, car ii
est facile de remarquer que, d’aprés notre notation, la différence

] 5N log?™
P e

[
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est identique avec 'expression

< 1 log" =
> [go(.z'—i—])-w v — o ]xw,
xr =172

ou bien, ce qui revient au méme, avec

* = x =
log" z logh—'
2[ (x+1)—9(x )ij+F~E e

Pour le faire voir, il n’y a qu'a observer que le premier terme de

cette différence est simplement égal aZ , parce que le facteur

N og' x . . . ar .
¢(x+1)—o(x) de X o, e réduit, par la définition méme de la

fonction ¢, & 1 ou a o, suivant que x est un nombre premier ou un
X TR
. logt*x .
nombre composé. Quant au second terme 2 — il se trans-
x£
r=2

. .. ogtm
forme évidemment enE —— par le changement de x en m.
e

De cefte naniére, la proposition que nous avions en vue de dé-
montrer se trouve complétement établie.

§ 111

Le théoreme dont on vient de donner la démonstration conduit a
plusieurs propriétés curieuses de la fonction qui détermine combien il
y a de nombres premiers inférieurs 24 une limite donnée. Et, d’abord,
observons que la différence

1 T gy
logz ), log z

pour & trés-grand, est une quantité infiniment petite du premier ordre

1 A R
par rapport a —; par conséquent, Pexpression

1 T Ay log* x
logz ~ J, logx | zi+e ’

44..
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. . s T .

pour x trés-grand, sera de I'ordre 2 + p relativement 4 —: d’apres
.Z'

cela, la somme

I:I
2 I 1 dx log® x

log . logz) pi+e
X =9

pour des valeurs de p non inférieures  zéro, restera finie. Ajoutant
cette somme a 'expression

A= oo

1| log'x
2 |:go(7c +1) —o(x)— ‘ngJ —7

=12

pour laquelle le théoreme I a lieu, nous concluons que la valeur de

X =1

24t g ] loghx
3 [e@+n—e - [T =75

r—=2

restera finie & mesure que p convergera vers la limite zéro. De la on
tire le théoréme suivant :

Tutorime II. La fonction ¢(x), qui désigne combien il y a de
nombres premiers inférieurs & x, satisfera, entre les limites x—=2 et
X = o, une infinité de fois aux deux inégalités

ax
gD(‘T >f log = log x et <f log = log“.z:’

quelque petite que soit la valeur de o, supposée positive, et quelque
grand que soit en méme temps le nombre n.

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer 1'une de ces
deux inégalités, parce que ’autre s’établira tout i fait de la meéme
maniere. Choisissons, par exemple, la suivante:

) B < [
4 ]ogr log* =

Pour prouver que cette inégalité est satisfaite une infinité de fois,
admettons d’abord que le contraire ait lien, et voyons quelles seront
les conséquences de cette hypothése. Soit @ un entier supérieur a e”
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et supérieur en méme temps au plus grand nombre qui satisfait &
Vinégalité (1). Dans cette supposition, on aura pour & > a l'inégalité
> (F dx ax )
¢(x) = fogz T fogra’ log x> n,

et, par conséquent,
. * d. > ax n
(2) o)~ [k 2 logz <!

Or, si 'on admettait les inégalités (2), il en résulterait, contraire-
ment a ce qui a été démontré plus haut, que I'expression

3 o lx+n) —g(a)— [ L | e

logz | z1+p’
xr==12
au lieu de converger vers une limite finie pour des valeurs trés petites
de p, sapprocherait de la limite + oo . En effet, nous pouvons consi-
dérer cette expression comme la limite de

o 14 log* =
3 e@rn—gla)— [T | lse

pour s = oo . Supposant donc s > a, cette quantité peut étre mise
sous la forme

r==3s

1 dx 1 logt
3+ B [elzrn—sla) - [
T o= a1 )

en faisant, pour abréger,
" o T H de log® =
c=¥ [go(x+1)—<p(x)—~£ 1ogz] e,

et observant que C désignera une quantité finie pour p = o et p > o.

Or I'expression (3), en vertu de la formule connue

5

5
Z U, (U_,_._,_,, - "x) = UV — UgVguy — 2 Yz (u.r - ux—4)7
@ -1 a—+1
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et apres avoir fait

) * dr log" x
%=<P(x)~£ Uy = =570

2
log x x

se transformera dans la suivante :

a1l gy log" a [ fJT' dr :l log" s
- — 2% e(s+1) — — =
C [@(CL—!—I) i logz] al e A (P( ) N log x| ¢i-¢
xr—-y3
’ * dx logz  log*{x — 1)]
(=) —j-; log v’r] [x'+P (z—r)+e]

r—a-1
qui, a sou tour, en faisant § > o et < 1, pourra s'écrire comme il
suit :

. - a1 log? « s=m 1 dr 1logh s
L—[g(er)—f '“r] g +[m(s+1)—f log J.A,
) Jo logz | 4,1 +» : o ogx | T2

B . * qlogt (o — o)
A N () — [ 4= L, " 4 .
& [?‘x) o loga vI+F log(z—0) J(p g2+

r—=a—+1I

Si Uon représente par F la somme des deux premiers termes de cette
expression, et si 'on observe de plus que le troisiéme est positif en
vertu de la condition (2), on sera en droit de conclure que Pexpres-
sion précédente a une valeur supérieure a

xr =35

: T dx n Ylowt iz — 46
B Z [q@ (JZ’) - log x T+e—= log (& — 6" P
2 108 8\ (-0

r—=a—H-1

Les mémes conditions (2) font voir que, dans cette expression , la
fonction sous le signe 2 conservera une valeur positive entre les li-
mites. En outre on aura, entre les limites de la sommation.

n Iz

log(z-—9)> ! N

1°. I+ p — —
i log z”°

car
g>0, §>o0;
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° . ¥ dx & — 0 .
2 (P(.Z') j: log.;:‘>oc'log"(x—9)T

car
(x) . fdr = ax
¢ , log z > log" =

en vertu de la premiére des inégalités (2, et en vertu de la seconde.

la dérivée de fogs’ égale a o g"x <1 log )7@81: positive, ce qui donne

ax o (2 — 6)

log" x > log" (z - 9)

Donc l’expr‘ession précédente surpasse la somme

=S
F o+ 2 a(z—0) (l’—— n \>lobr"(x-f9)7
log {x—8) log a, (z — 0)27P

z=ma-1

qui, apres les réductions, devient

X8

1 I
F + a (\I — 10;,,) > (‘x_g)'l;;é

x=a-+1

or cette derniere expression est évidemment supéricure 2

X s

n I
F+a<1 — |Og(l> 2 .r_,_P:

r—a--1

laquelle, pour s =« , se réduit a

F—i—zx<1— ﬂ) 2 ! .—_F—l—a<1— “ >'f; c!

log a log a 0 '
1:a+lx J j e~*xfdx
0

11 est facile de faire voir que la quantité a laquelle nous sommes
parvenu converge vers la limite + o pour p=o. En effet, on a

d’abord
€ e—ax »
——dx = + ®, e dx = 1;
o €1 (o]
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de plus, a et 1 — " sout toutes deux des cuantités positives, la pre-
log 2 -t

miere par hypothése, et la seconde en vertu de la derniére inéga-
lité (2).

Nous étant assuré de cette maniére que, dans I’hypothése admise,
non-seulement la somme

Tr==oC

LR 2 "Ilog“x

ez rn—g@ - )%

xr = a
mais anssi une quantité plus petite quelle se réduit 4 + o, nous
sommes en droit de conclure que ’hypothése en question est inad-
missible; d’ou découle de suite la légitimité du théoreme I1.

§ IV.

Il sera facile actuellement, en vertu de la proposition précédente,
de démontrer le théoreme qui suit :

Trtortme IIT. L’e.:cpression ?——-;;) — logx, pour x = », ne peut
avolir une limite différente de — 1.
Démonstration. Soit L la limite de la différence —a—, — log x pour
LAy

x = o . Dans cette hypothese, on pourra toujours trouver un nom-

bre N tellement grand, que pour x > N la valeur de %x) — log x

sera comprise entre les limites I. — ¢ et L+ ¢, ¢ étant aussi petite
qu'on voudra. Ainsi, pour de semblables valeurs de x, et lorsque

€ > 0, on aura
(4) = logx>L—¢ —— —logx<L+:
— —, ¢
2z~ 8 Coalm) T8
Mais, en vertu du théoreme précédent, les inégalités

fo 3 3 ) o.r
>f logz  logiz’ p(x)< . logr Iog".r’

sont satisfaites par une infinité de valeurs de x, et, par conséquent
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aussi, par des valeurs de x supérieures & N, pour lesquelles les inéga-
lités (4) ont lieu. Or ces inégalités, combinées avec celles que nous
venons d’écrire, conduisent a

x

—logax>L —c¢

f’” dzr az 5 > !
, logz  logiw

z logax <L + ¢

fr dx ax g ’
.._+————-.
, logz  logiz

d’oti Von tire
T dr ax
2 gx og" x ;
L+« g &,

f’ dz ar
—
o logz  loghz

1 % dx o x
z-——(og.z'-—l)(l i@+‘log"x
L+1> — &

f" dzx ax
o logz  loghz

On voit, par ces inégalités, que la valeur numérique de T.+ 1 ne
surpasse pas celle de 'une des expressions qui en forment les seconds
membres. De plus, comme ¢ peut devenir aussi petite qu'on voudra
dans I'hypotheése de N trés-grand, on peut en dire autant de chacune

des quantités
T dx ax
— l T —— —— e
z— {logx l)(‘/&”v logx+10g"x>+
f‘r dz __ ax -
9 logz+]og"x

car, pour x = oo, on trouve, par les principes du calcul différentiel,
que leur limite commune est zéro. Nous étant ainsi convaincu que
les limites de la valeur numérique de L + 1 peuvent étre diminuées 2
volonté, nous sommes en droit de conclure que

£

IJ + I = 0,
Tome XVII. — Sgpremsre 1852. 45
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et, par conséquent,

14:—'[,

ce qu’il s'agissait de démontrer.

Ce que nous venons de prouver relativement 4 la limite de la valeur
T o
de e logx, pour x =1°, ne s’accorde pas avec une formule
donnée par Legendre pour déterminer approximativement combien il
y a de nombres premiers inférieurs 2 une limite donnée. D’apres lui, la
fonction g(x), pour x trés-grand , est exprimée avec une approxima-
tion suffisante par ja formule

o z
9 ()= Togx — 1,08366°

qui donne, pour la limite de — — log x, le nombre — 1,08366, an

7 (z)

lieu de —1.
§V.

En partant du théoreme 11, on peut déterminer la limite supérieure
du degré de précision avec lequel la fonction, désignée par o(x),
peut étre remplacée par touteautre fonction donnée f (). Dans ce gm
va suivre, nous comparerons la différence flx)— ¢ (x) avec les
expressions

X x x

gz’ logz  doga’ '’

el, pour abréger le discours, nous dirons que A est une quantité de

. \ xT . ..
lordre » qnand le rapport de A a foga’ pour x = o , sera infini

log* =
pour m >n, et zéro pour m < n. Cela posé, nous allons démontrer le
théoréme suivant :

TaroriME 1V. sznd lexpression

logrz 1 ¢ ¥ dz
T [f\x) —f; loga::l’

pour x = %, a pour limite une quantité finie ou in inie, la _fonction
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N

log: 2

LX) ne peut représenter o (x) exactement en quantités de lordre

inclusivement.

Démonstration. Soit L la limite vers laquelle converge Vexpression

log;x[f’(x)—lx%]

4 mesure que x s'approche de I'infini. Comme L, par hypothése, est
différente de zéro, elle ne pourra étre égale qu'a une quantité positive
ou négative. Supposons-la positive ; notre raisonnement s'appliquera
sans difficulté au cas de I < o.

Si la limite L de I'expression que nous considérons, pour & =,
est supérieure a zéro, nous pourrons trouver un nombre N assez grand
et tel que, pour x > N, la valeur de Pexpression

e ]

reste constamment supérieure a une certaine quantité positive {. Nous
aurons donc, pour x > N,

. logrz [ . * odx
(5) J;—[/(x)—ﬁ ]—Og—""sz.

. (s . . !
Mais, en vertu du théoréme II, quelque petit que soit o — 5> bous

o~

aurons, pour un nombre infini de valeurs de x, inégalité

. T dx ax
(6) o(x E A
\o) 2 )</; 10gx+10m£’

qui donne

@) = [T < fla) g+

log 2 logrx’

.. log"x {
en la multipliant par ——, et observant que o = 5’ on trouve

Le'e | flx) - [T | <o i) — g +

2]~

_—
(24
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ou bien, en vertu de I'inégalité (5),
log" {
ZZ[f(x) = g(x)] > ;-

Or cette inégalité, ayant lieu en méme temps que celles marquées
par les numéros (5) et (6) pour une infinité de valeurs de x, prouve,

4 cause de;l > 0, que la limite de
l nt
L2 (=) — o ()],

pour x =, ne peut pas ctre égale a zéro. Si donc cette limite est
différente de zéro, la différence f(x) — ¢(x), d’apres la convention
établie plus haut, est une quantité de I'ordre —— ou d’un ordre in-

log*x

férieur ; par conséquent, f () différe de ¢ (a) d’une quantité de I'ordre

x . . s . - . . v
s OY bien d’un ordre inférieur; ce qu’il s’agissait de démontrer.

En nous basant sur ce théoréme, nous pouvons faire voir que la for-

mule de Legendre m, par laquelle la limite de expression

log

logx x * dz
x (log.z' — 1,08366 o 10g.z'> ’
quand x = o, est égale a 0,08366, ne peut exprimer ¢ (x) avec un

degré de précision allant jusqu’aux quantités de Pordre ——— inclu-
log® =

sivement.
On trouve avec la méme facilité les valeurs des constantes A et B

. x . , .
telles, que la fonction Alon s § Puisse représenter ¢ () avec une pré-

Alog

cision poussée aux quantités de 'ordre — — inclusivement. En vertu
log* z

du théoréme précédent, de telles valeurs de A et de B doivent satisfaire

a I'équation

fim [ 87 (= = =
+ \Xlogz+B ), logz ],zw“"-
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’ z
e développement de Alogr T B donne

x 1 x B x B z

Alogz +B A Togz  A? log’a:+X5.log3;_

De plus. intéer: ¥ dx ties
e plus, intégrant | logs Par parties, on trouve

T dx z x * dx .
j ===+ o—+a2| ———4+C
, logz logxz = log*x . logrx

En vertu de ce qui vient d’étre trouvé, I'équation précédente se
réduit i

1 x B x B: T )
. log? z A logz A’ log*z - A logrz " 7°
hm — - Y ) = 0,
x z x dxz .
T logz  logiz > I_T—(J ‘k
g g o log'x | I
ou bien
: 1\ log x B +71} + AL
A / 8 A? A® Jogzx 7
lim log* f‘” dx log®x = 0.
— 9 —C
z o log® 2 x e

i
v

Or, si I'on observe que tous les termes 2 partir du troisiéme conver-
gent vers zéro pour des valeurs croissantes de x, on verra immédiate-
ment qu’on ne peut satisfaire a I’équation précédente qu’en faisant

B
AT 1'=0, Gt+i1=o0,

A
d’ou
A=y, B=—1
Ainsi, de toutes les fonctions de la forme ——~> — | la seule —*
Alogz + B logx — 1

peut exprimer ¢ (&) avec une précision poussée aux quantités de ordre

x . .
:—— inclusivement.
log*x
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§ VI

Démontrons actuellement un théoréme concernant le choix de la
fonction qui détermine, avec un degré de précision requis, la fonction
(uie nols avons représentée par o (x).

Tuéorime V. Si la fonction ¢ (&), qui désigne combien il ¥ a de
nombres premiers inférieurs a x, peut étre representée algebriquement

s . ’ oy £ N .
avec une précision poussée aux quantites de Uordre —— inclusivement
log*x
aw moyen des fonctions x, logx, e*, alors elle sexprimera par la
jbrmule

x 1.2 1.2.0 1.2.3... (n—1ix

r()g_r lvog‘2 x + iog3 z Tlogrw

Démonstration. Soit f(x) la fonction qui, contenant sous forme
algébrique @, log x, e, exprime ¢ () exactement jusqu’aux quantités

xr . . .
de "ordre fog inclusivement; Pexpression

log" . ﬂf( ) x 1.z 1.2.x 1.2.3...(n—1jx
x|} logr  logiax log*z T log"

pour des valeurs croissantes de x, devra converger soit vers zéro, soit
vers une limite finie ou infiniment grande. En effet, s'il n’en était pas
ainsi, la premiére dérivee de cette expression changerait de signe une
infinité de fois pour des valeurs de & croissantes jusqu’'a + =, ce qui
ne peut arriver, comine il est facile de s’en assurer, avec une fonction
algébrique de x, logx, €* [*].

[*] I est trés-facile de s’assurer qu’une fonction algébrique de x, log z, e cesse de
changer de signe pour une valeur de z surpassant une certaine limite. $i la fonction
dont il s’agit est entiére, alors son signe dépendra d’un terme de la forme

Kz" .log" = .em"*

pour des valeurs de z plus ou moins considérables, ce terme ne changeant pas de
signe ponr x < 1. Pour toute autre fonction algébrique de «, log z, €%, que nous re-
présenterons par y, on démontrera la méme proposition de la maniére suivante. Ob-
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Ainsi, on aura nécessairement pour f(x)

f(.l’,’) x o ].2.-£-—

- log log? z- o log® =
1.2.3...(rh—1a
logrx lea==

log" =

I

\

173 lim

Mais, d’un autre coté, il est facile de s’assurer que

! {

x 1.z 1.2,.X
e J
) log" = logz  logiz log® &
lim , % = 0;
1.2 3...(n—1)x dx
_.+_ — _—
\ log"x , logx

xr =200

cette équation ajoutée i la précédente donne

lim []Oix(f(x) —[I%)}I:w = L.

Or, comme, par hypothése, f(x) représente ¢(x) exactement jus-

., T . . .
gu'aux quantités de Pordre o inclusivement, et que, d’apres le

théoreme IV, cela ne peut avoir lieu si la limite de

b ) [ 2]

servons d’abord que la fonction y sera vacine de I’équation

l(q}'m 4+ lllylll—| - U, ym—z i U ¥ 4+ tp=o0 ,

ey Uiy Usyeeos Uney > Un€tant des fonctions entiéres de x, log @, ¢*; si 'on représente
par ¢ la fonction qui résulte de Pélimination de y entre I’équation précédente et sa dé-
rivée, alors les fonctions m,, w«, ¢t ¢, comme entiéres, finiront par ne plus se reduire
a zéro ou a changer de signe pour des valeurs de x surpassant une certaine limite ; il
arrivera donc que y conservera ¢galement son signe , car, pour des valears de 2 qui
ne réduisent pas ¢ & zéro, équation

o y" ux}’m—‘ +.o Uy )y Uy =0

ne peut avoir de racines égales , et quand les racines sont inégales, le signe de I'un
d’elles ne peut changer qu’en supposant que le signe de », ou «, change. Cette pro-
priété peut étre étendue & beaucoup d’autres fonctions, pour lesquelles, par cette
raison, le théoréme V, ainsi que les conséquences qui s'en déduisent, auront ¢ga-
lement lieu.
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pour x = o, n'est pas zéro, on aura L =o; cela posé, I'équa-
tion (7), pour L = o, se réduit a

1.2 1.2.x

- x
f(:r) B logx " logiz - log?z

lim | log" =
x 1.2.3...(n—1)2
- log"x e

ce qui prouve que la fonction

x 1.2 1.2.x 1.2.3... (n— 1)z
RS it S A

logz  logix loggx = 7' log®x

ne differe pas de f (o) de quantités de P'ordre @ et d’ordres infé -

rieurs, et que, par conséquent, elle peut, aussi bien que f(x), repré-

senter ¢ (x) avec une précision poussée jusqu’aux quantités de Pordre
inclusivement ; ce qu’il s’agissait de démontrer.

log”J‘

D’apres le théoreme que nous venons d’établir, nous concluons
que si la fonction ¢ (o) qui représente combien il y a de nombres
premiers inférieurs & x, peut étre exprimée algébriquement au moyen
de x, log x, e*, jusq’aux quantités des ordres

x Z xT
2 ’ yrr e
logz” log'x log® x

inclusivement, elle devra s’exprimer par

z z 1.2 x tox 1.2.%
logz’ log x Iog’.r’ log = log*z log'z =

De plus. comme ces sommes ne sont autre chose que les valeurs suc-

X ” fat
» poussées aux quantités des ordres
logx

x
cessives de 'intégrale f
2

z z
logz’ log’x’ logx

nous sommes en droit de conclure que dans toutes ces hypotheses

v s T dx . 3. )
lmteglalej; logx €Xprimera o (x) avec exactitude jusquaux quan-
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tités de Vordre pour lequel elle peut encore s’exprimer algébrique-
ment au moyen de x, logx, e®.

I est facile de se convaincre par les Tables des nombres premiers
que l’intégra]el k)ig%’ pour x trés-grand , exprime avec assez de pré-

cision combien il y a de nombres premiers inférienrs 4 x. Mais ces
Tables sont trop peu étendues pour pouvoir décider de la supériorité

. R z
> 8 — P o 3 G5 A ou
de 1a formulef; g sur la formule de Legendre Tog 7 — 108366

sur toute autre analogue. Dans les limites de ces Tables, le# deux fonc-

x
- dx x P . crpe
tions o t peu entre elles ; mais leur diffe-
mnsl fozz et T different pen entre elles ; mais leur diff¢

xr
rence ——mn—— . —» ayant uan nunimum pour
log £ — 1,08366 l logx’ y I
(1,08366):
x=e o = 1247646,

croitra constamment jusqu’a Iinfini apres cette valeur, et déja, pour
X 2> 10000000, aura une valeur considérable. Clest pour des nombres
de cette grandeur que Pavantage de 'une des deux formules

* dz z
‘/Zv logz’ logx — 1,08366

devra se manifester. Mais pour effectuer cette vérification, il fandrait
avoir des Tables de nombres premiers beaucoup plus étendues que
celles que l'on possede.

§ VII.

‘ vkt (07 de T
En adoptant | mtegralel‘ log = Pour la valeur approchée de o (x),

nous serons obligé de changer toutes les formules auxquelles Legendre
est parvenu en partant de Phypothése

— il .
¢ (x) " logx — 1,08366°

nos formules ne seront pas plus compliquées que les siennes, et au-
Tome XVII, — Sgrrembre 1852, 46
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ront sur elles avantage d’étre plus approchées d’aprés les théoremes
qui ont été démontrés plus haut.
Appliquons notre formule & la détermination de la somme

1 1 1 1
sh3tEtoo TR

3 5 X
et du produit

(1=3) (=3) (=5) - (=)

/

pour X tres-grand.
Pour déterminer la somme
. I I I 1
nous observerons que, d’aprés la notation adwmise plus haut,
on a '
z=X
Sbgg bt ;—(:ZM%:?—(-’—),
=12
car () représentant la totalité des nombres premiers inférieurs a x,
la différence ¢ (a + 1) — 9(x) se réduira & zéro toutes les fois que x
sera un nombre composé, et a 1 quand x sera premier.
Supposons X trés-grand, et désignons par A un nombre inférieur
4 X, wais assez grand cependant pour que la fonction ¢ (), entre les
limites & =X et o = X, puisse étre représentée avec une exactitude

. . * dx
suffisante inté . ette 1 ese, 1'é '
surfisante par mtegr‘ale ; fog Dans cette nypothEse, lequatlon

précédente pourra s’écrire de cette maniére :

x—=ai—1 r=2X

T VN aletn) —ole) ole+1)—ple]
2+3+5+...+—i_2———x————~+2_-7_._.
r—1a2

x—= 1

. : , * dx
Remplacant dans la derniere somme ¢ {2) par f (o5’ On aura
2

og xr
U dy
xr=X—1 r:Xf TP
1 1 1 r cp(z—l—l)———-qa(a: x 0g x
2+3+5+'”+X— 2 ’—*—;——‘—_‘_ x
x=2 X == i

e o, T+l gy . , , .
Or llntegra]ef —— peut étre représentée avec exactitude par
- log 2
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=X
L ~ jusqu’aux quantités de I’ ordre ";; de plus, la somme 2 élogx

X
peut étre remplacée par U'intégrale f avec le méme degré de

dx
; xloga
précision.
Sous ces conditions, I’équation précédente viendra

= A—1
o1 1 1 pla+1) —g(x) X dr
2+3+_5_+ +X- Z x + x log 2
xr=2
ou bien , effectuant I'intégration ,
== i—1 ( )
I 1 1 1 p(z41)—9g{x)
stz ts oo tx T 2 —_— llogx + | log X.
x =12
Enfin, si 'on remplace par C la quantité
r=a—1 ()
olx +1)—9lx
3 el olrl g,
indépendante de x, on trouvera
1 E 1 I
(8) ;+§+5+...+—X:C+llogx.

Lorsque I'on aura déterminé la valeur de la constante C, cette équa-
tion pourra servir i trouver, par approximation, la somme de la série

1 1 I+ __L..I
'“+§+5 ...1X

quand X sera tres-grand.
La formule que nous venons de trouver est plus simple que celle de

Legendre, d’apres laquelle on a

%+;-1.-%+...+%—_~log(logX—-—o,08366)+C

Passons maintenant a la détermination du produit

(-2) (=8) (=) o=k =

i6..
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Prenant le logarithme des deux membres de cette équation, on aura
la formule

.

log P = log (l-—é) + log (1—%) + log (1—5> +o log(l—%}’

/

qui peut encore s’écrire de la maniére suivante

1 I ( I ! I
lOgP:—<5+§+§+...+i>—I—;—I-log(‘lm;/)

+% +10g(1—§'>+§l+log(l—%)—i—...—l—%+log(1—%)~

\

Observons actuellement que la série finie
* + log Do log (1— 1) Lt o .
s Tlog{t—5)+3 s\!—3)*+3 gli—z)+...
1 1 [ 1
-+ X -+ og ( _— X/’
A 2 T > Ay . G v L A

aux quantités de 'ordre x Pres, peut éetre remplacée par la série
infinie

é—%—log(r—é)—{—é——i—log(l—%)+é+10g<l~é) +o

En effet, la différence entre ces deux séries est évidemment inférieure
a la somme

4 { 1 1 | S
X log {1 ‘f::) Txmt "’g(“xﬂ

T 1
+ X+3+log<1— X+3) e

/

qui, elle-méme, est inférieure a Pintégrale

/};w[é—i—log (]_i)]dx:l_(X~I)]°g<'“i)‘

) ) .
de plus, comme la valeur de 1 — (X —1)log (I — i) » pour X tres~
grand, est une quantité infiniment petite du premier ordre par rapport
1 . . . . A . . .
4 x» nous en concluons que la substitution qui vient d’étre indiquée

est permise.
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D’apres ce qui vient d’étre dit, si 'on représente par C’ la somme de

la série infinie

é_l- log(r—-é)+%«l—]og(1~%)+é+log(l~é) + iy

. e, I N
la valeur de log P s’exprimera . aux uantités de Pordre — prés. par
g ) X »

la formule
logP = — <§4—§+é— o 52—) + C.

. 1 I 1 1 \ ‘
Substituant pour o4z + .+ X< la valeur (8) trouvée plus

haut, on obtiendra
logP = — C— llog X + ¢,

d’our
L—C

- logX.

Enfin , faisant, pour abréger,
ecl— C — GO ,

et remplacant P par le produit
/ I 1 1 ’
(=) ) 35
nous aurons
T I 1 1N G
[ [ S

\

X
Legendre, pour la valeur du méme produit, a trouvé la formule sui-
vante :
/ 1) y 1 < 1) I ) C,
==z 1=z (1— )= %
& 2 ( 3 5 X log X — 0,08366



