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THESE D’ASTRONOMIE.

Sur la Théorie mathématique des Cartes géographiques ;

Par M. Ossiayn BONNET.

INTRODUCTION.

Une carte géographique n’est autre chose qu’une représentation sur
une surface déterminée, que I'on suppose ordinairement plane, de la
surface de la terre ou de 'une de ses parties. Cette représentation peut
étre faite suivant une loi quelconque; toutefois, dans les premicres cartes
qu’on a construites, elle a toujours été soumise aux regles de la per-
spective. Les cartes étaient ainsi de simples projections coniques ou
cylindriques, et les différences qui existaient entre elles, provenaient
de la position donnée & 'ceil et au plan de projection. On connait ces
différentes cartes, dont les plus remarquables sont dues & Ptolémée .
Plus tard, quelques astronomes abandonnérent le mode de représen-
tation par perspective, qui avait di se présenter tout naturellement
4 Pesprit, mais que rien n’obligeait 4 suivre, et ils regardeérent les
lignes correspondantes aux méridiens et aux paralléles, comme des
lignes tout 4 fait quelconques que I'on pouvait, dans chaque cas,
choisir arbitrairement, suivant la destination de la carte. Cest ainsi
que furent construites les cartes marines réduites on par latitudes
croissantes, dans lesquelles on s'imposait la condition que les rumbs
de vent fussent représentés par des droites faisant entre elles les
mémes angles que ces rumbs faisaient dans la rose de compas. Enfin,
Lambert envisagea la théorie des cartes géographiques sous un point
de vue général extrémement important. I} remarqua que le plus
grand degré de perfection d’une carte ¢tait de reproduire la figure
des différentes parties de la carte, de maniere quil y et constamment
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similitude entre une partie quelconque de la terre et la partie corres-
pondante de la carte; mais cette condition étant généralement unpos-
sible a remplir, & moins de supposer a la surface de la carte une forme
particuliere,, Lambert se proposa de déterminer les lignes des méridiens
et des paralléles par la condition que la similitude eat lien seulement
entre les éléments infiniment petits. Sans doute, de cette maniere,
une portion finie de la terre était déformée sur la carte, mais les
angles faits sur la carte étaient toujours égaux aux angles correspon-
dants sur la surface dun globe, propriété importante que lon avait
reconnue au systeme de représentation de Ptolémée. Lambert ne ré-
solut pas d’une maniére complete le probleme général quil ¢'¢tait
posé; apres lui, plusieurs géometres, Euler, Lagrange, s’occuperent
avec succes de la question, mais en supposant toujours a la terre la
forme d’une spheére ou tout au plus d’une surface de révolution; ce
fut M. Gauss qui, dans un Mémoire couronné par I'Académie de
Copenhague, résolut, le premier, le probléme dans toute sa généra-
lité et sans faire aucune hypothése sur la surface de la terre et sur
celle de la carte. Nous nous proposons, dans cette These, d’exposer
la théorie des cartes géographiques au point de vue indiqué par Lam-
bert. Notre travail n’offre rien d’essentiellement nouveau. Nous
wavons eu d’autre but que de simplifier les solutions des questions
traitées avant nous par Lagrange, Euler, M. Gauss.

1. Soient deux surfaces quelconques S et §' représentant la surface
de la terre et celle de la carte. Supposons que 'on ait exprimé les
trois coordonnées x, ¥, z rectangulaires d'un point quelconque m de
la surface S, en fonction de deux variables indépendantes « et v, et les
coordonnées x’, y', 2’ d’'un point m’ de la surface §', au moyen de
deux autres variables 2’ et ¢’; de telle sorte que la premiere surface
soit définie par trois équations de la forme

(0 w=flu,0), y=Silu9), 3=foiwv),

et la seconde par trois équations telles que

b

(2) 2= o), y=ouw, ), =gy (usv);

i

il s'agira de faire correspondre les poiuts m et m’ ou de déterminer «/
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et v’ en fonction de u et de ¢, de fagon qu’un élément m' ni, de ia
surface ' ait, avec I’¢lément correspondant mm, de la surface $, un
rapport indépendant de la direction de ces éléments et variable sen-

fement avec la position des points m et m'.

2. Différentiant les équations (1), on trouve aisément que 'élément
de la surface S, qui se termine aux points (&, ¢), (& + du, v + dv .
est

ds = VEdw® + s ¥ dudo + G o,

‘dx\®  (dy\®  [da\?
(@) + (@)~ (@) ==

/

en posant
dx dz dy dy N dz dz
dvde ' dudv | dude

dr\? dy\ 2 dz\? \
(@) + @)+ (2 =e
de méme, I’élément de la surface S, qui se termine aux points («’, v'),
(' + du', v' + dv'), est

ds' = VE du"? + aF du' dv’ + G’ dv'?,

dz’'\ 2 dy'\ﬂ fdz’ \ 2 ,
(5) + <d7, + ) =¥,
dz’ dz' dy’ dy’ di’ dz'
du' dv' ' dd’ d T du de T ?

dx'\ 2 dy’\ 2 a’z')2 ,
(7‘) +<317> +(T =G,

L’équation du probléme devient ainsi

en posant

(5) E’du’2+?,F’du’du’+G’du"_ 2
. Edii+ oFdado + Gder 01

n? étant une certaine fonction de u et de v. Pour pouvoir déduire de
cette équation les valeurs de #’ et v”, il faut d’abord la simplifier, en
particularisant les variables », v, u’ et v’. Nous choisirons ces va-
riables de maniére que I’on ait

E=o0, G=o0, F=o0, G =o.
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Mais prouvons d’abord qu’il existe de telles variables et montrons com-
ment on peut les obtenir.

3. Je considere I'équation différentielle
04) Edu®+ 2Fdudv + G dv* = o,

et je suppose qu'on en ait déduit une intégrale contenant une con-
stante arbitraire. Soit

F(u,v)=2C
cette intégrale résolue par rapport a la constante. Evidemment la
. . . . . . dv y, 4 .
fonction F (u, ¢) sera imaginaire, car les valeurs de P déduites de
Péquation (4) sont imaginaires; nous pouvons donc poser
Fu,v)=U+Vy—r.

U et V étant des fonctions réclles de u et de v, et notre intégrale
deviendra

U+Vy—1=C¢C.

Cette intégrale renfermant , par hypothese , une constante arbitraire,

dv

st on la différentie et qu’on tire —, on trouvera une valeur qui devra

¢tre identiquement égale, quels que soient u et ¢, i Pune des deux
do VY- , . .

valeurs de -, que l'on déduit del’équation (4); quanta Pautre valeur,

comme elle est conjuguée de la premiére, elle sera évidemment fournie
par 'équation
AU — dVy—1=o.
Nous pouvons conclure de la que Pon a identiquement
Edu*+ 2Fdudv + Gdv* = M (dU* + dV?
M étant une certaine fonction de u et de ¢. Posant maintenant
U+Vy—1=¢, U-Vy—1=F§,

o et [3 étant de nouvelles variables, on aura

Edu*+ 2Fdudy + Gdv* = pdadfs,
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. ¢tant ce que devient M quand ony remplace 1 et ¢ par leurs valeurs
en o et 5.

Ainsi, en prenant les variables o et 5, 'élément de la surface S a
la forme que nous voulions obtenir. Appelant de méme

U+ V==
une intégrale quelconque de Véquation

5 ) Edu'® + oFdu'dv + G'dv'? = o,
nous verrions que le carré de Vélément de la surface S’ peut se
mettre sous la forme M'(dU'? 4~ dV'?), et puis, en posant

U4V \/:‘77 — OL,, U — Vv \'/_:i — ﬁ/’

sous la forme voulue p'do’df3’; introduisant dans Véquation (3) les
variables o, 3, &/, [, cette équation devient

pdo'df' = n*pdadf,

et rien nest plus simple maintenant que d’obtenir o et e

, : do! do’ A .
4. En effet, remplacons do’ pa 72 do + 8 df, et dff pa

dg 5 dp oo
J?da” ;?“Edﬁ’ il vient

i dB o A dR o, (dddE | do dp
a2, e a8 Edﬁ T \axas T ap da

) dodf = n“‘i—,rlar/[ﬁ,

d’on

et, par comséquent,

daz’__ d{i’___ o

d_@ = 0, de — 7
ou

da’__ dﬁ’_o.

i) ag — 9

c¢’est-a-dire, en intégrant,
?=F(a), F=F,(f)
Tome XVII. — Aour 1852.

o
O
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Z=0(f), f=0 ()

5. Nous aurions pu obtenir les résultats précédents en exprimant
une autre proprié¢té¢ du systéme de représentation considéré, d’apres
laquelle I'angle de deux éléments quelconques de la surface S est
toujours ¢gal & Pangle des deux éléments correspondants de la sur-
face §'.

Prenons, pour définir les différents points des deux surfaces S et 8,
les variables U, V et U, V'; de maniére que pour Pune et autre sur-
face, les lignes coordonnées forment deux systemes orthogonaux, divi-
sant la surface en carrés. Le cosinus de I'angle compris entre les élé-
ments mm, , min, de la premiere surface, qui partent du point (U, V)
et se terminent respectivement aux points (U+ dU, V+ dV),
(U= U, V+ dV), sera, en laissant le signe de coté,

dViU — dUSV

V0 avy s v v,

de méme, le cosinus de Pangle formé par les éléments m'm, nmi
correspondants de la seconde surface, sera

AN rFU':— A1 3V

V{@UdV ) (30" 4 avey

nous aurons donc, pour 'équation du probl e,

AVolU —dUdV o dV' U —dU' oV
VAU 4d VD SU 4 8VE) Y (dU - d V2 U V)
ou bien, en introduisant les variables o, 5, «, %,
dBdz—dalp A5 s —-da' 38
T D= TR = e .Y
o Vdzd 33208 Vda d8 508 .
d’ou
da' df0a' df (dfde — dadBY = dadfidad (dE5da — da' 33z
Fosons
N 4y dar n T a8 ~c
0@—{7;0’1 -(-ZEO:J, 0“{;:-* 4 =0,

(l—:_/‘—r)f): ‘{li@ i

et supposant fixes les éléments mm,, m'm',, faisons varier les ¢léments
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miy, m' w5 Cest-a-dire, supposant da, df, do’, dff constants, fai-
sons varier du, d8, do’, 8. L'égalité ci-dessus étant une identité, il
ne pourra y avoir dans le premier membre d'autres termes en do et
' que ceux qui se trouvent dans le second ; ainsi les termes en d2* et
d* du premier membre devront disparaitre, ce qui exige que

de’ df do! df’

=

de do 07 ag ag = O

d’ou
da’ dg’
;/—@- — o et T == 0,
ou bien
o dap’ .
(l; = O, '—ﬁ— = O,

et, en intégrant,

ou hien
A=0(f) et f=0,(),
comme nous I’avions déj:'a obtenu.

6. Avant de particulariser les fonctions F et F, ou ¢ et 9,, pour

déduire de ce qui précede quelques systémes de représentation, il est
nécessaire de faire deux remarcques importantes.

7. Substituons i ¢, B, &' et [ leurs valeurs en U, V, U’ ei V/; Jes
deux solutions de notre probleme deviendront

(6) U+ Vy—1=F (U+Vy—1),

] ———— Je—
U—-VyV—1=F(U—-Vy—i1),

et

() U VY= =0 (U—Vy—1),

/!

U— Vi =0,(U+ Vy—1).

Or, U et V' devant étre réels comme U et V, les deux fonctions F,

et @, ne peuvent pas ¢tre prises arbitrairement, une fois que les fonc-

tions I et ® ont été fixées. 11 faut évideinment, si la fonction F est

réelle, que F, soit la méme fonction; et si F est une fonction imagi-

naire, que F, soit la fonction imaginaire conjuguée obtenue en chan-
-~ 3o..
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geanty— 1 en —y— 1 dans la premiére; il en est de méme de la
fonction @, a V'égard de @. Ainsi chacune de nos solutions ne contient
qu’une fonction arbitraire, qui peut toutefois étre imaginaire aussi
bien que réelle.

8. Nous avons obtenu deux solutions pour notre probléme. Ces
solutions conviennent toutes les deux, mais elles se distinguent 'une
de l'autre en ce que i’'une correspond & une similitude directe entre les
¢léments superficiels des deux surfaces, et I'autre 4 une similitude
inverse. Entrons & ce sujet dans quelques développements. Une sur-
face représentée, en général, par 'équation f(x, ¥, z) = o, parlage
I’espace en deux régions : I'une, qu’on peut appeler extérieure 2 la
surface pour laquelle f(x, ¥>» 3), est positif; I'autre, que I'on nomme
région intérieure, pour laquelle f(a, ¥, z) est négatif. Si 'on se place
dans la région extérieure, on voit les éléments de la surface issus d'un
meme point m disposés d’une certaine maniére; et si I'on se place dans
la région intérieure, on voit les mémes éléments disposés d’une maniere
inverse; de telle sorte que st de deux éléments mm,, mm,, le second
parait & droite pour un spectateur situé daus la région externe de la
surface, inversement pour un spectateur situé dans la partie inté-
rieure, I'¢lément mm, paraitra & gauche de mm,. Ceci posé, placons-
nous, par rapport a chacune des surfaces S et §, dans une région
déterminée; soient mm,, mm, deux éléments de la surface S partant
du point m, et m'im,, m'm’, les deux éléments correspondants de la
surface &', déterminés an moyen des solutions trouvées plus haut;
pour les deux solutions on aura

mm, i, ’ ; '
= ——+> angle m,nun, = angle m', m’mn,;

En_" m’ nd,
mais , pour 'une, m’'m, nous paraitra & gauche ou a droite de m'm’,,
selon que mmn, sera lui-méme a gauche ou & droite de mm, ; et, pour
Pautre, ce sera I'inverse, m’'ni, nous paraitra a droite on i gauche de
m'm,, selon que mm, sera i gauche ou a droite de mm,. Ainsi, dans
les deux cas, les deux triangles mm,m,, m'm m, sont semblables,
mais la similitude est directe dans le premier cas, et inverse dans le
second. Quant a la solution qui correspond a la similitude directe, on
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comprend qu’elle dépend uniquement de la maniére dont on se place
par rapport aux surfaces.

Démontrons la propriét¢ que nous venons d’énoncer, et donnons un
critérium certain pour reconnaitre le genre de similitude qui corres-

pond 4 une solution déterminée.

9. Appelons
Slx, y,z)=0, o,y 3)=0

les équations des surfaces S et §', et placons-nous, par rapport a cha-
cune des surfaces, dans la région extérieure, ¢’est-a-dire dans la région
pour laquelle le premier membre de son équation est positif. Enfin,
sapposons que 'on adopte la premiere solution obtenue au n° 3, cest-
a-dire qu'on lie les points de la premiére surface i ceux de la seconde
par la relation

U+ Vy—1=FU+Vy-1)
et par la relation conjuguée
U—Vy—1=F(U—-Vy—1).

Pour pouvoir comparer plus tacilement les figures formées par les
points m ou (x, y, z) de la premiere surface aux figures formées par
les points correspondants m’ ou (x', »’, 2’) de la seconde, nous con-
sidérerons six autres systemes de points intermédiaires, tous situés
dans le plan des xy : le systéme des points @ ayant pour coordonnées
rectangulaires (x, y, 0); le systeme des points v ayant pour coordon-
nées rectangulaires (u, v, 0); le systéme des points 7z ayant pour coor-
données (U, V, 0); le systeme des points 7' ayant pour coordonnées
(U, V', 0); le systeme des points v’ ayant pour coordonnées (i, ¢/, o);
enfin le systeme des points p/ ayant pour coordonnées (', y’, o).
Ces nouveaux systémes de points considérés entre eux, ou avec les
systemes de points m et m’, ne donneront pas nécessairement des sys-
temes semblables dans leurs éléments infiniment petits, mais deux de
ces systemes pourront étre semblablement ou inversement placés; je
veux dire par la que, dans deux systemes, les éléments linéaires issus
d’un méme point pourront paraitre placés de la méme maniére ou
d’une maniére inverse. A ce point de vue, nous pourrons donc dom-
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parer le systeme des points m au systéme des points u., le systéme des
points g au systeme des points v, ainsi de suite; et cela nous permet-
tra de décider si la similitude qui existe entre les ¢léments superficiels
formés par les deux systémes de points i et 122’ est directe ou inverse.
Ajoutons, pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, que les systemes de
points situés dans le plan des x) sont toujours vus du coté ou se
trouvent les s positifs. Tn comparant les deux systémes de points
et p., on reconnait aisément qu'ils paraissent semblablement ou inver-
sement placés, selon que, pour passer de la surface S i sa région exté-
rieure par un déplacement parallele a axe des z, il faut augmenter
ou diminuer le z du point de la surface, ou bien si edx + fdy + ge-=
est la diftérentielle totale du premier membre f(x, ¥, z) de I'équation
de S, selon que g est positif ou négatif; de méme les systemes des
points m’ et p’ paraissent semblablement ou inversement placés,
selon que

v A2l 7

o — =
= dz

est positif ou négatif. Considérons maintenant les deux systemes de
peints u et v. Soient ds la distance des deux points infiniment voisins
(2. 7); (2 +dx, y 4 dy) dn premier systéme, et @ I'angle positif que
cette distance prolongée du premier vers le second point fait avec ia
partie positive des x, de maniere que

dx = dscosa, dy =dssina.

Soient de méme d= la distance des deux points correspondants (u, ¢,
(2 +di, v 4 dv) du second systéme, et o I'angle positif que cette
distance prolongée du premier vers le second point fait avec la partie
positive des ar, de maniere que

du—=decosa, dv=dssina;

nous tirerons de la, en remarquant que x et y sont des fonctions
connues de u et o,

N

"dx dr . \
2, COs @~ —-sin oz) de.

ds cosa = <d”

. d dy . A
ds sma = <~y Ccos &£ + 1sma) de:
du o
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d ot

dy dy .
—— COS ¢ -+ —-8sm o
du dv .

tanga = -, dr .
=~ COS U =4 —=—SIn ¢
du dv

regardant x et y comme constantes, et a et o comme variables. la
différentiation donne

dx dy dz dy
du dudv ~ do du

da dr ) dx . : [ dy dy . e
—— €08 0L 4+ — SN o +L'—cosa+~sma
du o /  du do

. <d.z: dy dx dy'\ da*
“\Twar ~ @)

Cela nous montre que les angles @ et o varient dans le méme sens
dr dy dx dy

3 B .. I .f‘. ) l‘
ou en sens inverse, selon que — =~ — -~ est positif ou négatif; pa

conséquent, que les systemes des points g et v paraissent semblable-

ment ou inversement placés, selon que % % — Z—f % est positif ou

négatif. On verrait, par un raisonnement analogue, que les systémes

des points v et = paraissent semblablement ou inversement placés,
du dv dU dv

sefon que e — . estpositif ou négatif; que les systémes des

points 7 et n’ paraissent semblablement ou inversement placés, selon
e au’ dv’ dU dV’
e T av T av avu
points 7" et V' paraissent semblablement ou inversement placés, selon
au’ dv’ dU' dV’ . . . R
que —= - — —— ——- est positif ou négatif; enfin, que les systémes

des points p’ et v’ paraissent semblablement ou inversement placés,
/ !

dz’ dy’ da' dy cp T A
selon que — — — — 4w oSt positif ou négatif. Réunissant tous ces

est positif ou négatif; que les systéines des
P gatir; q ¥

résultats entre eux et a ceux qui ont été obtenus relativement aux
systemes de points m et y, m' et p’, on voit qu'en définitive les deux
systémes de points m et ' sont semblablement ou inversement placés,
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seion que le produit

dfdo (r/rfll _dx dy (rlm’ Ay’ dr! rlv”;(dUdV AU dv ) (,11;'4\” AU AN AU dY al Ny

o d Nt e ™ do i )\t @ i e P\ Ao do dw NG d e da AT Ay av

est positif ou négatif. On peut remarquer que, dans ce produit, les
SIX premiers [acteurs ne dépendert que des surfaces considérées e
nullement de la liaison que Pon suppose exister entre les denx sys-
. . S - Yol LI
temes de points m el m’ situés sur ces surfaces. 11 suffira donc d’avoir
, . dU dV’ dU dV’ R -

éeard au ieme ur —— —— — —— —— pour connaitre influencc
gard au septieme facteu TU IV v 5]

de cette laison. Or, si Pon a
U+ V= i=F (U4 Vy-1),

on trouve aisément

dU' dV’ dU dVv’ _fdl *)2_1_ S d U’ ]'
dU dvV T av at T ( dU | v |

et, par conséquent, un résultat positif. Si

U4+ Vi 1=0(U—-Vy- 7,
on trouve

dU dV’ dU' dV’ "d U\ 2 dT N2

dU av 4V au T ((lU) o (TV ’
et, par conséquent, un résultat négatif. Cela montre, comme nous
Favions annoncé, que des denx solutions obtenues au ne 5, l'une
donne une similitude directe, ’autre une similitude inverse. On voit,
en meme temps, que la premiere solution, quand on se place dans la
région extérieure pour 'une et 'autre surface, correspond i la simili-
tude directe on a la similitude inverse, selon que le produit

df d» ( dr dy dz dy [ dx’ dy’ de' dy"™\ [dUdV dUdV ) dU' dV'  dU' d V’)
Az dz’ \ du v dv d;) aw do' T dd dwd du do v du di’ AT T e r_{;’_

est positif ou négatif.

16. Reprenons les solutions générales du probleme de Lambert
obtenues au n°3, et comme la seconde solution se déduit de la pre-

miere, en changeant \ — 1 en — \ — 1 dans les seconds membres, bor-
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nons-nous a considérer la premieére :

(5) U+ Vy—1=F(U+Vy=1),
U—Vy—1=F (U-Vy=1),

ou, d’aprés la remarque faite au n° 7, F, représente la fonction con-
juguée de F.

Proposons-nous de trouver le rapport d’agrandissement n en fonc-
tion de u et de ¢.

Différentiant les équations (5), on trouve aisément

dU? 4 gV'2 = F (U +V \/:) F, (U — V\/_—_I) (dU2 -+ dVZ),

en appelant F’ la dérivée de F et F', celle de F,. Or les carrés des élé-
ments des surfaces S et §' sont respectivement

M (dU* + dV?), M (dU'* + dV'?),

M et M’ étant des fonctions connues, la premiére de U et V, Ia
seconde de U’ et V’; donc le rapport des carrés de ces éléments on 7?
sera
MI — r TT P
I‘WF’ (U +VyYy—1)F (U—-Vy— 1);

par conséquent,

n= %’F’(U +Vy—1)F, (U — V\/t—;).

Substituant dans M’, a la place de U’ et V/, leurs valeurs déduites des
¢quations (5), et puis exprimant U et V en u et v, la question se trou-
vera résolue.

11. Cherchons encore, avant de sortir des généralités, la relation
qui existe entre les courbures géodésiques de deux courbes corres-
pondantes tracées sur les surfaces S et §’, relation qui nous sera utile
dans la suite. Soient A une courbe quelconque tracée sur la surface
S, et A’ la courbe correspondante tracée sur la surface §'. Appelons ds
Iélément de la premiére courbe, ds' I’élément correspondant de la
seconde, de maniére que

ds’ = nds.
Tome XVIIL, — Aot 18502. 40
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Prenons les différentielles des deux membres, relatives a un dépla-
cement normal aux courbes A et A’, et indiquons ces différentielles
par la caractéristique ¢'; nous aurons

dds' = ndds + dsdn.

Mais, ¢ étant le déplacement infiniment petit, normal a la courbe A,
qui a eu lieu sur la premiére surface, et d¢’ le déplacement corres-
pondant, normal a la courbe A’, qui a eu lieu sur la seconde surface,
on a

0o’ = ndo;
on tire de la

sds' 1 dds 1 on
ds 35  n dsda nt g

D’ailleurs, d’apres une formule de notre Mémoire sur la théorie géné-
?
dels 5 ds

rale des surfaces, el

sont, au signe pres, les courbures géo-

- cos f 'cos b
désiques des courbes A et A’; en appelant <AP—\ 3 ( ) , ces cour-
§

/s 2

bures géodésicques, on a donc

fﬁ) cos Oy 1’('050‘) 1 dn 1 [cosh i n
N o s nk o /s ntde  n n 5 do

Remarquons, toutefois, que cette égalité n’a lien avec les signes que
nous avons affectés aux différents termes des deux membres, que sous
certaines conditions. Ainsi il faut, 1° que la relation qui existe entre
les points des surfaces S et 8’ corresponde 4 une similitude directe entre
les éléments superficiels , pour le cas o I'on se place dans larégion ex-
térieure de chaque surface; 2° que les déplacements infiniment petits
normaux a la courbe A et indiqués par la caractéristique ¢ se trou-
vent du coté qui sert a fixer la courbure géodésique de cette courbe.

12. Arrivons maintenant aux applications.

D’aprés la méthode exposée au n° 3, on voit que le probléme de
Lambert, considéré dans toute sa généralité , n’offre d’autres difficultés
que celles de mettre les carrés des éléments de la surface de la terre
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et de celle de la carte, sous la forme

ds* =M (dU* + dV?), ds*= M (dU?*+dV'?),

ou, ce qui revient au méme, de trouver pour ces deux surfaces deux
systémes de lignes orthogonales les divisant en carrés infiniment petits.
Or on connait de semblables lignes dans les surfaces développables,
les surfaces de révolution, les surfaces du second ordre, les surfaces
peu différentes d’une sphére; donc, en n’attribuant 4 la surface de la
terre et 2 celle de la carte que I'une de ces formes, on saura résoudre
le probléme de Lambert. I serait inutile de faire des applications pour
les différents cas que I’on vient d’indiquer, ces applications ne peuvent
offrir d’intérét que comme exercices de calcul ; nous supposerons donc
immédiatement , comme on le fait toujours en géographie, que la terre
soit une surface de révolution et que la surface de la carte soit un plan.
Les ¢quations représentées au n® 8 par
Slx,y2) =0, o(x,y,2)=0
deviendront ainsi

z— fye*+y) =0, 2=o0,

en placant convenablement les surfaces par rapport aux axes des coor-
données x, v, z et a', ', 7, ce qui peut toujours étre fait. La pre-
miére équation peut étre remplacée par les trois suivantes :

x=uwucosy, y=usiny, z=f(u),
« étant positif et v compris entre — 7 et 7, et les lignes coordonnées

u = const., ¢ — consl.

sont alors évidemment les paralléles et les méridiens de la terre. De
méme, 'équation de la carte peut étre remplacée par les trois équa-
tions

de la on déduit

ds = Jdu? [1+ [ (u)* ]+ dvt, ds' = Jdw? + dv™.
fo..
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Intégrant, conformément a la méthode générale, les équations
ds=o0, ds=o,

on trouve

U+ Vy—1= fymduw\/“:,,
U+ Vy—1=u+vy—1=oa +yy—1.

\insi
U= f Vit f(u)du, V=oy,
U=u=x, V=v=y,

et les formules obtenues au n® 5 donnent
x4+ yy—1=F(U+Vy—1)=F (fi\/l—!—j’(u)idu%—vs/:),
YV—1=F(U—-Vy—1)=F <f Vi+f'( 2du——vv-r>

et
=y N—1=0 (U =Vy=)= (f Vi+f (u)? du—vv——r)
x—yy—1=0,(U+Vy—1)= (f Vit (el du +v v—x)

13. Cherchons quelle est celle des denx solutions qui correspond
a la similitude directe, quand on se place dans la région extérieure a
chaque surface. Pour cela, formons I'expression

dqu) dzdy d:ca'_y‘ dz' dy’ d’ d] dUdV dUdV\ /dU'dV dU dV
( du' dv 4 du’)

dzdd \dadvr dv duj\dd dv/ d du' J\du do  dv du

du n® 9, nous trouvons aisément
Vi f (),
¢’est-a-dire un résultat positif; donc, d’apres ce qui a été dit au n°9,
la similitude directe correspond 4 la premiére solution. Nous ne con-
sidérerons, en conséquence, que cette solution.
14. Dans le cas actuel, on a

M=u* M=ri;
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donc le rapport n d’agrandissement est

n = ¥ (U VY= F (0= vy=1)

u
VE ([ V7T ae =) r, (ST =)
- - " - - i ;
nous le mettrons sous la forme
1
n — lTQ,

en posant, pour simplifier,
1

VE(U+ VW) F, (U—vye)

15. Enfin, la relation générale qui lie les courbures géodésiques de
deux courbes conjuguées devient

= (.

)\1
1 1 /cosf n
(7) F=a(=) -

p' étant le rayon de courbure de la courbe tracée sur la carte, pré-
cédé d’un signe qui se détermine d’ailleurs par la régle relative aux
courbures géodésiques.

16. La relation précédente peut se mettre sous une forme plus
simple quand la courbe A, tracée sur le globe terrestre, est un
méridien ou un paralléle. En effet, supposons d’abord que la courbe
A soit un méridien, c’est-a-dire une courbe pour laquelle ¢ soit
constant; on aura

cos 6
(3).=e

par conséquent

Mais

donc
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et ¢n remarquant que do = udy = udV,

1 dQ

¢ dv

Supposons , en second lieu, que la courbe A soit un paralléle, c’est-
a-dire une courbe pour laquelle % soit constant; on aura

('cus 9) I
e ) T i A

o I
d —
n_5u11~96u+lt6‘ﬂ_ Q0 dQ
R P 8 Vi f{u) dC
et, par conséquent,
T aq
P" - dU

Ces denx résultats, qui sont de Lagrange, peuvenl s’établir directe-
ment comme il suit.

17. Prenons I'expression
dy'd*z’ — dx’ d*y’

EN
(rl.z:” + dy'?)?

de la courbure dans nne courbe plane quelconque, rapportée aux
coordonnées rectangulaires &’ et y’; pour en déduire la courbure de
la courbe transformée d’un méridien et celle de la transformée d’un
paraliéle, il faudra successivement considérer x’ et y' comme fonc-
tions de U seulement, ou de V seulement dans la relation générale

x P y—1=F{U+Vy—r1)
Or, on déduit de cette relation

dx’ = 2dU — BdV, dy’= fdU + adV,

en appelant, pour simplifier, « la partie réelle et 3 le coefficient de
y —1 dans la dérivée, par rapport a U, de F(U + Vy—1]. Pourles

méridiens ou V est constant, on aura donc

dx' = adU, dy'= fdU,
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par suite
do 28] / d /U
K 2,}” dfl K

2 A
d*x' =

ce qui donne, en substituant dans Uexpression générale de la cour-
bure,

do (1[3
. Prsum

=

T R

3
2

Pour les paralléles, U est constant; on a donc

dx' = — BdV, dy'=adV,

. dp .
2 _ — d=z
d*x' = — d—VdV2, d*y'= s dv?,
et, par suite, la courbure est
da dp
R\ A
P
(a* + f7)

Je remarque maintenant que I'on a
de  dB A da
v~ duU’  4v T au’

: 1o 1 1
donc les expressions précédentes de 7 et de + peuvent se changer en
1

iy

celles-ci :
dp da dp da
L A Pag T au
e e
t" (a-;_‘_ ﬁz)ﬂ el (0&2 + pz)z
ou bien
1 1
d ————— d iy e
L - Jaz_'_ﬁz 1 _ \/12_{_32
P v g, T T au

Ces résultats coincident, sauf un signe, qu’il serait, du reste, bien
facile d’expliquer, avec ceux qui ont été obtenus plus haut. En effet,
d’apres la définition de « et de 8, et la forme des fonctions F et F,, il



320 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

est clair que

Ve + B = \F(U+Vy=) I (U—Vy—1)=1.

18. Reprenons les relations
#+yV=1=F(U+VV—1), &=y V—1=F (U= Vy=1),

qui lient les différents points de la carte aux points correspondants du
globe terrestre, et cherchons & déterminer les fonctions arbitraires F
et F,. Or je remarque que, si on fait V.= o, on a pour les coordon-
nées des points de la courbe qui représente le méridien initial,

1‘/_+_‘7J\/::: F(U), x' —-J" \/1—_———12 Fi(U)ﬁ

ces deux égalités contenant deux fonctions arbitraires, savoir, la
partie réelle et le coefficient de V—1 de F, on voit que le premier
méridien peut étre représenté par une courbe quelconque, et que la
latitude peut varier sur ce méridien suivant une loi aussi quelconque.
En effet, supposons que, pour ce méridien,

x'=¢(U), ' =¢(U),

on aura
F(U)=9(U)+V=14(U), F,(U)=¢(U)—v—r}(U},

et, par suite, les relations générales qui déterminent tous les points
de la carte deviendront

2+ Vai=o(U+ Vy=1) + y=1¢(U+Vy—1),
2=y NCi=e(U—=Vy=1) = y=1¢ (U= Vy=1).

19. Mais cette maniere de déterminer les fonctions arbitraires,
quoique la plus simple et la plus naturelle, n’est pas néanmoins celle
qui convient le mieux 4 notre objet. En effet, il vaut mieux profiter de
I'indétermination des deux fonctions qui entrent dans F et F,, de ma-
niére a faire acquérir a la carte quelque nouvelle propriété qui rende
sa construction facile ou son emploi commode.

20. Voyons d’abord s’il est possible d’obtenir un mode de repre-
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sentation pour lequel une portion finie quelconque de la terre soit
toujonrs semblable a la partie correspondante de la carte. 11 faut,
potir cela, évidemment que le rapport d’agrandissement

n=VF{U+ V) F (U=Vy=)
u

soit constant, ce qui entraine, comme condition nécessaire, mais non
suffisante, que la fonction

VE(U+Vy=1) F (U —-Vy—i)
ne dépende que de U. Or posons
(8)

F(U+Vy—1)=p(cosg + y—1ising),

p et o étant des fonctions réelles de U et de V. Comme F, est la fonc-
tion conjuguée de T, on aura

Fi(U—~Vy=1) =p(cosg —y—1sing);
done

VF (U Vy— O F, (U=Vy=1) =0

Différentions maintenant, d’abord par rapport a U, puis par rapport
a V,les deux membres de I’égalité (8); il viendra

dp

F(U+Vy—1)= j—_—

dU(cosqo + y— tsing)

+p(—sing+y—r1coso) :—[9;,
— ) . . de
V= 1 F (U+Vy—1)=p(—sing + y— 1cosg) 7y’

en appelant F” la dérivée seconde de la fonction F; donc,

dp o de de
ECOSCP —Psln?m-pCOS?ﬁﬂ
dp . de - . dg

d—ﬁsmqo -+ PCOSQO(]—U——I,GS]DQQ(lvv
Tome XVI1I, — Aour 1852.

41
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d’on
<p

de du dy o

av_ g7 au T ™"

dp
(,esegalltes montrent que — doit étre une constante, et par conscquent

P

que p est de la forme ae™", « et m étant des constantes. Jusqu’ict nous
avons exprimé seulement que p était fonction de U, c’est-a-dire que le
rapport d’agrandissement avait la méme valeur pour tous les points
d'un méme paralléle; pour que ce rapport soit constant, il faut de
plus que p soit le produit de « par une constante. Or, de I'égalité

"% = au,

qui exprime cette propriété, on tire

1 du
AU = — =
m u
maits
T L Y 7777»2
AU = SN T f () dug
donc

[+ flup—=".
VI f () = ~

Ainsi /7 (u) est constant, et le méridien de la surface de révolution qui
représenté la surface de ia terre et dont ’équation , par rapport a I'axe
des z et 4 un axe des « perpendiculaire au prewier, est z = f(u), de-
vient une ligne droite. Ce n’est donc que dans le cas ot 'on suppo-
serait la terre cylindrique ou conique, que le rapport d’agrandisse-
ment pourrait étre constant.

21. Proposons-nous, en second lieu, de déterminer les fonctions ar-
bitraires par la condition qu’une séric de points de la surface du
globe occupent une position déterminée sur la surface de la carte.
On peut ict supposer la fonction F réelle, et alors F, étant égal a F,
on n’a plus qu’une seule fonction 4 considérer. Cette fonction doit
avoir des valeurs connues pour une série de valeurs de « et de v on
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de ia variable U 4+ V y— 1 dont elle dépend; donc, au moyen des for-
mules d’interpolation, on pourra toujours la déterminer.

22. On pourrait aussi assujettir le rapport d'agrandissement r & avoir
une méme valeur déterminée pour une série de points du globe ter-
restre; au moyen des formules d'interpolation, on trouverait encore
aisément les fonctions arbitraires : mais toutes ces déterminations, qui
ont d’ailleurs leur importance en géographie, n’offrent aucune diffi-
enlte. ’

23. Passons 4 une question beaucoup plus difficile et proposons-
nous, avec Lagrange, de déterminer les fonctions arbitraires, de telle
sorte qu’il enrésulte pour les méridiens et pourles paralléles des courbes
d’une nature donnée. Le probleme posé ainsi, dans toute sa généra-
jité, offre des difficultés peut-étre insurmontables, nous nous borne-
rons 4 considérer le cas ol les courbes données sont des cercles. Dn
restc, on peut remarquer que ce cas, qui comprend les projections ste-
réographiques et les cartes marines, est suffisant pour les besoins de la
géographie; car il est naturel que dans la construction des cartes on
préfére toujours le cercle a toute autre courbe, i cause de la facilité
at de 'exactitude avec laquelle on pent le tracer.

Q4. Nous avons vu au n° 46 que le rayon de courbure de la courbe
des méridiens était donné par la formule

1 dQ

T av

Si I'on veat que la courbe des méridiens soit un cercle, il faudra que
cette courbure ne varie que d’un méridien & un autre et soit par con-

. . d*Q .
séquent fonction de V seul; donc VT Sera nul. 1l résulie d’abord de

la cette conséquence importante,, que par cela mcme que les méridiens
sont représentés par des cercles , les paralleles le sont aussi. En effet,
* I¢

. 1 .
la condition = o montre que la courbure - des paralléles est

d
dUdV
fonction de U seul, par conséquent constante pour tous les points
&'un méme paralléle. On prouverait de la méme maniere que si les
lignes des parailéles sont des cercles, les lignes des méridiens le sont
aussi; et la condition commune i la circularité des uns et des autres

41..
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2

do _ . )
_ = >tions ar-
est s5v = ©. Voyons donc quelle doit étre la forme des fonc

bitraires pour que cette condition soit remplie.

25. Posons, pour simplifier,
I 1 N
rmmee . =l g , e == zZj,
\/F,(Z) ? \ ) ~/Fll (z) (‘P( !
ce qui donne

=0 (U+Vy=1)o(U—-Vy=T1).

I.a condition
W20

AGav — ©

deviendra
¢ (U+Vy—1)yp(U— Vy—1) — ¢ (U~ Vy—1)e(U+Vy—i)=o,
en appelant 9” et §” les dérivées secondes des fonctions ¢ et y,
L’égalité précédente peut se mettre sous la forme
PUVY—1)_ y(U—vy=y)
2 (U4 vy-y)

Cy(u—vyT)
Or le second membre, d’apreés la nature des fonctions g et g, se dédui-
sant du premier par I’échange de v — 1 en — v— 1, cette égalité ne
peut exister que si les deux membres se réduisent 3 une méme con-
stante réelle £; on a donc

¢ (U+Vy=—1)

1 S — k,

9 (U -+ V \/——- 1)
d’our

j— K(U+Vy—1 —VEU+ VYT
# (U + Vy=1) = 4 VD g oy

A et B étant des coustantes quelconques, réelles ou imaginaires; et,
par conséquent,

e—\/l_c(U—ﬁ-V\/:)

2 VF(C+7Y=) . A=)

FIU4+Vy=) =P+

M, N, P étant des nouvelles constantes de méme nature que A et B.
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Quant a la constante yk, comme son carré peut étre aussi bien négatif
que positif, elle peut de méme étre réelle ou imaginaire; mais on peut
remarquer que la valeur que recoit le second membre de I'égalité
précédente pour une valeur de k négative et égale & — ¢2, se déduit
de la valeur que 'on obtient pour £ = ¢?, en changeant seulement U
en Vet Ven — U. Cela étant, nous nous contenterons d’attribuer une
valeur positive ¢?, il viendra ainsi

F(U+Vy—1)>
ou bien
—c(U+Vy=T)
€

{(9) x +yJ—1=P+

U+VyIy) —e(urvy=i)
Mec‘ VY l)—i—Ne (U !

Ce resultat peut étre considérablement simplifié.

26. Je remarque d’abord que I'on peut toujours supposer nulle la
constante P, car cela revient a ajouter une simple constante i x' ety’,
c’est-a-dire & transporter les axes des ' et des y” parallélement a eux-
mémes. De plus, les constantes M et N que nous avons dit étre réelles
ou imaginaires peuvent étre supposées réelles et méme positives. En

effet, on peut, dans tous les cas, poser M = mew_l, N = ne”V ,
m et n étant positifs, et notre formule devient
(U VYY)
JESS—— e
X+ yyvy—1= — T
)r \/ C[U+(V+i)¢—1] —‘C[U—}"( .../f) :]
me " —-ne ¢

Multiplions le premier membre par cos 8 + y— 1sin {3, et le second
par e’w_', puis posons

x'cosfi — y'sinfi=ux, a'sinfi+ y'cos B = y);

ey

— e 3

A A Y [TWw %2 V) e o (o e

me - ne

nous aurons

Or, 2, et y, sont évidemment les coordonnées correspondantes i '
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et 3 dans un systeme d’axes rectangulaires (OX' ., OY,) que I'on ob-
tient en faisant tourner de P'angle 3 le systeme des axes (OX’, OY'); le
second membre de la derniere équation ne differe du second membre
de Péquation (g), aprés qu'on y a fait P=o, M=m, N =n, qu’en ce

p

P - N . =
que V + —-—Test mis & la place de V, comme on le voit aisément, en
[4 -

réduisant ces seconds membres au méme numérateur 1. Nonc, si 'on
prend d’avance les axes des (X', Y,) pour axes des ( X', Y') et si I'on
recule le méridien initial 4 partir duquel se comptent les longitudes V,

Y, — ¢ . ’ . r . .
de I'angle “—f la derniere équation se confondra avec I'équation (9.
C .

On peut done toujours supposer réelles et positives les constantes M
et N.

27. Pour déduire de I'équation (g) simplifiée , comme il vient d’étre
dit, les valeurs de x' et " en U er V, multiplions , dans le second

ciU—V -——1\/ _“'(U——\' ) ]
membre, haut et bas par Me v —+ Ne v ‘)7 il viendra
- Me— 2V V=1 o N2l

» —acl

2 2¢C _ R
M e -~ 2MNcos2¢V -+ N ¢

et en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires,

_ . —2¢cU
2 = Meos2cV 4+ Ne
SN . 2 —a2c0°
M ¢ “+ 2MNcos2¢V+ N ¢
, —Msin2cV
! v o2¢ 2 —acl’

2 2¢C
M ¢ + 2MNcos2eV+4+ N ¢

28. Si entre ces équations, on élimine U, on obtieadra une rela-
tion entre x, y, V, qui représentera tous les cercles répondant aux
différents néridiens, et, réciproquement, si Pon élimine V, on aura
une equation en x, ¥, U, qui sera I'équation commune a tous les
cercles répondant aux différents paralléles. Pour faciliter les ¢limina-
tions, il convient de faire d’abord la somme des carrés des deux équa-

tions; on trouve

—2cU
c

2 2
X +-7 T 2 2c¢U 2 —2¢0
M e +2MNcos2¢V 4+ N ¢
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at cela permet de mettre les éguations sous la forme plus simple
p q p

x’ 2¢U
T N+ Me coszcV,
j/

W= — Me sinacV.
z o+ y”

29. Eliminant, maintenant, la variable U, on a

‘

’ x
o4 cotangacV — N = O

N

{ro) x? 4+ y?—

L.a circonférence représentée par cette équation passe par I’origine O
‘ . . 1 .
des coordonnées et par le point A de OX, qui a 5 pour abscisse ; de

plus, elle coupe V'axe des x, au point O, sous un angle égal 4 7 — 2 ¢ v
oua — 2c¢V suivant que V= v est positif ou négatif ; ajoutons que, dans
le prewmier cas, on ne doit prendre que le segment situé du coté des y
négatifs, et, dans le second, que le segment situé du coté des y positifs.

30. Eliminons, en second lieu, la variable V; on trouve

4\"[[) 3’.'/2 1 ‘),./2_{’_ - — T - Q.
M

La circonférence représentée par cette équation a Paxe des x pour
diameétre. Pour achever de la définir, je vais chercher un systeme de
deux points situés sur ’axe des x, et tels que leurs distances 4 un point
quelconque de la circonférence soient dans un rapport constant. A cet
effet, je prends I'¢quation

(@' —a) 4+ " =R [(x'—a) + ],

qui représente le lien des points dont les distances & deux points
situés sur axe des -, et ayant pour abscisses @ et «', ont un rapport A,
et J'identitie avec I’équation ci-dessus; il vient

—2a -+ 2a k? 2N kta’? — a2 I
R 2 TP Y
1-— A M?bjf

- e APS § B
N 1— A2 MZ(,ﬁCU__N’
On vérifie ces deux équations en posant

M 2¢U

k=%=e

I
a = 0, a:ﬁo N ,
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donc les circonférences représentant les différents paralleles du globe
terrestre, sont les lienx de points dont ies distances aux deux points
tixes A et O déja obtenus au n® 29, sont dans un rapport constant et

, M 2¢U
égal ase

31. Il convient de transporter P'origine des coordonnées an milieu
de OA , afin de simplifier les équations (10) et (¥1); on trouve ainsi,

I
en posant OA = x= 24,
(12) x'*+ y’* —2acotang 2¢V. y' = a*

pour P'équation des méridiens, et
x*+ ¥ +oat— ' = —a*

pour celle des paralléles.
Cette derniere équation peut se mettre sous une forme plus élégante ;
I 8
. 22 jekh A X
faisant 4a M = ¢ , le coefficient de x’ deviendra
4¢U—+feh 2¢(U~+h) —2c({Uk)
€ +1 e + e

T e (' Y apeevyy ; oy,
€ —1 [+ -_—C

2

—_— (U4-h.
=-—2ay—1cotang 2¢-——->
V—s
et Iéquation sera
(13) x?+ y*—aay—icotang 2c U, &' = — d?,

en posant
U+h=0U,yv—1.

On doit remarquer que la constante z qui entre dans I'expression
de U, n’a aucune influence sur la solution trouvée, et qu’'elle ne sert
qu'a fixer le paralléle terrestre qui correspond 4 un cercle déterminé
de la série représentée par I'équation (13). Ainsi il n’y a, en réalité,
dans notre solution, que deux constantes arbitraires ¢ et a.

32. 1l est utile de connaitre les valeurs de x’ et de y’, en fonction
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de U, et de V. Or, reprenons les valeurs
o —2cU
;o Mcos2c¢ V- Ne
X = 2 2¢cU 2 —acU’
M e +2MNcos2¢V 4+ N e
' Msin2c¢V
Y =~ 5w 2 —2¢0°
Me +2MNcos2¢V4 N ¢
obtenues au n° 27. Changeons dans la premiére x’ en x’ + ?Iﬁ, pour

tenir compte du déplacement d’origine opéré plus haut; ce qui donne

2 —2¢U 2¢U

;o N e —-Mge
M2 2cU —2cU0y’
( e +2MNcosch+N2€ e )

2N

puis introduisons les nouvelles notations, il viendra

—2¢(U—4h) 2¢(U—+h)
2 — e

X —=a ¢ a\/““l- sin 2 ¢ U,
Y Y iy @Ay T T av— ?
L2t 200820V 4 ¢ 20U+R) cos2¢U, +cos2cV
. a sin2cV
J = cos 2¢U, +-cos2ecV

33. De la on tire encore

— —=sin2¢U, 4sin 2¢V
X4+ yYV—1=—ay—1 =
)’\/ \/ cos2¢U, 4+ cos2c¢V

—ay =1 tangc(U, +V),

par conséquent,
F (U+Vy=1)=—ay=1tangc (U, + V),
F, (U——V\/——_I> =— ad—_ltangc(U, —VJ;

donc Q, qui est égal &
I

VF(U+Vy—)F (U—V V=1)

2

devient
cos ¢ (U, + V) cose (U, — V)
ac

Q=

34. On peut obtenir une autre valeur de Q d’une forme assez
remarquable. Soient r et r’ les distances d’'un point quelconque (a, 5
Tome XVIL — Aodr 1852, b2
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aux points A et A’ situés sur l'axe des x et a la distance a de Vorigine;
nous aurons

ri=x?+ y*+2ax' + at, r*=a+ y*— 2ax + at,
ou bien, d’aprés Yéquation (13),
rt=sax' (1 + V= 1 cotang2¢U, ),
p? = gax’ (— 1+ y— 1 cotang 2¢U,),

et, en substituant & x’ sa valeur en U, et V,

2 2cosch.—-\/——lsin2cU‘ P gc082cU; + y—r1smmacl,
re=—=2aaqa 9 r‘—aa 4
cos2¢U, +cos2cV cos2¢U, +cos2¢cV
de la on déduit
a:’

"= ose (U, + V-)_;O;;‘TUT; V)’

donc on a

a

crr’

33. Jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune hypothese sur la
figure des méridiens terrestres; mais, pour pouvoir appliquer nos
formules 4 la construction des cartes géographiques, il est nécessaire
de connaitre quelle fonction de la latitude est la variable u. Or, si I'on
suppose la terre sphérique, ainsi qu’on le fait communément en géo-
graphie, et qu'on prenne, pour plus de simplicité, le rayon de la
terre pour unité, on aura, s étant le complément de la latitude,
u=sin s; de plus, la fonction de u représentée par f (u) dans le

P : 1 r \ I s
n°42 sera ici cos s ; donc U, qui est égal en général afl—b\/l—f-j' (w)? du,
deviendra

ds s
U —f;i;]_; = lOg tang;

Si, au lieu de supposer la terre sphérique, on supposait qu’elle fut
un sphéroide elliptique aplati par les poles, en appelant ¢ le complé-
ment de la latitude, ou I'angle de la normale avec 'axe des poles,
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1
. a I ¢ COS_O‘ 2
U = log [tang (1—- — G> ],
¢ étant D’excentricité de Vellipse méridienne; de maniere quen appe-
lant ¢, un angle tel que

on trouverait

€

1+ecosu->2

' — tang -
tangz_— I e —————

Vexpression de U aurait la méme forme que dans le cas de la terre
sphérique.

On sait que si 'on néglige les quantités de 'ordre ¢, la relation
précédente revient a cette autre

2

o, =0¢ — ;Sil]?O‘,

de maniére quil est alors trés-facile de tenir compte de I'aplatisse-
ment de la terre.

36. Résumons les regles qui résultent de ce qui préceéde, pour la
construction d’une carte du systéme considéré, lorsqu’on suppose d’ail-
leurs la terre sphérique. Apres avoir fixé la constante ¢, qui est, en
quelque sorte, 'exposant de la carte, on prend sur une horizontale les
points A et A’ ot viennent se couper tous les méridiens, c’est-a-dire
les poles de la carte, en ayant soin de placer 4 droite le pole boréal
A; on connait ainsi le méridien AA’ correspondant 4 V=o, et le
parallele BB/, perpendiculaire au miliez de AA’, correspondant a
U, = o. Ce méridien et ce parallele peuvent se rapporter a un lieu
quelconque du globe terrestre, qui devient alors le centre de la carte.
De la connaissance de ce lieu résulte celle du méridien, a partir dnquel
se comptent les longitudes, et celle de la constante %. Car, puisque
pour le centre de la carte ona V= o, U, = o, d’apres la valeur de V,
le méridien & partic duquel se comptent les longitudes est précisé-
ment celui qui passe par le centre de la carte; et, d’apres la valeur
de U, , si 'on appelle s, la valeur du complément de la latitude pour

le centre de la carte, et par conséquent log tang % Ja valeur de U pour
2
ce méme point, on a

& + log tang Z" =o0, dou k= — logtang Z—“-

42..
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Maintenant, pour obtenir la représentation du méridien correspon-
dant a une longitude ¢, on décrit, avec AA’ pour base , un segment ca-
pable de Pangle n — 2¢v, au-dessus de AA’, c’est-a-dire du coté des
y négatifs, si v est positif, ou bien, un segment capable de = + 2¢v,
au-dessous de AA’, si v est négatif; et pour avoir la représentation du

N N . T , i
paralléle correspondant 4 la lahtude; — &, et par conséquent i la

valeur log taugiF de U, on décrit le cercle lien des points dont le

rapport des distances aux points A et A’ est égal &
s 2¢c

tang —
M ‘ch_P'zc(U+h)__ 2/ .

N € 2
(lan %
\ g2

On peut ainsi obtenir la représentation des différents méridiens et des
différents paralléles, et, par conséquent, placer sur la carte tel lieu
que P'on veut.

37. On voit que dans la construction de nos cartes il y a, comme
indéterminées, d’abord la distance AA'— 2a, dont dépend la grandeur
ou Péchelle de la carte, puis la constante ¢, et enfin la position du
lieu de la terre, que 'on prend comme centre de la carte. Nous allons
nous proposer de fixer ces indéterminées, de maniére a2 diminner le
plus possible I’altération causée par la représentation dans la grandeur
des différents lieux de la terre. Cherchons le point pour lequel le
rapport d’agrandissement , désigné ci-dessus par n, est un minimum ,
ou bien le point dans le voisinage duquel 7 est le moins altéré. T.a
tormule (7) du n° 15 nous permet de résoudre trés-simplement cette
question. En effet, si ’on applique cette formule & un méridien, elle
nous montre immédiatement que-les lieux dont la grandeur est la
moins altérée en longitude sont ceux qui sont situés sur le méridien
rectiligne AA’ de la carte, car pour ces points on a

n cos 6
s — 0, —— = o0,
0g {) §

‘ ! . - oA .
ot, par conséquent, v doit aussi étre nul. Supposons, en second lieu,




PURES ET APPLIQUEES. 333

que la formule se rapporte aux paralléles, on aura

cos 8 cos §
(——) = —, - = uQ,
P s n n

—

et s1 on veut que

c’est-a-dire que la déformation du lieu en latitude soit également
minimum, il fandra que

1,:!2 Cos §;
14

mais le rayon g’ de la courbe transformée d’un parallele est, en tenant
compte du signe,

a\—1 .

sin 2¢U,’
Q, qui a pour valeur générale

os ¢ (U, + V) cos ¢ (U, — V}
ac

?
se réduit ici a
cos’ c U, _ I+4-cos2cU,

— 2

ac 2dac

puisque , d’aprés la condition déja trouvée, V = 0. Donc notre for-
mule devient
2¢ =1 sin 2¢U, .
(14) T 1X cosacU, — T COSs.
38. Nous pouvons obtenir un résultat beaucoup plus simple. Nom-
mons £ le rapport du point cherché aux points A et A’, on sait que

. Uk . ;
k= e*c\ "'):cosch,—kv-—lsmch,,
et, par conséquent,

I
f=cC0s2cU, —y—15sinacU,;

</c - %),
)

\

donc

Y—1sinac U, =

N~

cos2¢ U, =

N
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Substituant dans 1’égalité (14), il vient

d’ott

2c — COS §
2¢ -+ COS S

Ainsi le point cherche, pour lequel la déformation de la carte est
la moindre possible, est le point situé sur le méridien rectiligne AA’
qui partage ce méridien en parties proportionnelles 2 2c — cos s et
% 3¢ -+ cos s. On voit qu'en supposant ce point désigné sur le globe
terrestre, ce qui fait connaitre s, on peut encore le placer arbitraire-
ment sur Paxe AA’ de la carte, et que I'exposant 2c¢ se trouve seule-
ment alors déterminé.

39. Puisqu’il reste encore une indéterminée, assujettissons la se-

. . 1 ;e q N N
conde variation de - dans Je sens du méridien a étre nulle; nous

aurons

[
’O\| -~
-

8
P

o
~ |3

>
——
“

|

a
a
x|
8,
a

et (Coj ) se rapportant 2 un parallele. Or
S

O | -

di’ 2¢
g .
5 = — & 08 2¢ U,

puis, en supposant la terre sphérique, ce que nous n'avions pas fait
encore ,

p (cose
p /s __dcotangs __ I 1+cosch.'

1 )
= — ey~ = SID § ——
dU dU sins n 2ac ?

donc, en substituant, on a

4e*cos 2¢ Uy = 1 + cos 2¢ Uy,
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d’ou

LA )
P

fe* =

et, a cause de la valeur de k£ obtenue plus haut,
2c = 1+ sin®s,
ce qui détermine 2c, quand s est connu.

40. Ainsi, apreés avoir pris un lien important M de la surface de la
terre pour le point dans le voisinage duquel les lieux doivent étre le
moins altérés possible, on déterminera 'exposant de la carte par la
condition 2 ¢ = y1+ sin® 5,, s, étant le complément de la latitude du
point M, puis on prendra les poles A et A’, de facon que le rapport des
distances de ces points au point M, qui représente le point M de Ia

.. 2C—COSS
terre, soit :

2o T ooss enfin le ceoefficient 2 qui, en appelant s, le com-

plément de la latitude du centre de la carte, est égal a log tang %‘f,

se déduira de ce que le rapport des distances M’A et M’A’ ou 2o

2.¢ =4 COS §,
5, 2¢
tang —
2

—To 0 et la carte se trouvera entiérement déterminée,
tang =

sauf I'échelle qui doit évidemment rester quelconque.

doit étre

41. Nous terminerons en remarquant que le systéme général de
représentation obtenu précédemment donne, comme cas particuliers,
les cartes réduites et les cartes stéréographiques, et qu’il suffit pour
cela de supposer I'exposant 2¢ de la carte égal 4 @ ou a 1. En effet,
si dans les valeurs de x’ et ' du n° 32 on fait

¢ =o,

et, en meme temps,

a4 —=— ==

pour que les valeurs de x’ et y’ ne se réduisent pas a zéro, on trouve
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aisement

x'= —mh—mU, ¥y =—mV;
par conséquent, en supposant la terre sphérique
I q s p »

4

= — mk——mlogtangés, ¥y = — my.

Ainsi les méridiens sont représentés par des droites paralléles 4 I'axe
des x, et dont les distances & cet axe croissent proportionnellement
a la longitude, et les paralléles sont des droites paralléles a P'axe des
Y, dont les distances a cet axe croissent proportionnellement aux loga-
rithmes de la tangente de la moitié¢ du complément de la latitude. Clest
le systeme de Mercator ou des cartes réduites.

Fn faisant 2¢ =1, on a
sin U, sin V

X = —ay—y —— ' _ o @
v cos U, + cosV’ J cosU, +cosV

pour les valeurs de x’ et " en U, et V; et
(15) x'? + y'* — aacotang V y' = a?,

x'? + y? —aay—1 cotang U, &' = — a2,
pour les équations des circonférences représentant les méridiens et les
paralléles. Nous aurons démontré que ces résultats conviennent au
mode de représentation de Ptolémée, si nous faisons voir qu’en sup-
posant la terre sphérique, a tout cercle tracé sur la terre correspond
un cercle sur la carte. Or un cercle de la sphére est représenté, en v
et s, par une équation de la forme

Asinscosv + Bsinssiny 4 Ccos s =D,

A, B, C, D étant des constantes; d’ailleurs

v=1YV,
puis
kY
log tang S = U,
d’ou
. 2V . 1—e3l
sms_——;ﬁ, COs § — ST

1 ¢ 1€
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et, par conséquent,

1

sin (U, +Ay=1)
cos (U, +h~/———x),

cos (U, + i y—1)’
done Péquation d’un cercle de la terre est, en U, et 'V,

AcosV+BsinV+Cy—1sin(U,+ £y—1) =Decos (U, + ky—1),

sin s = coss =y —1

ou plus simp]emént,

AcosV+ BsinV+ C,y— 1sinU, + D, cosU, = o,

C, et D, étant des nouvelles constantes. Maintenant les équations (15)
nous donnent

x/2+ 2 g2
cos V== A ,
V(=" —a)+y"][(« +a) + 7]
. 2ay’
sin' V = Y .
V(& —af+ ][+ +a)f+y"]
_1.12_*_ /';_'_az
cosU,= - = ’;}’ = - =,
VI(Z'—a)+y" ][ (2" +a) + 7]
V—1sinU,= — 227

Vile"—a)+ 7" Il(@ +a)f + ]’

donc, en substituant, il vient, pour Féquation de la projection du
cercle de la terre,
A(a?+y?—a’)+ 2aBy' + D, (& + y? + a?) — » aG, y' = o,

ce qui est bien Péquation d’un cercle.

Nota. Au lieu de se donner comme condition que les angles formés
sur la carte soient toujours égaux aux angles correspondants sur la
surface du globe, on pourrait exiger que les différentes parties de 1a
terre conservassent la méme étendue, en se déformant d’ailleurs. On
sait que plusieurs cartes, entre autres celles de Flamsteed, ont été con-
struites d’aprés cette condition. Or, en supposant d’abord la surface
de la terre et celle de la carte tout a fait quelconques, et exprimant les
coordonnées des points de chaque surface au moyen de deux varia-
bles, comme nous I'avons fait au n° 1, on trouve aisément que laire
dn triangle infiniment petit, tracé sur la premiere surface, et ayant

Tome XVII. — SepreMeRE 1852, L’|3
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Y

pour sommets les points (1, v), (& + du, v + dv), (u+du, v +0 v),
est égale a
LVEG — F? (dudv — dudv),

E. F et G étant les trois fonctions de u et de v, qui entrent dans 'ex-
’ ’

pression de I'élément de la surface. De méme l'aire du triangle corres-
pondant tracé sur la seconde surface, et ayant pour sominets les points

(y oY, (W + di', v+ dv), (@ + du, o + dv'), est
3 V’Wﬁ(d{t’ oV — du'dv');
donc la condition énoncée sexprime par I'équation
VvEG ZF2 (du 3y — du'dv)= VEG — F? (dudv — dudv);

ou bien, en posant

du= %du’—l— Z:‘Tdv’,
du= Z%,d“u’%— :%&v’,
dv = g:—,du’—l— Z—:,dv’,
&U:%d\u'—l— %o“v’,

et substituant,

du dv du dv \/E’ét F'2

da di  dd dd T Vﬁ

Pour déduire de cette équation les valeurs de u« et ¢, on se donnera
arbitrairement ¢ en fonction de ' et de v, et la détermination de u
dépendra de 'intégration d’une équation aux différences partielles,
linéaire et dn premier ordre, qui dans beaucoup de cas se ramenera
immédiatement aux quadratures.

Supposons la terre sphérique et la carte plane; faisons en conse-
quence & =X, V=), U=5, V=19 s étant le complément de la
latitude et v la longitude; nous aurons

ds dv ds dv 1

dr dy dy de sins’
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ou bien, en posant cos s= 8,

Comme nous avons deux inconnues et une seule condition, nous pou-
vons imposer a notre systéme de représentation une auire propriéte;
nous pouvons exiger, par exemple, que les lignes des méridiens et des
paralleles se coupent 4 angle droit. A Véquation précédente nous
devons alors joindre celle-ci :

dS de - ({S dv
dx dx dy dy o

Des deux équations on tire aisément

dv
ds T dy
Iz‘: do \? dv \*
(@) + ()
do
dS dz

dy — [dv N do \?
dx dy
Différentiant la premiére de ces derniéres équations par rapport ay.
la seconde par rapport & x et égalant, on trouve

(1) (PP— ")t —r) =4 pjs =0,
en posant, pour simplifier,
dv dv dio X d*e de

=P 5= =T G T

Cette équation aux différences partielles du second ordre se raméne i
ia forme linéaire par la méthode de Legendre. Soit

V= px -Gy — Vi,

et regardons ¢, comme une fonction inconnue de p et de g; nous
aurons
do, dv, d?v, t d?v, — d*v, r
— =X, fA:J’, = [ foeend 59 - = T
dp dg dp? rt— st dpdg rt-—§ dg rt— s

43..
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d’our, en substituant dans I’équation (1), il vient

. dv, d?v, ) d*v, .
() P —q°) (g - ,T/,> + 4py dpdqg = °

St maintenant on peut tirer de cette équation la valeur de v, en fonc-
tion de p et de ¢, on aura ensuite aisément x et s puis v, puis 8, qui

est égal 4
/'pdy — gdx
J o Pt

Nous w’entrerons dans aucun détail ni sur l'intégration de I’équa-
tion (), ni sur les applications que I'on peut faire relativement au
systeme de représentation qui précede. Nous nous proposons de re-
venir en détail sur ce sujet dans une autre occasion.

Note de M. LiovviLLE.

Jaurais & présenter plusieurs remarques au sujet des deux Theses précédentes.
L’analyse dont 'auteur fait usage dans la premiére, ou du moins la partie de cette
analyse qui lui sert & compléter I'ancien travail de Poisson, est tirée d’une methode
genérale que j’ai donnée dans ce Journal pour développer certaines fonctions V et
démontrer la convergence de séries procédant suivant de telles fonctions. Les ques-
tions traitées dans la seconde Thése ont été un des objets de mes lecons au Collége de
France au premier semestre de I'année scolaire 1850-1851, lecons que J'espére un
jour publier, et dont javais d’ailleurs déja donné d’avance, pour aiasi dire , une partie
dans les Notes de I'Application de I dralyse & la Géométrie, par Monge (cinquiéme
edition ). M. J. Dienger a bien voulu citer mon travail en écrivant a son tour sur ce
sujet dans les Noueclles Annales de Mathématijues de MM. Terquem et Gerono. Ces
Notes contiennent méme lasolution compléte de la question du tracé géographique & trois
dimensions, qui semblait au premier abord offrir de grandes difficultés. Mais I’occasion
se presentera plus tard de revenir sur tout cela. Et en attendant japplaudis & ce que
M. Bonnet a pu ajouter de neuf aux travaux de ses devanciers,




