JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

OSSIAN BONNET

These de mécanique. Sur le développement des fonctions en

séries ordonnées suivant les fonctions X, et Y,,

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 17 (1852), p. 265-300.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1852_1_17__265 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1852_1_17__265_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES.
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THESE DE MECANIQUE.

Sur le développemcnt des Ionctions en Séries ordonndes

suivant les Fonctions X, et Y, ;

Par M. Ossian BONNET.

On sait que les fonctions X, et Y,, introduites dans I'analyse par
Legendre, sont d’un trés-grand secours dans plusieurs théories impor-
tantes, en particulier dans la théorie de I'attraction des sphéroides et
dans celle de la figure des planétes; parmi les nombreuses propriétés
dont jouissent ces fonctions, une des plus remarquables consiste en
ce que toute fonction de deux angles § et ¢, donnée arbitrairement
entre les limites  —o et 0 ==r, g —=o0 et g =27, et assujettie a la
seule condition de ne pas devenir infinie entre ces limites, peut tou-
jours étre développée en série convergente ordonnée suivant les fonc-
tions Y,. Cest & Laplace que I'on doit cette importante proposition ;
il y avait été conduit par des considérations indirectes et qui, de
son propre aveu, sont insuffisantes; plus tard, Poisson, qui §était
servi du résultat de Laplace, dans plusieurs problemes de Mécanique
et de Physique mathématique, a cherché a I'établir rigourensement.
On peut voir dans le x1x® cahier du Journal de U'Ecole Polytech-
nique, dans les Additions a la Connaissance des Temps pour les
années 1829 et 1831, et enfin dans la Théorie mathématique de la
Chaleur, page 212, la-démonstration de cet illustre analyste. Cette
démonstration suppose , comme on le reconnait aisément, la fonction
guiil s'agit de développer et ses dérivées premiéres, continues par
rapport & G et a4 ¢, conditions qui peuvent ne pas étre satisfaites,
méme pour des cas trés-simples; la démonstration de Poisson est
donc incompleéte. Depnis, M. Lejeune-Dirichlet a publié, dans le

Tome XVII. — JuiLier 1852. S/I
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tome XVII du Journal de M. Crelle, la premiére et je crois I'unique
démonstration entiérement rigoureuse du théorcme de Laplace. Je me
propose, dans cette Theése, de donner une nonvelle démonstration
plus directe que celle de M. Dirichlet, et, afin que mon travail pre-
sente un ensemble complet, je ferai préslablement une exposition
rapide des principales propriétés des fonctions X, et Y,, en ne m’atta-
chant a démontrer que les moins connues de ces propriétés.

§ 1o

Propriétés des fonctions X,.

Tuiorime 1. L'expression (1— 202 + o) 2, ol x est un nombre
compris entre — 1 et -+ v et o un nombre positif moindre que 1, est
développable en série convergente ordonncde suivant les puissances

entiéres et positives de o.

Remarque. On appelle X, le coefficient de =" dans le développe-

ment de (1— 202 + o)

[

Tutorime 1. On a, en général,

no__ ”(”"l)_ n—12
X _}7.3.»5...7(212—;[)‘ 2(2n—1)x '
ora3ee ( pin—n)(r—2)(2=3) ny_ |
2.4(2n—1) (20— 3)

Turorime Iil. Posant x = cosy, on a, comme seconde valeur
de X

R

X 135 {2n—1) +l.3.5...(2n—3)| o Ry
S T 4.6, 20 cacosny 2.4.6...(2/;——2);2“)5{‘” 2
1.3.5. .. (2rn—2i—1) 1.3...(2i—1) p .
L6 ] e e 2eos{m—20)y

Corollaire. Les coefficients de cos 7y, cos(n — 2)7v, etc., dans la
valeur précédente, étant positifs, on voit que la plus grande valeur
que puisse prendre X,, quand 7 varie, correspond 4 y =oou x = 1;

or, dans ce cas, X, est 1, puisque (1— 2¢x + o) * se réduit i
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1 . Ty :

~--—: donc les fonctions X, sont généralement moindres que 1 et
I 4

elles n’atteignent la valeur 1 que pour & =1.

Triorime IV. Posant,comme dans le théoreme précédent , x == cosy,
et, de plus, — 1 =i, on a, pour troisiéme valeur de X,,,

n

™
X, = ;rf (cosy + isiny cos w)* dw.

Démonstration. On sait que toute expression de la forme

I

VA + B

peut se représenter par I'intégrale définie
1 = dw
T J, A—1i Beosw

A=r1—acosy, B=uasiny,

ou i = y— 1. Soit donc

nous aurons

—s_ 1 [T dw
(1—2acosy+ a?) 2=- :
i w J, 1—®cosy—iasinycosn

développant les deux membres suivant les puissances entiéres et posi-
tives de «, et identifiant les deux développements, on trouve le ré-
sultat énoncé.

Tatorime V. Les trois fonctions consécutives X,,..., X,, X,.,, sont
lices par la relation

(n+1)X,, —(an+1)xX,+nX, ,=o.
Corollaire. On déduit de la relation précédente, et en s’aidant des
principes de M. Sturm, que les racines de I’équation
X,=o
sont réelles, inégales, comprises entre — 1 et + 1, et telles, qu'entre

deux d’entre elles consécutives se lrouve une et une seule racine
34..
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réelle de I’équation
X, i=o.
Tutorime VI. Les indices m et n étant différents, lintégrale
definie

—+1
X. X, dx

—1

sera toujours nulle. Si ces indices sont egaux, on aura

-+ o
Xde= > ..
e 2n-+1
Trarorime VII. On a
X — 1 dr(at—1)y
" 12,3, ..n.00 dxr

Tatorimr VIIL. La fonction X, vérifie I'équation différentielle du
second ordre

(1) | R n{n-+1)X,=o.

Remarque. e produit de X, par une constante est la seule fonc-
tion enti¢re de x, qui vérifie I’équation (1).

Tarorime IX. Les indices m et n dtant différents, l'intésrale
s 3

définie
T X, d'X, ;
f (1— x?) dx

— dxt  dz” k

sera toujours nulle. Si ces indices sont éeaux, on aura
o] 2

i drX,\ 2 o ] w4
f (,) (1 — ) dx = {2t

1

n (k) représentant, en général, le produit 1.2.3... k.

Tutortme X. Les dewx fonctions consécutives X, et X,,,.. sont lides
par la relation différentielle

t
2
—(1—ax
n4a1 )dx
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Démonstration. D’apres Iéquation (1), on a

©

dX, ®
((—x2)d—m:-—n X, dx;

n+1

il suffira donc de montrer que

. .
—n Xndx:xxn_XIH—l)

—1

ou, en se rappelant la valeur donnée par le théoréme VII, que

—1 =1 (.Z"" _— l)"
1.2.3...(n—1) 2" dzn—t
. 1 dn(_z.z_])n ¥ dn+1(x‘1___[)n+-
T r.2.3...n.20" Cdxr 1.2.3...(r 1) 27+ dz+
ou bien encore que
danr+t (.Z‘z—-l)""" d"(..l‘1-—l)" A (J,"-—l)"
= 2(n+1) 2 e an(n—+ 1) e
Mais
dn+ ((l.y_l)m—l 2 A+t (xz N )n.
dyrt - = (.I' T T g
dr (1,2 —l)" dP 'V (p2— 1 )n
+a(m+r)x "o 0+ n(n ‘*‘I)—‘,‘;;;:(”"%

donc il faut que

dnrt+i {xz_l)n dnr—t ‘(.Z“‘—I)"
e - =n(n 1) — e

<x2 - [) dzmt+t

. or . \ .. ]
Or, en différentiant par rapport 4 x, et multipliant par T
on trouve
d (x—x’)&

g n(n+1X,=o.

Tueorkme XI. Posant x = cosvy, et supposant que y varie entre les
limites 0. et m — o, ow o est un nombre déterminé aussi petit gu'on le
veut , mais cependant différent de o, on a, pour toutes ces valeurs
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de v,

(()S(l +7 T]
Y ne - —_
n_ N2 &

scosny+1 =T

a4

X, = —— +(—1)
\/2 nwsin gy

2nyenm sing

coty sin | 27 —0—7 .8
! Iy 4) P
e
fry2nmsing n*\n
p étant une fonction de v et de n qui reste toujours au-dessous d’une
certaine limite fixe.

Démeonstration. D’apres le théoreme VIIL, on a

d(l—.r‘-'){ixn

dx )
— +nn+10)X,=o0,

et, en changeant x en cos 7,
d*X, cosy dX,

dyt T osing dy

+n(n+nX,=o.

i

Posons X, = usin ’7, afin de faire disparaitre le secoud terme, 1

viendra
d*u ! 1\? 173
— (- U= -
ay* ( 2 4 sin?y

ou

. du 2. u

(v dy? true= 4 sin*y

. I
en faisant n + =0

B

Multiplions maintenant cette équation par sin pydy, et intégrons
de o 4 -, nous aurons

S du . . 1 (usinpydy
smp/d—?—pucospy_C—4f; Cenig

ou bien, en remplacant, sous le signe f, la variable y par 7', afin de

la distinguer de la valeur particuliere qui représente la limite supé-
rieure, el appelant «' ce que devient 4 par ce changement;,
1 7u'sinpy dy’

. du
(2) smp'yg%—pucosp'y:C—— ] Sy
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multipliant de méme I'équation (1) par cos pydy, et intégrant de « & s
on a

e/ . 7 u' cospy d
(3) cospy%—kpusmp'y:C’-——%f ——PL‘L-

ey
sin?y

e d , . .
Eliminant Z—;:: entre les équations (2) et (3), il vient

. C’sinp*y—CcosP'y+ 1 7' sing(y —y)dy
¢ e, sin?y’ ’

ou bien, en substituant & C et ! deux nouvelles constantes ¢ et g,
convenablement choisies,

c?ws(p-y—l- s) /"u smo('y —7)
T

p sin® ¢y’

Ce résultat fait connaitre les différents termes du développement de 1,

. . . I . iy -
suivant les puissances croissantes de ~; en effet, on en déduit succes
g

sivement

Il:ocob({;7+€)+ ) f'/COS(P.y’v{-E)Sinp(,),/__,ﬁ_dli

4 p’ sin? ¢’

sinp(y —y)dy (7 dnpy —y)dy”

16p sin?y’ , sino”

puis
g deoslpy +2) 3 (Tcos(py'+ g)sing (y'— ) dy
- P 4P1 oo sin"?’
o B [singly —aq)dy 7 cos (py" - ¢)sing (v — ') dy”
16¢° sin?y’ o sin?”

1 /sma(7 ——f/,d-\/ 7 sinp('y”—'y')d-y”" V/Ift”’ sﬁirl_l_ol"y’”— ,1([/' ’
64 e sin?y’ . sinZ” " sinty"” 3

ainsi de suite. On peut remarquer que, pour éviter toute confusion,
nous changeons sous le signef successivement / en ", y",...; ce qui
transforme 2z en u’, u”,...

Nous ne ferons usage, dans ce qui va suivre, que de la valeur de «,
écrite en dernier lieu, mais apres 'avoir mise sous une forme beaucoup
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)
plus simple. Tl est clair que « ou bien X, sin—z'y est, pour toutes les
valeurs de p et pour toutes les valeurs de y, depuis « jusqu’a ™ — ¢,
constamment inférieur, en valeur absolue, 4 1; d’ailleurs sin®7y’, sin® ",
sin?y" sont au moins égaux & sin® «. D'aprés cela, lintégrale triple

f? sino(y — ) dy’ f?r sinp(q”— 9" dy" f'/" u”sing(y"—y"Ydy"
; Sin"')'/ A sin’y” . sin? 4"

ne peut jamais dépasser, quel que soit p et quel que soit 7, depuis «
jusqu’s @ — a, un certain nombre déterminé; il en est de méme évi-

demment de Vintégrale double

f7 sinp (9" — 7‘){17’/‘7, cos( 6" A e)sinp (y"— ' 1dy"
% .

sind o’ sin?” 4

on peut donc écrire

Acos py + ) ) Jeos(py 4+ e)sing iy — 4idy’ 78
o — DSt ) +*",[ cos{py +e)sing 7' qidy’ S q
/] [}’ o sy o

i

(lb
'

p et q restant finis pour toutes les valeurs de ¢ et pour les valeurs
de v, comprises entre ¢ et 1 — a. De plus, si I'on remplace dans I'in-
tégrale le produit de sinus et cosinus par une somme de sinus, il
vient

) Ysin{2 oy —ry +zidy’ o ., 7 dy’
L[y [
g0 ), sin‘ey o’ x S

or le premier terme, en remarquant que

v deosiooy — oy +

L.

sin (207 — py+ &= — ’

v ) ';!
20 dy

et appliguant le procédé de I'intégration par parties, se met aisément
'3

sons la forme £

o3
v

» p' étant, comme p, une certaine fonction de p et
de 7, qui ne dépasse jamais une limite fixe; on peut donc grouper ce

2 & .
terme*avec 17,- dans la valeur de «, et il vient finalement
2

‘

N . R - R
. 3cosipy ¢ a . 7 dy’ ) 4

“‘4) ="l sin{s7y + 2) I A o
. . g,/. AL 1 sin’ v o

] 1
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p et g sont, comme plus haut, des fonctions de p et y, qui restent pour
toutes les valeurs de g et pour les valeurs de 7 comprises entre o et
T — &, constamment au-dessous d’une certaine limite fixe.

Occupons-nous maintenant de la détermination des constantes d et ¢
introduites par I'intégration de I'équation (1). Pour cela, remarquons

ke . ., «
que, lorsque 3= 52 on a, suivant le degré de parité de n,

= Xyp =0,

o w35 (2h—y) i 1.2.3...94%
=Xy =(—1) 2.4.6...24k = (=1 2k (1. 2.3, k)
Wl kb o — L
_(__I)“/M(zxf) P in 2880 — (1) ) P"ﬂﬂ?f
2k 2k—+1 -—2/\'+L—-——5;~ \/'_4_7; ' ’
2 .amwk e 66 180k
7 . . 1
§ et § étant compris entre o et 1, et, par suite, §” entre -- 860
et ﬁ: nous obtenons ainsi les deux relations
A T
0 sin (f—e—e) 8cos<«—l—s> [ ,
Y 4 a_dy S
e v | smy 3+ %
2k 4 = S(zﬂ-+-—> / <zﬁ-+ > <2/r+,,>
2 \ 2 . 2 b
! 67/
r 6"874"5
Vir
é‘cos(/“—f—) d'st <W+\ =
- € sm | - e "
. 4 _ 4 ) 2 Ay’ P 9 )
- ] e’ / 3 5
2&--;—1 8(2/r—|—1> sty (2#—4—.—) <2ﬁ+—]-)
2 2 x 2 ) 2

dans lesquelles p et ¢ n’ont pas la méme signification que dans I'éga-
lité (4), et représentent, comme dans tout ce qui va suivre, deux
nombres fonctions de k seulement qui restent, quel que soit &, au-
dessous d’une certaine limite fixe. Ordonnant les seconds membres

3

. . I ¢
par rapport aux puissances croissantes de 77 groupant, dans £° et %,

Tome XVII, — JuiLet 1852. 35
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tous les termes de méme forme, et posant, pour simplifier,

™

5 ody
— = a
f; sin ' ?

ces égalités deviennent

asin(§+a
_\4>6 in (7 ) — % cos( vt
(“)0_“‘?—87_35“1 i 4—51 — 7 o8 Z+E) +5
3 6/1'

R

Vir
8c05(—+c N : : 3
,\4>d[£)z-'z P
=t g-k—?‘cos(4+e/ +4sm(4+8>]+ = T

d’ou, en faisant la somme membre 4 membre de leurs carres et sim-

plifiant,
L 26"
D Tt ¥ . P qd r
it =5 T gple sin2e) 5 o
ou mieux,
) ¢ o pet  gd r

’ 1 I o . o po” g0 T
(0) . — 0 Sekin = IR gp 2+ sinoe) + 50+ S0 -

» étant un nombre de méme nature que p et ¢, toujours fini, quel que
soit 4.

i

L’égalité (&) montre facilement que d est de la forme 2 \/; (1+¢),

[T N

. I . , _— ot
¢ s’annulant avec 72 puis Pégalité (a) que e = — 5 ~+ 1, 0 s’annulant
' 4

. I \ . .
ausst avec z- Reste donc 4 trouver § et n; or, a cause des valeurs pré-

cédentes de & et de ¢, les égalités (a) et (&) peuvent se simplifier et
s'écrire ainsi :

L

, — ing 1 A S
(a) 0 =sinn 4/f<3smn 400571')—1— ok
T cosan)+ 2
) e~ R G T ERC cos 21) + 53
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L’¢égalité (a’) ne contenant que #, fait connaitre cette inconnue;
peut d’abord la mettre sous la forme

< 3 tan + L=
‘I 47 agn IG—k‘f“F—O,

et de ]a on tire

— a P
tang N = — 67 ~+- 7=
par conséquent,
—__ 2 P,
n= 16 4 + k2

donne ensuite

=2 \/ LS N
- LAV TN
Ainsi les constantes ¢ et ¢ ont respectivement pour valeur,

3 1
a: \/—— — —L,
Vet im TG

a q
16/‘:+?r—1’

£ =

T4

24

on

p et g étant des fonctions de % jouissant de la propriété de ne pas

pouvoir dépasser une certaine limite fixe.

Dans les valeurs précédentes de ¢ et de e, & représente la moitié de
Vindice 7 de X, quand cet indice est pair, ou la moiti¢ de Vindice

. . r I o . . . . . . .
diminuée de 5 quand cet indice est impair; or il convient d’introduire

35..
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Pindice Jui-méme dans les valeurs de & et de ¢; faisant la substitutiou
on trouve facilement

3 a [/
O\: 2_,1—0— ! _J___I,_. £ T e o e i

T " ayanm  ayn 7 8n A

le signe + du second terme de ¢ convenant an cas de n pair, et le
signe — au cas de n impair.

Reprenons la valeur de « fournie par I'équation (4), et écrivons-la
comme il sait :

7 cos ('17-1-%—!—5) 3C05<717+-Z-+5j

U= n 2 n?
L 7 N[dy o pd g
—_— 4+ 4 Pe 1
8 n? sin (n'y T2 T+ ¢ )L sin? ¢’ + ” + n’

. 1 .
en ordonnant par rapport aux puissances de —; puis remplacons ¢ et :
P P Sip plag

par leurs valeurs précédemment obtenues, il viendra

2cos{”n +1 Tr\.\
‘ 1374
=

A
R
)n eos (”'Y 2 4/

+(—1 —
Venx ) an\anz
/ 7 /
dy \ .
K“"f -_—‘34;) sin </17+1—3>
n x Sin*y 2 4 P
bnyonz e’

p étant maintenant une fonction de 7, quoique jouissant toujours de
la méme propriété; ou mieux

v = ’ -

2cos ”‘/"‘;—Z COS(”7+E—'Z)

U= —— = - (_ I)n *-‘—;——:-—'» -
any2nx

. VI
coty sin | 7y —|—; — —)

__'_N
fryanr rz’\/;’

+

v dy

en se rappelant les valeurs de a et def vt
. v
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Divisant enfin par sin‘z'y, afin d’avoir X,, on trouve

2cos(n7+%—z> cos(n-y—{—%——%)
X — : 4 )n

n — + (—1 S
\/2!27:51[17 2n\/2rz775]n'y
cot v sin (n +7 ﬂ)
M J_I
"Te g P
-+ e + -,
4ayanmsing nt\n

comme il fallait le démontrer.

§ IL

Proprictés des fonctions Y,,.

Si, dans I'expression (1— 20x + «*) 2, on suppose
x = cos§ cos ' + sin @ sin §' cos (9 — ¢'),
le coefficient de o”, qui jusqu’ici a ¢été désigné par X,, deviendra ce
qu’on appelle habituellement P,.

Ta¥orime 1. La fonction P, satisfait o I'éguation aux différences
particlles

. dPﬂ\

d il
<31n9d9)+ 1 dP, b
(1) sngdo T st dg +n(n+1)P,=o.

Remarque. P, n’est pas la seule fonction entiére des trois quantités
cos 0, sin¥ cos g, sin§sin g, qui vérifie I'équation (1); on donnera
plus bas, théoréme 1V, la forme générale des fonctions qui jouissent
de cette double propriété, et que I'on appelle fonctions Y,

TaroriME . On a

_ , 2ll(r—1) . . dX, dX, ,
P,=XX + Tt} sin § sin 9 T ag Cos(e — )
2li(rn—2) . , . g d?X, d?X, . ,
msln 981!1 e e "F 0052(90 —"90)—.—‘,.,

Il (k) représentant en général le produit 1.2.3... &k, et X, et X, étant
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les coefficients de o dans les développements de (1 — 222 + 2?) 3,

I

et de (1 — aax’ +a*) 2, ok Uon fait d'ailleurs
x =cosf, x' =-cosbl.

Tr¥ortme 1L On a

f _TEP,‘dgo =27X,X,,

X, et X, ayant la méme signification que dans le théoréme précédent.

Tavorime 1V. Ona
Y, =aX,+ (¥ co ! si 22 Gin g
W = W s¢ + ¢’ sing) —— sin
” " o.: d*X, . 3
+ (b cos29 + ¢"sinag) - “Tsin? G+,

X, étant toujours le coefficient de o" dans le développement de

(1 —2ax + a?) 2ok Lon suppose

x =cosf,
eta,b,c, b, c,.. représentant des constantes quelconques par rap-
port af et ag.

TrtoriMe V. Ona, m et n étant différents,

fmdcpfnY,,,Y,‘sinedG = o.

Tarorime VI. On a

fwdq)fﬂY,,P,,sin 6d§ = b Y,.
o o o2n—+1 ’

en appelant Y, ce que devient Y, quand on y fait
6 =6 e 9p=4¢.

Trtorime VIL. On a

fmd(pfﬁP,‘fsinﬁdﬁ = A
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v

§ 1II.

Deéveloppement des Jonctions de deux angles en scries ordonnées
suivant les fonctions Y,.

1. Laformule qui sert a développer toute fonction de deux angles ¢
et ¢ en série ordonnée suivant les fonctions Y, est exprimée par I'éga-
lité suivante,

n_=

(a) f(6,0)= ZI; Z (2n —i—x)‘/wsin G’dﬁ’j;“P“f(@/, o) dy'.

o
n—=aua

Cette égalité a lieu pour toutes les valeurs de § et de ¢ comprises entre
les limites 6 = o0 et § = n, g =o¢€tg=ar, et lafonction f (9, o)
dont elle donne le développement, n’est assujettie qu’a la seule condi-
tion de ne pas devenir infinie. Quand le systeme de valeurs attribuées
a Getorend (6, 9) discontinue, le premier membre, qui n’a plus
alors aucun sens précis, doit étre remplacé par la valeur moyenne de
la fonction £ (6, ¢) répondant au systéme des valeurs de 8 et de ¢ con-
sidérées. Voici, d’ailleurs, ce que T'on entend par valeur moyenne
d’une fonction pour un systeme de valeurs des variables, rendant cette
fonction discontinue. Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires
et regardons, pour plus de commodité, § comme Pangle inférienr 4 n
que forme une certaine droite OA issue de Iorigine avec Paxe OZ, et ¢
comme I'angle positif que fait le plan de OA et de OZ avec le plan ZOX,
de maniére qu’a chaque systéme de valeurs de § et de ¢ réponde une
et une seule droite issue de I'origine; ou mieux, en représentant ces
droites par leur point de rencontre avec une sphere S de rayon 1 et
ayant le point O pour centre, un et un seul point de la sphére S. Ceci
admis, supposons la fonction JS (6, 9) discontinue pour un systeme de
valeurs de § et ¢ répondant & un certain point A de la sphére S; on
devra en conclure que la limite vers laquelle tend f(6, ¢), 4 mesure
qu’on s’approche indéfiniment du point A en suivant une certaine ligne
tracée sur la surface S et issue du point A, est variable avec la position
de cette ligne qu’on peut supposer étre un grand cercle dans le voisinage
du point A; or, appelons » ’angle variable qu’un arc de grand cercle
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quelconque AM, issu du ‘point A, fait avec un autre arc de grand
cercle tixe AB, issn du méme point, et soit F (w) la limite vers laquelle
tend la fonetion /79, ¢), quand on s’approche dn point A en suivant

la ligne MA; I'intégrale
1 fﬁ ™ F ( /
—— ) (6
2% 0 )

sera la valeur moyenne de la fonction f (6, ¢) relative au point A.

[l est presque inutile de dire que lorsque f (6, ¢} n’est pas discon-
tinne pour le point A, il y a égalité entre la valeur moyenne et la
valeur propre de la fonction en ce point.

2. Pour démontrer I'égalité (a), nous chercherons a sommer la série

b S (2n +1)fﬁsin6’d6'fmP,,f(é’, o) do';
i) [s)

a cet effet, nous considérerons d’abord la série
[ Rmaiie <]

‘e) S (an +1)a"f"’ sin e'de'f" P, S (5,0 do

n=o

que I'on obtient en multipliant les différents termes de la précedente
par les puissances successives d'un nombre o positif et moindre que 1;
puis, ayant obtenu la somme de cette série, nous déterminerons la
limite vers laquelle elle tend & mesure que « s’approche indéfiniment
de 1: cette limite sera la somme de la série (&) si toutefois cette der-
ni¢re série est convergente, comme cela résulte d'nn théoréeme connu
dt a Abel.
3. Posons
cos B cos ' + sin @ sin ¢’ cos (v — ¢’) == cosy

et

1
(1—2acosy+a?) >=V;
nous aurons, pour toutes les valeurs d¢ & moindres que 1,

V=P, + P,z +Pya*+ ..+ P, a"+...;
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de Ih on déduit aisément

v —
Vaoagts I—e

(!a:

vl

(1—2acosy+ o)
=P, + 3P, a+ 5P, +...+(2n+0)P,a"+ ...,

égalité qui subsiste aussi pour toutes les valeurs de ¢ moindres que 1.
Multipliant les deux membres par f'(¢', ¢')sin 6’ d¢’ d¢, et intégrant
par rapport & &’ de o a w, et par rapport 2 ¢’ de o a 2, il vient

(1— a’)fm sin 6’ d@’f QALY SK.
o] 0 (

I— 20 C089 + o)

Sl

=30

= S (an w0 [singde [P, o) do,
0 [ o') do

n—o

ce qui déja nous fait connaitre la somme de la série (c).

4. Déterminons, en second lieu, la limite vers laquelle tend !'inté-
grale

(d) (1= o) [T simgrdgr [T AR,

{(1— 2acosy + o?)*

4 mesure que o s’approche indéfiniment de 1, en lui restant constam-
ment moindre. Reprenons la sphére S, appelons de’ P'élément de cette
sphere qui répond au point M pour lequel

A .
ZOM = & et (ZOM, Z0X) = ¢’
si N représente le point pour lequel
/\
ON =, ZON=6, (ZON,Z0X)=og,

et que A soit le point de la sphere-S situé a 'extrémité du rayon ON,
nous pourrons mettre 'intégrale (d) sous la forme

(e) (1+ a) AfoW-
MN

Tome XVII, — JuiLLer 1852. 36
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Cette nouvelle intégrale est étendue a tous les éléments de la
sphére S; mais, comme il ne s'agit ici que de trouver la limite vers
laquelle elle tend > mesure que a s’approche de 1, ou 4 mesure que
le point N s’approche du point A, on peut évidemment se conten-
ter de I'étendre & la portion de la sphére comprise dans un contour
quelconque comprenant le point A, car I'autre partie de Pintégrale
aura toujours zéro pour limite. Prenons donc pour définir les li-
mites de I'intégrale un petit cercle ayant le point A pour pole et sup-
posons son rayon sphérique assez petit pour que, dans Pintérieur de
ce cercle, il n’y ait pas d’autres points que le point A dont les coor-
données § et ¢ puissent rendre discontinue la fonction J{6,9) On
comprendra facilement que cette derniére condition peut toujours étre
remplie, en remarquant que les solutions de continuité de S(6,0)
ne correspondent qu’a des points isolés et en nombre fini de la
sphere S, et que cette fonction ne saurait étre discontinne pour tous
les points dune ligne tracée sur la surface S, sans quoi la formule
que nous nous proposons d’établir pourrait cesser d’étre exacte. Ceci
posé, transformons encore I'intégrale (e). Appelons 7 Pangle MOA et »
P'angle que le plan MOA fait avec un plan fixe conduit suivant OA, le
plan ZOA par exemple. En supposant i ['élément ¢’ une forme
convenable, nous pourrons le considérer comme égal & sin ydydw,
et st nous appelons /, (7, ») la fonction £(4, ) exprimée en 7 et w, notre
intégrale deviendra

2w o/ siny d-
(4 a> AN dw fi(_'?: ) [} 5
A o (14 ON — 20N cosy?

/ etant le rayon sphérique du contour qui détermine les limites de
intégrale.

. Occupons-nous de l’intégrale simple

AN {7 filpe)singay

o (1-4—ON—2ON0057\)2

Intégrons par parties, ce qui est permis ici, puisque f, (7. @) est con-
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tinue entre les limites de Pintégration; il viendra

TAN  Si{yyw) __[AN Filp o) -
ON — 3 ,VON‘ . —?J
(1+0h —~20Ncos-y> A= . ( +0N—20Nc05fy) =y
() 7 df,
AN
— — A,‘l___,_,._-w-, .
+ ON !

——2 7
! o (I—l—ON - 20N cosv)

Le premier terme de cette somme est égal a AL Nla et se réduita f, (0,w)

quand le point N coincide avec le point A; le second a évidemment
zéro pour limite. Passons au troisiéme

7 df, y
AN dy "7
ON T
—_—2 2
o (1+ON —-20Nc057)

- d . . : L4
La fonction EJ—;'—a qui entre sous le signe f dans cette intégrale, peut

présenter, entre les limites o et ¢’ de P'intégration, un certain nombre
de changements de signes; toutefois, ce nombre doit étre fini,
sans quoi la fonction f; (7, ») aurait, dans le voisinage du point
A, un nombre infini de maxima ou minima, hypothése qu’il faut
nécessairement écarter. Décomposons U'intégrale en une série d’autres,

.. . qaf .
de telle sorte qu'entre les limites de chacune, la fonction Y it

dy
constamment le méme signe; et soit
7/:-;-1 ‘{f
AN rl-y
ON - [}
y (1+ON—zONcos-y)
k
2 . ’ AN
Pune de ces nouvelles intégrales; comme —- _ est au

so]=

<I + 6&2 -~ 20Ncos
7

ﬁ

plus égal a 1 et que —~ a constamment le méme signe de ¢4 & ..,

cette intégrale a une valeur absolue moindre que celle de la diffé-

36..
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(‘)lﬁ[f;wkﬂ y ©) = fy (e @)]s

et, par conséquent, aussi petite que I'on veut; car f, (y, ©) est une
fonction continue de v, et les deux valeurs Tks Vs de 7 ont une diffé-
rence aussi petite que I'on veut, puisqu’elles sont toutes deux moindres
que y’, qui peut étre supposé aussi petit que 'on veut; on a ainsi,
pour le troisiéme terme de la somme (f), un nombre fini de quan-
tités aussi petites que l'on veut, et, par conséquent, une quantité aussi
petite que I’on veut; de 12 nous pouvons conclure que la limite vers
laquelle tend l'intégrale simple

" fily,)singdy

’

!

AN . :
(1+ON — 20Nc057)_

est égale a f, (0, ), et, par conséquent, que celle vers laquelle tend
Vintégrale double

27T Ay’ f(')’ w ) sin v dv
(1 + «) AN f dw / *—‘“I_,"‘L‘J“—/—'j ’
° Jo [(1+ON — 20N cos 3)?
est

Ex
af filo,m)dw,
o]

C’est-a-dire le produit par 4= de la valeur moyenne de f'(6, ¢} au
point A.

6. 1l nous reste, et c’est la la principale difficulté de la question, a
démontrer la convergence de la série (4). Transformons d’abord le
terme général :

b3 27
an 1) f sin 9’ do’ f P, (0,0 de’
] o
de cette série, en substituant aux variables 6 et ¢’ les variables Jeto,
dont nous avons fait usage précédemment; il viendra, en ohservant
que P, s’exprime au moyen de 7 seulement,

T 27
(2n+r)f P, sin'ydyf Si(y,0)dw,
o] (4]
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ou bien
\8) (2m+ l)fﬁ P, F{y)sinydy,

en posant, pour simplifier,
[ wyda=F(p)

Faisons encore cos 7 = x; P, deviendra X,, et si nous appelons ¢ (&)
ce que devient F (), nous aurons

—+1
(8) (an 1) [ Xop(a)da

comme seconde valeur du terme général de la série, qui, dans ce qui
va suivre, sera employé concurremment avec la valeur (g). '

7. Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de signaler une pro-
priété trés-importante des fonctions F () et o(x): ces deux fonc-
tions, qui peuvent présenter un nombre fini quelconque de solations
de continuité entre les limites o et 7, — 1 et + 1 des intégrales ou
elles entrent, ne peuvent jamais étre discontinues pour ces limites
mémes. Ainsi, par exemple, F(}) ne saurait étre discontinue pour

v =o.
. 2n 3
En effet, remarquons que F (o) est égal éf Si(o, o) dw, Cest-i-

dire au produit par 27 de la valeur moyenne de f, (7, ») pour le

point A; or on peut évidemment toujours tracer autour d’un point

A un cercle assez petit pour que, dans son intérieur, il 0’y ait pas

d’autre discontinuité de la fonction f, (7, ») que celle qui peut avoir
4 1\7 q qum p

lienw au point A; on en dédnit qu’en prenant y suffisamment pett,

fi (7, ) est aussi prés que on veut de f, (0, »), quel que soit d’ail-

T
30 r sui ue : w) dw est aussi pres qu on veu
leurs w; par suite, (7, w) dw est e I eut
(4]

de [ [ (0, @) do.

8. Cette propriété ¢tant admise, appelons ¢ un nombre déterminé
assez petit pour que, entre —1 et — 1+ cet entre 1—czet 1, il n’y ait
aucune solution de continuité de la fonction ¢ (x); nous pourrons dé-
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composer l'intégrale (g’) de la maniére suivante :

(271+1)[_I+2Xn¢(x)dx+-(2n+1)f X,0(x)dx

! —I+4¢
(2n —+—1)~/I X, 9(x)dx,

et tout consistera & prouver que les trois séries ayant pour termes
généraux respectifs les termes de la somme précédente sont con-

vergentes, ou plus simplement, d’aprés un théoréme d’Abel, que
les trois séries

an—]+~ 9 (x)dx,

le sont.

9. Considérons d’abord la série

E.LWH (x) dz;

n-—agQ

en nous rappelant que X, vérifie I’équation différentielle

dX,
d(]—-.??z) ‘—(-1?

gy +nm+1X, =o,

nous pouvons mettre le terme général de notre série sous la forme

—I+e
; f i) G
“aaJ,  E—pg—dx

Intégrant par parties, ce qui est permis ici, puisque ¢ () est continue
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entre —1 et — 1 +¢, on a
. ) dX,[]
z)(1—x) = — €
_ [ #e1t k= I I e
e n—l:; e -+ P . 9 I\ x%) 757 '
Or,
1 Xmz
i (g = X = X

d’apres le théoreme X du § I**; d’ailleurs la série

n=—w

Z (I‘X,, - Xn+l)1.:_l+a

R=0

est convergente; donc déja la série

n=0

est convergenle, et il suffit de démontrer que la série

n=—uw e , dX”
2 rz-:—[ «[—1 ¢ (x)(1—x2) dr dx,
oun -
= s
2 f_l ¢ (x)(xX, —X,,,)dx,

Vest aussi. Pour cela, remarquons que la série

n—w

2 ('an - Xn+|)7

n=0
gui est convergente, avons-nous dit, pour x = — 1+ ¢, lest aussi
pour x = —1. En effet, ses différents termes se réduisent a zéro pour
cette hypothése; il est donc possible de fixer un nombre A que ne

yp 5 p 1
dépasse jamais, en valeur absolue, la somme
P J » ’
n—n

Z(xxn - XIH-!)a

n=ao
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quel que soit n et quel que soit x de — 1 a — 1 + ¢. Cela étant, on
voit aisément que I'intégrale

nR=n

f_'ﬁ o (2) 3 (@X, — X,uy) dz

—1

n=—20

est, quel que soit n, aussi pres que I'on veut de zéro, en ayant soin
de prendre ¢ suffisamment petit [il faut pourtant que ¢’ (x) ne change
de signe, ou que ¢(x) ne devienne maximum ou minimum, qu'un
nombre fini de fois entre — 1 et — 1+ ¢]; il suffit de décomposer cette
intégrale en une série d’autres, de facon qu’entre les limites ae cha-
cune, ¢’ () ait toujours le méme signe, puis d’observer que chacune
de ces intégrales partielles est, en valeur absolue, moindre que A mul-
tiplié par la différence positive des valeurs que prend ¢ () lorsqu’on
remplace x par les deux limites de l'intégrale.

10. 1l ne sera pas inutile, pour lever toutes les difficultés, de montrer
comment on peut trouver une valeur de A, ce qui nous permettra
en méme temps d’établir la convergence de la série

2 (.Z'Xn-— Xn+4)9
n=0o0

que nous avons admise un peu plus haut. Rétablissons cosy a la
place de x, et P, a la place de X,,.
On sait que 'on a (théoréme 1V, § 1°r)

1 7 ..
P"Z;jo‘ (cosy + isinycosw)'dw;

d’out I'on tire, en posant, pour simplifier, cosy + isiny cosw = z,

n=n-—1

P,= = “(I—f- Z+ 8 +...+ Z""')dw
T Jo

n=—2~0

il

E R
o
A
R
e
a
£

n=n-—\

K e —_ an Y
> P,ZH:%f (z—l—z“—!—...—k—z")dm:if %'(’:{ :,zdw,
[+ Yo -

n=—0
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et

=n-—1t . oo o
2 (cosyP, — P, )= -—;—lf s1‘-7—('—-~—z)cos wdw
(o]

n—o

7 (cos -4 isiny cos v} cos o dw

. isiny [°% coswdo + isiny
- r ), 1——cosy— isinycosw w J, I—cosy--isinycosm

Ne prenons que les parties réelles de ces intégrales, car la somme de
leurs parties imaginaires est évidemment nulle; nous trouverons, en

considérant d'abord la premiére intégrale,

r (7 sin’y cos*o dw
- Sy )? in? 7
7 Jo (1—cosy)’ 4 sin’y cos’e

ou bien, excluant le cas de y = o, pour lequel, du reste, la somme

n—n-—1
> (cosyP,—P,.,)
n=o
est nulle,
T_l'
2 cost ! costmda
2 2 .
™ ? !

~ cos’n

sin? L -+ cos®
2 2

o

divisant, sous le signe f » par cos? 12' cos* w, ce qui exige qu’on laisse

encore de cOté le cas de y ==, pour lequel on a aussi
n—n—1I
2 (cosyP,— P,,,) = o,
n=—20

il vient

T
2 dtang o 1
=1—8sm -7
2

2
(14 tang o) (1 -+ tang? % -+ tang’% tang’:»)

ENEY]

o

Ainsi, la partie réelle de la premicre intégrale est toujours moindre

que 1.
37
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Occupons-nous de la seconde intégrale

™

isiney f" (cosy + isiny cosw) cos w dw
o {(1— cosy — isiny cosaw)

il est évident que le module de (€os 7 - Isiny cos w)* est au plus égal
a1: donc la partie réelle et la partie imaginaire de cette expression sont,
aussi séparément, au plus égales & 1, en valeur absolue; cela montre
que la valeur absolue de la partie réelle de I'intégrale précédente est
au plus égale 4

2 [ sin’y cos* m dw 2 ("2 siny (1— cosy) cosw de
o (1—cosy) 4-sinfycoste  m ). (1— cosy) + sin?y cos’m

ICE ]

1

Mais la premiere de ces intégrales est moindre que 1, comme on |’a
déja vu; quant i la seconde, en excluant les cas de y=oetdey=m,
on la ramene a celle-ci :

T
2

.1 1
SIN — 7 €OS —7 €COS » dw
E 2 2 4coszlﬁtan > 1o S
- T 1 = j7ansz vlog .
SIn* — v -+ €c0s* — 7y €05’ w tang_ v
‘ > 2 §

. . N 1 N .
mais, 7 variant de o a 7 ou tangiy de o 4 1, le maximum de

1 i 1 3 ’ - P
tang v log —— est —: cela prouve que | intégrale considérée est
tang—'y
4

4

moindre que * < 1. Ainsi, on a une valeur pour A, en prenant
Te

Y+ 11 0u 3.
L1. 1] est démontré, par ce qui précéde, que la série
n—2x

2 sz_l+€X,ch(x)(/1'

n—2~0

est convergente. On établirait de méme la convergence de la série

n—o
I

Z n ‘ X, ¢ (&) dex.

n-—=90
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Il ne nous reste donc a considérer que celle qui a pour terme général
I— g
n f X, 0(x)dx,
—I+c

ou, en rétablissant y a la place de x,
n‘/ﬂr_“F('y) P,sinydy,

o étant un nombre déterminé, positif, mais aussi voisin que l'on veut
de zéro.

12. Remplacons P,, qui ne différe de X, que par I'échange de x en
cosy, par la valeur fournie par le théoréme X1 du § I*'; on recon-
naitra aisément que la question se rameéne a démontrer la convergence
des séries

To—o + !
Ef Vn cosny sin y tang 21—1"(7)517,

2 fﬁ - av";sin 27y siny tamgi 3-} F(vy)dy,

.
T g +

Zf —=sin 77y cos y tang EIF(“/)(/"/,
vz ?

T — 1 .
——= psiny F(y)dy,
Zf“ ova Py E () dy

ou les sommes s’étendent i toutes les valeurs entieres de n, et celle
des séries

H

T— 0 I . 1 N
2‘/; \/—;cosn'ysm'ytang -’%F(“//d'}"

" Lsinn siny tan i;ry—F( )d
), sinnysingtang TF(y)dy,

ou les sommes s’étendent successivement 3 toutes les valears paires et
a toutes les valeurs impaires de 7. I’abord il est inntile de s occuper

de la série
n—ao

> ,l—;;f;_apsinvl‘“("/)d%

n=o
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no=w

puisque la série 2 ' est convergente, et que la fonction p sinyF(y)
7\
n—ao

reste toujours finie entre les limites de I'intégration ; quant aux autres,
je dis qu’il suffira de faire voir que les deux séries

B — io—
Zf vrcosny®(y)dy, Zf vasinny®(y)dy.

ou les sommes s’étendent a toutes les valeurs entiéres de 7, et ou
®(7) désigne une fonction ou un produit de fonctions indépendantes
de n, ne devenant jamais infinies entre a et 3, et ne présentant entre
ces limites qu'un nombre fini de maxima ou minima, sont conver-
gentes,

Supposons, en effet, ce point établi; il en résultera que les séries

L . ié'yF d
Zfa: Vn cos ny siny tang” 2 ° F(y)dy,

T . ii'}'F Y .
2]; yrsinnysiny tang ° - (v) ey,
Zf _m\/’;cosn'y cos 7y tang

2 Lw—u\/;z—cos n7y cos?y tangiE % F(y)dy,

ou les sommes sétendent i toutes les valeurs entiéres de 7n, sont
convergentes, et, par conséquent, d’aprés le théoreme d’Abel, déji
employé, que les suivantes :

H

%7 ¢
SF(y)dy.

Zfﬁ_“\/—,l_ cos iy sin y tangt;% F(y) dy,

T . . ié')’ Fiv'd
2 ; ﬁ sin 7y sin y tang ('Y,' T

/"7!."961 +

Z‘L \/—;cosn,’cosytang ;FW)‘{'Y’

I

2]; - ;/I—; sin ny cos y tang 2y F (y) dv,
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ou les sommes s'étendent également a toutes les valears entieres de #,
le sont aussi; d’un autre coté, il est facile de démontrer que si des
séries de la forme

<) n #sn n
Zf 'C'O*S"Z(D(V dy, Zf E’;‘/;l (v)dy,

ot ® (y) représente une fonction ou un produit de fonctions indépen-
dantes de 7 et toujours finies entre o et 3, sont convergentes quand
on étend les sommes 2 toutes les valeurs entiéres de 72, il en est de
méme lorsqu’on n’étend ces sommes qu'aux valeurs paires ou im-
paires. En effet, supposons que n doive toujours étre pair dans la
premiére somme par exemple, nous pourrons la mettre sous la

forme
28 cos ny
wzzf N (D<>d7’

Je signe s’étendant 4 toutes les valeurs entiéres de n, et cette série
étant convergente, il en sera de méme de la premiére; si n doit
toujours étre impair, nous pourrons mettre la méme somme sous la
forme

2/ ‘ 1
cos (n+—

P *—/—2—>1‘D<1‘>"V’

I
Vs
2ot 2

puis sous celle-ci,

cosn'y cos— )
i) —=—e (L) dy

: 2 ’ smn'y smz ;
— = S P ey |
2 2 = (I’ ( ) dy + f
\/ 2o \/; 7 Z v It \/11
toutes ces nouvelles sommes s’étendant aux valeurs paires et impaires
de n, et p représentant une fonction de y et de n, toujours au-dessous
d’une certaine limite. Qr les trois derniéres séries sont convergentes ,
1l en est donc de méme de la série proposée. On voit par 1a que les



204 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

séries

W=

!

E(y)dy,

b Sl 4
. =
Ef 7 cos n7y sin 7y tang
n
.

T . 2
Z —= cos nysiny tang” > 2 F () dy.
n i
4

H

|~
=

ou les sommes s’étendent tantdt aux valeurs paires, tantot aux valeurs
impaires de n, seront convergentes, s’il en est ainsi lorsque les sommes
s’étendent a toutes les valeurs entiéres de r. Ainsi, comme on l'avait
énoncé, tout se réduit 4 établir Ia convergence des séries

[ o] nN—==uw

2 fﬁ_“\/;lcmn?@(?)d% > fn_zv"f?sinn"/‘l’(“/)d“/’

n ot o

ou @ (y, représente, nous le répétons, une fonction ou un produit de
fonctions, indépendantes de n, ne devenant jamais infinies entre o
et —a, et ne présentant entre ces limites qu'un nombre fini de

maxima et minima. Nous allons, pour cela, évaluer d’abord les deux
somimes

n—=—mn n=

cos ny o sinny
2 Vr ? Z Ve

n=1 n=i

i {
Lf z log ’(”dx:——f::
l [} \ T, vn
2

13. Oron a

d’ou
1
—LI log 2(%:) (87 - +xe'27\/—l +x293"/—l—+— Y ) dx
T - a (Sl |
2
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d’ou
n=—n 1 1
2§9§£2:_!_ /log_i 1 COS'y—.z‘—.rncos(ll+I)7+_z-n+>C()sn,{,(j‘r
Vr 1o x I+ a2 — 220087y ’
no=1 F;
n=gn 1

H
sin 2y 1 lo —5(’1 sin y — 2" sin (2 +1)y + 2"t sin ny Ia
foo= — s — S
2 o 8 \ T I+ a*—2rcosy

Ve oo p!

n==1 o

différentiant par rapport 4 7, et ne développant les calculs que pour
les termes dépendants de 7, il vient

n=—=n 21 1
N 1 a1\ 22" siny cos ny —— 22" siny cos (72 -1 )
» Vrsin ny=—= —/ log /- L 72 : { LAY S
i I /o \x (142 — 2xcosy)
n-= F;

§ 1
+_1_flog_;<_1>—(n+1):c"sin2(n—i—1)-y+;zx"+ sinn-ydx_’_/r’
rido z {14+ 2*— 22 cosy)
2

z (1+2*—2xcosy)*

n-—=1

n==n I 1
s I T2\ 22" sinysin(n +1)y — 22" siny sin 22+
2 \/ncosny:_—f log (_> 7 sm( )y 7 ¥ ol
1
rlo
2

-

1
+>1f lo:; ( “)—-—(n +1)2" cos (n 1)y + nat+icos ny
plve ° x (r+2*— 2xcos y)

dx + k'

A et k' représentant des fonctions de ¥ indépendantes de 7 et jouissant
de la propriété de rester au-dessous d’une limite fixe, lorsque 7y varie
de z 4w — .

Actuellement on peut remarquer que puisque, en général ,

2 hog I (1) 2 d = L,
['i*/o log <x)1 \/p
2
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on a aussi

1 1 . ( 1 3 2P~V dx M
- [8) 2L - —_—— e = —=
1 Jﬂ 8 z/ 1+ x'— 2208y \/l’

1 "‘l _1<|> ot dx N
T 08 "\z) X7 —szcosq) o
ot Jn z) (1 +x*—2xC057) Vp

M et N étant des fonctions de p et de 7 qui, pour toutes les valeurs
de p et pour les valeurs de y comprises entre o et 7 — &, restent au-
dessous d’une certaine limite fixe, et qui jouissent en outre de la pro-
priété de constamment décroitre, lorsqu’apres avoir fixé p on fait
croitre 7 de & 4 m — a5 d’apres cela, les formules ci-dessus devien-
nent

n—mn

- M +r1)cos(n—+1 M, n cos ny
E \y7L cos ny = (1) cos { . 2R
Ve +1 Ve -+ 2

n=—1|1

N s g sm(n'—i—x)y l\,sm_-y sinzy g
Vr + 2 V-3

K

n—n

Z V’;sin ny = M(z~+1)sin(z+1)y . M, nsin ny
V41 Vn+2

n—=1

Nsinycos (4 1)y N, sin g cos 77y ,
- _ Nesiny sy g,
Ve + 2 Vo +3

M, M,, N, N, étant des quantités analogues aux quantités M et N
précédemment définies, et 'on a

n==n
s
n—1u *

T —

" n T M (n - s / \ ‘
\/n cos ny @ (y) d.}, — (r+1)cos{n+1j99(y)dy
o \/IZ—|—|

_ 4“—“M.ncosn7¢(7)d7+ "TT* Nsinysin (z+1) 72 (y)dy
: . \/n—l-z

" Vr + 2

aake leinysipl7¢(y)d7 ‘/'7‘_“ .
+£ — w3 T kedw
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ety ¥

2 fﬂﬁav’;i sin ny® (y) dy :ffr~°‘ IM(ﬂ—kl)Sil:/r(;zi—f-_t—fl)Wq)(wd'x-

n=—i

fﬂﬁulezsinn‘H)(')’)dV fﬁ—aNSinvcf’S(H-l)v@('r)dv
-+ T -

Vn+2 ; Vr+2

T Nysing cos nyd (y)dy T ,
— + Ko (y)dy;
ja Tt 3 f (v)dy;

de telle sorte que, pour établir la convergence des deux séries

Zf «V/;cos ny® (y)dy, Ef ‘v;sin ny® (y)dy,

il suffit de faire voir que les limites vers lesquelles tendent les diffé-
rentes expressions

E

/‘“ TEM(n--1)cos (1) 9 (y)dy j‘“—“ M, zcosnyd(y)dy
, DRV
o

o \/rz—-’—-l \/n—f—z
FU® Nsingsin(n+1)90{y)dy TTeNisinysinnyd (g dy
J e
PTTAM (1) sin (n 1) g0 () dy TTEM nsinnyd(y)dy
LL Ve 1 ’ _fa Vo2 ’
TT% Nsinycos{z—+1)y0(y)dy TT% Ny sinycos nyd (y)dy
|[y‘ o \/ﬂ -+ 2 ’ \/y‘ ~/ﬂ -+ 3 o

4 mesure que n croit, sont toutes finies et déterminées, puisque les
deux intégrales

f‘_'kq)(v}dv, f/_v/f“@(v)dv

sont indépendantes de n et finies. A cet effet, nous démontrerons, il
est clair que cela suffit, que zéro est la limite des deux intégrales

T—«

\/ﬁfﬂumMcosnny(y)d% \/r;f M sinny @ (y)dy,

dans lesquelles @ () représente, comme plus haut, un produit de
Teme XVII. — Jumwrer 1852. 38
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fonctions de y ne devenant jamais infinies entre « et m— «, et
n’ayant entre ces limites qu'un nombre fini de maxima ou minima,
et M une fonction de 7 et de n qui, pour toutes les valeurs de » et
pour toutes les valeurs de 4, depuis a jusqu’a # — a, reste au-dessous
d’une certaine limite, et décroit lorsque 7 croit.

14. Divisons Pintervalle compris entre « et #— o en une scrie
d’autres, de facon que dans chacun de ces nouveaux intervalles les
facteurs qui composent @ () varient dans le méme sens; soient a et b
les limites d’un quelconque de ces intervalles, appelons p, p,, p, les
facteurs de ® () qui vont en diminuant, lorsque 7 augmente de a a b,
£l g, ¢,, ¢z ceux qui vont er angmentant; soit d’ailleurs A un nombre
positif supérieur a la valeur absolue de chacuu des deux produits

Mppipss 9.4

pour toutes les valeurs de 72 et pour les valeurs de 7y depuis @ jusqu’a 4;
nous pourrons écrire la partie des deux intégrales ci-dessus qui se
rapporte a Uintervalle compris entre a et A, de la maniére suivante :

b
__f vacosny(A+Mpp,p,) (A—qq,q:)dy
b _
+ Aﬁ vrcosny(A -+ Mpp, p,)dy
—+ Afb V7 cos ny(A — qq,q,) dy — A’f V71 COS nydy,
b -
_f vasinny (A + Mpp, p.) (A — gq,q.)dy
+ Af'] yrsinny (A + Mpp, p,) dy
b b
—+ Af ynsinny(A — qq,q,)dy — Azf yrsin nydy;
remarquant alors que les intégrales définies

[yv”}zcosnyd'y, fyy’;zsin nydy
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. 10 e . ;. 2
sont, quelles que soient les iimites, inférieures a \—/:, et que les expres-
n

sions
A+Mppips, A—qqq:s (A+ Mpp,pa) (A —qq,q.)

sont positives et décroissantes, on verra aisément, d’aprés un lemme
de calcul intégral que j’ai démontré dans le tome X1V de ce Recueil,
que la partie considérée des deux intégrales

e e

fﬁk-aVl;lCOSﬂ“/q)('}')d"h J vrsinny @ (y)dy

n
est moindre qu'un nombre de la forme 4, k éant indépendant de »
n

et au-dessous d’une certaine limite, et, par conséquent, aussi petite
qu'on le veut, en prenant n suffisamment grand. Ce que nous avons
dit de la partie des intégrales précédentes, qui se rapporte a I'inter-
valle compris entre @ et 5, nous pourrions le dire de tous les autres
intervalles en lesquels nous avons décomposé Vintervalle de z 4 n—a;
donc le nombre de ces intervalles étant fini, puisque le nombre des
maxima et minima, compris entre « et 7 — «, des différents fac-
teurs p, p,, p2, ¢y 41, g2 de @ (), est lui-méme limité , nous pouvons
conclure que les intégrales totales

fn_%v’/r_zcosn'y(l)(“/)dy, fﬁ—m\/ﬁ sinny ® () dy

sont aussi petites que I'on veut, en prenant n suffisamment grand.
15. Nota. Si dans la formule

S0,0)= Z]:f ; (21:—!—1)[ sin &’ d@"/ol“ P, f(7,9) do,

qui donne le développement d’une fonction de deux angles en série
ordonnée suivant les fonctions Y,, on suppose la fonction f(0, ¢) in-
dépendante de ¢, on trouve

M

fOy=¢

n

(2n—|—l)fﬁf(6’) sin 6' A6’ [mPndgo’

38..

0
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ou bien, posant cos § = x, cos§’ = x’, appelant F (x) ce que de-
vient /) et se rappelant le théoreme TII du § 1T,

o0
—+1

Flo)= 32X, [ F(a) X/ da,

2 —1

C’est la tormule par laquelle on développe une fonction d’une variable x
(x restant compris entre — 1 et + 1), en série ordonnée suivant les
fonctions X,.. [l ne faut pas perdre de vue que lorsqu’on attribue i x
une valeur qui rend la fonction F+ x) discontinue, I'égalité précédente
n’est exacte qu’en ayant soin de remplacer le premier membre par la

. . - . F(r- )4+ Fla+-
valeur moyenne de la fonction, c’est-a-dire ici par ( )+ ¥ e

2

¢ étant un nombre infiniment petit.



