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AV AR VAN VAN M

DEMONSTRATION

D'un théoréme relatif a la réduction des fonctions homogénes

a deux lettres a leur forme canonique;

Par M. FAA DE BRUNO.

Etant donnée une fonction homogeéne & plusieurs lettres de degré
quelconque, on peul généralement se proposer de la mettre sons une
forme plus simple et plus concise, telle que la somme de puissances
de méme degré de fonctions linéraires des mémes lettres. En nous
bernant au cas des fonctions de deux lettres, dont le type général est

m(m—1)

agx™ -+ ma, 2"y + X"yt

+ My, xy" + a, y",

on reconnait aisément Jue, par suite des conditions auxquelles il faut
satisfaire, ces fonctions admettent I'une des deux formes
(aox —+ ﬁoy)m —+- (0(, x + ‘8'])”‘—{— .. (am—[ X -+ ﬁm_‘f>rn,

2

(dox + Lo y)" + (o + By +...
+ A(aox + a‘.)’)z (\a"r+ 181),)2'“ (af'_” T —+ pm_:r>27

.2 2

selon que m sera impair ou pair. Ce sujet a été abordé derniérement
par M. Sylvesier, géometre anglais tres-profond, qui a bien voulu me
communiquer le résultat obtenu par lui sur les fonctions du cinquiéme
degré, mais sans m’en donner la démonstration. Ayant essayé de le
retrouver moi-méme, j’ai été conduit tout naturellement a la démons-
tration du théoreme pour un degré quelconque impair, que jose
présenter ici 4 la bienveillance des lecteurs.

En appelant, suivant la dénomination de M. Hermite et de M. Syl-
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vester, forme canonique 'une des deux formes que je viens d’écrire,
Pénoncé du théoreme est celui-ci :

Une fonction hoinogene a deux lettres de degré quelconque impair
an +1 peut étre réduite a sa_forme canonique par la résolution (’une
équation de degré n + 1.

Soit

2n 41

2n—+1
(I) da, p2n+H + l _a‘xln]._‘_

1

(22 +1).2n

2R-4 4.2
a, X e
1.2 2 Ve

ﬂQ,,x]'“—I— a2"+']2n+a
une telle fonction, et
(2) po(x+ao).)2n+l +Pl (1.+ a‘f)zm-q +P2(-7-' -+ a2J.)2n+i “+ .+ Pn(‘1+ a”‘}.>2n+1

sa forme canonique, ou py, py,...; Paj %y %y;e-s &, sont les inconnues
a déterminer. Nous aurons évidemment les 27 + 2 équations sui-
vantes :

Po~+ Pi—F Pa oo Py + Pn= o,

Polo+ POy POy oo Py Oy + Pptly= a,,

3) |

2 2 2 2 2 P
Potd” + P+ paaf” . A pu0n - Pay” = Ay,
2 1 2n+1 2 N+ 2n+14 2 ]
Poa0n+ -+ P & + P 0" e Py 0 +Pnan"+ = Ay pyy-

Pour effectuer I’élimination, j’ajoute chacune de ces équations a la
précédente multipliée par un facteur indéterminé L. Fai ainsi, en
posant

pP'=p+a),
un systéme de a7z + 1 équations seulement, savoir:
Po+ P+ Patet Pusy + Po= X+ a,,
Poto—+ Py 0ty + Pyly .ot Pp_y Gpey =+ Pr s = a4k + a,,

/ 2n— ! 21 2 n—d g 2n—1 . 2= -
p(\ oy -+ Pl oy -+ Pa 0% +... pn-—-l By — Pr %n =Gy A+ Ay,

¢ 2n ’ 2n . 2n ! 2n S oa2n
Poo" +po" Py ay e P @Rl Patn” = Ak @y gy
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Opérant de la méme maniére sur ce systéme, et continuant encore
jusqu’a ce que l'on arrive a poser
pr=p(+ o),

on aura en dernier leu :

Ma‘ M- (_’z+_l)’fa2)‘”—2 + .+ Ay,

(n) (n) W — g
P+ pP 4.+ pu o N -
— (= +1) (r+1)n
(4) P+ pioy .+ P a, = a, }"+‘+——l——n2)\"+——~a3 W
(r—+1) (r+1)n .
p%"a’3+p‘{”a’;+...+p‘,§”a§,"):a,,k”+'+—— Ay M+ — Ay N g oy -

Ces n-+1t équations (4) formeront, avec les n+1 premieres du sys- '
teme (3), un ensemble de 27 + 2 équations qui va nous conduire
% notre but. Soit, en effet, R le déterminant

| I, Tyoeey 1,
Coy  Pyyeeey Zny
an, Oy, O
les n+1 premiéres équations (3) et les équations (4) donneront
RPO‘:AO’ Rp, =Ay..., Rp, —=A,,

(5) .
BPS”Z Lo, RPQ"): | PP Rpﬁl"): Ly

ou, en substituant a p sa valeur,

(6) Ao(h+ ao)™ = Lo A (A +a )" =Ly Ay(A+a,)"" =Ly,

équations dans lesquelles
A,=Bya,+ B,a, + Bya,+...+ B,a,,
A,=B,a,+B,a,+B,a,+..+ B.a,,

A,=B%a,+ B a, + B a,+ ...+ Bl a,,

BY étant, en général, un déterminant partiel de R.

Remplacons dans les équations (6) Ly, L,,..., L, par leurs valeurs,

a5..
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tres-aisées 4 déterminer; il viendra un systéme de n +1 équations,
dont le type sera

Ar(A+ @)™ = A0+ (n+1)3 (B9 a, + B® @, + B ay + ...+ BY a,,,)

n (r 1) 1

. (BPay+ BPa, + B a, +...-+ B¥ a1,

~

-+ (n +l) )\(B%) a, + B(;') Apyy + B(f? Qppg + .o+ B,(:i)azn,"‘

-+ B(oi) Qpiq + B(P Qpig + B(zl) Apyy + ...+ fol) Qypry.

Ces équations devant avoir lieu par identité, on aura, en comparant
les coefficients des mémes puissances de X,

Aoy, =BYa,+BPa,+Ba,+...+ BPa,,,,
Ai CZ,I- = B(o” a; + B(P ap .y + Bﬂa Apyn =+ ...+ BS:‘) Anit s

Ao =B a,., + BY appy + BY @pis + ... + BY ag .

En réunissant le tout dans un seul membre, eu égard a la valeur
de A;, nous aurons enfin

BY (aya; — a,) + BY (a, a; — a,) +BY (@, 0, — a;) +...+ BY (a, a; — a,.,)

i

By (@, o, — a,) + BY (@, a2 — a,) + BY (a,a? — a*) +...+ BY (a,a2— a,.,)

BY (2,08 — @,) + BY (@, 0! — a,) + BY (@,0% — a,) +...+ BY (a,a’— a__

BY (ap ! — apey) + BY (@, o' — aypn) + BP(ay ol — @, ) + ...

+ B (a, ™! — ay,.,) = 0.

En vertu donc¢ d’un principe connu, les quantités inconnues a.. «,....
2 [1}] 1

,:O’

:0’

:0,
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%;5..., o, seront les racines de I'équation fournie par le déterminant

(10) o= |ag,x — a,, a, x — ay,..., a,x — a,,,
2 2 2

ayx? — a,, a, x*—a,,..., a, x*— a,,,

a,x® — a,, a,x®— a,,..., A, X3 — .y

n+1 n-4-4 44
a,x = Qpiyy a,x - Qpigy.eiy Ap X - A3y

(n—-1)(n+ 2)ime

Cette équation a I'apparence d’étre du :
1.2

degré; mais

il est aisé de démontrer qu'elle n’est réellement que du (n 41)e". 1I
suffira, pour cela, de mettre ce déterminaut sous une autre forme plus
explicite, qui aura I’avantage de présenter la démonstration elle-
mée par sa seule inspection et de faciliter le développement des

’ . X . I
opérations, dans le cas o1 I'on veuille les effectuer. Posons x = =

(n-r1) (n-+2)
le déterminant acquerra le facteur 1:y 2 , que nous néglige-
rons pour un instant, et alors nous aurons a considérer le détermi-
nant suivant :

(II) ao——a,]’, Ny —QAyY,..., an_an-i—lf
-2 2

Qo — ay ), Ay — a3 ). ., Qn— Qpia ¥

3 .

a, — a y*, ay — A,y .., Ay — Qpig)

L T S

-4-§ -\
Ay — A Yy Ay — A Y™, a,— Ay Y™+

Comme il y n+1 colonues verticales, chacune composée de deux, le
déterminant pourra se décomposer en 2"*' déterminants partiels
dont plusieurs s’annuleront par la seule présence de deux lignes
verticales égales (a,, a,,...). Pour trouver le nombre de cenx-ci,
soit s¥ le nombre de ceux qui se détruisent dans un systeme de

n + 1 — i colonnes verticales; on aura les équations suivantes :
s =28 +n,

S =a28"4+n+1,
"= a28"+n+ 2,

(r2)

e e e e e e e w
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qui donneront, toutes réductions faites,
§s=2™ — (n+ 2).

Le nombre donc des déterminants partiels restants sera 7 -+ 2. Un de

ces déterminants sera celui composé des colonnes contenant toutes y,
et qui sera égal a

a,, Qg TR a, . pvy
(nr 1) (- 2) | @a A3y Ayyenes Apyy - Aniy
(13) (=)™
a,, Auirys Bpiaye-os Aopyy  Aan
Auiyy Qpiay Quigyeess  Mopy Ty py

Les autres 7 +1 déterminants seront forinés chacun d’une des 7 -+
lignes verticales (a,) combinée avec les n lignes contenant y et ap-
partenant aux autres colonnes doubles en dehors de celle ou se trouve
la ligne a;. Un quelconque de ces déterminants sera

L ay. Ay }se-es a’i]’ Aivy Vse-os (l,,_HJ'
2 2 2 2 2
I, a,Yy’, as ¥y Aivr )75 Aiva ) aeeey Apig )
3 3 3 ) 3 E
(—l)"”(l‘ r, az}), Ay Yo Qi ) Aipg Y 9eees an+3].3
1
t, anfn, an+|f";"'1 an+i—~lfn7 an+if"u---a (12,1]'"
L]
I, dpyy ].n-H 1 an—;—‘z]‘,H rrery an-i—i.}'JH| ’ Apriva ‘7’”“7“" Ay nty .Y"-H

ou bien, en multipliant et en divisant convenablement par
(n+1)(n3)

y 1.2 ,
T
;’ Ay, Ayy.ny a;, Aipgyerny Apiy
1
;‘. ay, Qayey Aivis Aivg, Qg

(r+1)(n—+2)} x a a a:
) e 39 PR i+21 Aivgy-ony Qniy

(___l)n+lai], .2 r -
1
JT,.’ Ap,y Aupqgyeos Apoiogs Apyiyenny Qgn
1
;ﬁ’ Apryy  Apagyeess  Apygy Apporigyyeses Aynyy
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En nous rappelant maintenant que nous avions le facteur
(rn+1)(n+2)

11y 2 attaché au déterminant entier, et en substituant 4 y
sa valeur, nous verrons que I'équation (10) pourra se mettre sous la
forme

a,, gy.nny Apyy

(227 Agy-eny Apps

0= — ..
ap, Anpyyeees dyp
Aniyy  Apigy--+y  Aap

<‘lb) X, a,, Ayyeeny a;, Dipgyees Ay
2
I ) Qay Agy--y Ajyys Qiigreny i
r=n
3
; X a Qyyenny Ay ay (1 2T A ady, s
—I—Z(-—-—l)' a; ’ 87 L] i+33 n+
e o e e e e e s e e e e e e e
xn, Qpsy Apiysenes  Apyi—ys Ap iy Ay pn
R4
X v @pyys Qpygyerey Qpygy Apiityseny A3 pty

qui prouve évidemment ce que nous avions annoncé sur son degré.

Lorsqu’on aura trouvé, au moyen de la résolution de cette équa-
tion, les valeurs de a,, a,,..., &,, les (# +1) premiéres équations (5)
feront connaitre celles de p,, p,,..., p, Le théoréme que nous
voulions établir se trouve donc démontré.

Soit, comme exemple, la fonction
{(16)  ax®+ 5bx'y + 10cx y? + rodx®y® + 5 exy® + fr?,
dont la forme canonique est
(r7) p(x+ayf+qlx+By)+r(x+1y);
@, (3, 7 seront les racines de I'équation cubique

(18) aga —b, ba—c, co —d|=o,
ae*—c¢, ba*—d, coa*— e
ac*—d, ba’—e, ca®—f
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qui, développée suivant la formule (15), devient

(19) o:-,fl(e"—cﬁf)—i-b(e,'2 —df)|a+ a(de —¢f) |a*+a(ce — d*)|a?,
+clef~de)+ b(de —cf)| +b(bf —ce*)| + b(cd— be)
+ d{d*— ce) + ¢ (ce — d*)| +c(cd—be)| + c(bd —e*)

et p. q, r seront déterminés par les équations .

p+q+r=a,
{(20) por+qB+ry=5hb.
pot+qft+ryf=c
M. Sylvester présente I'équation cubique sous la forme
ac+b, ba+c, ca+d|—=g:

b

bo+c¢, co+d, da-+e

co+d, da+e, ea+f

mais il est aisé de voir qu’elle coincide avec I’équation (18) en y chan-
geant simplement « en — a. Cela est vrai généralement, car le déter-
minant (ro) est identique avec celui-ci :

(22) dgx — a,, a,x —a,,..., a,x —a

1
|
1“ a, X —dy, A X — Qgy. ..y App1 X — Ay gy
|

Ay X — Qpryy Ay X — Qpigy. ..y g p X — Ay g

comme il résulte des équations (g) en les multipliant successivement
par o, «,,..., & et en les retranchant successivement deux i deux.
Cette derniere méthode trés-simple aurait pu nous dispenser tout d’un
coup de suivre 'autre, un peu longue, par laquelle nous sommes ar-
rivés 2 la formule (15); mais j’ai cru pouvoir la donner, car elle est

la premiere qui s’est présentée 3 mon esprit. Or rien ne s’oppose
ici 4 ce qu'on change le signe de o dans I'équation (22) et en-
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suite celui du déterminant entier; ainsi ’équation a résoudre pourra
encore s’ écrire

a, X =+ a,, ax + a,, a, X ~+ Az y..., a,x -+ a,.,
a,x -+ a,, a,x + a,, A, X+ gy .y Apyy X+ Apyg
a,x —+ a;, a; X + a,, T o N 7 N g X+ Apyy

P T O I L T .

a,x -+ Apiy s Ay x -+ an+2’ Qpyg X -+ Apizs---s ann x -+ Ao pis

résultat conforme a celui qui se trouve consigné dans un Mémoire de
M. Sylvester (Supplement to a paper, etc., 1851), ou il donne bien
une démonstration dn théoréme en question, mais certes inabordable
pour ceux qui ne se sont pas occupés spécialement des adjointes et
des hyperdéterminants.

it O O CRa m ——- —= ~
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