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MÉMOIRE 

Sur les intégrales communes à plusieurs problèmes 

de Mécanique ; 

PAR M. J. BERTRAND. 

(Présenté à l'Académie des Sciences, le 12 Mai i85i.) 

Les théorèmes généraux de la Mécanique peuvent se partager en 
deux classes. Les uns, comme le principe des forces vives, sont des 
propriétés générales dans leur énoncé, mais variables dans leur 
expression analytique avec les forces qui agissent sur le système. Les 
autres, comme le principe des aires et le principe du mouvement du 
centre de gravité, exigent seulement que les forces remplissent cer-
taines conditions et fournissent alors des intégrales indépendantes de 
leur expression précise. Il m'a semblé intéressant d'examiner quelle 
est, entre ces deux classes d'intégrales, celle que l'on doit regarder 
comme exceptionnelle. Pour y parvenir, j'ai résolu le problème sui-
vant : 

Étant connue une intégrale d'un problème de Mécanique, trouver 
l'expression des forces qui produisent le mouvement, c'est-à-dire trou-
ver quel est le problème. 

La solution suppose seulement que les composantes des forces 
puissent s'exprimer en fonction des coordonnées des points du sys-
tème; elle fait connaître une équation différentielle partielle du second 
ordre à laquelle doivent satisfaire toutes les intégrales des équations 
du mouvement, quelle que soit l'expression des forces en fonction 
des coordonnées des différents points. 

Mais il arrive que, dans certains cas, la méthode générale est en 
défaut et conduit, pour les forces, à des expressions indéterminées. 
Ces cas sont les seuls dans lesquels l'intégrale puisse convenir à plu-
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sieurs problèmes différents. La méthode fait connaître les conditions 
nécessaires pour que ces cas se présentent. 

J'étudie particulièrement le cas où le système se réduit k un point 
unique. En supposant que le mouvement s'exécute dans un plan, je 
fais voir que les intégrales qui peuvent convenir à plusieurs pro-
blèmes différents sont au nombre de deux, qui, l'une et l'autre, 
comprennent le principe des aires comme cas particulier. En sup-
posant ensuite que le point soit placé sur une surface, je suis con-
duit à cette proposition remarquable : Pour que les équations du 
mouvement d'un point placé sur une surface aient une intégrale indé-
pendante du temps, et commune à plusieurs problèmes, il faut que la 
surface soit de révolution, ou applicable sur une surface de révolu-
tion. En supposant cette condition remplie, je donne la forme de l'in-
tégrale, et l'expression générale des forces dans les problèmes aux-
quels elle s'applique. J'examine, enfin, le cas plus général, où un 
point peut se mouvoir librement dans l'espace. Le nombre des inté-
grales communes à plusieurs problèmes devient alors infini. Après 
avoir fait connaître une forme générale qui les comprend toutes, je 
montre comment on pourra obtenir autant de cas particuliers qu'on le 
voudra. Il suffit, en effet, de résoudre un problème quelconque rela-
tif au mouvement dans un plan, et de faire subir à ses intégrales une 
transformation très-simple; on obtient ainsi une intégrale nouvelle qui 
convient à un nombre infini de problèmes différents relatifs au mou-
vement dans l'espace. 

I. 

Considérons un système de points complètement libres et sollicités 
par des forces dont les composantes dépendent de leurs diverses coor-
données. En désignant par X,·, Y

e
 , Z, les composantes des forces accé-

lératrices qui sollicitent le point , ζ,, les équations différentielles 
du mouvement sont 

{ ' de —-v" de ~ Y" de ~ " 

l'indice i devant prendre autant de valeurs qu'il y a de points dans le 



PURES ET APPLIQUÉES. 123 

système. Soit 

(a) a= F {x^ x'
t

, j' z
t
...,t) 

une intégrale contenant une constante arbitraire a, et résolue par 
rapport à cette constante; nous allons montrer que l'on peut, en gé-
nérai, de cette seule intégrale, déduire l'expression de toutes les for-
ces. Différentions, en effet, l'équation (2) par rapporta i; nous ob-

tiendrons, après avoir remplacé. -f- » -f par Χ,, ι,, Z,, 

0 = Λ +Σΐί7.χ' + Ty/' + τ,ζ· +Σε:χ< + s?Ύ< + is.ζ-

le signe ̂  s'étendant à toutes les valeurs entières de i, comprises 

entre l'unité et le nombre η des points considérés; or il est facile de 
voir que cette équation (3) doit être une identité, car 011 peut évi-
demment, à une époque donnée, assigner des valeurs arbitraires aux 
coordonnées des différents points et aux composantes de leurs vitesses, 
c'est-à-dire aux seules quantités qui figurent dans cette équation. 
L'équation (3) étant identique, on peut la différentier par rapporta 
Xi, j), Zi, et former ainsi des équations nouvelles, en nombre égal à 
celui des coordonnées des points du système. Ces équations, toutes 
du premier degré par rapport aux composantes des forces, permet-
tent, en général, d'en déterminer la valeur, et nous pouvons, par 
conséquent, énoncer le théorème suivant : 

Connaissant une intégrale des équations du mouvement d'un système 
libre, on peut, en général, en déduire l'expression des composantes 
des forces accélératrices et trouver, par suite, quel est le problème qui 
a conduit à cette intégrale. 

Le calcul que nous venons d'indiquer rapidement conduirait pres-
que toujours à des contradictions, si l'on se donnait au hasard l'inté-
grale dont on veut déduire l'expression des forces. Il arriverait en 
effet, en général, que les composantes X

t
 , Y,·, Z, renfermeraient, dans 

leur expression, le temps et les composantes des vitesses, tandis que 
le contraire a été supposé. De plus, les valeurs des composantes ayant 

16.. 
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été déduites des équations obtenues par la différentiation de l'équa-
tion (3), ne satisferaient pas, en général, à cette équation (3) elle-
même, et seraient par conséquent inadmissibles. On voit, d'après cela , 
que, sans connaître l'expression des forces, on peut assigner un grand 
nombre de conditions que doivent remplir les intégrales des équations 
du mouvement. On peut aussi rattacher l'une à l'autre deux intégra-
les d'un même problème, en écrivant que toutes deux conduisent à 
assigner aux forces la même expression. Je me borne à indiquer ici 
ces remarques, dont le développement présenterait peut-être quelque 
intérêt. 

II. 

La méthode exposée pour obtenir l'expression des forces à l'aide 
d'une seule intégrale donne lieu à une seconde remarque. Les équa-
tions du premier degré, auxquelles satisfont les composantes des 
forets accélératrices, peuvent rentrer les unes dans les autres, et les 
valeurs de celles-ci devenir, par suite, indéterminées. Dans ce cas, 
l'intégrale proposée ne suffit pas à la détermination des forces et peut 
convenir à plusieurs problèmes différents. 

L'examen de ces cas remarquables fait l'objet du présent Mémoire. 
Je m'occuperai spécialement, dans ce premier travail, du cas où le 
système se réduit à un point unique. 

III. 

Avant d'aller plus loin, il est essentiel de préciser la nature des 
intégrales dont nous voulons nous occuper. Si le système considéré 
se compose de η points, les intégrales complètes doivent contenir 
6/< constantes arbitraires en fonction desquelles et du temps, on peut 
exprimer les coordonnées des différents points et les composantes des 
vitesses, ce qui fera en tout 6η équations. Si l'on conçoit que ces 
6η équations soient résolues par rapport aux constantes, on ob-
tiendra des relations contenant chacune une constante arbitraire : ce 
sont les intégrales que nous considérons. On peut faire, au sujet de la 
forme de ces intégrales, une observation importante. Le temps, ne 
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figurant dans les équations du mouvement que par sa différentielle, 
doit entrer, dans les intégrales, ajouté à une constante; en sorte que , 
dans les équations qui font connaître, en fonction du temps, les 
coordonnées et les vitesses des points du système, l'une des 6η con-
stantes est combinée au temps par voie d'addition. Lors donc qu'on 
résoudra ces équations par rapport aux constantes, en éliminant 
pour cela toutes les constantes excepté une, le temps ne pourra 
subsister dans le résultat que si la constante non éliminée est celle 
dont il est inséparable, et, dans ce cas, en cherchant la valeur de 
cette constante a, le calcul devra donner a + t, et, par suite, la 
valeur de α sera de la forme 

α = <p — t, 

ψ ne contenant pas t. D'après cela, nous admettrons dans les inté-
grales que nous allons étudier, et qui, par hypothèse, sont résolues 
par rapport à la constante qu'elles renferment, que le second membre 
est ou indépendant du temps ou de la forme ψ + t; en sorte que, 
en désignant l'intégrale par 

y. — ώ, 
dec , » , , — soit égal a ο ou a — \. 

IV. 

Supposons d'abord que le mouvement se fasse dans un plan et que 
la position du point mobile dépende, par conséquent, de deux coor-
données χ et y. Les équations du mouvement sont alors 

U) IP1' ' lit2 ' ' 

X et Y désignant des fonctions quelconques de χ et de y-

Soit 

(a) ct — ̂ {x,y,x',y',t) 

une intégrale du système, on aura identiquement, comme nous l'avons 
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remarqué plus haut, 

<3' s + s.*+T
x
r+ΐί* + ψ·Ύ=°' 

en différentiant l'équation (3) par rapport à x\ puis par rapport à y', 
on obtient les deux suivantes : 

ted? x + dx + drdï y + dFi X + dpdPY - °' 

^ d^fy'
 X +

 ψψ y
 +

 Ty
 + x +

 df
2 Y

 = °-

X et Y devant satisfaire aux équations (3), (4), (5), leur valeur sera 
déterminée, à moins que deux de ces équations ne rentrent dans la 
troisième. On en conclut que le seul cas où l'intégrale α puisse con-
venir à plusieurs questions est celui où les coefficients de X et Y, dans 
les équations (3), (4), (5), sont proportionnels, c'est-à-dire le cas 
où l'on a 

d* a. d2 a d2 a d2a 
,, .■ dx'2 dx' dy' dx' dy' dy'"-

d a da. da da 
dx' dy' dx' dv' 

Les équations (6) s'intègrent facilement; elles prouvent que log ~, 
d SÎ 

log ^yy ont les mêmes dérivées par rapport à x' et à y'. La différence 

de ces deux logarithmes dépend donc des seules variables x et y, et l'on 
a , par suite, 

ω ά α , ν d y. 

équation qui s'intègre facilement et de laquelle on conclut 

a = F\y'-h x'<p(x,y), x,y, t]. 

Telle est donc la forme la plus générale que puisse avoir une intégrale 
commune à plusieurs problèmes. Il est facile de vérifier que , récipro-
quement, toutes les fois qu'une intégrale aura cette forme , la méthode 
indiquée pour en déduire les forces sera en défaut. En répétant même 
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plusieurs fois la differentiation par rapport à x' et à y' des résultats 
obtenus, les équations ainsi formées rentreraient toutes les unes dans 
les autres. 

y. 

Nous allons chercher maintenant dans quel cas les équations diffé-
rentielles du mouvement peuvent avoir une intégrale de la forme 

(i) et = F [y' + χ'ψ (x, y), x, y, <] ; 

de cette équation on conclut, comme il a été dit, l'identité 

ϊ + ί/+ϊί+ϊ(ϊ + ΐ» + Ιϊ«ί*) = ·' 

dans laquelle, pour abréger, nous représentons par u la somme 
y' + ψχ'. 

En remplaçant, dans l'équation (2), y' par u — χ'ψ, nous aurons 

du du , du . . 

+ ï [Y+x? + -r'2 S + c!£\ = °-

Cette équation étant identique, on peut égaler à zéro le coefficient 
de χ12 : on a ainsi 

° = 7x ~ ®fy' 

ou, ce qui revient au même, 
d ψ 
duc 

q=q' 
dy 

et, par suite, 
de/ da/

 ;
 d y dm 

u — y' -F ψ . χ' = y' + χ' — = -J- = — = -f· : 

dy dy άγ dy 
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d'où l'on conclut, en remarquant que ^ est une fonction de χ et de y, 

que l'intégrale 
a. = F[y -hx<p7x,y, t) 

peut s écrire 
et = F (φ', χ, y, t), 

φ' désignant la dérivée, par rapport à t, d'une fonction φ (χ , y) qui 
satisfait à l'équation 

do do 

Or cette dernière équation s'intègre sans difficulté, et l'on en 
conclut 

y — xtp -h F (tp), 
en sorte que I equation 

© = constante 

représente une série de lignes droites. 
Nous pouvons donc, en résumant les résultats obtenus jusqu'ici, 

énoncer le théorème suivant : 

Si une intégrale des équations du mouvement d'un point dans un 
plan convient à deux problèmes différents, elle est de la forme 

a = F (©', χ, y, 1 ;, 

φ' étant la dérivée d'une Jonction qui, égalée a une constante, repré-
sente les équations d'une série de lignes droites. 

VI. 

Pour déterminer plus complètement la forme de l'intégrale que 
nous étudions, substituons aux coordonnées X et y deux variables <7, 
et r/

2
, dont l'une soit précisément la fonction ψ dont la dérivée figure 

dans notre intégrale, et dont l'autre soit telle, que les courbes dont 
l'équation est 

q„ = constante 

soient orthogonales aux droites 

q{ — constante. 
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L'intégrale 
(ι) a = F(cp', χ, y, t) 

prendra alors la forme 

(2) a — F (q\, q
t

, q
it

 t). 

Pour former les équations du mouvement, par rapport à ces nou-
velles variables, nous ferons usage des formules générales données par 
Lagrange. Soit 

{3 ) ds2 = A dq\ -+- Β dq \ 

l'expression du carré de la distance de deux points infiniment voisins ; 
l'expression de la demi-force vive sera alors 

(4) T=L(^î+ya) = J(Av,

1

a-PB9'
a

î). 

Or les équations du mouvement sont, d'après les formules générales 
de la Mécanique analytique, 

(5> S*-7,-=<3'· Q' = X5Î+Y3Î' 

Î*
61

 = <ï* = lidr + YÎr'·· 

en développant l'équation (5), on la met sous la forme 

^7) k
~dF

 +
 2^^ dï ~

Q
'
 =0

" 

Les lignes représentées par l'équation q, = constante étant droites, 
leurs trajectoires orthogonales ont toutes mêmes développées et sont 
des courbes parallèles. La distance de celles qui correspondent aux 
valeurs q

2
 et q

2
 -t- dq

2
 de la variable q

2
 est donc indépendante de q,, 

et, par suite, le coefficient Β ne contient pas cette variable. On peut 
d. Β 

donc supprimer, dans l'équation (7), le terme en — ; il reste alors 

i ii \ A ^ *7 ' IF/A. t η ci Α. ι t 

En différentiant l'intégrale 
a = F(?l> îï, 0, 

Tome XVII. — AVRIL r852. i t 
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on obtient 

^ ° = Ίΰ + ϊξ'Ι* + + dfl 7F' 

et, par suite, en remplaçant, dans cette équation (9), par sa va-

leur déduite de l'équation (8), on obtient l'identité 

x
 d Α dot. , d ot. ι Ι d Α /1 d A ,

 0
 d A , ,

 Λ
 \ 

+ t ^ + 9'7 2 ~ Q' ) = °-

Cette équation devant être identique, on peut égaler à zéro le coeffi-
cient de </2; on obtient ainsi 

d α ι d α A , 
dq~ A TTY', Ί/IY, ^ 1 

dont l'intégrale générale est 
α = ? (Ac/t ' h ) 0· 

VII. 

11 est essentiel, avant d'aller plus loin, de rechercher la forme du 
coefficient A qui figure dans notre intégrale. A est, on s'en souvient, 
le coefficient de dq\ dans l'expression du carré de la distance de deux 
points infiniment voisins. Adq\ est, par conséquent, le carré de la 
distance de deux points qui correspondent à une même valeur de q2, 
c'est-à-dire le carré de l'arc infiniment petit, intercepté par les droites 
</, et q, + dq

t
 , sur leur trajectoire orthogonale qui correspond à la 

/>2-

Iy 
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valeur q
2

. Or, en désignant cet arc par mmpar tZw l'angle des deux 
droites, et par l la distance qui sépare l'élément mm' du point ο où 
concourent les deux normales, on a 

mm' — l da. 

du) est, évidemment, de la forme <p(q,)dq,·, quant à Z, on peut le 
décomposer en deux parties, en nommant k le point où la droite om 
perce une trajectoire orthogonale déterminée; on a 

ο M = ok -+- km. 

Or, ok est fonction de la seule variable q,, et km peut être considéré 
comme étant la variable q2

 elle-même, car les points pour lesquels km 
a la même valeur, forment une trajectoire orthogonale des droites 

qt = constante; 

nous pouvons donc écrire 

/ = om = ψ [q, ) -+- q
2

. 

D'après ces valeurs de Ζ et de άω, on voit que la distance mm' est de 
la forme 

[ï\(9i) + ?aFa (q
t
)]dq,, 

et, par suite, son carré kdq\ est égal à 

[F, (<?,) ■+ q
2
 F

2
 (c/,)]2^?; 

on a donc , enfin, 

[F, (q,) + qa
 F

2 (7l)]' = A. 

VIII. 

En différentiant, par rapport au temps, l'intégrale 

(0 α=φ(Αç'j, 

on obtient, en posant Aq\ — u., 

~di
 + + Tu [A -Λ*" + ^ + = °' 

^Ί.. 
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ou, en remplaçant par sa valeur fournie par l'équation (8)(§ VI), 

w s + + ,) = °· 

Si, clans cette équation identique, on substitue à q\ sa valeur - , et 

à A, l'expression trouvée plus haut, 

A = [h, (7,) + F, (7,) ]B, 
il vient 

c/α </a « ^
a

(n "HT, (<y, ) -4- U, ( t/, )</
2

] | 
1 dr + [F,T^)T^7r;^7T! + ^ | ~ ΓΡ.(7.) + 7'Γ,(^)1' j — 

Dans cette equation, —·> —, — ne contiennent pas</2, car α est tone-

tion de u, 7, et t. De plus, Q, est indépendant de u, et fonction seu-

lement de 7, et q., : il ne peut donc y avoir aucune réduction entre 

les termes Q, et -r,4—— r~ ■'·, en sorte que q„ ne peut dispa-
raître de l'équation (4), et celle-ci ne peut, par conséquent, être 
identique, que si les deux fractions qui contiennent 72 se détruisent 
lune par l'autre. Cela n'arrivera, évidemment, que si la fraction 

F, (g, ) + ?,(?■) g, 
[F, (?')•+Fi (*/I )]S 

se réduit à ne plus avoir en dénominateur que le carré de la somme 

F< (?t) + <72 F
2
 (7,). 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que 
uiTi) = f; m 
F.(?,) F, ( q

x
 ) ' 

d'01'1 l'on conclut, par l'intégration, 

F
1
(7

<
) = CF

2
(Î1); 

l'a valeur de A devient, d'après cela, 

[F,(7.)]2(C + 72)2> 
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et, par suite, la distance désignée par mm' (§ YII) est égale à 

F< (<?0(c + ?*) fl-

uette distance est donc, pour une même valeur de q,, proportionnelle 
à C -+■ q2, mais elle est aussi, comme on le voit sur la figure du § VIT, 
proportionnelle à oK-t- <^

2
, et ces deux résultats ne peuvent s'accorder 

que si l'on a 
oK = C. 

La distance ο Κ étant constante, la courbe lieu des points Κ a son 
rayon de courbure constant et est, par conséquent, un cercle. Les 
droites dont l'équation est 

q
{
 — constante, 

étant normales à cette courbe, passent toutes par un même point; en 
sorte que les variables q< et q

2
 forment un système de coordonnées 

polaires. Posons donc, en adoptant la notation ordinaire, 

q, — ω, 

q 2 = r; 

le carré de la distance de deux points infiniment voisins sera, comme 
on sait, 

dp2 = dr'2 -+- r2da2, 

et, par suite, l'intégrale prend la forme 

a = ? (r2ï' ω' ')■ 

IX. 

En différentiant l'intégrale 

(i) ω, 

on obtient, en posant, pour simplifier — u, 

Έ+Τ,Έ+Τα\ 2 Γ * Λ + ' Λ-} = 
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mais l'une des équations du mouvement est, dans le cas actuel. 

ι o ) 2 r -γ -τ -h r2 — = Q.. 

Par suite, on doit avoir identiquement 

ί 4i -τ--*--, r + -r-Qi = o, 

et, en remplaçant — par —
 5 

(a -3- -4- -r - + -r = O. 

^ est, nous l'avons dit (§ III), égal à ο ou à — 1; faisons successive-

ment ces deux hypothèses. 

Si est nul, l'équation (5) se réduit à 

^b) 7iZT'^dh^*-0· 

r, u, ω étant trois variables indépendantes, et ~ ne contenant 

pas r, cette équation exige que Ton ait 

Q. - — ' 

et, par suite, 

(7) 5«w+^^rj))==°' 

dont l'intégrale est 

,8) a = F[! + /9(
u

)rf«]. 

Telle est donc la forme de l'intégrale cherchée; elle équivaut à 

(9) constante = ^ -H ftp (ω) άω, 

et elle convient à tous les problèmes dans lesquels la quantité 
désignée par Qt est égale à 
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Cette quantité Q, est définie par l'équation 

Q< = X ̂  -+-Y ̂  = r (Y cos ω - X sin ω.); 

il suffit donc, pour que les équations d'un problème admettent l'inté-
grale (9), que l'on ait, en désignant par X et Y les .composantes de la 
force accélératrice, 

(ίο) \ coso) — Χ sin ω — ——-—~ : 

l'intégrale (9), exprimée en coordonnées rectilignes. prend alors la 
forme 

(11) constante = F (^) -t- {jraf — xj')
2

· 

Supposons, en second lieu, que ~ soit égal à — 1, l'équation (5) 
devient 

^12) ~ 1 + Τ» Ρ + = °> 

dj- et d~ ne contenant pas r, Q, est évidemment de la forme du dtù 1 

Q,=/(»)+^rJ-

Cette valeur, substituée dans l'équation (ra), lui fait prendre la 
forme 

dct. u d« /·, . «α ψ ω 

et, comme elle doit être identique, elle entraîne les deux sui-
vantes : 

_, + £/(«) = 0, 

T»u + Tu^) = °· 

La première de ces équations prouve que α doit être de la forme 

α —/(«) + F't y 
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cette valeur, substituée dans la seconde, donne 

— u — T— + F, (ω) il — = o, 

ce qui exige, puisque m et ω sont indépendants, 
Τ 

-^jU.
 = 0 ι (MJ = o, = o, 

ne pouvant évidemment pas être nul, car alors u disparaîtrait de 

l'intégrale; la dernière de ces équations se réduit à 

ψ (ω) = ο. 

Les deux autres prouvent que les fonctions j et F, sont des constantes, 
en sorte que 

α — C u — t — Cr —■ — t. 

C étant une constante. 

La valeur de Q
(
 devient, en ν remplaçant par C, et ώ(ω) 

par ο, 

Q,= C, 

c'est-à-dire que l'on doit avoir 

r (Y cos ω — X sin ω ; = constante ; 

et toutes les fois que les forces rempliront cette condition, les equa-
tions différentielles du problème auront pour intégrale 

a = Lr — t-

Nous avons donc trouvé les seules intégrales qui conviennent a plu-
sieurs problèmes différents relatifs au mouvement d'un point libre 
dans un plan. 

X. 

La méthode générale à l'aide de laquelle nous trouvons les forces 
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accélératrices, lorsqu'une seule intégrale nous est donnée, s'applique, 
sans modification, au cas d'un système dont les points ne sont pas 
libres. Si nous nommons q,, q

2
,..., qp\es ρ variables indépendantes, 

en fonction desquelles les liaisons permettent d'exprimer toutes les 
coordonnées, les équations du mouvement sont de la forme 

il η £ — — — — η d άΎ — dT — η 

Τ désignant la demi-force vive qui est une fonction homogène du se-
cond degré de q\, q'

2
,..., qn

 et Q,, Q
2
,..., Qp

 étant des fonctions de 
q
t

, qqp, qui dépendent des forces accélératrices. Soit 

(9) α — ?(C îi» ?2'···» 7?) 

une intégrale du système (i); on obtiendra, en la différentiant, 

(3) + + -5F' 

le signe 2 s'étendant aux valeurs entières de i, moindres que/?. En 

remettant dans cette équation (3), pour ^p-
2

'·* ' leurs valeurs dé-
duites des équations (i), on obtiendra une relation dans laquelle Q,, 
Q

2
,..., Q

p
entreront au premier degré. Cette relation ne contenant plus 

que les quantités t ,q
f
,q

2
,...,q

p
,q'

l
,q\,..., q'

p
, auxquelles on peut attri-

buer des valeurs arbitraires et indépendantes les unes des autres, devra 
être une identité : on pourra, par conséquent, la différentier par rap-
port à q\, q

2
,..., q'p, et l'on formera ainsi ρ équations nouvelles 

qui, contenant aussi Q,, Q
2
,..., Qp au premier degré, permettront, 

en général, de déterminer la valeur de ces inconnues. Ces cas, dans 
lesquels cette méthode est en défaut, sont évidemment les seuls dans 
lesquels une même intégrale puisse convenir à plusieurs problèmes 
différents. Il est intéressant de les étudier. Nous nous bornerons ici au 
cas d'un point unique , que d'abord nous supposerons assujetti à 
rester sur une surface donnée. 

XI. 

Soient q, et q
3
 les paramètres de deux systèmes de courbes orthogo-

Toine XVII. — AVRIL I85I. 18 
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nales tracées sur la surface que le point ne doit pas quitter; le carré 

de la distance de deux points infiniment voisins aura une expression 

de la forme 
ds2 = A dq\ -t- Bdql ; 

l'expression de la demi-force vive est, par suite, 

T= 1 (A f, 7i> g',) 

d'où l'on conclut que les deux équations du mouvement sont 

kHF + lÂi, Ziï.l* =Q" 

*tf + î5Ï;I· + î^r»· = h' 

En procédant absolument comme on l'a fait au § IV, on verra qu'une 

intégrale 
a= ? (L f, 7i> g',) 

suffit à la détermination de Q( et Qa, à moins qu'elle ne soit de la 
forme 

«=?[«, ?„ Ça, q\ + çp (?,, Ç
a
) 9',]. 

il nous reste donc à chercher dans quels cas une intégrale peut pré-
senter cette forme. 

XII. 

La somme q\ -t- ψ (q
it

 q
2
) </

2
, multipliée par un facteur convenable, 

peut toujours devenir une dérivée exacte m'. Prenons pour variables 
indépendantes la valeur de m, et le paramètre η des trajectoires ortho-
gonales aux courbes représentées par m — constante; l'intégrale con-
sidérée prendra, comme on le voit bien facilement, la forme 

(i) a = tp(t, m, n, m'). 

Si nous supposons que l'on ait, dans ce nouveau système de coor-
données, 

(2) ds2 = a dm2 -h bdn2, 



PURES ET APPLIQUÉES. Γ39 

les équations du mouvement ne différeront de celles du paragraphe 
précédent que par le changement de A, B, q,, q

2
, en a, b, m, n. 

On aura, en differential l'intégrale (i), et remplaçant — par sa 

valeur, 

(i da ι da . . \ 

Cette équation devant être identique, le coefficient de η'2 et celui de n' 
peuvent être égalés séparément à zéro. On a donc 

(4) dm ° ' 

(5) Tn-aMmTn=°· 

L'équation (5) peut s'intégrer; on en conclut facilement 

(6) α = ψ {am', m, t). 

Quant à l'équation (4), elle prouve que le produit b dn2, c'est-à-dire 
le carré de la distance des courbes qui correspondent aux valeurs n 
et n -h dn du paramètre n, est indépendant de m. Ces deux courbes 
sont donc partout également distantes : or on prouve facilement que 
si une série de courbes tracées sur une surface sont telles, que la dis-
tance de deux courbes infiniment voisines soit constante, leurs trajec-
toires orthogonales sont des lignes géodésiques. Par conséquent, dans 
le cas actuel, les lignes représentées par m = constante sont des lignes 
géodésiques. En supprimant dans l'équation (3) les termes en n' et 
en n''2, et en remarquant en outre que l'on a, en posant am' = u, et 
considérant a comme fonction de m, n et U, 

, . dada da da 

^ d^>=Tu ai 

cette équation (3) devient 

^ dt du dm a) a du \z dm a' / ° ' 
10.. 
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ou, en réduisant et divisant par ^ ? 

d oc. d α 

fio) T- + -7 1— ^ + Q) = o. 

du du 

Si nous supposons d'abord ~ = o, cette équation se réduit à 

d oc. 

U 0 -, 1 -,—; + Qi — ° ; 
du 

a et Q, étant indépendants de M, on conclut de cette équation que 
da 

^ doit être de la forme «ψ, (m) + 

7Γ, 
da 

(JV ^ = «ψ
1
(ηι)+^

Γ
-· 

du 

Pour intégrer cette équation, il faut d'abord considérer le système 
d'équations simultanées 

(i-3; dm = —η— — — · 
«ψ, (m) -4- T ^ 

L'une des intégrales est 
α = constante ; 

pour trouver l'autre, mettons l'équation (i3) sous la forme 

M ^ΐ£-) + "2ψ«(™) + ψ
2

('"):=0· 

Comme elle est linéaire par rapport à u2, son intégrale est de la forme 

(i5) tt^CF.C/nî + F.im), C = ; 
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par suite, l'intégrale générale de l'équation (12) est 

(,6!
 « = 4~ïrw 1 

Or cette intégrale équivaut évidemment à 

(i
7

) * = = "2f* (m) ('")= a2 m'2 /· (m) + /> (m ) ; 

car il revient au même d'écrire qu'une expression est constante ou 
qu'une fonction de cette expression est constante. 

En substituant, dans l'équation (11), la valeur de a fournie par 
l'équation (17), on trouve facilement 

fi(m) dm 

(19) Q
t
 + ̂ \ = o-, 

l'équation (18) s'intègre et prouve que a est de la forme 

(2°) a = -jry—· 

m désigne, on s'en souvient, le paramètre d'une série de lignes géodé-
siques, et η celui de leurs trajectoires orthogonales. Or M. Liouville 
a prouvé, dans ses Notes à la Géométrie analytique de Monge, que 
le coefficient a ne peut prendre cette forme que dans le cas où la 
surface que l'on considère est applicable sur une surface de révolu-
tion (page 596). Nous pouvons donc énoncer ce théorème remar-
quable : 

Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution sont les seules 
sur lesquelles deux points mobiles sollicités par des forces différentes 
puissent avoir une intégrale commune indépendante du temps , pour les 
équations différentielles de leur mouvement. 

La forme la plus générale de cette intégrale, et les conditions que 
doivent remplir les forces, sont exprimées par les équations (17) 
et (19). 
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Il nous reste enfin à considérer le cas où l'intégrale cherchée con-

tenant le temps, 011 doit supposer ^ = — i. L'équation (10) devient 

alors 
cl α 

(21) ~Γ~ ^--T-- + Q
1
 = 0; 

du du 

— » a et Q, ne contenant pas u, cette equation prouve que la somme 

da 

1,22) h —-

du du 

est de la forme H -+- R«2, H et R étant indépendants de u. Mais, en 
considérant a et m comme deux variables indépendantes, que l'on 

peut évidemment substituer à m et η, ^ et ~ sont indépendants de 

a, et il n'y a, par conséquent, aucune réduction possible entre les 
deux termes de l'expression (22). Chacun d'eux doit donc être, sépa-
rément, de la forme H -+- R m2; on a donc 

(a3) ^ = ?.. ( m) -t- u2 φ
2
 (m), 

du 
d α 

(»4, —-=ψ
1
(«; + «ΐψ

ΐ
(»ι). 

du 

L'équation (24) ne diffère pas de l'équation (12), à laquelle nous avons 
été conduit plus haut; on en conclura donc, absolument comme on 
l'a déjà fait, que « est de la forme 

(25) α = ψ["
2
/ι (

m
) +.Λ (»0] - t\ 

en substituant cette valeur de α dans l'équation (23), il vient 

i 26) —τγ-, , γ—,—Γ·,- f-,—τ = U2 ©2 {τη) + ψ, (m). 
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Le premier membre de cette équation devient infini pour u = ο, 
quelle que soit la valeur correspondante de 772; et, comme il n'en est 
pas de même du second, cette équation est impossible, à moins que 
l'on n'ait 

¥'[f
2

(m)] = 00; 

ce qui ne peut avoir lieu que si f
2
 (m) se réduit à une constante. Dans 

ce cas, f\ (τη) + /2(m)] équivaut à une fonction de u*f
t
(m), 

et l'intégrale (i5) peut s'écrire : 

α = ψ [u1/ (m)] — t. 

Mais une fonction du produit u* f, (m) est aussi une fonction de 

u\jf
t
 (m) ou de uzs (m) [en posant zs(m) = ('«)]; nous pouvons 

donc poser 
α = i1, [uzs(m)\ — t. 

L'équation (a3) devient alors 

—;— Τ—ΓΤ = <PT (m) + u2<p*(m): 

d'où l'on conclut, en posant uzs (m) = z, 

^ = φι (™) ® ("») + ϊ^Γ
)Τ

 Ψ2 (m), 

équation impossible si l'on n'a pas 

cp
(
 (m) zs(m) — o, 

r i- h; — constante. 

zs (m) ne pouvant pas être nul, φ, (m) doit être égal à zéro, et, par 
suite, 

F",(*) -GZ2' 

■. (*> = râ ’ 

F
t
(z) = -^+C

v 

Si C était égal à zéro, on trouverait pour F, (z) une valeur de la 
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forme G, ζ; les seules formes possibles de l'intégrale α sont donc 

Ί 27 ) Α = + t = —'— t., 
v ' rtcr, 'm) — 

(28) Α = uzs
{
 (m) — t — av>

K
 (m)-^ — I. 

Si nous substituons, dans l'équation (10), la valeur de α fournie par 
l'équation (28), il viendra 

( 29 ) ]—r + -, r 1 -, ; + Q| = Ο, 

équation qui se décompose en deux autres : 

(3o) —y^-T + Q, = o. 

t 31) —-,—r 1 -, : — Ο. 

Or l'équation (3i) peut s'intégrer; on en déduit 

a2 = zs (m) F (η), 

et, par suite, d'après la remarque de M. Liouville, dont nous avons 
déjà fait usage plus haut, la surface est applicable sur une surface 
de révolution. 

Considérons enfin l'équation (27). En substituant cette valeur de a 
dans l'équation ( 10), il vient 

— u7 «' n, (m) 1 da u2 „ 

u, a et m pouvant être considérées comme trois variables indépen-
dantes, on déduit de cette équation 

Q, = ο 

et 

(W —+ L^L±1
=0

. 
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Cette équation (3a) étant linéaire en on en déduira 

\ = ψ. ('»)"+· ρ(")ψ2 im) 
ou 

a ψ, («Τ+ F ( η) ψ, [m } 

Telle est donc la forme que doit avoir le coefficient de dm- dans 
l'expression du carré de la distance de deux points, pour qu'il 
puisse exister une intégrale commune à deux problèmes différents. 
L'équation 

Q< = ο 

prouve d'ailleurs que, dans ce cas, la composante de la force accélé-
ratrice , perpendiculaire à la ligne géodésique 

m — constante, 

doit être égale à zéro, ou, en d'autres termes, la composante de la 
force accélératrice dans le plan tangent de la surface doit être tan-
gente à la ligne géodésique dont l'équation est 

m — constante. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Pour qu'il existe une intégrale de la forme (27), commune à deux 
problèmes relatifs au mouvement d'un point sur une surf ace, il jaut. 
et il suffît que les forces accélératrices soient tangentes à une série de 
lignes géodésiques tracées sur la surface, et que, en prenant pour 
coordonnées le paramètre m de ces lignes géodésiques et le paramètre η 
de leurs trajectoires orthogonales, le carré de la distance de deux 
points infiniment voisins soit de la forme 

ds2 = adm2 -+- bdn", 

a étant lui-même de la forme 

F(«)42(W) 

Quelles sont les surfaces sur lesquelles cette condition peut être 
Tome XVII. — AVRILI852. l9 
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remplie? C'est là un problème de géométrie qui n'a pas un rapport 
direct avec le sujet de ce Mémoire. 

XIII. 

Considérons maintenant le cas général où le point peut se mouvoir 
librement dans l'espace. 

Les équations différentielles du mouvement sont alors 

W ë = ï = z· 

Soit 

(a) a = ?{xi y, ζ, χ', y',zt) 
une intégrale du système (0; on doit avoir, identiquement, 

F(«)42(W) 

! +3?*++·Ύ + 3ίΙ'=0-

Pour que l'intégrale (2) convienne à plusieurs problèmes différents, 
il faut que les équations du premier degré en Χ, Y, Ζ, obtenues en 
différentiant une ou plusieurs fois l'équation (3), par rapport à 
x', y', z', rentrent les unes dans les autres et se réduisent, au plus, 
à deux distinctes. En différentiant une fois l'équation (3), par rapport 

à chacune des variables x', y', zet se rappelant que ^ est égal à ο 

ou à — τ, il vient 

(da d2 α , d- a , d· a . 

( dx' - dx' dy' dx* dz' J 

Îd a d2a , d-a , d2x f 

! +&r^x+^1i + ̂ z=o' 
. _ ) dz " dx dz' * dy dz' ^ dzdz' ^ 

+

 dx'dz'
 +

 dz'dy'
 +

 IhF
 Z — °* 
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Les équations (3), (4)? (5), (6) doivent rentrer les unes dans les 

autres, lorsque l'intégrale a. convient à plusieurs questions. Nous 
examinerons successivement le cas où elles se réduisent à une seule ou 
à deux distinctes. 

XIV. 

Supposons d'abord que les équations (3), (4), (5), (6) se réduisent 
à une seule. Il faut alors que les coefficients des inconnues soient pro-
portionnels. On aura alors, puisque les équations (3) et (4) rentrent 
l'une dans l'autre, 

d'u d'à d1 u 
, dx'* dx' dy' dx' dz' 
'-7/ du. du du ' 

dx* dy' dz' 

ce que l'on peut écrire 

. ι du du du 

. ι du du du 

d'où l'on conclut que log log log ̂  ont des différences in-

dépendantes de oc'. On verra de même que ces différences sont indé-
pendantes d e y' et de z'; par suite, les rapports 

du du. 
dy' dd 
du du 
dx' dx' 

ne dépendent que de oc, y, z. Nous pouvons donc poser 

da. da. da 
dx' dy' dz* 

μΓ = "F — ΊΓ ' 

M, Ν, Ρ ne contenant pas oc', y', z. On en conclut, par une inté-
gration facile, que α est de la forme 

(io) ol = Ε (Mλ?' H- Νy -t- Vz', χ, y, z, t). 
19.. 
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XV. 

Supposons, actuelJement, que les équations (3), (4), (5), (6j, ainsi 
que celles que l'on en peut déduire par la differentiation, se réduisent 
à deux distinctes. Nous subdiviserons ce cas en deux autres : 

Les équations (4), (5), (6) se réduisent à une seule, qui est 
distincte de l'équation (3). 

On a alors, en écrivant que les coefficients des inconnues sont pro-
portionnels dans les équations (4) et (5), 

d1 a d1 a d'à 

! ^Γ=ΖΕ=ΖΓ 
dx'dy' dv'' dy'dz' 

c'est-à-dire 
d d a d da. d da 

, , dx' dx' dy' dx' dz' dx' 
d d a d d a d d a 

dx' dy' dy' dy' dz' dz' 

Les dérivées partielles de — étant proportionnelles, les différen-

tielles de ces deux fonctions s'annulent en même temps, et l'on peut, 
par conséquent, les considérer comme fonctions l'une de l'autre, ou, 
ce qui revient au même, comme fonctions d'une même quantité u. On 
verra de même que les équations (5) et (6) rentrant l'une dans l'autre. 

~ doit être aussi fonction de u. Écrivons donc 

dxf — y 1 

—, = <P
2
 (M, x, J, 2, t), 

— — <d
3
{u, x, j, z, i); 

les coefficients de Χ, Y, Ζ dans l'équation (4) peuvent s'écrire, d'après 
cela, 

d'1 a d<fι du d1 a dy
2
 du d'à du 

dx'1 du dx' ' dx' dy' du dx' ' dx' dz' du dx' 



PURES ET APPLIQUÉES. 
'49 

Si donc nous différentions cette équations (4) par rapport à χ', après 
l'avoir divisée par ~, nous obtiendrons une nouvelle équation entre 

X, Y, Z, dans laquelle les coefficients de ces inconnues seront 

du d3oz du du 
du' dx' ' du' dx' ' du' dx' ' 

et, comme Χ, Y, Ζ doivent rester indéterminés, quoique satisfaisant 
aux équations (3) et (4) et à cette équation nouvelle, il faut que le 
déterminant du système 

ψί! ψΐΐ 1 
cp, dep2

 d®$ 
du ' du du 

d'tq
v
 d' (p2

 d'<^$ 
du' ' du' ' du' ' 

soit égal à zéro, et que, par suite, φ
η

 φ
2

, çp
s
 satisfassent à une même 

équation de la forme 

ΑΛΆ + Β^- + Ο
?1

=ο. 

Or, cette équation étant linéaire, on sait qu'il existe, entre trois quel-
conques de ses solutions, une relation de la forme 

C, φ, 4- C
2
 φ

2
 4- C

3
 ψ

;ί
 — ο, 

C,, C
2

, C
g
 étant indépendants de M. On doit donc avoir, en substi-

tuant à®,, çp
2

, <p
3
 leurs valeurs, 

d&. ^ d α ^ da. 

et l'on en conclut, par une intégrale facile, 

^ =
 F

 (,c: — c.' c, ~ S' ï' ')■ 

2°. Supposons maintenant que les équations (3), (4), (5), (6) se 
réduisent à deux distinctes, parce que les équations (4), (5), (fi) se. 
réduisent à deux qui entraînent l'équation (3), ainsi que toutes celles 
que l'on peut en déduire, en la différentiant par rapport kx', γ\ ζ'. 
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Pour que les équations (4)> (5), (6) se réduisent à deux, il faut 
qu'il existe une même relation linéaire entre les coefficients des incon-
nues dans ces équations, c'est-à-dire que l'on doit avoir 

'l6) + N
 ~d£df

 + P
 dz'lL·' ~ ° ' 

>17 ) lûTdf + df2 + dy' di'~°' 

t'8) + N μΊ? + 1 Ί77' - °' 

M, Ν, Ρ étant des fonctions quelconques de-r,^, z, oc', y', s'. Il faut, 
d'ailleurs, pour que l'équation (3) rentre dans les trois autres, que 
l'on ait aussi 

(·9) μ,-Ζ?+Ν^+ρ57=°· 

En différentiant l'équation (iq) par rapport à oc?, y', z', et en ayant 
égard aux équations (16), (17)) (18), il vient 

' dx' rfx' did dy' dx' dz' ' 

' 2 ' ' dy ' dx' dy' dy' dy' dz' ° ' 

(22 J ~dd dP + S7 df^~ Td Tv - °-

Si maintenant on différentie l'équation (4) par rapport à oc', on 
formera une nouvelle équation du premier degré en Χ, Y, Ζ, et, pour 
que cette nouvelle équation , combinée avec les précédentes, laisse ces 
inconnues indéterminées, il faut qu'il existe, entre les coefficients, la 
même relation qu'entre ceux des équations précédentes, et que l'on ait 

. - _ d2 α _
T
 d2 a d2 a 

dx'2 dy' + 7fx7rdz' ~ °" 

Si l'on compare cette équation (a3) avec celle que l'on déduit de 
l'équation (16), en la différentiant par rapport à oc', il vient 

' dx' dx'2 """ dx' dx'dy' dx' dx'dz' ° ' 
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on trouverait, de la même manière, 
> dM d£<x.

 (
 î/N d2 α d Ρ d2cx 

dx' dxf dy* dxf dy'2 dx' dy' dz' 7 

ι n\ dM. d2 ot dN d2 ex d Y? d2 a 
dx dx dz' dxf dy1 dz' dx' dz'2 

Or les équations (24), (25), (26), rapprochées des équations (16), 

(17), (18), prouvent que l'on a 
d M ί/N d Ρ 
dx' dx' dx' 
It = "F = 

On prouverait de même que l'on a 
rfM c?N dP 

(2°) M pj ρ ' 

dm dlS d Ρ 

^ ir = T=-F' 

et l'on en conclut que log M, logN, log Ρ ont les mêmes dérivées 

par rapport a χ , y, z, et que, par suite, les rapports — s -- sont 

indépendants de ces variables; et comme, dans l'équation (19). M, 
Ν, Ρ peuvent être remplacées par des quantités proportionnelles, on 
peut écrire 

(3o) »5 + 'ç
+C

S
=

°' 

A, B, C étant indépendants de x',y', z'. Or cette équation (3o) peut 
s'intégrer, et donne 

α = ( A ~ Β ' Â~C' *'.**'*)· 

XVI. 

D'après les résultats obtenus dans le paragraphe précédent, nous 
voyons que l'intégrale cherchée est nécessairement de la forme 

(1) a = F(Mx'+ Nj'+ Pz', x,y,z,t), 
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ou 

α = Ρ(ΐ-Ν' M"?' ■W'2'')' 

M, Ν, Ρ désignant des fonctions de oc, y, z seulement. 
Nous nous occuperons d'abord de la seconde forme, qui comprend 

évidemment la première. 
En différentiant l'équation fa), et posant, pour plus de simplicité, 

.r' yf x' Zf 
M Ν ~ W ' M Ρ = ' 

il vient, après substitution de X, Y, Z. à 

du du , du , du , 
Yt^T

x

x^Tyy
+nz 

\dJ l2dii , ,4i , ;'h ,/4 ,/4 ,/4\ 

j , <*«( ,·/μ , /m , /1 , ,dp , ,dp ,/p \ 

\ + du \M Ν ) dv \M ~ Ρ ) ' 

Si, dans cette équation identique, on remplace y par Ν ̂  — u ) et 

z' par Ρ ̂  le coefficient de oc'1 devra être nul dans le résultat ; 

nous aurons donc 

L
 P D M N D N N

'
 D >T KP D * ) 

J du\ dx M dy M dz M dx M2 dy M1 dz J 

I dzf dM Ν d M Ρ d M _ Ρ D Ρ PJ dP NP DP \ 

Il peut se présenter deux cas, que nous examinerons successivement. 

ιυ. Les coefficients de ~ ■, dans l'équation (4), ne sont pas 
l'un et l'autre égaux à zéro. 
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do 

Dans ce cas, cette équation (4) prouve que le rapport ^ est indé-

dv 
pendant de u et de v. En désignant par k ce rapport, on voit sans 
peine que a doit être, pour cela, une fonction de la somme ν-h ku. 
Mais v-\-ku est une fonction linéaire de χ', y', z' que nous pouvons 
désigner par ax' + by' -j- cz' ; dans ce cas, α est donc de la forme 

α = F (ax' h- by' -t- cz, x, y, ζ, t), 

c'est-à-dire que l'intégrale cherchée rentre dans la forme (i). 

2°. Les coefficients de ^ sont nuls. 

En égalant ces coefficients à zéro et développant les calculs, on 
trouve 

ο = M ( M -j Ν -j- + Ρ M N — 

+ Ν (M ψ - Ν 
\ dy dy) 

( o = M (M^ - Ρ + Ν (M ~ - Ρ 

( + *(«£->£)■ 
Or les équations (5) et (6) équivalent à 

Λ Λ dϋ 

(7) m~ Hh P + N-^- = o. 

dv- dp- dt 
(8) M-j^ -ι- P -+- "Ν —— — ο, 

Ν P 
et celles-ci prouvent qu'en égalant — et — à des constantes, on obtient 

les équations d'une série de lignes droites. Si, en effet, on pose 

Ν - Γ ? - Γ' 
M ' Ν ' 

TomeXVII. — Avbil i852. 20 
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on en déduit, par la différentiation, 

(9) _iî + JL*l = o 
dj dz dx dy dx ' 

,P /P ,7P 
Jio) M M dz M dy 

dx dz dx dy dx ' 

et ces deux équations (9) et (10), comparées aux deux précédentes (7) 
et (8), prouvent que l'on a 

dz Ρ dy Ν 
dx M ' dx M 

'l'L· et ~L· sont c'onc constants, et, par suite, la ligne considérée est 

droite. 
Nous devons néanmoins signaler un cas d'exception au raisonne-

ment précédent. Si l'on avait 

!='(»)· 
les lignes dont nous parlons deviendraient indéterminées. Dans ce 
cas, les deux équations (7) et (8) rentrent l'une dans l'autre; elles 
deviennent, en supposant M = 1 (ce qui est permis, puisque les quan-
tités M, Ν, Ρ ne figurent que par leurs rapports), 

_ + N_ + F(N)^=o, 

dont l'intégrale est 

y ~ oc F (N) -+- φ ( ζ — Ν χ, Ν ), 
équation qui prouve que 

Ν = constante 

représente une surface réglée. Ainsi donc, en résumant les résultats 
que nous venons d'obtenir, nous voyons que α doit avoir l'une des 
formes : 

i°. α = F (ax' -+- by' + cz', x, y, z, t), 
■i°. a—-F (y'—N.x', z' — Fx', x, y, z, t), 



PURES ET APPLIQUÉES. 155 

3S et Ρ étant deux fonctions de x, y, z qui, égalées à deux con-
stantes, représentent les équations d'une ligne droite; 

3°. a = F [y' — Njc', z'— <p (Ν) χ', .r, y, ζ, *], 

Ν étant une fonction de x, y, ζ qui, égalée à une constante, repré-
sente une surface réglée. 

XVII. 

Les trois formes possibles d'une intégrale commune à plusieurs 
problèmes sont renfermées dans la suivante, 

(i) cc = V(y'— Njc', ζ'—Ρλ·', x, y, ζ, l), 

dans laquelle Ν et P désignent des fonctions dex, y, z. 
En différentiant l'équation (i) et posant 

y' — Nx' = u, ζ' — Ρ χ' — ν, 
on obtient 

Λ + HX + dy? + di Z + Tu Ι" * lût- X ? Ty ~ XZ Tz) 

+ τ[~χ y -Ty-xzTz) 

+ ̂ (γ-ΝΧ
)
4-^(ζ-ΡΧ

)
 = ο. 

Si, dans cette équation , nous remplaçons y' et z' par leurs valeurs 
îî+Nx', r + Px', nous pourrons , dans le résultat, considérer χ, y, 
z, x', u, ν comme six variables indépendantes, et égaler à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x'. En considérant, en parti-
culier, les termes indépendants de x', nous aurons 

Τ, + ̂ "+λ" + Λ(υ-νχ) + *(ζ-ρχ)· 

Or cette équation prouve qu'en considérant dans la fonction a, 
χ comme un paramètre constant, et les lettres u et ν comme les 

vitesses I equation 
et = F (h, ν, x, y, z, t) 

20.. 
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serait une intégrale générale des équations du mouvement d'un point 
sollicité, dans le plan desj-z, par des forces ayant pour composantes 
parallèles aux χ et aux ζ, Y — NX et Ζ — PX. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Toute intégrale commune à deux problèmes relatifs au mouvement, 
d'un point libre dans l'espace peut se déduire d'une intégrale relative 
au mouvement d'un point, dans un plan. 

Si l'on désigne par 
a = F (t, χ, jr, z, y', z') 

cette seconde intégrale dans laquelle a: peut entrer comme paramètre, 
pour en déduire l'intégrale cherchée, il faut remplacer y' et z' par 
y' — Nj:' et z' — Px', Ν et Ρ étant des fonctions de x, y, z, qui 
devront être ultérieurement déterminées. 

XVIII. 

Le théorème précédent permet de trouver toutes les intégrales 
communes à plusieurs problèmes et comprises dans la première forme 

(1) et — F {ax' -T- by' + cz\ x, y, z, t). 

Il est clair, en effet, qu'en la considérant comme cas particulier de 
celle qui a cté examinée au paragraphe précédent, il faut considérer 
que dans cette dernière a ne dépend que d'une fonction linéaire des 
quantités désignées par u et v, et l'intégrale relative au mouvement 
dans un plan qui peut lui donner naissance doit, par suite, être de la 
forme 

(a) a = ψ (Ay' + Bz', y, z, x, t). 

Or il a été démontré (paragraphes IV à IX) que les seules intégrales 
de cette forme que puissent avoir les problèmes à deux dimensions 
sont 

(3) * = {zy'- yz') — et, 

(4) « = (/*'- zy'f ~ ψ (^), 



PURES ET APPLIQUÉES. i5 7 

que nous pouvons représenter, en y introduisant le paramètre χ, par 
les formules plus générales 

α, = F \zy' — yz' — t ψ (x), χ], 

a» = F
 [(sj'-j*')

3
 ~ Ψ (f> *)' ■*"]· 

Si dans ces deux formules nous remplaçons γ' et z' par y'—Νλ1', 
ζ' — φ χ', nous aurons, pour les seules formes possibles de l'intégrale 
cherchée, 

(5) α = F [z (y'~ Να') — y[z' — Ρα:') — t φ (χ), α], 

(6) a = F I [z[y'~ Να·') — γ (ζ' — Ρ α')]
2
 — ψ > χ j , α j · 

XIX. 

Examinons d'abord la forme (5) ; en la différentiant, et posant 

z {y' — Ν χ') —y {z' - Pf)- ίφ (x) — u, 

il vient, après avoir remplacé — , ~ par X, Y, Z, 

/ — ψ(χ) — zx'2 ̂  -\-yx'2 ~ — to' (a?) x' j 

(7) -zx? W+JXJd-y~ZXZ ~7z +? ~ds r 

I -h z' (y' — Nx') — y' (z'— Ρ a') + z{y — NX) j 

\ -jr(z~PX)' * j 

Si, dans cette équation , nous remplaçons t par sa valeur 

f z (y — Ν χ' ) — y ( s'— Vx' ) — (t 

nous pourrons, après cette substitution, considérer x, y, z, x', y', z' 
et u comme sept variables indépendantes, et, par suite, décomposer 
cette équation (7) en plusieurs autres. Écrivons, en particulier, que 
le coefficient de x' est égal à zéro ; nous aurons 

w ;r,+ da L^T^rJ = 0: 
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on en déduit, par une intégration facile, 

(9)Là a 

Mais cette intégrale (g) équivaut évidemment à 
II aK = ——-> 

a, étant une nouvelle constante arbitraire; nous voyons donc, en po-

sant = ψ {x)i que l'intégrale cherchée est de la forme 

( 10) α = [z (y' — Ni') — y (ζ'— Pj?')] ψ (a·) — t. 

Si nous différentions cette intégrale, en remplaçant dans le résultat 

— » —■> par X, Y, Z, nous devrons obtenir une identité 
dt dt dt 1 

11 ζ Y — y Ζ — (zN — PJ-)X— î'NY+j'I'i' ' 

\\ ~l(T"lE+x'f£+x'z'T,) j3 

(il) — Ι-4-ψ(Λτ){1 ' ( ) = Ο. 

! + *·■£) !( 

\ -4- Ψ'(λ·)/[ζ(/-Νλ·') — y (s' —Par'] ! 

Si, dans cette identité, nous égalons à zéro le coefhcient de x'2, 
celui de x'y' et celui de χ'ζ', nous obtiendrons les trois relations 
suivantes : 

d Ν d Ρ 

~ z lu + y dx~°* 
f/N rfP 

P- V + ̂  = °' 

N-5 λ+^Λ=°· 

En ajoutant ces équations, après avoir multiplié la premiere par dx, 
la deuxième par dy et la troisième par dz, il vient 

(ia) d.Vy — d.^z—o. 

le signe d se rapportant à la variation simultanée de x,y et s; on en 
conclut 
(i 3 ) Ρ y — Ν ζ = C, 
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G étant une constante. Cette relation, introduite dans l'intégrale (10), 
lui fait prendre la forme 

(ι4) α = ity' — Tz'+ Ça?') ψ (χ) — t; 

en différentiant enfin cette équation (14) et remplaçant —■> —> — 

par X, Y, Z, il vient 

(r-Y — jZ + CX) ψ (.r) -+■ ψ' (χ) (zjr' — j-z'-h Cx')x' — 1=0, 

équation qui ne peut être identique que si l'on a 

ψ' ('*0 = °j 
et, par suite, 

ψ (λ?) = G,, 

C
(
 désignant une constante. L'intégrale cherchée est donc enfin 

(i5) {zl' — )"%'+ Cx') G, — t — a; 

elle convient à tous les problèmes dans lesquels les forces satisfont à 
la condition 
(16) (sY-jZ + CX) G,-1 = 0. 

XX. 

Examinons enfin les intégrales renfermées dans la forme (6) : 

(6) α = F | [z( j'— Ν a?') — y (2'— Ρ#')]
2
 — jrVarj· 

Si nous différentions cette équation en posant 

('7) L*(/—H»") ? (;"R) = 

il viendra 

j j
 Z

'(/-A*') +
 Z

(Y-NX) ^ 

\-£{*'dï+xyfr+** Ώ) / 

É"(/-^')-r(^'-P^)] j_y(ï'_p^)_r(Z_PX) 

+
 tl RZ — sr' d

 Y

 ̂  
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Si, dans cette équation, nous remplaçons y' par sa valeur déduite de 
la relation (17), nous pourrons considérer, dans le résultat, x, y, ζ, 
χ', ζ', m, comme six variables indépendantes, et, par suite, décompo-
ser l'équation (18) en plusieurs autres. Nous écrirons, d'abord, que 
le coefficient de x' est égal à zéro. On obtient ainsi 

I / fy V j ~ U + '? &' *) W + Γ \/U + ? (r'*) I ] 

F rp — ζ Ν <p r/ <p 1 
s3 c/r da: j 

En effectuant les multiplications indiquées, on voit que cette équation 
est de la forme 

('9) J + £(A
 +

 B«) = o, 

A et Β étant indépendants de u. a. ne contenant que les variables χ 
et u, cette équation exige que y et ζ disparaissent aussi de A et Β, 
et que ces lettres soient fonctions de la seule variable x. Nous pou-
vons donc écrire 

(20) d£+^
u

[f
{
{x)^-u9î{x)] = o. 

Pour intégrer cette équation, il faut considérer le système 

, , du dx 
v ?ι {χ) + (χ) ο 

l'une des intégrales est 
α = constante. 

Pour en obtenir une seconde, mettons l'équation (21) sous la forme 

(22) 9,(;r) Hh «?
2
(x)= d£· 

Cette équation étant linéaire, son intégrale est de la forme 

u — Οψ, (λ·) + ψ2 (χ), 
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ou, en résolvant par rapport à la constante, 

R
 « — Ψ

2
(^) 

Ψ.(*) ' 

d'où l'on conclut que l'intégrale de l'équation (20) est 

(23) α = F [">5^1 

ce qui équivaut évidemment à 

(24 oc, = —τ-f-—1 

α, désignant une nouvelle constante. Par conséquent, en remettant 
pour u sa valeur, on voit que l'intégrale cherchée doit être de la 
forme 

[(yz'~ zf) -1- x'(Pz — N/)]2 — φ ί-, χ ] — è2(x) 

(*5) *' 
ou, en posant 

9il, Λ _Ψ2(^) 

(26) oc = [(jz'~ ζγ') -h œ'(V ζ ~ Nj)j2F(a?) - f (Ζ,
 x 

j. 

En différentiant cette intégrale et remplaçant, dans le résultat, 

— par X, Y, Z, nous obtiendrons l'identité 

f , dΡ , ,dΡ , ,rfP\ Ι 

\ dx dy dz j \ — o, 

-r{x2d*+xy7ty+xzdï ) J 

4- F' (x)x'[yz—z/+.i'(Pz — Nj)]! 

_ df_ τ, _ d£ zf — yz' 

En égalant à zéro le coefficient de x'2, on obtient 

2 F (a?) (Pz — Nj·") (z§ ~ J^) +
 F'(.r ) (Ps - Njr)

2
 = o, 

Tome XVH. — AVRIL I85X 21 
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ou, ce qui revient au même, 

^(Pz_Nr)^ f, 
Ρ ζ — Njr 2F (.r)' 

et, en intégrant et remarquant que la constante peut être une fonc-
tion de ζ et de r, 

(Pz - Nj-)s.F(ar) = <p(z,y). 

A l'aide de cette relation et en posant 

\/F (a?) = F, (.r), \Ιφ(τ, ζ) = ψ, {y, ζ), 

l'intégrale (26) prend la forme 

(27) + φ, (7, ζ) χ']2 - / (X zr) =x. 

En différentiant cette équation (27), on obtient 

; Γ (y 2 — a Y) F, (x)-t-(rz' — zy') ν,[χ):r' 1 

_dj_y'.-zy' _gy = 0> 

et, en égalant à zéro le coefficient de zr'2z' et celui de χ'2 γ', il vient 

(29) φ, {y, z) [jf, (zc) ■+■ = o, 

(30) ψ, {y, ζ) [- zF
t

(zr) + J-'] = o. 

Or les équations 
-£=~yF\ (x), 

J = ζ F', (zc) 

sont incompatibles: car F\ (x) (zdy — y dz) n'est pas une différen-
tielle exacte. On ne peut donc satisfaire aux équations (29) et (3o) 
que par l'une des hypothèses suivantes, 

f - iF'i(·*) = °' 
' ! ψ, (y, ζ) = constante, 
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et ces hypothèses, introduites dans l'intégrale (27), lui font prendre 
les deux formes 

(3i) )?-/(;' ■*) =*, 

(3a) [(j3'-zy)C + C
(
^]2 -/ (£>*) = a; 

et en écrivant que, par la différentiation, ces équations conduisent à 
des identités, on trouve facilement que, dans la première, F, (.r) 

doit être constant et j (f ' indépendant de x, et que, dans la 

seconde, j:·^ doit être une constante. Les intégrales cherchées 

sont donc enfin 

îjz' - *r')a-/(j) = 
[(jγζ' — zj') G + C, a1']9 = a ; 

elles rentrent l'une et l'autre dans celles que nous avions obtenues 
précédemment. 

XXI. 

Revenons actuellement à la forme 

(ι) α = F ( γ' — Nx', ζ' — Ρ χ', χ, y, ζ, t). 

Nous savofis (§ XIV) que Ν et Ρ satisfont aux deux équations 

S +Ni7 + P5T = °· 

S+Ksr + P 3T = °> 
et nous en avons conclu que des équations 

Ν = constante, P— constante, 
on déduirait 

dr —ά*—*' 

et, par suite, 
y' — Ν x' = ο, ζ' — Pa?' = ο ; 

■i l . 
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les deux différences γ' — Nx' et z' — Vx' s'annulent donc l'une et 
l'autre avec dΝ et dΡ ; on en conclut facilement qu'en désignant par 
N' et P' les dérivées de Ν et de Ρ, ces deux différences sont de la 
forme 

y' — Njr'= AN' + BP', 
ζ,' — P^' = A(N'+ B,P', 

λ, Β, A,, B, étant des fonctions de x, y, z. D'après cela, l'inté-
grale (i) est de la forme 

0) α = F (Ν', Ρ', χ, y, z, t). 

Si donc on prend pour coordonnées Ν et Ρ, et une troisième fonc-
tion Q de χ ,y et z, on pourra considérer x, y, z comme des fonctions 
de N, P, Q, et écrire 

α — F (Ν', Ρ', N, P, Q, t), 

N et P désignant les paramètres d'un système de droites et Q une 
fonction quelconque. 

XXII. 

Je traiterai en particulier le cas où les droites représentées par les 
équations 

N = constante , P — constante, 

sont normales à une série de surfaces. Nous pouvons supposer, dans 
ce cas, que Q soit précisément le paramètre de ces surfaces. De plus, 
on peut évidemment substituer à N et P deux fonctions quelconques 
de ces variables, et il est aisé de voir que ces fonctions peuvent être 
choisies de telle sorte que chacune d'elles, égalée à une constante, 
représente les surfaces développables formées par les normales menées 
aux différents points d'une ligne de courbure. En désignant par q, 
et y, ces deux fonctions de N et P et par q

3
 le paramètre des surfaces 

orthogonales à nos droites, les variables q,, q
2

, q
3
 formeront un sys-

tème de coordonnées curvilignes orthogonales. L'intégrale «conservera 
d'ailleurs la forme 

ί3) « — F (<7,, q
2

, q
t

, q2i q^ii t)· 
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Soit 

ds2 = kdq\ -+- Β dq\ + C dq\ 

l'expression du carré de la distance de deux points infiniment voisins, 
en sorte que la demi-force vive Τ ait pour expression 

T = ^(.a?;
2 + B9;

2 + C7'
3

2). 

D'après les formules générales de Lagrange, deux des équations du 
mouvement seront 

i /\ d . , ι , dB ι , , dC ι , .. dk „ 

(;j) - ;9i *Tq- - -
 rf7

 = Qs » 

Q, et Q
2
 étant des fonctions de q,, <y

2 T
 qui dépendent des forces 

accélératrices. 
Ces équations se simplifient si l'on remarque que les surfaces dont 

l'équation est 
qt — constante 

étant parallèles, le coefficient C est indépendant de q
t et de <y

2
, et il 

reste, en effectuant les differentiations indiquées, 

, d2 7, ι , „ dk ι , „ <ÎB , , dk , , dk „ 

(7) B
 Vl

 + î,îs
^;~

<7iîs

^:
=Qï

· 

En différentiant l'intégrale (3) et remplaçant —par leurs 

valeurs déduites des équations (6) et (η), il vient 

do: da. , da. , dot ,: 

+ dq j^ Ίζβ* 

- τ ̂  U
?1
 ^ ~ dïi

 + 9t q% + qi 93
 dï' ~

 Q
« ) 

~ b w, U
?2 + + )■ 
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en égalant à zéro le coefficient de q'
3
 dans cette dernière équation, on 

obtient 
dci ι dk , du ι dB , da. 
d'IS A dq, 1 dq[ Β dq, dq\ °' 

équation différentielle partielle du premier ordre, dont on déduit, par 
l'intégration, 

α = F {Aq, , Β, ry,, q2, t). 

XXIII. 

Il est essentiel, avant d'aller plus loin, de chercher la forme des 
coefficients A et Β qui figurent dans notre intégrale. A et Β sont, on 
s'en souvient, les coefficients de dq\ et dq\ dans l'expression du carré 
de la distance de deux points infiniment voisins. Adq\ est, par con-
séquent, le carré de la distance de deux points qui correspondent à 
des valeurs égales de q

2
 et de q

3
. Ce produit est, par conséquent, le 

carré de l'arc que deux normales infiniment voisines, menées par 
deux points d'une même ligne de courbure, interceptent sur l'une 
des surfaces qu'elles coupent à angle droit. Or, en supposant que le 
paramètre q

3
 soit précisément la distance des diverses surfaces à l'une 

d'elles choisie arbitrairement, il est facile de voir que l'arc dont nous 
parlons croît proportionnellement à q

3
, et qu'il est de la forme 

[ψ (<"/< > ii) + iA > 

da étant l'angle des deux normales considérées. Cet angle est d'ail-
leurs de la forme 

r/ω = ψ (</,, q
2

) dq, , 

en sorte que la valeur de Adq\ peut être représentée par 

(M + Ν q
3
fdq\, 

M et Ν étant des fonctions de q, et de q
2

. On a donc enfin 

A = (M + Nry
3
)2. 

On verra de même que l'on a 

B = (M, + N
t?3

)2, 

M, et N, étant, comme M et N, indépendants de q
t

. 
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XXIV. 

En différentiant l'intégrale 

(0 a = F(A.q'
t
, Bq„ q„ t), 

et posant, pour abréger, A= u, Βq'2 = ν, on obtient, après avoir 

remplacé et —γ par leurs valeurs, 

da da , da , 
dt dq, ^1 dq^ 

I da I , „ dA , , dA , , dA\ 
\ + Ta (//' lûq, + + 

(aM +Â +9i9
2i
- + 937

3
^) 

- 5« U?. ~
 2
 î. ^ + ?. + 1. 735- - Qi ) 

ι da /1 , „ Ί/Β 1 , „ RFA , , Ί/Β , , O?B \ 

et l'on voit que les termes en q'
3 disparaissent d'eux-mêmes , ainsi qu'on 

devait s'y attendre. Si l'on fait, en outre, d'autres réductions faciles et 

que l'on remplace q\ et q'
2
 par γ, g et A et Β par leurs valeurs données 

plus haut, l'équation précédente devient 

I dcc dc/L U, dcJL i> 

+ du L (M + H?1)' + (Μ,η-Ν,^)3' + 

\ +57 L" (M + N^ + * (HTktw + Q'J = °-

Si nous déduisons de cette équation l'expression de la somme 

^ Q, -H ̂  Q
2

, nous verrons que cette somme, considérée comme 
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fonction de q3, est nécessairement de la forme 

I du + 7ά> ^ + . m \
 (/ I , G.__ , 

1 """ (Μ, + Λ-,ν,)' η ;.u, •".Ν,?..:'' 

H. II,, H
2

, G,, G
2
 étant des fonctions indépendantes de q

3
. Si, dans 

cette équation (4), on remplace il et ο par les nouvelles valeurs u
{ 

et e,, on formera une équation nouvelle dans laquelle Q, et Q
2
 con-

serveront les mêmes valeurs, puisqu'ils sont indépendants de u et de ν ; 
et, de cette équation, jointe à la précédente, on pourra déduire les 
valeurs de Q, et Q

2
 qui, évidemment, seront de la forme 

^ _ ' + + (M+N^ + (Μ, + ΝΓΪΓ? + M, -r Ν <y ; * 

t») Q
2
 — I + (Μ + Κ^Γ'

 +
 (M + K^p

 +
 (MT+MÛ

5 +
 (ΜΓ+ΊΝΤ?")"

: 

k,, K
2

, K
3

, L,, L
2

, E
(

, Ε.,, E
3

, F,, F
2

, étant indépendants de <y
3

, et 
indépendants aussi de u et de e, puisque ces lettres ne figurent ni dans 
Q

(
 ni dans Q

2
. 

Le raisonnement précédent ne serait en défaut que si ~ : ~ était 

indépendant de u et de e. Mais alors, en désignant ce rapport par k, 
α serait une fonction de u 4- Κ ν, et nous rentrerions dans un cas déjà 
traité. 

Nous devons maintenant distinguer deux cas : 

ι . Le rapport — est égal a — ; 

a0. Le rapport ^ est different de —■ 

Dans le premier de ces cas, les fractions qui ont pour dénomina-
teur une puissance de M-t- N<y

s
 peuvent se réduire avec celles qui 

ont pour dénominateur une puissance de M, -+- N, <y
3

. 

Dans le second, une pareille réduction est évidemment impossible , 
et les deux groupes de termes doivent se détruire séparément. 

En se reportant à la signification des quantités M, Ν, M,, N,, 
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on voit sans peine que ̂  et ̂  sont les deux rayons de courbure de la 

surface représentée par l'équation 

q-i = o; 

dans le premier des cas considérés, ces deux rayons étant égaux, la 
surface est une sphère, et il en est de même de toutes les surfaces 
parallèles. 

Examinons actuellement le cas où ̂  et ̂  n'auraient pas la même 

valeur; il faut alors, évidemment, que les termes dont le dénomina-
teur est une puissance de M -+- T$q3, se détruisent entre eux dans 
l'équation (3) et qu'il en soit, de même de ceux dont le dénominateur 
est M, -t-N, qs. Pour exprimer qu'il en ainsi, nous distinguerons plu-
sieurs cas : 

i°. Les fractions 

dM rfN d M d:s d M, rfN, f/M, rfN, 
dq, dq, dq

2
 ^ dq

2
 dq, dq, dq

2
 dq, 

(M + Nfa)3 ' "(M + N^)3' (M, -f-N,?,)»' (M, -t-N,?,)5 ' 

ont toutes un facteur fonction de q
3

, commun à leurs deux teimes, 
et, toute réduction faite, ne contiennent, en dénominateur, que 

!M + N
Î3

)2, (M, + N, qff', 

20. Cette réduction se présente pour les fractions dont le déno-
minateur contient (M-t-N^

3
) et ne se présente pas pour les deux 

autres; 

3°. Cette réduction ne se présente ni pour les deux fractions qui 
contiennent M -t- N</

3
 en dénominateur, ni pour les deux autres qui 

contiennent M, -+- N, q
3

. 

Dans le premier des trois cas précédents, on doit avoir évidemment 

d M d Ν rfM 
dq1 dq, dq 

2
 dq, 

~Μ"-1Γ ΊΓ — "Ν" ' 
ί£Μ, ί/Ν, <iMi rfN, 
dq, dq, dq

2
 dq, 

~M7 — "W' "ΜΓ~ΊΓ' 
Tome XVII. — AVRIL 18Î2. 22 
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el de ces équations on conclut sans peine que ^ et sont l'un et 

l'autre constants; la surface représentée par l'équation 

73—o 

a donc ses deux rayons de courbure constants, par conséquent elle 
est une sphère. 

Dans le second des cas énumérés plus haut, on doit avoir 

dm dy f/M dy 
dif, df/

l
 dq

2
 dq, 

~M — Ί>Γ' ΊΓ — ~N ' 

et l'on peut conclure de ces deux équations que le rapport ^ est 

constant, et que, par conséquent, la surface représentée par l'équa-
tion 

q, = ο 

a l'un de ses rayons de courbure constants et quelle est une su face 
canal. 

Enfin, dans le troisième cas, nous pouvons égaler séparément à 
zéro, l'ensemble des termes qui contiennent (M + ~Nq

3
)3 en dénomi-

nateur, ainsi que ceux qui contiennent (M, -+- Ν,ςί^)3; nous aurons 
ainsi, en ayant égard aux valeurs de Q, et Q

2
, 

(7) ®=a L" for
+

 ''* -h,) *
 R

*J
+ * L" ter

+
 ♦· )

 +
 V 

ι8> ° = Tu L"" (, + '/· sr) +
 L
'J

+
 m L"" ( if. * ι>«+)

+1
'\ ' 

Or la première de ces équations prouve que ~ est indépendant 

de v, et la seconde, que ce rapport est indépendant de u-, on peut 
donc en conclure qu'il ne dépend ni de u ni de ν : en désignant sa 
valeur par R, il en résulte, comme on l'a déjà remarqué, que α est 
une fonction de u -+- Rc, et nous rentrons dans 1111 cas déjà étudié. 

Les seuls cas nouveaux que nous ayons à examiner, sont donc ceux 
où les surfaces représentées par l'équation 

q 3 = constante 

sont des sphères concentriques ou des su faces canaux. 
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XXV. 

Occupons-nous particulièrement du cas où les surfaces représentées 
par l'équation 

'h — ο 

sont des sphères concentriques. Le système des coordonnées désignées 
par q,, q

2
, q

s se réduit alors, si l'on veut, au système ordinaire de 
coordonnées polaires que nous représenterons, comme on le fait 
habituellement, par θ , ψ, p. Le carré de la distance de deux points est 
représenté, comme on sait, par 

ds" = p2dS2 + ρ2 sin2#oty2 -+- dp% 

en sorte que les quantités désignées par A et Β sont, respectivement, 

A = ρ2, 

Β — ρ2 sin2 θ, 

et la forme de l'intégrale cherchée est, par conséquent, 

(ι)
 α

=<ρ(ρ
2
^> ρ2 sin20^, β,ψ,ί)· 

Si nous substituons actuellement des coordonnées rectilignes x, y, ζ, 
aux coordonnées polaires ρ , θ, ψ , nous trouverons facilement 

ρ2 sin2 θ J = xy' -yχ', 

p2 -y
t
 = cos ψ (xz' — zx') -+- sin ψ (ζ y* — yz'); 

ce qui met l'équation (ι) sous la forme 

α = f[x'y— y'x, costy(xz'—zx')-\-smty(zy' — yz'), β,ψ,ί], 

et, en remarquant que l'un des trois binômes, xy' — yx', xz' — zx', 
yz' — zy', est fonction des deux autres et des angles θ et ψ, et que θ 

et ψ dépendent eux-mêmes de ^ on peut écrire 

α = F [xz' — zx', xy' — yx', 

22.. 
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telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse mettre l'inté 
grale cherchée. 

XXVI. 

La dérivée ̂  est, comme on l'a rappelé plusieurs fois, égale à ο 

ou à — ι. L'étude du cas où elle est nulle conduit à un résultat remar-
quable. L'intégrale obtenue dans le paragraphe précédent prend alors 
la forme 

(i) y. = F (^xz' — zx', xj' — jx', *-■> ^ · 

Différentions cette équation en posant, pour abréger, 

xz' — zx' — U , Xj' — JX' = V, = ρ , : -Γ ij , 

nous obtiendrons, après avoir remplacé , —■> — » par X, Y, Z, 

<*> £ -
 zX

>
+

 τ. ~ r") + % (? + % i) = ° ■ 

ou , en multipliant tous les termes par χ2, 

( 3) ~(xZ-zX) χ2 + ~ (xY-rX) x2 -i- ~ u + t^
v
 = o. 

Or cette équation (3) exprime qu'en considérant ρ et q comme les 
coordonnées rectilignes d'un point dans un plan, et u, ν comme les 
composantes de la vitesse de ce point, parallèlement aux axes, 

(4) « = F («, e, ρ, η) 

est une intégrale des équations du mouvement d'un point sollicité pai 
une force accélératrice dont les composantes seraient 

x2(xY—jX) et Λ'2 (xZ — zX), 

ces composantes étant considérées comme fonctions de ρ et q et d'une 
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troisième variable que l'on considérera comme un paramètre con-
stant. 

Si donc, réciproquement, on résout un problème quelconque relatil 
au mouvement dans un plan, en supposant un point sollicité par une 
force dont les composantes Xp et Y? soient des fonctions quelconques 
des coordonnées ρ et </, si l'on prend une intégrale des équations du 
mouvement 

a
 —

 F i/U ?> "> v
)> 

u et ν désignant les composantes des vitesses, l'équation 

α = F y' χ — χ'γ, ζ'χ — x'zj 

sera une intégrale commune à tous les problèmes à trois dimensions, 
dans lesquels les composantes Χ, Y, Ζ de la force accélératrice sont 
liées par les équations 

χ- (Yχ -Xy) = Xp, 

y2 {Zx - Xz) = Y,. 

Ce théorème permet évidemment de former autant d'intégrales 
qu'on le voudra qui soient communes à un nombre infini de pro-
blèmes. 

XX VIT. 

La dépendance qui se trouve établie par le théorème précédent entre 
les intégrales communes à plusieurs problèmes relatifs au mouvement 
dans l'espace, et les intégrales quelconques des équations du mouve-
ment dans un plan, existe également entre les intégrales communes à 
plusieurs problèmes à deux dimensions et les intégrales quelconques 
des équations du mouvement rectiligne. Sans donner ici une démons-
tration nouvelle, rendue bien facile par ce qui précède, nous allons 
montrer que l'on peut, de cette manière, obtenir une des solutions 
trouvées au § IX. 

L'équation différentielle du mouvement rectiligne d'un point est, 
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en effet. 

i) —- = X. 

X désignant une fonction de x. 
L'intégrale est de la forme 

a = (§')"- ? (;)' 

φ (x) représentant ici % f Χώ 

Si dans cette intégrale nous remplaçons x par r- et ̂  par yx' — χγ'. 

nous obtiendrons 

( yx' - xff -?(■£) = «, 

ce qui est précisément l'intégrale obtenue au § IX. 


