JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

J. BERTRAND

Mémoire sur les intégrales communes a plusieurs

problemes de mécanique

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 17 (1852), p. 121-174.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1852_1_17__121_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1852_1_17__121_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA
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vy

MEMOIRE

Sur les intégrales communes a plusteurs  problemes

de Mécanique;

Par M. J. BERTRAND.

{Présenté & I’Academie des Sciences, le 12 Mai 1851.)

Les théorémes généraux de la Mécaunique peuvent se partager en
deux classes. Les uns, comme le principe des forces vives, sont des
propriétés générales dans leur énoncé, mais variables dans leur
expression analytique avec les forces qui agissent sur le systéme. Les
autres, comme le principe des aires et le principe du mouvement du
centre de gravité, exigent seulement que les forces remplissent cer-
taines conditions et fournissent alors des intégrales indépendantes de
leur expression précise. Il m’a semblé intéressant d’examiner quelle
est, entre ces deux classes d’intégrales, celle que I'on doit regarder
comme exceptionnelle. Pour y parvenir, j’ai résolu le probléme sui-
vant :

Etant connue une intégrale d’un probléeme de Mécanique, trouver
Uexpression des forces qui produisent le mouvement, c’est-a-dire trou-
ver quel est le probléeme.

La solution suppose seulement que les composantes des forces
puissent s’exprimer en fonction des coordonnées des points du sys-
teme; elle fait connaitre une équation différentieile partielle du second
ordre a laquelle doivent satisfaire toutes les intégrales des équations
dn mouvement, quelle que soit Pexpression des forces en fonction
des coordonnées des différents points.

Mais il arrive que, dans certains cas, la méthode générale est en
défaut et conduit, pour les forces, 2 des expressions indéterminées.
Ces cas sont les seuls dans lesquels I'intégrale puisse convenir & plu-
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sieurs problémes différents. La méthode fait connaitre les conditions
nécessaires pour que ces cas se présentent.

Jétudie particuliérement le cas ou le systeme se réduit & un point
unique. En supposant que le mouvement s’exécute dans un plan, je
fais voir que les intégrales qui peuvent convenir a plusieurs pro-
blémes différents sont au nombre de deux, qui, I'une et lautre,
comp‘rennent le principe des aires comme cas particulier. En sup-
posant ensuite que le point soit placé sur une surface, je suis con-
duit & cette proposition remarquable : Pour que les équations du
mouvement d’un point placé sur une surface aient une intégrale inde-
pendante du temnps, et commune & plusieurs problémes, il faut que la
surface soit de révolution, ou applicable sur une surface de révolu-
tion. En supposant cette condition remplie, je donne la forme de I'in-
tégrale, et Vexpression générale des forces dans les problemes aux-
quels elle s’applique. Pexamine, enfin, le cas plus général, o un
point peut se mouvoir librement dans 'espace. Le nombre des inté-
grales communes a plusicurs problémes devient alors infini. Apres
avoir fait connaitre une forme générale qui les comprend toutes, je
montre comment on pourra obtenir autant de cas particu]iers quon le
voudra. T suffit, en effet, de résoudre un probléeme quelconque rela-
tif a2u mouvement dans un plan, et de faire subir a ses intégrales une
transformation trés-simple; on obtient ainsi une intégrale nouvelle qui
convient & un nombre infini de problémes différents relatifs au mou-
vement dans Iespace.

I.

Considérons un systeme de points complétement libres et sollicites
par des forces dont les composantes dépendent deleurs diverses coor-
dounées. En désignant par X;, Y;, Z; les composantes des forces acce-
lératrices qui sollicitent le point x;, 7, 3, les équations différentielles
du mouvement sont

d?x; d*y, d?z;
(1) '(’1;;,“_-Xt, an = Yo Tt;‘=Zi,

indice i devant prendre autant de valeurs qu’il y a de points dans le
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systeme. Soil
7 14 !
(2) a=F (X, iy Biyeey Xiy i Bienyl)

une intégrale contenant une constante arbitraire ¢, et résolue par
rapport A cette constante; nous allons montrer que I'on peut, en gé-
néral, de cette seule intégrale, déduire expression de toutes les for-
ces. Différentions, en effet, Iéquation {2) par rapport 4 ¢; nous ob-

!

(lx:. dyi ; P
T d pal‘Xz‘, Y, Z;,y

dz
tiendrons, aprés avoir remplacé

e _dax dx do do da . dp: do
’\5‘) 0——(5+27171'T‘ +@i'yi+ ’(‘l,;izi‘*‘z:i;i—xi"!_ dy: YL +a’z’. Ln

le signez s’étendant a toutes les valeurs entieres de i, comprises

entre 'unité et le nombre n des points considérés; or il est facile de
voir que cette équation (3) doit étre une identité, car on peut évi-
demment , 2 une époque donnée, assigrer des valeurs arbitraires aux
coordonnées des différents points et aux composantes de leurs vitesses,
Cest-a-dire aux seules quantités qui figurent dans cette équation.
I’équation (3) étant identique, on peut la différentier par rapport a
X:, ¥i, %, et former ainsi des équations nouvelles, en nombre égal a
celui des coordonnées des points du systeme. Ces équations, toutes
du premier degré par rapport aux composantes des forces, permet-
tent, en général, d’en déterminer la valeur, et nous pouvons, par
conséquent , énoncer le théoreme suivant :

Connaissant une intégrale des équations du mouvement d'un systéme
libre, on peut, en général, en déduire Uexpression des composantes
des forces accélératrices et trouver, par suite , quel est le probléme qui
a conduit a cette intégrale. ‘

Le calcul que nous venons d’indiquer rapidement conduirait pres-
que toujours & des contradictions, si I'on se donnait au hasard Pinté-
grale dont on vent déduire V'expression des forces. Il arriverait en
effet, en général, que les composantes X;, Y;, Z; renfermeraient, dans
leur expression, le temps et les composantes des vitesses, tandis que
le contraire a été supposé. De plus, les valeurs des composantes ayant

16.,
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été déduites des équations obtenues par la différentiation de P’équa-
tion (3), ne satisteraient pas, en général, & cette équation (3) elle-
mcine, et seraient par conséquent inadmissibles. On voit, d’apres cela,
(ue, sans connaitre expression des forces, on peut assigner un grand
nombre de conditions que doivent remplir les intégrales des équations
lu mouvement. On peut aussi rattacher {'une 4 'autre deux intégra-
les d'un méme probléeme, en écrivant que toutes deux conduisent i
assigner aux forces la méme expression. Je me borne 4 indiquer ici
ces remarques, dont le développement présenterait peut-étre quelque

intéret.

I1.

La méthode exposée pour obtenir Pexpression des forces a Vaide
d’une senle intégrale donne lien a4 une seconde remarque. Les équa-
tions du premier degré, auxquelles satisfont les composantes des
forces accélératrices, peuvent rentrer les unes dans les autres, et les
valeurs de celles-ci devenir, par suite, indéterminées. Dans ce cas,
intégrale proposée ne suffit pas a la détermination des forces et peut
convenir 4 plusieurs problémes différents.

I’examen de ces cas remarquables fait 'objet du présent Mémoire.
Je m’occuperai spécialement, dans ce premier travail, du cas ou le
systéme se réduit 2 un point unique.

II1.

Avant d’aller plus loin, il est essentiel de préciser la nature des
intégrales dont nous voulons nous occuper. Si le systéme considéré
se compose de n points, les intégrales complétes doivent contenir
67 constantes arbitraires en fonction desquelles et du temps, on peut
exprimer les coordonnées des différents points et les composantes des
vitesses, ce qui fera en tout 6n équations. Si I'on concoit que ces
6n équations soient résolues par rapport aux constanles, on ob-
tiendra des relations contenant chacune une constante arbitraire : ce
sont les intégrales que nous considérons. On peut faire, au sujet de la
forme de ces intégrales, une observation importante. Le temps, ne
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figurant dans les équations du mouvement que par sa différentielle ,
doit entrer, dans les intégrales, ajouté & une constante; en sorte que,
dans les équations qui font connaitre, en fonction du temps, les
coordonnées et les vitesses des points du systéme, P'une des 6n con-
stantes est combinée au temps par voie d’addition. Lors donc qu’on
résoudra ces équations par rapport aux constantes, en é¢liminant
pour cela toutes les constantes excepté une, le temps ne pourra
subsister dans le résultai que si la constante non éliminée est celie
dont il est inséparable, et, dans ce cas, en cherchant la valeur de
cette constante o, le calcul devra donner o + ¢, et, par suite, la
valeur de a sera de la forme

a=0 — 1,

¢ ne contenant pas ¢, D’apres cela, nous admettrons dans les mté-
grales que nouns allons étudier, et qui, par hypothese, sont résolues
par rapport & la constante qe’elles renferment, que le second membre
est ou indépendant du temps ou de la forme ¢ + #; en sorte que,
en désignant I'intégrale par

a =1,
[
d“soité alaooua —1
dt 8 ’

1V,

Supposons d’abord que le mouvement se fasse dans un plan et que
la position du point mobile dépende, par conséquent, de deux coor-
données x et y. Les équations du mouvement sont alors

d*x d*y -
() =X, gp=Y
X et Y désignant des fonctions quelconques de x et de y. .
Soit
(2) a=g¢(x, y,x, 11

une intégrale du systéme, on aura identiquement, comme nous l'avons
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remarqué plus haut,

d da da o -
(3) S+ o y+ X+de__o,

en différentiant I'équation (3) par rapport & x’, puis par rapport 4 y’,
on ‘obtient jes deux suivantes :

dla du d*a d?y
{ _ 4 —
(4) it Yt o) d.r" 5 X T Y =0,
d?a d?z da d*u dte
{ 4 -— 7 X —
() dx dy’ o dy dy’ y+ + dx’ dy'! + d]"’Y =

X et Y devant satisfaire aux équations (3), (4), (5), leur valeur sera
déterminée, 4 moins que deux de ces équations ne rentrent dans la
troisieme. On en conclut que le seul cas ou I'intégrale « puisse con-
venir a plusieurs questions est celui ou les coefficients de X et Y, dans

les équations (3), (4), (5), sont proportionnels, c’est-a-dire le cas
ou 'on a

dia d?a d?a d?q
o w_ah, T

de = daz de  ~— da

. . s . A
Les équations (6) s’intégrent facilement; elles prouvent que log % )

log ~ ont les mémes dérivées par rapport a x' et a y'. La différence
de ces deux logarithmes dépend donc des seules variables « et ¥, et 'on
a, par suite,

. da
(7) =0 (x, )

équation qui s’intégre facilement et de lagquelle on conclut
e=F[y'+x'0(x,7) x,7,t]

Telle est donc la forme la plus générale que puisse aveir une intégrale
commune a plusieurs problemes. 11 est facile de vérifier que , récipro-
quement, toutes les fois qu’une intégrale aura cette forme , la méthode
indiguée pour en déduire les forces sera en défaut. En répétant méme
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/
plusieurs fois la différentiation par rapport a x’ et a »’ des résultats
obtenus, les équations ainsi formées rentreraient toutes les unes dans
les autres.

V.

Nous allons chercher maintenant dans quel cas les équations ditfé-
rentielles du mouvement peuvent avoir une intégrate de la forme

(1) a=F|y +a'g(x,y),x, 1, t];

de cette équation on conclut, comme il a été dit, Videntité

P da da da da 12 @9 o dey
{(2) T +;l;] + - Y+Xo+a dx+'1]([}' = 0,

dans laquelle, pour abréger, mous représentons par u la somme
' +oxl

En remplacant,, dans ’équation (2), ' par u — a’¢, nous aurons

do Aoy d—“(u x'o)

(T'[_'_[{.I:(‘ d_}’ 4 (P
ely 4 X —f—r’2d—?+x’u—x’ )d—?.—o
+ + Xo + 2" ( Vg | =0

Cette équation étant identique, on peut égaler a zéro le coefficient
de x’*: on a ainsi

dy dy
()—% —C‘Od7’
ou, ce qui revient au meéme,
dg
__dr
= 5
T
dy
et, par suite,
d_(? ﬁy’ —~+ fl_?x’ ﬁ ,
7 = ’+ = /_'_x’d_x— fl;}:_,,__,v-ii,m.__ ———it.—_qi_
=7 [ =r do de¢ T de  dy¢’

dy dy dy Ay
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d’ou l'on conclut, en remarquant que {;l!—: est une fonction de x et de 3,
que l'intégrale
a=F(y'+x'¢,x, 7,1
peut s’écrire
a="F(¢, x, 7, 1),

o’ désignant la dérivée, par rapport a ¢, d’une fonction o (x, y) qui
satisfait a I'équation
d d

e _ ,dv _

dx ¢ dy
Or cette derniére équation s’integre sans difficulté, et l'on en
conclut
y=x¢ +F(p),
en sorte que I’équation
¢ = constante

représente une série de lignes drottes.

Nons pouvons donc, en résumant les résultats obtenus jusqu’ici,
énoncer le théoreme suivant :

Si une intégrale des équations di mouyement d’un point dans un
plan convient a deux probiémes diffcrents , elle est de la forme

O&:F<C‘D’,.’1‘,J‘,i:,

o' étant la dérivée d'une fonction qui, égalée a une constante , repre-
sente les dquations d’une scrie de lignes droites.

VI.

Pour déterminer plus complétement la forme de Iintégrale que
nous étudions, substituons aux coordonnées & et y deux variables ¢,
et ¢,, dont I'une soit précisément la fonction ¢ dont la dérivée figure
dans notre intégrale, et dont Pautre soit telle, que les courbes dont
Péquation est

g, = constante

soient orthogonales aux droites

¢, = constante.
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I’intégrale

(1) a=F(¢, x, 7, 1)
prendra alors la forme

(2) e=F (4, 9, 42> ?).

Pour former les équations du mouvement, par rapport a ces nou-
velles variables, nous ferons usage des formules générales données par
T.agrange. Soit

{3 ds* = Adqg? + Bdg}

Pexpression du carré de la distance de deux points infiniment voisins;
Pexpression de la demi-force vive sera alors

i m o 1 2 2y 1 ! 2 '2

(4) I=4(x?+p?)=5(Aq¢,"+Bg,*)

Or les équations du mouvement sont, d’apres les formules générales
de la Mécanique analytique,

d dT dT dx dy
) — e = = X— -
(‘J) P d([’l dq, Q“ Q| qul —+ quls
. d dT dT i - dy
(6) EdZ—?@’Q“ Qa——X"Jq‘z"f—Y’dTh-.

en développant 'équation (5), on la met sous la forme

; d*q, 1dA 1dB v dA
\7) A g+ P g g, — Q=0

dt? 2 E, ¥ 2 dg,

Les lignes représentées par I'équation g, = constante étant droites ,
leurs trajectoires orthogonales ont toutes mémes développées et sont
des courbes paralleles. La distance de celles qui correspondent aux
valeurs g, et ¢, - dg, de la variable ¢, est donc indépendante de g,
et, par suite, le coefficient B ne contient pas cette variable. On peut

. e dB ., _
donc supprimer, dans Iéquation (7), le terme en 77 il reste alors

, diq, 1 dA dA .

| —t - — 2 4= —_— )
8) ar T adg 1 g, D1 Q=0
En différentiant I'intégrale

a=F (g, g g2 1),

Tome XV1I. — Avaw 1852. vy
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on obtient
o 2 dz , . da diy,

. X
(9) °=wt gttty

. . . . i
et, par suite, en remplagant, dans cette équation (g), 7/' par sa va-

leur déduite de I’équation (8), on obtient 'identité

/

d o dax da 1 da (1 dA

dA U i A
—i—d—%q‘qz—Q,):o.

7

!

@ g T g T Ky

/ AY

ey
(IO) 2 df{: 11
Cette équation devant ¢tre identique, on peut égaler & zéro le coeffi-
cient de ¢,; on obtient ainsi

dont I'intégrale générale est

a=¢(Aq¢, . q,, 1)
VIL.

1l est essentiel, avant d’aller plus loin, de rechercher la forme du
coefficient A qui figure dans notre intégrale. A est, on s’en souvient,
le coefficient de dg; dans ’expression du carré de la distance de deux
points infiniment voisins. Adg? est, par conséquent, le carré de la
distance de deux points qui correspondent 4 une méme valeur de ¢, ,
¢'est-a-dire le carré de I'arc infiniment petit, intercepté par les droites
. et g, 4+ dg,, sur leur trajectoire orthogonale qui correspond a Ia

e

/ ., \\
) \
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valeur ¢,. Or, en désignant cet arc par mm, par dw I'angle des deux
droites, et par [ la distance qui sépare I’élément mm’ du point 0 ol
concourent les deux normales, on a

mm' = lde.
dew est,~évidemment, de la forme ¢(¢,)dq,; quanta {, on peut le

décomposer en deux parties, en nommant £ le point ou la droite om
perce une trajectoire orthogonale déterminée; on a

oM = ok + km.
Or, ok est fonction de la seule variable q,, et km peut étre considéré

comme étant la variable ¢, elle-méme, car les points pour lesquels km
a la méme valeur, forment une trajectoire orthogonale des droites

¢, = constante;
nous pouvons donc écrire
l=om=14(q,)+ q.

IYapres ces valeurs de [ et de dw, on voit que la distance mm’ est de
la forme

[Fi(q)) + q2F2(q.)] g,

et, par suite, son carré Adg? est égal a

[Fi(9:) + q:Fa (q) ] dais
on a donc, enfin,

[Fi(9:) + g2 Fa (9] = A
VIIL.

En différentiant, par rapport au temps, intégrale

(1) =0 (Aq,, ¢, t),

on obtient, en posant A¢, = u,
da _“I“ . da Aa,”ql ,2ﬂ+ v dA .
T ag T @\ A T g, g ) = o,

l7..
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ou, en remplacant %} par sa valear fournie par I’équation (3)(§ V1),

da dz , do

. 1dA .\
(3) ',7,“*‘3;(/14‘@(@—;@(11 )—0-

. . . i
Si, dans cette équation identique, on substitue 4 ¢ sa valeur A et

4 A, Texpression trouvée plus haut,

A=[F(q)+ ¢.F.(9) .

il vient
Ly da dz u da [ F (q.)+F,(q.)q:)

— — _— — - Q.
W G T are T @t QT T g £ aFla)T

« dx dz

tion de u, ¢, et . De plus, Q, est indépendant de «, et fonction seu-

Dans cette équation, ne contiennent pas ¢, , car « est fonc-

lement de ¢, et ¢, : il ne peut donc y avoir aucune réduction entre

HF =F,(q,) .
les termes QQ, et LE]*[ /lq({),l—i:lr_] Pf(;l(l")(l]fXJ, en sorte que ¢, ne peut dispa-
i 12\ G

raitre de I'équation (4), et celle-ci me peut, par conséquent, éire
ilentique, que si les deux fractions qui contiennent ¢, se détruisent
I'une par Pautre. Cela n’arrivera, évidemment, que si la fraction

Filg)+F,(q)
(Fi{q)+q:.F.(q))]

se réduit a ne plus avoir en dénominateur que le carré de la somme
Fi(q) + ¢:Fs(q4)
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que

Filg) _ Falq)
Fi(q) Fi(q)

d’ou l'on conclut, par I'intégration,
Fi (1) = CF.(q.)3
la valeur de A devient, d’apreés cela,

[Fi(g)]* (C+ g0
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et, par suite, la distance désignée par mm' (§ VII) est égale &
F,(q)(C + ¢:) dq,.

Cette distance est donc, pour une méme valeur de g,, proportionnelle
4 C—+ ¢,, mais elle est aussi, comme on le voit sur la figure du § VIT,
proportionnelle 3 0K + g¢,, et ces deux résultats ne peuvent s’accorder
que si on a

oK = C.

T.a distance oK étant constante, la courbe lieu des points K a son
rayon de courbure constant et est, par conséquent, un cercle. Tes
droites dont Yéquation est

¢, = constante,
étant normales & cette courbe, passent toutes par un meéme point; en

sorte que les variables g, et ¢, forment un systeme de coordonnées
polaires. Posons donc, en adoptant la notation ordinaire,

g, = o,
G =775

le carré de la distance de deux points infiniment voisins sera, comme
on sait

dp* = dr* + r*dw?®,

et, par suite, V'intégrale prend la forme

— 2 4o
05——-(P<r '(7;’ O),f'

IX.
En différentiant 'intégrale
, do
(1) a:qo(r’g;, W, t)a
. . . do
on obtient, en posant, pour simplifier r* — =,

floc do dw da o 'drdw ’2d’w»_ .
it deat @\ wga T @) T
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mais I'une des équations du mouvement est, dans le cas actuel.

. dr dw o d%w .
\5) 27"7[7;—*—-1” (II’HQ'.

Par suite, on doit avoir identiquement

do da dow

du
(4) Ztamam T =0

dw u
et, en remplagant - par —»
do dx u du

(D) 7t+d_m;;+(712(‘-)4::0'

oy . .y , . . .. i
IT: est, nous I'avons dit (§ 1IT), égal &4 0 ou & — 1; faisons successive-
ment ces deux hypotheses.

. dy ). . \ I I
Si g est nul, 'équation (5) se réduit a

da u da

oz

, . . . , d
r, u, » €tant trois variables indépendantes, et f, 5, he contenant
0} (2144

pas r, cette équation exige que Pon ait

et, par suite,

(7) l};u—l— E@(b)):o,

dont Pintégrale est

.8) «=F| L+ fp(0)do |

Telle est donc la forme de I'intégrale cherchée; elle équivaut a

(9) constante:§+fcp(w)dc.),

et elle convient i tous les problémes dans lesquels ia quantité

(o)

désignée par Q, est égale a

e
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Cette quantité Q, est définie par ’équation

d. 7} .

Q=XZ 4+YZ r(Ycosw — Xsinw);
dw dew

il suffit donc, pour que les équations d’un probléme admettent I’inté-

grale (9), que 'on ait, en désignant par X et Y les composantes de la
force accélératrice,

w(z)
(10) Ycosw — Xsine = &9 = 1\7

rli

intégrale (g), exprimée en coordonnées rectilignes, prend alors Ia
forme

(r1) constante — F <£) + (' — xy' ).

S o cond 1 do o eoal Péquation (51
Supposons, en second lieu, que — soit égal & —1, Péquation (5)
devient

(lQ) "'I"*"—'—"'i—%Q‘:O;

o da , .
f et —— ne contenant pas r, Q, est évidemment de la forme
13 (0]

Q= f(w)+ £

Cette valeur, substituée dans I'équation (r2), lui fait prendre la
forme
da u

dw r?

— 1+

da da [2)
Ef(w)—i——d_uq‘fz): ?

et, comme elle doit étre identique, elle entraine les deux sui-
vantes :

d
»—1+ﬁf(o)):o,

da da

Eu—l—cluq)(w) = 0.

La premiére de ces équations prouve que « doit étre de la forme
u
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cette valeur, substituée dans la seconde, donne

d 1
do flw)

2

+ F (0)u — ;E%; =o,

ce qui exige, puisque « et » sont indépendants,

— U

— =0, I (»)=o, =0

I P A . A . i
— ne pouvant évidemment pas étre nul, car alors u disparaitrail de
Sfim)
Pintégrale; la derniére de ces équations se réduit a

v = o.

Les deux autres prouvent que les fonctions f et F, sont des constanties,
en sorte que

C étant une constante.
. 1 B
f.a valeur de Q, devient, en v remplacant — par C, et b(n)}

VA

par o,

c’est-a-dire que I'on doit avoir
r(Y cos w — X sin w; = constante;
et toutes les fois que les forces rempliront cette condition, les equa-

tions différentielles du probléme auront pour intégrale

5 o
= il
¢ =GCr =

Nous avons donc trouvé les seules intégrales qui conviennent a plu-
sieurs problemes différents relatifs au mouvement d’un point libre
dans un plan.

X.

La méthode générale a I'aide de laquelle nous trouvons les forces
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accélératrices, forsqu’une seule intégrale nous est donnée, s'applique,
sans modification, au cas d’un systéme dont les points ne sont pas
libres. Si nous nommeons 91y §25---5 gp les p variables indépendantes,
en fonction desquelles les liaisons permettent d'exprimer toutes les
coordonnées, les équations du mouvement sont de la forme

d dT dT ddT daT d dT dT
(1 a;z*@—Qn ;tggz—‘d“qz-Qn---a EZ}—;-E~Q"’

T désignant la demi-force vive qui est une fonction homogéne du se-
cond degré de ¢, q,,..., 4., et Q,, Q,,..., Q, étant des fonctions de
915 935---5 gp, qui dépendent des forces accélératrices. Soit

(2) &= 0(t, Gir Gayeers Gp) Gis Gorees )
une intégrale du systéme (1); on obtiendra, en la différentiant ,
__de do da dq;

le signe 2 g'étendant aux valeurs entiéres de 7, moindres que p. En
d’q, d'q,
&t der
duites des équations (1), on obtiendra une relation dans laquelle Q,,
Q,-.., Q, entreront au premier degré. Cette relation ne contenant plus
que les quantités ¢, q,, ¢,,..., 927912925+ §'»» auxquelles on pent attri-
buer des valeurs arbitraires et indépendantes les unes des autres , devra
étre une identité : on pourra, par conséquent, la différentier par rap-
port 2 ¢\, ¢5,...; ¢p, et on formera ainsi p équations nouvelles
qui, contenant aussi Q,, Q,,..., Q, au premier degré, permettront,
en général, de déterminer la valeur de ces inconnues. Ces cas, dans
lesquels cette méthode est en défaut, sont évidemment les seuls dans
lesquels une méme intégrale puisse convenir i plusieurs problémes
différents. 11 est intéressant de les étudier. Nous nous bornerons ici au
cas d’un point unique, que d’abord nous supposerons assujetti a
rester sur une surface donnée.

remettant dans cette équation (3), pour »+++» leurs valeurs dé-

XI.

Soient q, et g, les parameétres de deux systemes de courbes orthogo-
Tome XVIL. — AvrwL 1852. 1£e]
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nales tracées sur la surface que le point ne doit pas quitter; le carré
de la distance de deux points infiniment voisins aura une expression

de la forme
ds* = Adg? +Bdg3;

Fexpression de la demi-force vive est, par suite,

/

T = (Aq,” +Bdg,"),

d’ot1 'on conclut que les denx équations du mouvement sont

dg, 1dA ., dA , 1dB ,,
A tsa 1 t 2T a1 = Qi
dg¢ 1dB ,, dB ., . 1 dA .,
B_d,—z"'_;¢EQ1 +(E‘I1(]1 2%‘11 =Q,

En procédant absolument comme on I'a fait au § IV, on verra qu’'une
intégrale

2=9(t 92 ¢+ §1r G2)

suffit 2 la détermination de Q, et Q,, & moins quelle ne soit de la
forme

a=29[t, qis 420 ¢4+ ¢ (g1s 2) G2 ]-

il nous reste donc & chercher dans quels cas une intégrale peut pre-
senter cette forme.

XII.

La somme ¢, -+ § (¢, ¢2)¢,, multipliée par un facteur convenable,
peut toujours devenir une dérivée exacte m'. Prenons pour variables
indépendantes la valeur de m, et le parametre n des trajectoires ortho-
gonales aux courbes représentées par m = constante; 'intégrale con-
sidérée prendra, comme on le voit bien facilement, la forme

(1) a=¢(t, m, n, m').

Si nous supposons que I'on ait, dans ce nouveau systéme de coor-
données,

{2) ds* = adm® + bdn?,
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les équations du mouvement ne différeront de celles du paragraphe
précédent que par le changement de A, B, ¢, ¢», en a, b, m, n.

crrr . ., d*m
On aura, en différentiant I'intégrale (1), et remplagant —— par sa
valeur,
1 da 1da , , k
—-——mnc——-———nn
(3) 0o=T Dy g Ly L 22 2 dm > dn =0
=/ T dt  dm ., dn adm’ vdb o, Q -
2 dm .

Cette équation devant étre identique, le coefficient de n'? et celui de '
q )
peuvent étre égalés séparément 4 zéro. On a donc

db
(4) In =
da 1 dx ,da__
(5) e = 7 =0

L’équation (5) peut s’'intégrer; on en conclut facilement

(6) o=¢(am',m,t).

Quant a Péquation (4), elle prouve que le produit & dn?, c’est-a-dire
le carré de la distance des courbes qui correspondent aux valeurs n
et n -+ dn du parameétre n, est indépendant de m. Ces deux courbes
sont donc partout également distantes : or on prouve facilement que
si une série de courbes tracées sur une surtace sont telles, que la dis-
tance de deux courbes infiniment voisines soit constante, leurs trajec-
toires orthogonales sont des lignes géodésiques. Par conséquent, dans
le cas actuel, les lignes représentées par m = constante sont des lignes
géodésiques. En supprimant dans 'équation (3) les termes en n’ et
en n'*, et en remarquant en outre que I'on a, en posant am’= u, et
considérant « comine fonction de m, n et U,

de _ da du da

—— T — —_— [
(7) dm dm + dn mn dm’
da do
(8 222
kk ) dml du a’

cette équation (3) devient

(9) de | (42 dedau\u | def1da
C dm+du dmal a du \ 2 dm a*

'_Q|> =0,
18..

dr
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S . .. da
ou, en rf‘_‘dlllsant et lelsant pat‘ —
’ du

de da

dr dm u 1 da u?
{ —Z — - = 0.
“'0) da du a 2 dm a* + Q‘

du du

. d . . P b
Si nous supposons d’abord ?l% = 0, cette équation se réduit a

da
/ dm u 1 da *
\II) d—;;-f-;m;—f—Q‘———O,

du
4 . Y , .
(;T:a a et Q, étant indépendants de u, on conclut de cette équation que
da
dm o ... by (
d—': doit étre de la forme ¢, (m) + V—Zl‘—m—),
du

da

\ dm _ Yo (m)

(12) E_uq),(m)—i————u .

du

Pour intégrer cette équation, il faut d’abord considérer le systeme

d’équations simultanées
N — di d
(13) dm = —— 2 =22

wh(m 2L 0

L’une des intégrales est
o = constante;

our trouver Pautre, mettons I'équation (13) sous {a forme
p ’ q

(14) 2

+ @, (m) + ¢y (m) = o.

Comme elle est linéaire par rapport a u?, son intégrale est de la forme

w—F,(m)

(15) u*=CF,(m)+Fy(m), C= )
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par suite, l'intégrale générale de I'équation (12) est
2 F,(m)]

Or cette intégrale équivaut évidemment 4

u:— F, (i)

(17) & =" = () + film) = @ m f, () + fo ()

car il revient au méme d’écrire qu'une expression est constante ou
qu’une fonction de cette expression est constante.

En substituant, dans I'équation (11), la valeur de o fournie par
Yéquation (17), on trouve facilement

" (m da
(18) G =
Salm)
([9) Q‘+2f(m)_0’
I'équation (18) s'integre et prouve que & est de la forme
_ F(n)
(20) ©= Fim)

m désigne, on s'en souvient, le paramétre d’une série de lignes géodé-
siques, et 7 celui de leurs trajectoires orthogonales. Or M. Liouville
a prouvé, dans ses Notes a la Géométrie aralytique de Monge, que
le coefficient @ ne peut prendre cette forme que dans le cas ou la
surface que l'on considére est applicable sur une surface de révolu-
tion (page 596). Nous pouvons donc énoncer ce théoréme remar-
quable :

Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution sont les seules
sur lesquelles deusx points mobiles sollicités par des forces différentes
puissent avoir une intégrale commune indépendante du temps , pour les
équations différentielles de leur mouvement.

La forme la plus générale de cette intégrale, et les conditions que
doivent remplir les forces, sont exprimées par les équations (17)

et (19).



142 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

[l nous reste enfin & considérer le cas ou I'intégrale cherchée con-

. du s, . .
tenant le temps, on doit supposer —- = — 1. L'équation (10) devient
alors

da
/ —1 dm u 1 da o’
21 —_— —_—— - — = ;
(1) 47 T daa  dm a'~‘+Q' o3
du du

da
— 5 a et Q, ne contenant pas u, cette equation prouve que la somme

A
da
. —1 dm u
22) - padidied
{ do + da a
du du

ost de la forme H + Kz?, H et K étant indépendants de u. Mais, en

considérant a et m comme deux variables indépendantes, que I'on
.. . s da do . ,

peut édvidemment substituer a m et n, Tn et . sont mdependants de

a, et il n'y a, par conséquent, aucune réduction possible entre les

deux termes de expression (22). Chacun d’eux doit donc étre, sépa-

vément, de la forme H -+ K#z?; on a donc

1

(23) o= (m) + u* g, (m),
du
dax
B 2; u N 2 B
(24 o= (m) + u?® §, (m).
du

L’équation (24) ne différe pas de 'équation (12}, laquelle nous avons
été conduit plus haut; on en conclura donc, absolument comme on
I'a déja fait, que 2 est de la forme

(25) 5= 4l fo (m) + fa ()] — £

en substituant cette valeur de o dans I'équation (23), il vient

[ 26) = u'g, (m) + o, (m).

I
Flafiim + fi(m)]2ufi(m)
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Le premier membre de cette équation devient infini pour u = o,
quelle que soit la valeur correspondante de m; et, comme il n’en est
pas de méme du second, cette équation est impossible, 4 moins que
Pon n’ait
F[f(m)] = ;

ce qui ne peut avoir lieu que si _f; (m) se réduit a une constante. Dans
ce cas, Y [2? f, (m)+ f,(m)] équivaut & une fonction de u?f, (m),
et I'intégrale (25) peut s'écrire :

o= 4¢luf, (m)] —t.
Mais une fonction du produit u* f, (m) est aussi une fonction de

u\f, (m) ou de uwm (m)]|en posant @ (m) = y £, (m)]; nous pouvons

donc poser
x=F,Juz(m)]— ¢t

I.’équation (23) devient alors

1
o (m) F,[uo (m

5= 0 (m) + gy (m);

d’ou 'on conclut, en posant uw (m) = z,
1 22 .
Fle)— ¥ (m) = (m) + T=(m)F ¥2 (m),
équation impossible si 'on v’a pas
¢, (m) m(m)=o,
_o(m)

[m:(m) ]

= constante.

% (m) ne pouvant pas étre nul, ¢, (m) doit étre égal & zéro, et, par
suite,

1

ey = 0%

13 1
F1(z):.ﬁ,

Si C était égal a zéro, on trouverait pour F,(z) une valeur de Ia
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forme C, z; les seules formes possibles de I'intégrale « sont donc

I I

dm
(28) o= UD, (77'2)—-—t=az;5'1 (m)_dl-‘_t

Si nous substituons, dans 'équation (10), la valeur de « fournie par
I’équation (28), il viendra
—1 ue, (m) 1 du w?

(29) sV e a Tadmae T Q=0

équation qui se décompose en deux autres:

(30) ey +Q,=o

. ! ) 1da 1

/3 ————U'(m’ — - —_—— =

{ ]) @ (m) a +2clm a? v

Or I'équation (31) peut s’intégrer; on en déduit

a*=wo(m)F (n),

et, par suite, d’aprés la remarque de M. Liouville, dont nous avons
déja fait usage plus haut, la surface est applicable sur une surface
de révolution.

Considérons enfin 'équation (27). En substituant cette valeur de
dans P'équation (10), il vient

— u? wo', (m) 1 da uw?
1( _Q‘=O.

z, () w (mpPa 2 dm at

u,a et m pouvant étre considérées comme trois variables indépen-
dantes, on déduit de cette équation

Qi =co
et
) — 1 a, (m) 1 Ida 1
3 P S a4 - —=o.
(52/ m.(m)+ w (myP a ' 2dna o
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’ . ’ « gy I s .
Cette équation (32) étant linéaire en —»on en déduira

%: Gy (m) + F(n) ¢, (»I;‘l)

1
S (m)FF () da(m)

a =

Telle est donc la forme que doit avoir le coefficient de dm?® dans
Pexpression du carré de la distance de deux points, pour qu’il
puisse exister une intégrale commune 4 deux problémes différents.
I’équation :

Q=0

prouve d’ailleurs que, dans ce cas, la composante de la force accélé-
ratrice, perpendiculaire a la ligne géodésique

m = constante,

doit étre égale a zéro, ou, en d’autres termes, la composante de la

force accélératrice dans le plan tangent de la surface doit étre tan-
8

gente 2 la ligne géodésique dont Péquation est

m = constante.

Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

Pour qu'il existe une inteégrale de la forme (27), commune & devax
problémes relatifs au mouvement d'un point sur une surface, il Jaut
et il suffit que les forces accélératrices soient tangentes ¢ une série de
lignes géodésiques tracées sur la surface, et que, en prenant pour
coordonnées le paramétre m de ces lignes géodésiques et le paramétre n
de leurs trajectoires orthogonales, le carré de la distance de deux
points infiniment voisins soit de la _forme

ds®* = adm?® + bdn?,

a étant lui-méme de la_forme

I

b (m)+F(n) o (m)

a =

Quelles sont les surfaces sur lesquelles cette condition peut étre
Tome XVII. — Avnrz, 1852, 19
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remplie? C’est 12 un probleme de géomeétrie qui n'a pas un rapport
direct avec le sujet de ce Mémoire.

XIIL.

Considérons maintenant le cas général ou le point peut se mouvoir
librement dans I'espace.
Les équations différentielles du mouvement sont alors

d*z dy d*z

(1) w:X, sz_'-'—:Y’ I;:Z
Soit
(2) a=¢(x, y, 2, 5,2, ¢)
une intégrale du systéme (1); on doit avoir, identiquement,
da de da da
5 Sm—*—d—zx—x—@Jer&-z
| +&xe oY+ Pz=o

Pour que l'intégrale (2) convienne a plisieurs problemes différents,
il faut que les équations du premier degré en X, Y, Z, obtenues en
différentiant une ou plusieurs fois I'équation (3), par rapport a
x', y', #', rentrent les unes dans les autres et se réduisent, au plus,
3 deux distinctes. En différentiant une fois I'équation (3), par rapport

- «© 14 A
i chacune des variables x’, »’, 7', et se rappelant que T st égal 4 o

oua — 1, il vient

d d?a " d*a , dia
dx drdx dy dx' v dzdx’ ©
(4) N dia dix d?
. o .
| X+ wm Yt wa?=o
da + d?a - d*z F4 d*x
(5) ‘ Z_; dxdy’ x dy dy’ Y dza(f’ =
da doa dia
l + dx’ dy’ X+ W Y+ dy' dz’ Z=o0,
(de | d'a x4 da r g A,
6 sE " dx de dy d?’ v dzdz’ %
(\ ) ? d* o d*o dla

awar c T Iy Y T wE Z=o.
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Les équations (3), (4), (5), (6) doivent rentrer les unes dans les
autres, lorsque lintégrale @ convient a plusieurs questions. Nous
examinerons successivement le cas ou elles se réduisent & une seule ou
a deux distinctes.

XI1V.

Supposons d’abord que les équations (3), (4), (5), (6) se réduisent
i une seule. Il iaut alors que les coefficients des inconnues soient pro-
portionnels. On aura alors, puisque les équations (3) et (4) rentrent
I’une dans P'autre,

d*a dla d*a .
, el
‘7> e de  da ]

& TE @

ce que on peut écrire

da

da da«
d.logdx, d.log;(—;, d.lo &
(8) = - :

dz’ - dx’ - dx’

s 318 de da de - Ors .
d’ou 'on conclut que log ——- log et log —- ont des différences in- -

dépendantes de x’. On verra de méme que ces différences sont indé-
pendantes de y’ et de z'; par suite, les rapports

da de
dy'  dd
de’ da
dr’  dx

ne dépendent que de x, 7, z. Nous pouvons donc poser
da do da

(9) w_a_ i
M~ N P’

M, N, P ne contenant pas &', 7', z. On en conclut, par une inté-
gration facile, que o est de la forme
(10) a=FMx'+ Ny + Pz, x, 7, 2z, t).

1G..
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XV.

Supposons, actuellement, que les équations (3), (4), (5), (6), ainsi
que celles que 'on en peut déduire par la différentiation, se réduisent
a deux distinctes. Nous subdiviserons ce cas en deux autres

1. Les équations (4), (5), (6) se réduisent & une seule, qui est
distincte de I'équation (3).

On a alors, en écrivant que les coefficients des inconnues sont pro-
portionnels dans les équations (4) et (5),

d?a d?a d*a
- di _di'dy’  dr dz ’
Y d?y d*a da
P

c’est-a-dire

d dx d da d d=z
dr’ dx' dy’ dx' . d7 dx’
d dz  d dx  d da

(12)

doe do
dz’’ &
tielles de ces deux fonctions s’annulent en méme temps, et 'on peut,
par conséquent, les considérer comme fonctions 'une de Vautre, ou,
ce qui revient au méme, comme fonctions d’une méme quantité z. On
verra de méme que les équations (5) et (6) rentrant 'une dans Pautre,

da

Les dérivées partielles de étant proportionnelles, les différen-

doit étre aussi fonction de u. Ecrivons donc

ds’
da -
= (u, 2, 7, 3, t),
dz \
@rzch(“’ X, ¥, 3, L),
da .
= 0, 2, g, 3, 1); )

les coefficients de X, Y, Z dans V’équation (4) peuvent s’écrire, d’apres
cela,
dzx _doy du d*a __dg, du da  dg, du

Az T du do’ de'dy’ T du d7’  da’dd T du dr'
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Si donc nous différentions cette équations (4) par rapport a x’, apres
Pavoir divisée par g:,— » nous obtiendrons une nouvelle équation entre
X, Y, Z, dans laquelle les coefficients de ces inconnues seront

d*q, du d?oy du diy, du_
dut dz'’ duw dz’’ dur dr'’

et, comme X, Y, Z doivent rester indéterminés, quoique satisfaisant
aux équations (3) et (4) et & cette équation nouvelle, il faut que le
déterminant du systeme

2 P2, P39
dy, do, do,
du’ du’ du’
d""q), do, d*¢,
du? ’ dw’ dut’

soit égal a zéro, et que, par suite, ¢, ¢,, ¢, satisfassent 4 une méme
équation de la forme

Or, cette équation étant linéaire, on sait qu’il existe, entre trois quel-
conques de ses solutions, une relation de la forme

Cipy +Cy9,+Cy9, =0,

C,, C,, C; étant indépendants de u. On doit donc avoir, en substi-
tuant a 9., 0,, 9, leurs valeurs,

. da. . da da
Gt gy +G=o,
et 'on en conclut, par une intégrale facile,
—{z N z' z >
a — F —_ — = = - = aAr
(CI G, ’ C, C; % f7 % /

2°. Supposons maintenant que les équations (3 (4), (5), (6) se
réduisent i deux distinctes, parce que les équations (4), (5), (6) se
réduisent 4 deux qui entrainent I'équation (3), ainsi que tontes celles.
que F'on peut en déduire, en la différentiant par rapport 4 x', ¥/, z.
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Pour que les équations (4), (5), (6) se réduisent & deux, il faut
qu’'il existe une méme relation linéaire entre les coefficients des incon-
nues dans ces équations, c’est-a-dire que ’on doit avoir

) d2g d’a da
(16) M oo N P e =
d?a d*a d*a
({ - o P =
\I7> M (l.}b‘/ d)” + N d].lz + l (l‘}’, dZ, 07
' die d?a d?e
— — » 0 =
([8) Mdz’ dx’ +N dz dy’ +1 dz' 0

M, N, P étant des fonctions quelconques de x, y, z, 2/, ', 2. 1l faut,

d’ailleurs, pour que I'équation (3) rentre dans les trois autres, que
Pon ait aussi

da da da
En différentiant ’équation (1g9) par rapport a x’, y', Z, et en ayant
égard aux équations (16), (17), (18), il vient

dM do dN d= dP da
(20) de dz' dx’ dy’ dr’ di 0,

dM doao dN da+dea:_

(21) Gy i T e T
\ dM da dNda  dPdz
(22 o Ty T w T

Si maintenant on différentie ’équation (4) par rapport a x’, on
formera une nouvelle équation du premier degré en X, Y, Z, et, pour
que cette nouvelle équation, combinée avec les précédentes, laisse ces
inconnues indéterminées, il faut qu’il existe, entre les coefficients, la
méme relation qu’entre ceux des équations précédentes, et que I'on ait

d¥a d¥a dia
(23) MZIE_'_Ndx“tIy'—*— dx'* dz’ =0

Si 'on compare cette équation (23) avec celle que on déduit de
Péquation (16), en la différentiant par rapport a x, il vient

dM d'a dN d?a dP d*«x
(24)

G deh T dw drary T A dids = O
Ly
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on trouverait, de la méme maniere,

dM d'a  dN d'a dP d?a

25 —— e b i
(25) dz’ dddy’ "~ dx' dy” - dz’ dy’ dz' o
/26) dﬂ.d’a +dN d’a dP d’a .

\ mande@+@:m

Or les équations (24), (25), (26), rapprochées des équations (16),
(17), (18), prouvent que I'on a
d M dN dPp

de’ _ di _ dx’

M~ N P
On prouverait de méme que 'on a

dM dN dP

, dy _dy' _dy
(28) MENT B

dM  dN dP
Y ) dz’ _dz’ _ dz’,
(29 MNP

et 'on en conclut que logM, logN, logP ont les mémes dérivées

., , . M N
par rapport a x’, y’, z, et que, par suite, les rapports > p sont

indépendants de ces variables; et comme, dans I'équation (19), M,
N, P peuvent étre remplacées par des quantités proportionnelles, on
peut écrire

(30) Ada da da

A, B, C étant indépendants de &', ¥, 2. Or cette équation (30) peut
s’intégrer, et donne

’ ! z
a:F(%——%y K—-—,, x,y,z,t>‘

XVI.

D’apreés les résultats obtenus dans le paragraphe précédent, nous.
voyons que l'intégrale cherchée est nécessairement de la forme

(1) o =F(Ma'+ Ny + Pz, x,7,21t),
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ou
{2) a:F(%—-%, %—%, x,y,z,t);

M, N, P désignant des fonctions de x, ¥, z seulement.

Nous nous occuperons d’abord de la seconde forme, qui comprend
évidemment la premiére. '

En différentiant P'équation (2), et posant, pour plus de simplicité,

~

! 7 r

x r . x z
—_— = —— ==
M N % mMTpTY
g . . oL de' dy' dZ
il vient, apres substitution de X, Y, Z, a &L, =,
’ dt "~ dt " dt
da+dax, do ,+(la ,
at ¥t )T Er
I 1 1 I 1 17
—Q—(ﬁ ‘I’2(E+x’ ’d;+x’z'dj_ "x-’(_l_il.__ ’2il_i~ -’-’fl_i; )
(5 < du dr J dy dz v dx J dy )= dz [
o 1 1 1 1 1 1\
d— L L ' I !
IR ORI S SR S 3
dv dx J dy dz dz J dy dz

+[lzz X Y da (X Z\
FTa\m TN Ta\us)

Si, dans cette équation identique, on remplace y’ par N <

xz ’ AN

ﬁ - u) et
z . \ .

Z par P (ﬁ — v>, le coefficient de a'? devra étre nul dans le résultat;
A

nous aurons donc

! 1 1 1 1 1

S P

, du dx
(4)

1

d_

?_’_d:z M

\ dv dx

d-— d— d

N'M P™M N N

M dy

M dz M

1 1

di d

Ndﬁ P M PP
M d: M drx

M dr

N=dﬁ
M gy

1
d —
p: P

M

NP
M?

S
g‘l»z[—.
‘\-/

NP
M: dy

8,
|~
T

Il peat se présenter deux cas, que nous examinerons successivement.

. d d
1°. Les coefficients de ?Ea’ =

dv

Pun et Vautre égaux i zéro,

» dans D'équation (4), ne sont pas
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Dans ce cas, cette équation (4) prouve que le rapport 7 est indé-
dv
pendant de « et de ¢. En désignant par & ce rapport, on voit sans
peine que « doit étre, pour cela, une fonction de la somme ¢ + ku.
Mais ¢ + ku est une fonction linéaire de x’, »’, z’ que nous pouvons
désigner par ax’ + by '+ cz'; dans ce cas, « est donc de la forme

o=F(ax’ + by +cz, x, y, 3, t),
Cest-a-dire que I'intégrale cherchée rentre dans la forme (1).

. d d
2°. Les coefficients de d_:’ 7“ sont nuls.

o

En égalant ces coefficients a zéro et développant les calculs, on
trouve

dN dM dN dM
5 OZM@%;—NE> P@%;*N$>
dN dM
NMT-NT)
dp aM dp aM
© c=MME —PE) N (M - g)
dp dM
4+ P (ME 7)
Or les équations (5) et (6) équivalent a
N N N
d— d— d=
M M M
(7) M—CZZ‘. +PI_,_N_d}-:0’
P P p
d= d.. =
8) N M M
( 4 ME +P P +N7;—O,

. . N P, .
et celles-ci prouvent qu’en égalant 5 et - 4 des constantes, on obtient

les équations d’une série de lignes droites. Si, en effet, on pose
N P
M= §=0

Tome XVII, - Aven 1852. ' 20
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on en déduit, par la différentiation,

N N N
— d— d-—
(9) M " M dz . Mdy
) A T dsdz " dy dr O
B P P
(10) “M “Mds Mdy

— — - — 0
dz + dz dx dy dz ?
et ces denx équations (g) et (10), comparées aux deux précédentes (7)

et (8), prouvent que 'on a

dz __ P dy N
de~ M dr M
dz

dy . - T
4y ¢t sont donc constants, et, par suite, la ligne considérée est

droite.

Nous devons néanmoins signaler un cas d’exception au raisonne-
ment précédent. Si 'on avait

N r

5 =P ()"
les lignes dont nous parlons deviendraient indéterminées. Dans ce
cas, les deux équations (7) et (8) rentrent I'une dans Pautre; elles
deviennent, en supposant M = 1 (ce qui est permis, puisque les quan-
titess M, N, P ne figurent que par leurs rapports),

AN dN AN
E—FNETF(N)@ = o,

dont I'intégrale est

ry=axF(N)+¢9(z — Nx, N),

€quation qui prouve que
N = constante

représente une surface réglée. Ainsi donc, en résumant les résultats
que nous venons d’obtenir, nous voyons que a doit avoir Pune des
formes :

1°. o=F(ax'+ by'+ ¢z, x, y, z, 1),

20, a=F(y —Na’, 2 —Px', x, y, z, t),

/
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N et P étant deux fonctions de x, y, z qui, égalées 2 deux con-
stantes, représentent les équations d’une ligne droite;

3°, a:F[]'——N.’r', ZI_SD(N)JJ; Xy ¥, Z, t]"

N étant une fonction de x, y, z qui, égalée 4 une constante, repré-
sente une surface réglée.

XVIL

Les trois formes possibles d’une intégrale commune a plusieurs
problémes sont renfermées dans la suivante,

(n) a=F(y' —Nx, 2’ —Px, x, 7, z, 1),
dans laquelle N et P désignent des fonctions de x, y, .
En différentiant I’équation (1) et posant

y'—Nx'=u, z7—Px'=v,
on obtient

dax de da , de dua &N ., 8N ;. dN
xtm® Tty +;;Z+*;(—“ 7 A ;r>
da [ 2 dP . dP ,_,ap
da Y—NX da .
+ = (Y=NX)+—(Z—-PX)=o.

Si, dans cette équation, nous remplacons y’ et z’ par leurs valeurs
uw—+ Nx’, v+ Px’; nous pourrons , dans le résultat, considérer x, 7,
z, x', u, v comme six variables indépendantes, et égaler i zéro les
coefficients des diverses puissances de x’. En considérant, en parti-
culier, les termes indépendants de x’, nous aurons

da
v

da da do

da .
Or cette équation prouve qu’en considérant dans la fonction ¢,

2 comme un parametre constant, et les letires « et ¢ comme les
. dy dz |, .
=y == tion
vitesses ~-» —-» I'équa
“:F(”', Yy J,’,J",Z,t>
20..
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serait une intégrale générale des équations du mouvement d’un point
sollicité , dans le plan des yz, par des forces ayant pour composantes
paralléles aux x et aux z, Y — NX et Z — PX,

Nous pouvons donc éunoncer le théoréeme suivant :

Toute intégrale commune & deux problémes relatifs au mouvement
d’un point libre dans Uespace peut se déduire d’une integrale relative
au mouvement d'un point dans un plan.

Si 'on désigne par
a="F(t, 2, y,z, ', 2")

cette seconde intégrale dans laquelle x peut entrer comme parametre,
pour en déduire intégrale cherchée, il faut remplacer y’ et z’ par
y' ' —Nx'etz' — Px’, N et P étant des fonctions de x, y, z, gni
devront étre ultérieurement déterminées.

XVILI.

e théoréme précédent permet de trouver toutes les intégrales
communes a plusieurs problémes et comprises dans la premiére forme

(1) 2 =F(ax’+ by'+ cz', x, 7, 2, t).

1l est clair, en effet, qu’en la considérant comme cas particulier de
celle qui a ¢té examinée au paragraphe précédent, il faut considérer
que dans cette derniére « ne dépend que d’une fonction linéaire des
quantités désignées par u et v, et I'intégrale relative au mouvement
dans un plan qui peut lui donner naissance doit, par suite, étre de la
forme

(2) 2 =4¢(Ay' + Bz, 7, z,x,¢t).

Or il a été démontré (paragraphes IV a IX) que les seules intégrales
de cette forme que puissent avoir les problémes 4 deux dimensions
sont
(3 o= (g~ y¥) - et

) a=(y7 =y ¢ (1)

X4
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que nous pouvous représenter, en y introduisant le parametre x, par
les formules plus générales

) 2, =F[zgp' — yz' — t g (x), z],
2,=F [(ZJ'—J’Z') -7 (—, x) xJ

Si dans ces deux formules nous remplacons 5’ et z’ par ' — Nx/,

— Px’, nous aurons, pour les seules formes possibles de I’ mtegrq]e
chemhee

(5) a=F[z(y'—Nz') — y(z— Pa') — t 9 (x), x],
(6) a:F{[z(’j’—-N.r’)——]"(z’—~Pa.")] -9 <~,.7c') x%
XIX.

Examinons d’abord la forme (5); en la différentiant, et posant
2y =N&)—y (@ —Pa') — g (x)=u,

o . . , dz' dy d7
il vient, apres avoir re Y —y -, — par
, ap oir remplacé = o pa X, Y, Z,

—¢(x) —zx” ‘% +yx® ‘% —to' (x) x’
d o , , dN , ,dP , + dN , , dP
(7) (E..z"—{—Tu — 'y Zy_+]x7 e —2x's — 4+ yx'z -
+ 2 (' —=Nx') —y' (7—Px') +z(y — NX)

L — ¥ (z—PX) /
Si, dans cette équation , nous remplacons ¢ par sa valeur

a(y' = N2')— y (F—Px )~ u

I — -
9 (z)

?

nous pourrons , apres cette substitution, considérer x, y, z, x’ »
et # comme sept variables mdependantes et, par suite, decompose1

cette équation (7) en plusieurs autres. Ecrivons, en particulier, que
le coefﬁment de x’ est égal a zéro; nous aurons

d e da [ad{z)] .
® a+ | Sar] =
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on en déduit, par une intégration facile,

(9) ‘ a=¢[ﬁ;7]~

Mais cette intégrale () équivaut évidemment a

u

oy = ——
"Tele)
a, étant une nouvelle constante arbitraire; nous voyons donc, en po-
sant —(—IT—) =y (x), que Vintégrale cherchée est de la forme
? x
(o) a=[s(r—Na) —y (¢— Pa)] g (x) = L

Si nous différentions cette intégrale, en remplacant dans le résultat
g ’ plag
dv dy’ d7 - . . .,
T a par X, Y, Z, nous devrons obtenir une identité
[ 12Y—~yZ—(zN—Py)X—z'Na'+y'Pa’
z 1,’2LN —+ x.l ,.! dN x/, I(IN> l
! dx J dy Xz dz
R BRI S
J iz Yoy T &)

4o (@) sy —Na) —y (5 —Pa'] |

! = 0.

(11) — 1+ ¢ (x)

Si, dans cette identité, nous égalons & zéro le coefficient de x'?,

celui de x"y’ et celni de x’z’, nous obtiendrons les trois relations
suivantes :
d N dP

_ . =o,
AN dP
dy dy
_ N . dP
el

:()’
= 0.

En ajoutant ces equations, aprés avoir multiplié la premicre par dx,
la denxiéme par dy et la troisiéme par dz, il vient

(12) d.Py—d.Nz=o,
le signe d se rapportant a la variation simultanée de x, y et z; on en

conclut

(13) Py —Nz=(C,
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C étant une constante. Cette relation, introduite dans U'intégrale (10),
lui fait prendre la forme

(14) o= (zy —yz+ Cx'}§ (x)—¢;

- p . , . dx' dy' di
en différentiant enfin cette équation (14) et remplacant —-, —- —
par X, Y, Z, il vient

(zY —yZ 4+ CX) ¢ () + ¢ (x) (2 — 7+ Cax')x'— 1= o,

équation qui ne peut étre identique que si I'on a

. ¢ (x) =o,
et, par suite,
y (x)=0Cy,
C, désignant une constante. L’intégrale cherchée est donc enfin
(15) (zp'— y5'+ Ca’) Gy — t=a;

elle convient & tous les problémes dans lesquels les forces satisfont a
la condition

(16) (2Y—yZ+CX)C,—1=0.
XX.

Examinons enfin les intégrales renfermées dans la forme (6) :
6)  a=tlf(y—Na) g (F= PP o(L 22

Si nous différentions cette équation en posant

. o . Yo
(1) B =N -y F=P)P g (Lx)=u
¥y
PR
il viendra
{#(y'— Na') + z(Y—NX) .
dN dN ANy |
. o oyt U A
, / L(f” dm+"r‘7dy+xzdz)
” — e (5 —
8) do , da 2aly/ = N&) -y (F=P&)N sy pay— y (2—PX) e
' dr " dn 4y dP . ,dP B
\.+y]’zlr—1 ?d;T—*—ng;}
de yi'—az' dg ,
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- T
dr

160 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Si, dans cette équation, nous remplagons y’ par sa valeur déduite de
la relation (17), nous pourrons considérer, dans le résultat, x, 5, z,
x’, ', u, comme six variables indépendantes, et, par suite, décompo-
ser I'équation (18) en plusieurs autres. Nous écrirons, d’abord, que
le coefficient de x’ est égal A zéro. On obtient ainsi

/ dN y
[ —‘\/u—i-?(za x)——i—g\/u—i-qa <Z, r)l
\/ ¥y z dy 2 3
2 U+ o <—, x) —
da "\ z Y dP\/ (.7 >‘
- 5~ -+ u-+u|—-s x
du i !
\

= 0.

2 dy
yP—3zN ds dy

3? dr dr J

En effectuant les multiplications indiquées, on voit que cette équation
est de la forme

da da
(19) 5+ o (A+Bu)=o,

A et B étant indépendants de u. o ne contenant que les variables x
et u, cette équation exige que y et z disparaissent aussi de A et B,
et que ces lettres soient fonctions de la seule variable x. Nous pou-
vons donc écrire

da da

(20) + o ¢ (x) + ugy(x)] = 0.

dzx
Pour intégrer cette équation , il faut considérer le systeme

(21) dr = — 27— 2%,

I'une des intégrales est
o = constante.

Pour en obtenir une seconde, mettons I’équation (21) sous la forme
du

(22) ¢ () +ug, ()= -

Cette équation étant linéaire, son intégrale est de la forme

u=C¢(x)+ ¢ (x),
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ou, en résolvant par rapport & la constante,

C = “— '4’2('2),

b ()
d’ou I'on conclut que Vintégrale de I'équation (20) est
[y Y #—ya(x)
(23) o= F‘[”u¢,(zfﬁ_]’
ce qui équivaut évidemment i

— Y,
(24) o, = iﬁgﬂ

2, désignant une nouvelle constante. Par conséquent, en remettant
pour u sa valeur, on voit que l'intégrale cherchée doit étre de Ia
forme

"

(s — o)+ (e =N =g (Ta] = tufe)

¥ (=) e

(25)
ou, en posant

L o) — (=)

¢.2x>—F<x>a ?<Z‘ (@) zf(f’x>’ |

(26)  2=[(yz'— 2"+ a' (Pz — Ny)PFlx) — f (%, r)

eps . C . d.
En différentiant cette intégrale et remplacant, dans le résultat, =

dy’ di’ . . <
[Ltv Ti par X, Y, Z, nous obtiendrons I'identité
[z
YZ—z2Y+X(Pz—Ny}+a2'(Ps'—Ny')

DI O SO L.
x ~+ ¢ yd‘y‘

2F(x}[yz’~zy’—|—x’(Pz—Ny)] dz dz — 0.
gedS AN dN
—]’\ dx ydy " ds

+ F(x)a [ yz'— 5y’ + &' (Pz— Ny )]
Ay -y
dx dr z?
En égalant a zéro le coefficient de x'2, on obtient

2F (x)(Pz — Ny) <~§f —7 ‘j—f) + F(«)(Pz— Ny): = o,

Tome XVIL — Avriw 1852, 21
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ou, ce qui revient au méme,

d
EC(PZ—Ny)

Pz—Ny 2F ()

et, en intégrant et remarquant que la constante peut étre une fonc-
tion de z et de 7.

(Pz—NypP.F(x)=9¢(20)

A Taide de cette relation et en posant

VF (x) =F,(x), \’/‘PT;’TZ—) = (7 2),
Pintégrale (26 prend la forme
/ AN % ’ Y — -~
(27) [(]'z—zy)P,(x)—i—go,()’,z)xP—j(z—,x>_¢.
En différentiant cette équation (27), on obtient
! (yZ———~zY)F,(x)+(yz’—ZJ"’)F"(.Z)J:’
\2[(fz,“_z.y,)P‘l('T)_‘-'ZJ‘?‘(»Y’2)} |: dq’l - d(?l ’ 0 ]

—|—~d—ya:+zzaz+ep.()',z)x

Y] I3 1
20) pi (70 D) [ (@) + 2] =o,
Y d|
(30) w1 (9| = oF (@) + | =o.
Or les équations
dw, ,
d—i = _]Fi (.Z‘),
dy, ‘
E}?% = zF, (x)

sont incompatibles; car F', (&) (zdy —— y dz) n’est pas une différen-
tielle exacte. On ne peut donc satisfaire aux équations (29) et (3o0)
que par P'une des hypotheses suivantes,

N {F't(x):o,
c?l ()’7 /-:) = 0, .. (PI ()/, Z) — ConstantE,
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et ces hypotheses, introduites dans I'intégrale (27), lui font prendre
les deux formes

(31) (72— o) P (@) — f (5 2) =0,

(32) (97 —2y)C+C P — f (gal'>:d;

et en écrivant que, par la différentiation, ces équations conduisent a

des identités, on trouve facilement que, dans la premiére, F, ()

doit étre constant et f’ ('}:7 x> indépendant de x, et que, dans la
K4

as oA ' . ' .
seconde, f <“27 .x) doit étre une constante. Les intégrales cherchées

sont donc enfin

(2" — ZJ")2—J'<§) =a,

(72— C+ Ca'P = u;

elles rentrent 'une et Pautre dans celles que nous avions obtenues
précédemment.

XXI.

Revenons actuellement A la forme

(1) a=F(y'—Nx', z'— Px', x, 7, z, t).

Nous savohs (§ XIV) que N et P satisfont aux deux équations
%N -+ N;gf -+ szy- = o,
% -+ Ng;P— PS—P = o,

et nous en avons conclu que des équations

N = constante, P — constante,
on déduirait
dy dz
m=N p=h
et, par suite,
Y — Nx'=o0, z'— Px'=o0;

I,
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les deux différences y' — Na’ et 2z’ — Pa’ s'annulent donc V'une et
Pautre avec dN et dP; on en conclut facilement qu’en désignant par
N’ et P’ les dérivées de N et de P, ces deux différences sont de la
forme

y'— Nx'= AN+ BP,

2 —Px'=A, N+ B, P,

i, B, A, B, étant des fonctions de x, y, z. D’apreés cela, I'inté-
grale (1) est de la forme

(2) v=FN, P, x, 7, 2z, t).

Si donc on prend pour coordonnées N et I, et une troisieme fonc-
tion Q de x, y et z, on pourra considérer x, ¥, z comme des fonctions
de N, P, Q, et écrire

U':F(NI7 P'a N? P’ Q’ t)’

N et P désignant les parametres d’un systéme de droites et Q une
tfonction quelconque.

XXIL

Je traiterai en particulier le cas ou les droites représentées par les
¢quations
N = constante, P = constante,

sont normales 4 une série de surfaces. Nous pouvons supposer, daus
ce cas, que Q soit précisément le paramétre de ces surfaces. De plus,
on peut évidemment substituer 4 N et P deux fonctions quelconques
de ces variables, et il est aisé de voir que ces fonctions peuvent étre
choisies de ielle sorte que chacune d’elles, égalée & une constante,
représente les surfaces développables formées par les normales menées
aux différents points d’une ligne de courbure. En désignant par ¢,
et 4, ces deux fonctions de N et P et par ¢, le parametre des surfaces
orthogonales & nos droites, les variables ¢,, ¢,, g; formeront un sys-
téme de coordonnées curvilignes orthogonales. L’intégrale o conservera
d’ailleurs la forme

f\?)) %4 = F((],n ’[’2, Gis G2y sy t)-
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Soit
ds* = Adg; + Bdy? + Cdyg?

I'expression du carré de la distance de deux points infiniment voisins,
en sorte que la demi-force vive 1 ait pour expression

T=_-(Aq,*+Bg,?+ Cq,*).

t
2
D’apreés les formules générales de Lagrange, deux des équations du
mouvement seront
d , ,2dB t o, ,dC H ,gdA_
(4) A g R 0 = Qo

d : 1,2dB 1, ,dG l,odB =Q
9259 45,7 395 a5, 272 4 27

—
[ 4
N

Q, et Q, étant des fonctions de g¢,, ¢,, g, qui dépendent des forces
accélératrices.
Ces équations se simplifient si on remarque que les surfaces dont

I'équation est
g, = constante

etant paralleles, le coefficient C est indépendant de g, et de ¢, , et il
reste, en effectuant les différentiations indiquées,

6 dzq, T . ,dA I, ,dB dA —aq dA Q

. ) dr? 591 ZZ~5% th+liqqu q[hd,/ L
d*q. I dB 1, ,dA 4+ (B + o+ dB

/ - 2 = 2 &4 me @b __

\7> B dr? 9 % d{] Py (]l dq, + (/172 d{h - Q2

. . - ’ dg’]t d? (/z
" 3 » .
En différentiant Iintégrale (3) et remplacant — g par leurs

valeurs déduites des équations (6) et (7), il vient

da do , dx dex
d_,"'%‘h + a4, ‘h d,{.ﬂ:x
i da I lsz r2dB i ,dA ' IdA )
“X;,;f(;(h ,E—“Zz ag, T 11925, T 919y, Q')
1 da 1 ,,dB I,sz ,,fl_B__() )
Bag, \272 a5, 31t q‘quq 9393 g, — 22 )
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en égalant 4 zéro le coefficient de ¢; dans cette derniére équation, on
obtient

da 1 dA , dea 1dB , da

e Al T Bag dragr T

dy, A dq, dq, B dq, dy,
équation différentielle partielle du premier ordre, dont on déduit, par
I'intégration,

2 =F(Aqy, Bgys qis 25 8):

XXIII.

Il est essentiel, avant d’aller plus loin, de chercher la forme des
coelficients A et B qui figurent dans notre intégrale. A et B sont, on
¢'en souvient, les coefficients de d¢? et dq2 dans V'expression du carré
de la distance de deux points infiniment voisins. Adg} est, par con-
séquent, le carré de la distance de deux points qui correspondent a
des valeurs égales de g, et de g,. Ce produit est, par conséquent, le
carré de Parc que deux normales infiniment voisines, menées par
deux points d’une méme ligne de courbure, interceptent sur I'une
des surfaces qu’elles coupent a angle droit. Or, en supposant que le
paramétre ¢, soit précisément la distance des diverses surfaces & 'une
delles choisie arbitrairement , il est facile de voir que I'arc dont nous
parlons croit proportionnellement & g5, et qu'il est de la forme

[o(q:,q2) + gs e,

de étant Pangle des deux normales considérées. Cet angle est d'ail-
leurs de la forme

dow = 1§ (40, ¢2) 994
en sorte que la valeur de Ady} peut étre représentée par
(M + Ng,)*dq3,
M et N étant des fonctions de g, et de ¢,. On a donc enfin
A =(M~+ Ng;)*
On verra de méme que I'on a
B= (M, + N,gq,)%

M, et N, étant, comme M et N, indépendants de g,.
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XXIV.
En différentiant I'intégrale
(1) «=F(Aq,, By, ¢1s qoy £),
et posant, pour abréger, Agq; = u, Bg, = v, on obtient, apres avoir
remplacé i{gi et ti,zl’ par leurs valeurs,

da+d<x ' dac !
a Tag T g, 12

da | o dA . dA ., , dA
+3“;(~(/1 @"_(/1(]201712—’_7371

7.
(2){ +Z (g2 %% g g8 g g OB
a0 \ 12 27, qtqzd_q1 939255

ﬂ 1 12(1A 1 !2dB (l IdA ' rdA )
Zu \3 91 aq. 542 z[l+[1‘h:{;+71qaa§ Q4

\ de (1 ,,dB 1 ,,dA .+ dR v o dB :
‘ ER L7t Pl FR Fl +‘]3(12;,;;*Q2/)’

dv

et 'on voit que les termes en ¢; disparaissent d’eux-mémes , ainsi qu’on
devait s’y attendre. Sil'on fait, en outre, d’autres réductions faciles et

que V'on remplace ¢, et ¢, par %, % et A et B par leurs valeurs données

plus haut, I'équation précédente devient

[ da do u do 0

@ g T Ng )T g L R
 dM aN M, dN, -
M D am.  ~eN
d_a 12 dq, 7 dg, + o2 dyq, 7 dg, + Q
du (M- Ng,) (M, + N, g,y !

- 4M 4N aM, 4N, :
—— gy —— —— 4@
d a a dg, dq,
o [zﬁ G O AT R 2 +Q,

(M+Ng,)

== Q.

Si nous déduisons de cette équation Pexpression de la somme

da da

- Qi + = Q:, nous verrons que cette somme, considérée comme
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tonction de ¢, , est nécessairement de la forme

"o da H, H,
" Ve @+ g Q= Mo s i+ sy
v | G, G,
(M= Niga)r | (M, +N,q,

. Hy, Hy, Gy, G, étant des fonctions indépendantes de g;. Si, dans
cette equation (4), on remplace « et v par les nouvelles valeurs z,
et v, on formera une équation nouvelle dans laquelle Q, et Q, con-
serveront les mémes valeurs, puisqu’ils sont indépendants de « et de o;
et, de cette équation, jointe & la précédente, on pourra déduire les
valeurs de Q, et Q, qui, évidemment, seront de la forme

B Q =Ky o Ko L L.
* ! ! (M+Ng,)? (M+Ng,» (M, +DN,q,}? (M, 4N, ¢g,3’
Y E, E, F, F,

jusnnad P —+ e i L
6] Q, E, +(M—|—Nq.;)‘-‘ + (M+Ng) (M 4N g, + (M, + N.g

Ny, Ky, Ky, Ly, Ly, By, By, By, Fy, Fy, étant indépendants de ¢, , et
indépendants aussi de « et de v, puisque ces lettres ne figurent ni dans
Q, ni dans Q,.

Le raisonnement précédent ne serait en défaut que si e : da était

du " dv

indépendant de u et de ¢. Mais alors, en désignant ce rapport par K,
7 serait une fonction de « + K ¢, et nous rentrerions dans un cas déja
traité.

Nous devons maintenant distinguer deux cas :
M,

M , \
1", Le rapport N st égal a R

M [ M,
P - " s
2°. Le rapport N est différent de N

Dans le premier de ces cas, les fractions qui ont pour dénomina-
teur une puissance de M -+ Ng, peuvent se réduire avec celles qui
ont pour dénominateur une puissance de M, + N, qs-

Dans le second, une pareille réduction est évidemment impossible
et les deux groupes de termes doivent se détruire séparément.

En se reportant a la signification des quantités M, N, M,, N,,
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n . M M,
on voit sans peine que et - sont les deux rayons de courbure de la
i

surface représentée par I’équation
;= 03

dans le premier des cas considérés, ces deux rayons étant égaux, la
surface est une sphere, et il en est de méme de toutes les surfaces
paralléles.

- . , M M, . N
Examinons actuellement le cas ou 5 et ¥ auraient pas la méme
1

valeur; il faut alors, évidemment, que les termes dont le dénomina-
teur est une puissance de M + Ng,, se détruisent entre eux dans
I’équation (3) et qu’il en soit de méme de ceux dont le dénominateur
est M, -+ N, 7,. Pour exprimer qu’il en ainsi, nous distingnerons plu-
sieurs cas :
1°. Les fractions
dM + dN dM " dX dM, 4+ dN, dM, + d N
e “nodr L, 4n e 4N o
d, " Pdg g, PTdg,  an " Tdg. Tdg, g
Erarncmvet B ’ ’
(M+Ngp ' (M+Ng)p ' (M +Ngjp (M +NgFp

ont toutes un facteur fonction de ¢;, commun a leurs deux termes,
et, toute réduction faite, ne contiennent, en dénominateur, que
(M + Ng,)?, (M, + N,g,)%
2°. Cette réduction se présente pour les fractions dont le déno-
minateur contient (M + Ng;) et ne se présente pas pour les deux
autres;
3°. Cette réduction ne se présente ni pour les deux fractions qui
contiennent M ~+ Ng¢, en dénominateur, ni pour les deux autres qui
contiennent M, + N, q,.
Dans le premier des trois cas précédents, on doit avoir évidemment
dM dN dM dN
do _dg,  dg. _ dy:
M N M N
dM, dN, dM, dN,
dg. __dg.  dg _ dg.
™ — N M, N
Tome XVII — Avaiw 1892, . 22

%
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, . . M M, s
et de ces éguations on conclu ns pe e — et — sont Yun et
es equation c t sans peine qu N N, sont

Pautre constants; la surface représentée par 'équation

{s= 0
a donc ses deux rayons de courbure constants, par conséquent elle
est une sphere.
Dans le second des cas énumérés plus haut, on doit avoir
dM dN dM dN
dq, __ dg, ?l(/_q . 7117,
M~ N M N

2

et 'on peut conclure de ces deux équations que le 1‘app0rt?\1—‘I est
constant, et que, par conséquent, la surface représentée par Péqua-
tion

qs =0
al'un de ses rayons de courbure constants et qi’elle est une surface
canal.

Enfin, dans le troisiemze cas, nous pouvons égaler séparément a
zéro, ensemble des termes qui contiennent (M + Ng¢,)* en dénomi-
nateur, ainsi que ceux qui contiennent (M, + N, ¢,;)*; nous aurons
ainsi, en ayant égard aux valeurs de Q, et Q,,

/ I YL (lN‘)+K L dx[ e (4N ANy
\7) ()——EE U (—({7_, 13 {l(;'/ 3 [‘1; 171 (lq_) +(1,;’d{h)+ 43. ?

) o tx (Mg AN ] e (AN
{ T du B dq, Is de, T dq, s dq., ) ' ?'_

\

Or la premiere de ces éguations prouve que da . da est indépendant
riap 5 ¢q p q die © de p ¢

de ¢, et la seconde, que ce rapport est indépendant de u; on peut
donc en conclure qu’il ne dépend ni de « ni de ¢ : en désignant sa
valeur par K, il en résulte, comme on V'a déja remarqué, que a« est
une fonction de z + K¢, et nous rentrons dans un cas déja étudié.

Les seuls cas nouveaux que nous ayons i examiner, sont donc ceux
o les surfaces représentées par Uéquation

. q; = constante

sont des sphéres concentriques ou des surfaces canaux .
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XXV.

Occupons-nous particulierement du cas ou les surfaces représentées
par I'équation
s =0

sont des sphéres concentriques. Le systéme des coordonnées désignées
par q,, ¢, 9, se réduit alors, si ’'on veut, au systéme ordinaire de
coordonnées polaires que nous représenterons, comme on le fait
habituellement, par @, ¢, p. Le carré de la distance de deux points est
représenté, comme on sait, par

ds* = p*d§* + p* sin* 6 d* + dp?,

en sorte que les quantités désignées par A et B sont, respectivement,

A = g?,
B = p*sin®§,
et la forme de l'intégrale cherchée est, par conséquent,
db s+ opndld
(1) a:qa(p”-d—t, pzsm“ez, 6,4/,1?)-

Si nous substituons actuellement des coordonnées recti]ignes x, ¥, 7,
aux coordonnées polaires p, §, ¢, nous tronverons facilement

a
2

P sin26%=x‘7’~—fx’,

— == cos ¢ (2’ — z2') + sin y (27 — y7');
ce qui met I’équation (1) sous la forme

=¢[xly— y'x, cos¢(xr—zx')+sing(zy'—yz), 6,4¢, t],

et, en remarquant que 'un des trois bindmes, xy’ — yx’, xz’ — zx’,
yz' — zy’, est fonction des deux autres et des angles § et ¢, et que §

’ A kg , .
et ¢ dépendent eux-mémes de -, 2, on peut écrire
x X

[ ’ ’ ' ’ z Y
= — % — rx - — AN
a=F (\.’rz x’', Xy yx's o o ) :
22..
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telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse mettre I'inté
grale cherchée.

XXVI.

da

R : 3 4 . . ] . K
La dérivée — ©st, comme on I'a rappelé plusieurs fois, égale 2 o

oua —1. L’étude du cas ou elle est nulle conduit 4 un résultat remar-

quable. L'intégrale obtenue dans le paragraphe précédent prend alors

la forme

() 7z=TF (.rz’—z-r’, xy'— yal, S, 1)
£

\ x
/

Différentions cette équation en posant, pour abréger,

/ 1 z . ).
xz' —zx' =w, xy' —yx' =y, 2T D=,
. ! N . , Az dYy dz ~ -
nous obtiendrons, apres avoir remplacé i g g b X,Y, 7,
dea . o « da [ u da o
—(xl — — (. — ) — il =) =
(2) du \'IZ ZX) + dv Y IK) + dp (zc + dy .z‘) 0

ou, en multipliant tous les termes par x?,

d 4 1
:(xZ—-z.X)x’—i— 2
du

% Y — 2 dr e,
s (Y — y X T Ut g = o

‘2
(3) - o

Or cette équation (3) exprime qu’en considérant p et g comme les
coordonnées rectilignes d’un point daus un plan, et #, ¢ comme les
composantes de la vitesse de ce point, parallelement aux axes,

(4) 2= TF(u,v,p,q)

est une intégrale des équations du mouvement d’un peint sollicité pan
une force accélératrice dont les composantes seraient

2 (xY —yX) et a?(xZ—zX),

ces cowposantes étant considérées comme fonctions de petqget d'une
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troisieme variable que 'on considérera comme un parameétre con-
stant.

Si done, réciproquement, on résout un probléme quelconque relatif
au mouvement dans un plan, en supposant un point sollicité par une
force dont les composantes X , et Y, soient des fonctions quelconques
des coordonnées p et ¢, si I'on prend une intégrale des équations dn
mouvement

/
e="F(p,q,u,v);
u et v désignant les composantes des vitesses, Iéquation

N .y 2 ’ i } !
a2 =F{= = y'o-—a zax — x'z
sera une intégrale commune i tous les problémes a trois dimensions,
dans lesquels les composantes X, Y, Z de la force accélératrice sont
lices pav les équations

(Y —-Xp)y=X,,
9 (Zx — Xz) =Y

q

Ce théoréme permet évidemment de former autant d'intégrales
qu'on le voudra qui soient communes & un nombre infini de pro-
blémes.

XXVII.

T.a dépendance qui se trouve établie par le théoréme précédent entre
les intégrales communes a plusieurs problemes relatifs au mouvement
dans Vespace, et les intégrales quelconques des équations du mouve-
ment dans un plan, existe également entre les intégrales communes 2
plusieurs problémes a deux dimensions et les intégrales quelconques
des équations du mouvement rectiligne. Sans donner ici une démons-
tration nouvelle, rendue bien facile par ce qui précede, ncus allons
montrer que 'on peut, de cette maniére, obtenir une des solutions
trouvées au § IX.

L’équation différentielle du mouvement rectiligne d’un point est,
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en effet.
0 ==X,

X désignant une fonction de x.

L’intégrale est de la forme

(2) n= (%) ~¢ (%)

o () représentant ici 2 [ X dx.
. ‘ L, ) ¥ dr , W
Si dans cette intégrale nous remplacons x par s et —par yx'—xy’.

nons obtiendrons

(ra'—zyP —o (L) =u,

ce qui est précisément 'intégrale obtenue au § IX.



