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SUR LES INTÉGRALES TRANSCENDANTES 
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PAR M. WILLIAM ROBERTS. 

1. Dans une petite Note insérée dans ce Recueil (janvier 1851), je 
suis parvenu à un cas particulier d'une formule d'Abel, en me servant 
d'une application simple des coordonnées elliptiques. 

Il est évident que la même méthode conduira au théorème dont il 
s'agit, dans toute sa généralité. En effet, transformons l'intégrale 
double 

e χ y dxdy. 

en posant 

bx = p.v, by = y/(p.2 — b2)(b2 — v2); 

cela donnera 

le h" V{p)V{q) 
= J~ e μ (μ2 — b2f μ P~h' Ημ ■ jT e (b2 — v2)9 1 ̂ P dv 
— f e P (μ2 — b2)9 1 μ P dμ · f ' e (b2 — ν2/ ' v*P^ ' dv, 
formule qu'on peut facilement rendre identique avec celle d'Abel, 
savoir 

Γ (α) Γ (/3)= Γ e " dx / (ι — xf '■ f e dx x^ (α+χγ 
— a f e aXdxx"'{i — xf · f e x dx χβ \a-x)"~ \ 

qu'on trouve au tome Ier de ses Œuvres, page ioo. 
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Je ne m'arrêterai pas ici pour développer la formule qui résulterait 
du changement analogue des variables dans l'intégrale multiple 

r1 C* —(·**+.>·'+ l·»®) ·ιρ —1 ar —ι . . 

Je veux plutôt démontrer quelques relations qui se rapportent non-
seulement aux valeurs complètes des transcendantes de l'espèce que 
cette méthode suggère, mais aussi aux valeurs indéfinies des mêmes 
intégrales. En effet, considérons la valeur (V) de l'intégrale double 

Jf -i*1-*-**) dx dj, 

qu'on étend à tous les éléments de l'espace terminé par le quart de 
l'ellipse 

^+b1 — 1 

et par ses demi-axes. On aura évidemment, en exprimant V par des 
coordonnées elliptiques, 

-h· Γ*1 e-S μ'ιίμ. Çbe~',dv_ Λ" e~ cl ρ Çb e"·*' S d; 
Ye

 Λ \/V- b*- 'X 7é'-»' Jb V''è
:
 ·/ ' 

Mais si l'on fait χ = r cos ω, y — r sin ω, on a 

V=/ e rdrrfu =
 l
- jf' (i — e ' du. 

d'où l'on déduit, en vertu de l'équation de l'ellipse, 
~i~ g'(,»'-*') 

V = j η - * " e dv. 

En posant 
g (jx3—e'Jcos'w 

y — b- cos' ω ' 
il viendra donc 

Y — -, π μ y u* — As e / ; , . ■ 

Écrivons maintenant ν pour ζ dans cette dernière intégrale définie , 
et nous obtiendrons la formule suivante, en identifiant les deux va-
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leurs de V, 

, π e - - μ νμ· - fr. „ ^ 

_ Γ
μ
 e-f*'p'dp Ç

h
tT^'p

2
dv r* e — ·"·* dp Ç

b
 *—'*dt 

Jb yΙ^ΖΓξΐ J0 s/b' -^? Jb \/p2b2 Jo Jb^—d' 

2. Considérons encore la même intégrale double, étendue à tous les 
éléments de l'espace infini terminé par le quart de l'hyperbole 

X2 y2 

υ2 b2 V3 

et par son axe réel, prolongé indéfiniment. On aura, dans ce cas, 

e ' rdrdw = - j e ' da, 

ω
0
 étant l'angle fait par l'asymptote avec l'axe réel ; et, par conséquent, 

γ = ί Ρ" Vcos~ï) e ~ϊ"·«ο.·»-,· 

Faisons 
δ2 ( δ2 — ν2) COS1 ω 
Ζ δ2 cos2ω — ν2 

ce qui nous donnera 

j (ζ2—δΜ-ν2) y/z2— δ! 

En écrivant μ pour ζ dans cette expression, et identifiant le résultat 
avec la valeur de Y, exprimée en coordonnées elliptiques, on en dé-
duira la formule que voici : 

I 3 Jb (p'~ b' + v) \jp:— b* 

\ Jb \j μ2 — δ2 J v \jb* — ν2 Jb \jp2—b'1 Jν \Jb2 — v2 

On doit observer qu'il n'est pas permis de taire ν = ο, dans cette 
formule, parce qu'alors la quantité auxiliaire ζ cesse d'être fonction 
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de οι et devient égale à b. Dans ce cas, reportons-nous à la valeur 
de V, exprimée en ω, et nous trouverons 

itm
 X

TT
P
~

h
'~ — f *

 e~r dy. fl e->'~Sd-j 

4 — Λ Jo y/fc' — v' Jj Jo s/b' — S ' 

comme nous l'avons obtenu déjà. On tombera aussi sur cette équation 
en posant dans l'équation (I) μ = co . 

Γ». En résumé donc, on voit comment la valeur complète de l'in-
tégrale 

Γ e ~x' clx 

J (7 -h 3x2) \Ja + px2 

s'exprime en vertu des équations (I) et (II), à l'aide des valeurs 
indéfinies et complètes des transcendantes ayant pour type 

Γ e x clx Ce x x2 dx 

J J \ja-\-bx2 

La formide (III) peut être regardée comme analogue à la relation 
bien connue entre les fonctions elliptiques complètes des deux pre-
mières espèces, à modules complémentaires; et, pareillement, les 
théorèmes qui sont exprimés par les équations (I) et (II) répondent 
à la réduction, effectuée par Legendre, des fonctions completes de 
troisième espèce à celles de première et de seconde espèce. L'équa-
tion (III) est due à Abel, comme je l'ai remarqué. Quant aux for-
mules (I) et (II), je crois qu'elles n'avaient pas encore été déjà don-
nées. 

Dublin, le 10 février Ι85*Λ 


