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SUR LES INTEGRALES TRANSCENDANTES

e T de *dx f e T dy )
p—— ppre—— e %
Va+ fa Ve -+ B {7+ 82 ) Vo + Ba?

Par M. Wiiam ROBERTS.

1. Dans une petite Note insérée dans ce Recueil (janvier 1851), |
suis parvenu 4 un cas particulier d’'une formule d’Abel , en me servant
d’une application simple des coordonnées elliptiques.

11 est évident que la méme méthode conduira au théoréme dont il
sagit, dans toute sa généralité. En effet, transformons lintégrale

double
f f (2® +757%) 2’,—!)’2?_'(1.1‘61)’,

€n posant "3

bx =y, by =y(p*—)(2—?

cela donnera
— b 9p-—2g—>
1 P 9
b

5 T(p)T(q)
__f 2 )q—" QP_Hdp. f )q_rv”—'dv
. f e—/""(P'z__b2)9—I ‘U"Z})-—l dp‘.fh e—-y! (b2 _—vz)q—l v)p—f—ldv’
b o
formule qu’on peut facilement rendre identique avec celle d’Abel,
savoir
—1 g—1 * —_—x B—1 o
)_f (r —x) f e dxx (a+x)

—af “dx x” (l—x) '-f e_xdxx'g"'(a—}—x)a"a

qu’on trouve au tome I de ses OEuvres, page 100.
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Je ne m’arréterai pas ici pour développer la formule qui résulterait
du changement analogue des variables dans Uintégrale multiple

* = * — {24+ .+ ap—1 2g— 27 —1
e x ¥ e 3 dx dy...dz.
0 1) (8]

Je veux plutét démontrer quelques relations qui se rapportent non-
seulement aux valeurs completes des transcendantes de P'espéce que
cette méthode suggere, mais aussi aux valeurs indéfinies des mémes
intégrales. En effet, considérons la valeur (V) de Pintégrale double

ff e_(x’—w’)dx dy,

qu’on étend i tous les éléments de ]’espace terminé par le quart de
Iellipse

roo_
p’_'—;’——b" =1

1.7

et par ses demi-axes. On aura évidemment, en exprimant V par des
coordonnées elliptiques,

3 L2 J— L2
A teT M optdp be="dvy e # dp. bo—» vdy

Ve = == [ = = =
L Vesb e S eb ), Ve

Mais si 'on fait x=rcosw. y=rsinw, on a
] b

r ;—Tr —t I %TL’ / —_t
V:f f e rdrdm:;f (I—e )dw.
0 1] AY

d’'ott 'on déduit, en vertu de I'équation de I'elhpse,

tp =B
V= %1: — f e H=beosts .
(o]
En posant
2 — _b’ (f;’—b’)cos’w
- y.’—b”(‘.os’m
il viendra donc
b 2
1 L ey CRPR V) eTrdz
V=n—-uyu*—h*e
4 2”‘\” o (F_7_bz+z1)\/b2__—za

Ecrivons maintenant v pour z dans cette derniére intégrale définie,
et nous obtiendrons la formule suivante, en identifiant les deux va-
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leurs de V,

lrce—bﬁ—-_pvw,, Bt~ #fb e dy
4 o (p?— b2 4-v?) \/l)’—v'l

— f e ! ’dl.L f - p *dv . # # dy. f Pl v’dv
e = =

2. Considérons encore la méme intégrale double, étendue a tous les
¢léments de 1'espace infini terminé par le quart de I’hyperbole

et par son axe réel, prolongé indéfiniment. On aura, dans ce cas,

© @, e I by L
V= f f e " rdrdew = - [ e " do,
r o 2 v 0

w, étant 'angle fait par 'asymptote avec ’axe réel ; et par conséquent,
u(h— yﬁ)

4 v
arc | cos = —) —_— a3
V_if ( Mo Meste—t gy,
o

2

Faisons
) b”(b’——u'-’)cos*w
2R e,
b costey — v?
>

ce qui nous donnera

e s}

. 1 F5 g bt e % ds
V=_vyybr—vie S
2 (22— b2+ ﬂ)\/z?
En écrivant p. pour z dans cette expression, et identifiant le résultat
avec la valeur de V, exprimée en coordonnées elliptiques, on en dé-
duira la formule que voici :

o

1 T . "_M‘.dP'
— v b2——v2e‘""f =
(| ’ ' S N
E e

- 2dy_ bo—5"dy f _/”(ly f - ‘du
| b \/;L_ba . VB —y Vee—b J, VB—u

On doit observer qu’il n’est pas permis de faire v = o, dans cette
formule, parce qu’alors la quantité auxiliaire z cesse d’étre fonction
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de » et devient égale a b. Dans ce cas, reportons-nous a la valeur
de V, exprimée en «, et nous trouverons

2

([I[) *[>7T€—b‘ _ * e_/*’{ﬂdy,.fbe—uadv _fx g_/“:dp,. b e—y:uzdu’
4 3 \/Hz____b: o \/b’—v’ 3 ‘ly_n_[)z o Vb-:_._‘:'

comme nous 'avons obtenu déja. On tombera aussi sur cette équation
en posant dans I’équation (I) u = oo

3. En résumé donc, on voit comment la valeur complete de I'in-
tégrale

/) e~ d

J oy 2 Va B

sexprime en vertu des équations (1) et (II), a Iaide des valeurs
indéfinies et complétes des transcendantes ayant pour type

e~ % dx e~ T xtdx

\/a+ba:” Va + b

La formule (T11) peut étre regardée comme analogue i la relation
bien connue entre les fonctions elliptiques compléetes des deux pre-
miéres especes, 4 modules complémentaires; et, pareillement, les
théorémes qui sont exprimés par les équations (1) et (II) répondent
i la réduction, effectuée par Legendre, des fonctions completes de
troisieme espéce 4 celles de premiere et de seconde espéce. L’équa-
tion (11I) est due a Abel, comme je I'ai remarqué. Quant aux for-
mules (1) et (11}, je crois qu’elles n’avaient pas encore éte dé&ja don-
nées.

Dublin, le 10 février 185,



