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SUR UN THEOREME DE M. CHASLES:

Par J. LIOUVILLE.

Le théoreme dont il s’agit consiste en ce que deux surfaces du second
degré homofocales données (o), (f3) peuvent étre considérées comme
les lieux des centres de courbure d’une certaine surface (0), qui toute-
tois deviendrait imaginaire si 'on prenait pour (a), () deux ellipsoides
ou deux hyperboloides a deux nappes. Je veux ici compléter ce théo-
reme en ajoutant 'équation de la surface (@), ou plutot des surfaces
en nombre infini (paralléles entre elles) dont les centres de courbure
ont {a) et (5) pour lieux géométriques.

Considérons les diverses surfaces du second degré homofocales
ala), (f3); et désignons-les, suivant Pusage, par (£)s (1), (¥). Les
surfaces données (.}, () font partie des surfaces (p)s (m), (v), dont
'équation en coordonnées rectangulaires est, comme on sait, de la
forme

x® y? z*

P_,-}—m—-}—f;ff_;z = I,
h et ¢ étant des constantes. On suppose £* > ¢* > b2, u? entre b?
et ¢*, v* < b*; pour fixer les idées, Jadmets en outre que a* > (32,
Maintenant soit 0 {p, u, v) I'intégrale de la formule différentielle
suivante :

(ot o {1 B (ot — ot (i — B Ta = 37) (87— o1,
do Vig—a (o —f) dp Y& )W —F) | V@ — ) (f—

Vg =) —c) Vg = o) (e —w) Vb =) (e

I’équation générale des surfaces qui ont (@) et (B) pour licux des
centres de courbure sera

® (g, 1, v) = constante.
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I’équation
d0 =o

détermine, pour aiusi dire, la direction des surtfaces (0 5, ou plutot de
leurs plans tangents, en chaque point de 'espace. A cause de 'ambi-
guité des signes des radicaux, il y a donc, en général, pour chaque
point, quatre plans tangents de ces surfaces, respectivement perpendi-
culaires, bien entendu, aux quatre tangentes communes ala), (B,
que I'on peut mener par ce point.

En donnant au second membre de I'équation
O(p, pr,v) = constante

deux valeurs particulieres G, €, on aura deux surfaces dont toutes
les normales seront communes, et la différence constante €. — (" ex-
primera partout la distance de ces deux surfaces.

Si A et B sont deux constantes, les équations

de de
—=A, =28
~da 8
sont celles d’une droite quelconque novinale 4 la surface (). et aussi
d’une droile quelconque tangente & la fois aux deux surfaces («}, ({5

Chacune de ces équations, prise isolément, représente ’ailleurs une
surface développable formée par les norinales a ia surface (0] le long
d’'une de ses lignes de courbure. De la résultent deux systemes de sur-
faces développables, qui apparliennent respectivement aux deux es-
peces de lignes de courbure de (©). Je n’ai pas besoin d’ajouter que
les surfaces de systémes différents sont & angle droit entre elles come
avec la surface (©). La surface représentée par I'équation

de
a8 =B
touche et enveloppe la surface (§); elle est, au contraire, normale &
la surface (), sur laquelle elle engendre par son intersection une ligne
géodésique, conformément & un théoreme bien connu. De méme, la
surface représentée par

de

E—A
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touche la surface (a), et coupe la surface (B) a angle droit, suivant
une ligne géodésique de (f3).

Quelle que soit la fonction F, I'équation

p(de, 48\ _
de’ dB) —
représente une surface formée de droites normales aux surfaces (0);

mais les deux cas cités plus hant sont naturellement les seuls ou la
surface soit développable.

Tous ces résultats dérivent sans peine des formules que jai données
au tome XII du présent Journal, en m’occupant du mouvement d’un
point matériel. Mais on peut aussi les démontrer directement d’une
maniere tres-simple, et par la donner plus d’élégance encore a la
théorie des lignes géodésiques des surfaces du second degré. C’est ce
que je ferai voir dans un autre article.



