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WA

NOTE SUR DIFFERENTES SERIES;

Par M. P. TCHEBICHEF.

On parvient 4 des formules trés-intéressantes, comme, par exemple,
au développement de ¢~* en produit d’une infinité de facteurs, a
P’expression de sin i et cos x par des séries dont le calcul ne demande
que la multiplication de x par diflérentes constantes, et encore a plu-
sieurs autres relations curieuses, en cherchant la valeur de f{1.
f (x) étant une fonction liée & une autre F (a) par une équation de
'une de ces trois formes :

Fa)=f(a)+ f(2a)+ f(3x)+ J(4x) + f(hx)+ f(ba, + ...

F(x)=f(x)+ f(3x) + f(bx)+ f(7%) + flgad+ f(rra)+ ...

Fla)=f(x) —f(3x) + flba)— flra)+ floa) = flrrxl+....
Pour y parvenir, nous allons chercher quelle est la Joi des séries qui

déterminent la valeur de f (1) dans ces trois cas. Commencons par le
premier ou f{x) et F () sont liées par I'équation

(" Fae=fix)+ flax)+ f32)+/{4x]  fhx) +f 6+
1l est évident qu’en vertu de cette équation, la valeur cherchée e
f(1) sera exprimée par une série de la forme suivante :

s f0= A F{ + A F(2) + A F 3+ AL ()

ou A,, A,, A,,..., A, sont des coefficients numériques indépendants
des fonctions f(a) et F (). Pour trouver ces coefficients, supposons

, N 1
J X = =
) v z
r étant une quantite quelcenque supérieure a 1. Pour cette forme
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particuliere de f(x), la fonction F(x), d’aprés I'équation (1), sera
déterminée par I’équation

1 1 1 1 I

T = e+ e Y O e T By

xz" (2.2,‘)’

1
+(6x‘)"+""

ou bien, ce qui revient au méme,

1 T
F(x)_?l I.l - - =
L L Pt
2r 3r 5 7
Or, comme cette expression de F (x), conjointement avec

Sflx)= J%,

doit vérifier I'équation (2), nous concluons que

| — 1 ) i 1 1 A A " A, +~ A,
_ L 1 Ian 2r 3 + ' )’
or 3 Ar I"Tf
et, par conséquent,
A, A, An _ 1 / Ly [ 1 I
Al+;+?+..+n—zr+—(l— ;) <\I—§) (1—5) (l*—?‘)"'-

D’aprés cette équation, et en remarquant que les coefficients A, 4,
Agsees Ap,e.. sont indépendants de r, on conclut gn’en général A,, est

4gal au coefficient de — dans le développement du produit
ml‘

’ 1 1 1y, L)
=B =3B -3
Or, en examinant ce produit, on s’apercoit de suite quil n’y entre

. > 1 - e e
point de termes de la forme — toutes les fois que m est divisible par

un carré; donc, pour de telles valeurs de m, le coefficient A,, sera
¢gal a zéro. Quant aux autres valeurs de m, le coefficient A,, se réduit
a 1 lorsque m a un nombre pair de diviseurs premiers, et il est égal
a — 1 quand 'e nombre des diviseurs premiers de m est lmpair. Ainsi
nous trouvons la loi de la série (2) qui donne la valeur de (1) déter-
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minée par I'équation
Fxh=flo)+ flax)+ fBx)+ flox)—-f(ba)+ f(ba) +....

De la méme maniere nous trouverons que, la fonction f{a) étant
déterminée par I’éguation

Foay=f(x)+JBx +f5x)+ f(7x)+ [ gx)+ [ilirx) +...,
la valenr de f (1) sera égale 4

B, F1)+ B,F(2) +B,¥(3) +B,F(4) +..+ B, F(m) +...,

“ . T 1 1 1
ou B,, B,, B, B,,..., B,, sont les coefficients de 1, i —, dans

L
le développeinent du produit

(=3 (0=5) (=2) (=)

De la nous concluons que

B,=o
quand m est divisible par 2 ou par un carré, et que

B,=—+1 ou —1,

suivant que le nombre des diviseurs premiers de m sera pair ou
impair.

En passant au cas de

Flx)=f(x)—fBx)+fibx)—f(7x)+ flgx)— flirx) +....

nous trouvons
S =G F (1) + CoF (2) + CoF (3) + CF (4)+ ...+ G, F (m) + ...

AN . . . . v - i i
ou C,, G, €y, Cy...., C, sont égaux aux coefficients de 1, 7 3
Nl
I ’ .
2s-es — dans le développement du produit
7 po

(i) (= g () ()
Donc.

C,=o
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Cp=1

dans le cas oli m est pair ou divisible par un carré;
st m a un nombre pair de diviseurs premiers de la forme 4n + 1, et

enfin
Cm = —1
si le nombre de ces diviseurs est impair.
D’aprés ce qui vient d’étre établi, il est visible que, pour chaque
s

’

formule connue de I'une de ces trois formes :
Fla)y=f(x) +flax)+fBx) + fl4x)+ f(5x) + f(62) +...,

Flx) =f(2) +fBx) + f(5x) + f(72)+ flox) + f (11 2) +
F(x) =f(x) —f(3x) + f(5x) — f(72)+ flox) — f112) +

on aura une formule nouvelle.
Ainsi, de la formule connue
a-x+a—nx+a—3r+a—lz+a_sz_,f_a—s.r_}_.

1
]

I
-+ —
at—

a*—1
1
as—1

1
at—1

nous tirons
T
a! = —_
a-—1 a*—1
Le développement de log (1 — a®) nous donne une formule qui peut

étre mise sous cette forme :
a-—-l-’l‘
B Pl P Pl

x
\ . a*
d’out nous tirons, en cherchant la valeur de — — pourx =1,
5

1 2
log(1—a’)  log{1—a")
10

__log(i—a) log(1—a?) log(i—a’) log(1— &)
— _— —_— 3 h—

log(1—a")
> 7

6

(I—a)(l—a‘)%(l—a"’)"—'...

(1= ) (1= @)

et, par conséquent,
e = n
(1—a)’
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En partant de la formule connue
aal‘ aﬁ: a71

arc tang a‘:a’—?+ —5——!— 7

qui donne

arc tang a® a* a** a’* a'*
—_— = - — 5t = — + ..
z T 3z 5z 7z

nous trouvons

_ i 3 ! 5, 1 7
a_arctanga—k—garctanga —garctanga +7arctanga + ...

Le développement de cos Z—: en produit de facteurs donne

N

. a . / 40’ ~ 402 _ 4a2 )
COS;_ (1—-1!’.1:"> (I 3’1:’.2") <l 5:.”7_1.2‘) "
d’ou I'on conclut

log (cos E) =
+ log (1—%) + log([—- 7—{*5;1) -+

log (1-— E) + log (\x — 5%)

et, d’apres cette équation, nous trouvons

log (1 — %) = log (cosa) — log (cos ‘.;-) — log (cos g)
— log (cos%) — log (cos %) — log (cos ;ﬁ?})

+ log (cos ;—as> — log (cosl—a,]) — log(co’s %)

+ log(cos 23]—) ——

ou, ce qui revient au méme,
a a

"2_—4a? COSﬂ.COSl—g'COSE"'

w = a a a
COS - COS © » COS 5" .

3 5

Voyons maintenant ce qu’on peut tirer de la valeur connue de la
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série

COS 2T AL c0s2. 3max cos 2.5 mix oS 2.7 mhE
- -+ - -+ -+ :
Ik 3: 52 7*
Pour
Ax =it w,

ou m est un entier, » une quantite positive qui ne surpasse pas 3

nous trouvons cette série égale a
%’(I — hwl,
ﬂxpression que nous pouvons mettre sous la forme
% (1— 4 {rxl).

en dénotant par le signe {22} la plus petite quantité qu’il faut ajou-
ter a L ou retrancher de .a pour avoir un nombre entier. Donc on

aura
cos27hxr  cos2.3mhx  cos2.5mix  cosz2.gmizx o
L - —_ — 3
- 5 + % -+ - +..=g (1 4.2

En faisant, dans cette formule, x = o, nous trouvons

1 1 1 L
I+5+m5+=+..=

3: 5 7 2

Cette équation, combinée avec la précédente, donne

2 1— cos2mhx 2 I—Cosz.3rr1x+ 2 1—cos2. 5%z

e x? = (3z) e (5ay

2 1—Cos2.7mhx 1
-@-—2—-———-?————+...:—7{l.rj.

™ (77) x

1— COS2TAT

v , ) 2
En cherchant, d’apres cette formule, la valeur de = pour

x = 1, nous trouvons

R A {3)\ 53 7% 115
%(x—coszm\):t—l—}——gz—‘—%—g_r‘_g_r”

313)\3 ‘15)\;
PETRT R
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et, par conséquent,

mt 1? 3 5° 7 1n? i
2 {13)§ {15): ‘

13 1h:

Dy i) s e

CO$ 2Wh =1 —

Voila une expression de cos 27k dont le calcul ne demande que lu
multiplication de X par 1, 3, 5, 7, 11, 13, 15,.... Nous trouverons une
expression pareille pour sin an}, en remplacant dans la formule pre-

B < 1 -5 .
cédente & par A — -, ce qui donnera la série
4

R e e
silxzn).zl-—§3 ] " ——13552 1572
) !“i:ﬂ g'“{;zsﬂ‘“{;z }

qui, par la propriété de la notation ! }, se reduira a

bt el
w2 1? 3 51 7

SIN2TA =1 — —
R

2 (. i L
i oy, |

f.a méme méthode nous conduira aussi aux valeurs des séries :
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d’apres celles des suivantes :

I 1
[— + —

1 I
375 5+9 o3 TR
R o b T T MGy B
52 7t 9r  11r o 13 5 :
1 l 1 I 1 1 1
TETETET T T

........................

se réduit a cette série :

(—')”' I i)

1+ +5,,.

et, par conséquent,

log [ 1+ Gl p s S0 2 o

= log<r—(—3;)m> - log(l—é) — |Og<‘_(:7¥:nf)

— log(t——(—:%)m\ — log (1—#) —...

. (—l)’" i(__l)zm i (__[)am 1(__1)501 i (—l) m
- 3m =+ a2 31m -+ 3 Jsm 4 3im -+ 5 3sm +..
I 1 1 I 1 1 1

+ts 5=m+§5s—m+zarm+§§“m+"-

Lo e
7m 2 7 3 7

o) PR ) SIS G (—1)“" 1(=apn
RNTE 2 11m 3 rp3m +4 i 5 o
I 1 1 I I 1 i L 1

T i T3 Yo Tine o

................................
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De la nous tirons la formule

1

logS,,,: 2m+ %22"-_*‘%23111 -+ 4Elm+%25m .

en dénotant la somme

/ {—1)m 1 (—1y 1 (—1) 1 (—1)m
B) 1+ttt et e

par S,,, et les sommes de la forme

(= v =
it e e -+
(4) 3n 5n 711

" 137 B

en général, par 2,. En changeant dans I'équation précédente m en
mx , et divisant ensuite tous ses termes par &, nous aurons

1 I 1 1 I3
;lOgSMI: ; Zm:"‘ ;-z: szx -+ g‘; Zsm: ~+ Z‘; mea: -+ '5_, E5m.r -+ ..
d'ot1 nous tirons, pour la valeur de 2,
1 1 1
Ea=log 8, — s log S, — 3 logS;,, — 5 log 8;..
1 1
+ glog S“’"_E log Sy —
Ainsi nous parvenons a déterminer la valeur de la série X, de lu
forme (1), composée seulement de nombres premiers, au moyen des

valeurs des séries S,,, Sy my Ssms Sems S1ms... de la forme (3), composces
de tous les nombres impairs. Dans le cas particulier de

m=1, 2, 3,
la tormule que nous venons de trouver donnera

3, =log$, —-ilogsg-«%logSs—%lo,gS5 +élogS, —%logs, -

3. =logS,— ; log §, — % log S, — % logS,ﬁ—% log$,.— ; logS,,-+

2, =log8S; — l;]og Ss —%logSg——%logS|5+élogS”—— ;logSzm— A
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Mais on sait que

Si=i—ialolgl_ L 1 s
e 3 5 7 9 11+§—15+"_4’
I 1 1 i I 1 1 x?
S,_x+§+§+?+9, mtET -t =3’
S, —g 1 1 1 1 X 1 1 _1r_3
i Pt E ?+§3 T = 2’
Sy =1+ gt g+t L L L
) §+§ 7‘+9‘+Il‘ 13 15¢ "_96’
Y 1 1 I I o __ b=
5 3s+55 F+(§—]_1—!:+]_35—1 5+“.—I536’
S _l+| [ 1 1 1 1 1 " al
T E s ettt v T g
L 1 I 1 I 1 1 617
e e TRl A +e= g
S S L SN S = 2717 |
S =1 FT5 7°+g’ TUREET: x5°+'“—8257536
1 I 1 I 1 1 1 31
S“’_"+F+F+F+E+W+W+T5ﬁ+"'—m'
Donc, d’apres les formules précédentes, nous aurons
—_ T 1 n? 1 w 1 5x 1 L 1 61 7'
Ec—1081—;1"3‘3‘—3'055—31"5—:536'*'61%%_Elog——x%ho
+ —1lo S
10 g2903o40 e
5=log T —Llog ™ — Llog X _ Log_3LT"
2T %88 T8 T3 B g6 5% 503050 — 0
— = _ I o oe 2717
%i=log 37 — 3 log 3198 55,536 —
ce qui donne
I 1 1 1 1 1 1 B
E'——§+§_;—:+E+E_;§+'_—0733498'
> ot = L 020224
SEtEtat et E g =0 feves
| | 1 1 1 1 I )
ZJ=—-§+§—F—;-I§ @—l— 1—7_3+‘l§3+...——-0,03325....




