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PURES ET APPLIQUÉES. 337 

NOTE SUR DIFFÉRENTES SÉRIES; 

PAR M. P. TCHEBICHEF. 

On parvient à des formules très-intéressantes, comme, par exemple, 
au développement de e~x en produit d'une infinité de facteurs, à 
l'expression de sin x et cos χ par des séries dont le calcul ne demande 
que la multiplication de χ par différentes constantes, et encore à plu-
sieurs autres relations curieuses, en cherchant la valeur de J(i\ 
j (x) étant une fonction liée à une autre F (x) par une équation de 
l'une de ces trois formes : 
F (*) =/(*) +/(«') -F/(3·») -p/(4aO -+-J (5 χ) -+-/(6a·, -t- .... 
F(*) =/(*) +/(3ar) +/(5x) +/(ηχ) + /(9*''+/(1 · *)-+-■■■ · 
F (*) =/(*) ~/(3*) -F/(5.r) —f{lx) -f/(9,t) -~/(h*) + ···· 

Pour y parvenir, nous allons chercher quelle est la loi des séries qui 
déterminent la valeur de/(i) dans ces trois cas. Commençons par le 
premier οùf>[x) et F (a?) sont liées par l'équation 

(0 F* =/(*) -4-/(2*) +/(3a') +/(4jt) -t-/(5x) +J\6X) -t .... 

Il est évident qu'en vertu de cette équation, la valeur cherchée de 
/(t) sera exprimée par une série de la forme suivante : 

·■* /(|) = A« F(C -t- A
s
F(a) ■+· AiF\3; -t-...-t- A,„ F {m) + .... 

où A,, A
 2

, A
3
,..., A,„ sont des coefficients numériques indépendants 

des fonctions /(x) et F (χ). Pour trouver ces coefficients, supposons 

/ ' Λ'. = — 

r étant une quantité quelconque supérieure a ι. Four cette form»· 
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particulière de f(x), la fonction F (a?), d'après l'équation (i), sera 
déterminée par l'équation 

F(·*) - Jr + Jfcy + ̂  -F··., 

ou bien, ce qui revient au même, 

F (af) = - · — l- ! ! 

Or, comme cette expression de F (a?), conjointement avec 

/(■*) = jr 

doit vérifier l'équation (a), nous concluons que 

1 1 ' I /» , a, A, A„, \ 

et, par conséquent, 

A| +
 F

4
"···"

4
" ■+"— (

T
~ ?) (

,_
 B) (

1
 S

7
) (

Ι

~Ψ)"" 

D'après cette équation, et en remarquant que les coefficients A,, A
2

, 
Aj,..., A,„,... sont indépendants de R, on conclut qu'en général A,„ est 

égal au coefficient de —
r
 dans le développement du produit 

dans le develops 

Or, en examinant ce produit, on s'aperçoit de suite qu'il n'y entre 

point de termes de la forme ̂  toutes les fois que ni est divisible par 

un carré; donc, pour de telles valeurs de m, le coefficient A,„ sera 
é. a! à zéro. Quant aux autres valeurs de m, le coefficient A,„ se réduit 
à ι lorsque m a un nombre pair de diviseurs premiers, et il est égal 
à — ι quand le nombre des diviseurs premiers de m est impair. Ainsi 
nous trouvons la loi de la série (a) qui donne la valeur de/ (i) déter-
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minée par l'équation 

F'.r) = fx) -Λ-/{ΊΧ) -t- j\ 3,r) 4- --f(5x) 4- f(6x) 

De la même manière nous trouverons que, la fonction j if étant 
déterminée par l'équation 

F ,r) —j (λ·) 4- j (3.x\ -t- f{Sx) -t- fijx) + y.'q-r) 4- j'{ \ ι x) 

la valeur de^(i) sera égale à 

B, F ίι) 4- B,F(2) 4- B, F: 3 4- B,F(4) 4-BmF(tn) -4-..., 

où Β,, B
2

, B
3

, B
4
,..., B,„ sont les coefficients de 1, —, -J-»-)-?· ··, — , dans 

le développement du produit 

(-±) (-*)(-?)(-à)·· -

De là nous concluons que 
B,„ = ο 

quand m est divisible par 2 ou par un carré, et que 
B„, = 4-1 ou — 1, 

suivant que le nombre des diviseurs premiers de m sera pair ou 
impair. 

En passant au cas de 

F [x) =f (x) — j (3 a: 1 4- _/ (5.r) — j {ηχ) 4-/ '( gx) — / (1 1 x) -t- ... . 

nous trouvons 

j (1) — C, F (1) 4- C2 F (2)4- C3 F (3) 4- C4 F (4)4-... 4- C,„F (m J 4- .... 

ou C,, C
2

, G,, C
4
...., C,„ sont égaux aux coefficients de 1, 4-, 

7;' "' dans le développement du produit 

(,_^) (I+^) (, + 7Tr)"·· 
Donc. 

Cm — ο 
4 1 
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dans le cas où m est pair 011 divisible par un carré; 

L,„= 1 

si m a un nombre pair de diviseurs premiers de la forme l\n -1- 1, et 
enfin 

C,„ = — 1 

si le nombre de ces diviseurs est impair. 
D'après ce qui vient d'être établi, il est visible que, pour chaque 

formule connue de l'une de ces trois formes : 

ν(χ)=Αχ) +/(»■*) +/(3*0 +/(4*)+/(5*) -Ι-/(6Λ?) +··.., 

F(*) =/(*) +/(3*) +/(5.r) +/(7·*)+/(9*) +/( 11*)+..., 

FW =/(*) -/(3^) +/(5*) —/(7*)+/(9*) -/('i 

on aura une formule nouvelle. 
Ainsi, de la formule connue 

—î— — a x -+- α_2χ -+- a~3x a~tx + a~5x ■+- a-ex +.... α1— 1 

nous tirons 
r 1 1 1 1 

a — 1 a* — 1 a3 — ι a5 — ι a® — ι 

Le développement de log (ι — ax) nous donne une formule qui peut 
être mise sous cette forme : 

log(i— a") a~' a~" a~" a~'x a~ix a SI 

x χ ix 3 χ l\x 5x 6 χ ' 

d'où nous tirons, en cherchant la valeur de — — pour jc = τ, 

log (ι — a) log(i —«') log f ι — a') log(i—β6) 

log(i — a") log(' — a1) log(t—g") _ 

6 η ίο 

et, par conséquent, 

(ι — α ) ( ι—α")6(ι — a")"... 
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En partant de la formule connue 

arc tang ax = ax + -g- + — ..., 

qui donne 

arc tang «Λ a1 alz abx a,x 

nous trouvons 

a — arc tang a -+- g arc tang a3 — g arc tang a5 + - arc tang a1 

Le développement de cos ^ en produit de facteurs donne 

Ö a I CCìK -

d'où l'on conclut 

log (cos I) = log (ι - ij) + log (, - 3^-. ) 

+ log(I-5fe) + log(t-^fc)+-" 

et, d'après cette équation, nous trouvons 

log ('-"r) = log (cos α) - log (cos J) - log (cos g) 

-log(cos^) - lo8 (
cos

7i) ~
 lo

g(
cos

^) 

+ log (cos- log (cos - log ( cos 

+ log (cos £) 

ou, ce qui revient au même, 

, cos a . cos —= · cos 

Voyons maintenant ce qu'on peut tirer de la valeur connue de la 
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série 

COS27TAX COS 2 3π/Χ COS2.5irXx CÛS2.T π'λ.ϊ 

Four 
}.x — m ± ω, 

où m est un entier, ω une quantité positive qui ne surpasse pas--

nous trouvons cette série égale à 

g-(i — 4ω> 

expression que nous pouvons mettre sous la forme 

J(i- 4 M), 

en dénotant par le signe fXu?} la plus petite quantité qu'il faut ajou-
ter à }.x ou retrancher de τ.χ pour avoir un nombre entier. Donc on 
aura 

—Τ—- + 3Î - + 51 h Ψ +...= 8(ι-4|λ^|). 

En faisant, dans cette formule, χ — ο, nous trouvons 

I+3ï+5'+i+,,,= F 

Cette équation, combinée avec la précédente, donne 

2 I— COS27T^X 2 t—COS 2 . 3 7Γ λ X 2 I — COS 2 .5 7r Λ Χ 

η' χ® π- (3χ)1 π' (5χ)* 

π-2 ( 737 )' "·"·■· χ·ι { χ ) 

En cherchant, d'après cette formule, la valeur de ^ -—--J 27r— pour 

χ = ι, nous trouvons 

π'1 ' I1 3' 52 γ 

{13 λ J ίι5λ) 
ι3· ι52 
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et, par conséquent, 

( l·! 13M i5>i M {"M. 

cos ο,πλ — ι { , , , « / 

Voilà une expression de cositrX dont le calcul ne demande que la 
multiplication de λ par i, 3, 5, η, ιι, i3, Nous trouverons une 
expression pareille pour sin απΧ, en remplaçant dans la formule pré-

cédente λ par λ — ce qui donnera la série 

\ l'-îl Kîl Ι
51

-?! k-ï! Ι 

sin ι π λ = ι < , _ > -

qui, par la propriété de la notation j j, se réduira à 

ί ίΐζϋ _!
3λ+

^_Ιϋζΐίi
7>

 " IS/ 

Sill '2 71 λ = I < /· 

La même méthode nous conduira aussi aux valeurs des séries : 

3 i3 I 7 ~ι çj ~^ 23 29 ' 

χ: +7H : H : H rr; H : H : H 57. H , + 

3
3
 5'^~7

3
^~II

3
 I3

3
 17

3
 19

3
 23'' 29^ " *' 
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d'après celles des suivantes : 

l — ο ~+~ f 1 —ι—~ —? + ..., 

1 + y, + H—-H—: H- H—r- H—pr -+-..., 

33 53 7
3

"'~9
3

 ii
3

~*~i3
3

 i5
3

~*~"' 

Pour y parvenir, nous remarquons que le produit 

(—0* ï (—i)m (— i)m 1 

se réduit à cette série : 

3™ F ~ψ~ + 7f + ~7F 7F + ~^+···' 

et, par conséquent, 

'°g Ι ' + ̂ ί
1
 -5™ ^

(j

>
L)

"
 1 C

~i
 f

 73- ^' γ5^ + ···_ 

= - log(i-i=£) - log(i-^) - log — ~~ ) 

— ^og (1 — — log (1 — -^) --

— (~i)m . I (~')"* , l (—U3" , I (—1)'" 1 (—1?" 

+ ̂  + 2F™ + 35?™4~4F™~f"'55r" + ''" 

, .+. I + 1 (—Q"* 1 (-i)"° 1 (— U" _ 

(-l)=™ i (-1)" l_ (-1)'™ !_ (-Ι)*" 

7F 4~2 7F:r + 3 7F" "^4 ϊ3^"+ 5 TF™ + '" 
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De là nous tirons la formule 

log S
M

 — Σ
/Η

 -t~ ^ 3
 771

 ^
 rn

 5 * *
1

 ' 

en dénotant la somme 

(3)
 I+

!^+ '+(=£+.!_
+

 fci£ + ■ +<=£+... 

par S,„, et les sommes de la forme 

f'D (-l)° , 1 , (_l)" ι {-l)" I ' I 

en général, par Σ
Η

. En changeant dans l'équation précédente M en 
mx, et divisant ensuite tous ses termes par ar, nous aurons 

r
 —

 a
; ^mx +

 2a
, ^2mx -+- 2

 r
 -^8 rnx "+* 2<m:r "+" g ^Smi + ■·■' 

d'où nous tirons, pour la valeur de Σ,„, 

— log S
M

 ^ log S
2
 m 3 1θ§ S

3 m
 log S

5 

~+" 6 1°S ®·"Ι — η log m 

Ainsi nous parvenons à déterminer la valeur de la série Σ,„ de la 
forme (1), composée seulement de nombres premiers, au moyen des 
valeurs des séries S,„, S

2m
, S5m, S

em
, S

7m
,... de la forme (3), composées 

de tous les nombres impairs. Dans le cas particulier de 

m = 1, 2, 3, 

la formule que nous venons de trouver donnera 

Σ, = log S, — i log S
2
 — ^ log S

3
 — g log S

5
 + g log S, — ^logS- - ■ -

Σ
;
= logSj — MogS

t
 - ^ log S, — ÎlogS,

0
-+-glogS

1
.
J
-^logS

M
-f .... 

2
3
 = logS

;
, — ^logS, — ^logS, —^IogS

{5
-t-gIogS

(
„- 'logS

2)
 — 
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Mais on sait que 

S| — 1 — j + ~ — - Η Η « — ~Έ · ·4 — 7
 9 

s, .._ïï, 

3 1 3s 5s 73 g3 113 133 153 ' " 32 ' 

6,-1+^+^+-+-+ —
+ ΐ

3
4
+ Ϊ5

3

 g6' 

5 1 3s 5s 75 9s 113 135 15s " " i536' 

-I+3i+gi + ̂ +-
6
 + ni+733 + 753 +-·-^' 

' 1 3' 57 7'""'"Θ7 il'"'" J3' I 5' " 184320 

* 1 3® 5® η* g3 77* Τ39 75" 8257536' 

,0 1 ^ + ^ + 2go3o4o" 

Donc, d'après les formules précédentes, nous aurons 

Σ
'=

 l
°g 4 - ΐ

 1ο
§ 8-3

 lQ
g 3Ï - 5

 1θ
δ 7536

 +
 6

 lo
& - 7

 lo
S 7843^ 

1 , 3iV 
10 2903040 

2, — log g — - log ρ — 3 log ̂  g log
 29oSo

^
o
 —.. ·, 

Σ*~]ο%3Ϊ a gg6o 3 ^8257536 '·' 
ce qui donne 

2,= -
5
 + -- -- -4-- + -- --4- 0,3349**··'· 

Σ' = Si
+

 ? + ψ
+ 7? +

 i
 + 7f + i?

 +

 -=
 0,20224..., 

= + + ^ + +···=- o,o3aa5.... 


