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PURES ET APPLIQUEES.
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THEORIE NOUVELLE

DF.

LA ROTATION DES CORPS,

Par M. POINSOT.

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

PEVELOPPEMENT DES CALCULS POUR LA DETERMINATION DU LIEU
DU CORPS AU BOUT D UN TEMPS DONNE.

1. Si, dans les trois équations différentielles (1), (2), (3) du cha-
pitre précédent, on remet, au lieu des lettres A, B, C qui représentent

. .. . . . Rf R’
les trois moments principaux d’inertie, les expressions m —, m 5i
- a

R* . . . o T . N
m— relatives i I'ellipsoide central du corps; si on intéegre les deux
premieres (1; et (2) et quon y mette les deux constantes F et G*

3

R¢ , R : : _
sous la forme m — et m* > ce qui est permis, on aura les trois

A hr k2
équations
%:_‘— %* :—‘ = constante — ‘L
’;:.:_{_ r’/)—j+ :T = constante — T’[T
’-';- + §+ :— = ﬂe’i‘%’;ﬁ’) =

d’ou la lettre m, qui répond 4 la masse du corps, et la lettre R, 2 la
Tome XVI. — Aour 1851. 37
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grandeur de Pellipsoide central, auront entiérement disparu, comme
cela doit étre : car il est évident que les moments d’inertie du corps
A, B, G, la force vive 16, le couple d'impulsion G sont des quantités
homogénes qui peuvent toutes étre mises sous cette méme forme du
produit ;s R* divisé par le carré d’une ligne ou le rectangle de deux
autres.

2. Et waintenant, si Pon fait les lignes &y, kq, kr respectivement
égales a x, y, z, il viendra, pour les  équations du mouvement de
rotation, les transformées suivantes :

x? J-l z?
(l) ;+Z_’+c{="
(2) R E=3
a T E T T
33 » = oy Bk
("))) a'+b‘+c‘_ g

ou I'on suppose, pour abréger,
(4) W=z + y* + 2%

Dans ces équations, il est visible que x, y, z sont les coordon-
nées du pole instantané a la surface de ellipsoide central dont
les rayons principaux sont a, b, c; que la ligne constante % est la
hauteur de ce pole au-dessus du plan du couple d’impulsion ; 4, la
ligne constante dont la fonction 1 : k? représente la Jorce vive 16* du
systeme : d’ou résulte (4 cause de 16* = G#8 cos i), que la grandeur
du couple G se trouve ici représentée par 1 : hk.

I.

3. Cela posé, les équations finies (1), (2) et (4) donnent, comme
on I'a déja vu dans la seconde partie de ce Mémoire, et en employant
les mémes abréviations,

a‘e?
2 2
(1 — a?),

Eﬁ
bt e™

),!= (uﬂ__ﬁﬁ),

56

22 = i‘—‘i(u’ —_ 72)

26
[
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Ensuite, les équations (1) et (2) étant différentiées et combinées avec
Péquation différentielle (3), donnent

. Ll

2 __ 4°¢ 2 .2
= eV
. [IPRat

y__ U .zt ope?
y Tk atet T b
: ot e

2 2 .2
2% = ——— .

£Lat b J

4. Si l'on ajoute ces trois derniéres équations, et qu'on y mette,
au lien de x?, ?, 2%, leurs valeurs données par les trois précédentes.
on trouvera d’abord

.:[.'2+)'f’+z',2:.§‘2

2
:<¢(li-;> :F‘%[rc‘.Za‘e”—u’.Za‘e”(ﬁ‘+'y’)+ Za‘e”ﬁ'z'f];

et, réduisant le second membre, exactement de la méme maniere
qu'on I'a fait (seconde partie, n° 63), il viendra

(([s)ﬂ — 'ul_u2(a2+ﬁ2‘+72)+(aﬂﬁ2+[627'i_4 ,]?21‘.1:

e = T 3ot

At g —(a*bh* + b*c? + c*a®) + 2?7;;;—
ou en employant, pour abréger, les mémes lettres qu’au n* 61; fai-
sant de plus,

Q—B+2C:k*=H,

et tirant la racine carrée de part et d’autre, on aura

" i V=T

'S = yu* — Pu* + H.

Telle est, en fonction du rayon vecteur «, l'expression tres-simple

. ds At . y e - R
de la vitesse = avec laquelle le pble instantané décrit son orbe s a la

surface de Vellipsoide central, et décrit en méme temps la courbe =
sur le plan du couple d'impulsion, qui demeure fixe dans I'espace
absolu.

5. Pour avoir cette vitesse :%: ‘fl_: en fonction du temps ¢, il faut
donc maintenant chercher I'expression de x en 7; or c’est ce quon

31..
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peut obtenir par un calcul trés—facile. Car, comme on a (4 cause de
1= x4y + 2?) ,

U = XX + Yy + 3%,
si 'on met, au lieu de x, y, z, x, y, z, leurs valeurs données plus
haut, on trouvera

N/

: ee'e” ratt - —
uw =2 T @t (i — B (= 7

d’ott U'on tire, 4 cause de Za*e> = ¢*, et de ee’e” = ¢ y— 1, et en se
servant des dénominations du n° 61

. du =1 Vb —Pu' 1 Qu—R
( = . .
\U) 4 ou dt —  F 12

Telle est, en fonction de u, 'expression de la vitesse avec laquelie
le pole instantané se rapproche ou s’éloigne alternativement du centre
de Vellipsoide central, et oscille ainsi suivant le rayon vecteur u, dans
la partie qui s'étend du maximum an minimun de ce rayon; partie
quiest 5 —a quand k est < b, et B — 7 quand % est > b.

6. Si, entre cette équation (U)et la précédente (S), on élimine le
temps ¢, ce qui se fait ici trés-simplement en divisant, membre a
inembre, I'une par I’autre, on aura, en s el «, Péquation différentielle

ds e —Pu’ L H

du \/u“-Pu‘—{—-Qu“—R’

ce qui est exactement la méme équation qu’'on avait trouvée directe-
ment pour la polhodie (seconde partie, n° 63). On pouvait donc se

Ce . ds du
borner ici a2 calculer 'une des deux expressions —, —-; car, en la

\ ds . ry . Loy . ,
comparant a celle de 7z qui nous était déja connue, on aurait trouvé

Pautre : mais il est toujours bon de confirmer les résultats du calcul.

7. Quant 4 P'imaginaire y —1 que I'on voit dans les deux pre-
mieres expressions, elle n’y est qu'en apparence; car les deux
polynémes

w—Puw+H et u®—Pu'+ Qu—R
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sont ici essentiellement négatifs, a cause du rayon vecteur u toujours
plus petit que la ligne 3, et toujours plus grand que chacune des
deux autres a et 7.

.

8. Maintenant, I'équation différentielle (U), qui ne renferme que
les deux variables u et ¢, étant mise sous la forme
2 udu

dt = f B e —
2 Y(w =)

S OU —?
pr—w) (w—7°)
se ramene immédiatement aux quadratures.

On aura donc en intégrant, et déterminant la constante arbitraire

de maniére que le temps ¢ commence quand le rayon vecteur r est
A son maximum (3,

— 2 a2
t = flu') —f(B*),
f désignant ici une certaine fonction de u?; et de la, par la fonction
inverse que je désignerai par f,, on tirera

w=jfi e+ f(E)]
ol il est évident que f, sera une fonction périodigre du temps 7.

Ainsi, quoigne le temps ¢ croisse 4 I'infini, la valeur de cette fonc-
tion ne peut s'étendre que depuis le maximun de «?, qui est tou-
jours 3%, jusqu’a son minimuin qui est, ou y*. ou o’ selon qu'on a
h> ou < b.

En désignant donc par 1 le temps que le pole T met a passer d’un
sommet de son orbe s au sommet suivant, temps exprimé, dans le
premier cas, par

= /(1) =SB
et dans le second, par

T=f(a®) — f(£)

si Pon demande la valeur du rayon z au bout d’un temps quelconque,
on pourra commencer par Oter de ce temps donné tous les multiples
de 4t qui y seraient contenus, et conserver seulement le reste, qui ne
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pourrait étre que de la forme

t, ou t+r7t, on t-+ 21, oun (-4 3z,

selon que le pole I serait dans le premier, le deuxieme, le troisieme
ou le quatriéme quart de son orbe s.

9. Connaissant la valeur de #’ en ¢, si on la suppose substituée a
la place de u* dans I'équation

___dt

ds = B = w1 H,

on aura par une nouvelle intégration, et en déterminant la constante

arbitraire de maniére que V'arc s commence avec le temps ¢,

s=oc="F(z) — F(o).

Equation ou il faut observer qu’on doit mettre le temps donné ¢ pris
dans toute son étendue, et non pas diminvé des multiples de 47 qu’il
pourrait contenir, comme il était permis de le faire dans Pexpression
précédente de u*. . B

Ayant ainsi le rayon u et I'arc ¢ en fonction de ¢, on en pourra
conclure la position du corps au bout d’un temps quelconque ¢,
comme on I'a fait voir a la fin du chapitre précédent

10. Mais ces intégrations ou quadratures ne peuvent se faire ni
algébriquement, ni par des arcs de cercle ou des logarithmes; elles
demandent essentiellement I'emploi des transcendantes elliptiques; de
sorle que le lien du corps au bout d’un temps quelconque donné ne
peat, en général, se calculer que par la voie des séries, ou au moyen
de certaines Tables qu’on aurait construites pour ces fonctions supé-
rieures.

Dans certains cas particuliers, relatifs soit & la direction du couple
d’impulsion, soit a I'espéce du corps, la difficulté s’abaisse, et tout se
réduit aux regles ordinaires, comme nous le ferons voir un peu plus

loin.
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111,

(hangement des variables s et u dans les formules qui précedent.

ds du h
— change
5 g7 on change
en o, et u* en v* + h?, ce qui donne uu = v¢, on aura les formules

nouvelles

L1. Si, dans les expressions précédentes de

s = [(m SR — P+ R+ H

b= [(u=+ R P (v + ) 4 Q02+ AP — R],

ou v est le rayon vecteur allant du centre de la courbe 5 au pole in-
stantané qui la décrit.

12. Or, en nomwmant ¢ 'angle que ce rayon ¢ fait avec une droite
quelconque fixe située dans le plan de cette courbe ¢, on a évidem-
ment -

o2 6;02 — g2 — 2,
Mettant au lieu de o2 et ¢* leurs valeurs ci-dessus, et multipliant tout
par k*¢%, il vient

Boigr = — (¥ + )P —P(¢*+ 1)+ H]|
+ [(* + AP — P02+ A*)? 4+ Q («* + h*) — R},
ou bien, en développant les binomes, et ordonnant le second mewbre
par rapport a o,
koot 7 = h*v* + (2h* — PA* + Q — H)¢? .
+ (h*— PR+ QA* —R)

Maintenant, si dauns le terme (2A' — PA* + Q — H)¢?, on wet, an
lieu de PA? sa valeur 2Ah* — B, et au lieu de Q — H sa valeur
Bh*— 2C
S

» on trouvera I’équation

kgt ot 4 o M ARG (e _ PR+ QB2 - R),
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et en posant, pour abréger, comme on I'a déja fait (seconde partie,
n° 61,

e — AR +Bh*—C, ou (R —a®)(h®— b*)(h*— *) =D,

R —Ph* +QF —R, ou (A*—o?)(h*—p%)(kF*— )= A,

et observant qu'on a, entre D et A, la relation

D2
A == =
hs
on aura P’équation
. D D2
RoPe?=h20* + 2 F-]zv’ + 5

ou il est évident que le second membre est le carré parfait du binéme

o D
he? 4 o

13. Aiust 'on a, en extrayant la racine carrée de part et d’aulre
] P »

D

7;5:

kL‘zc‘b == h()2 4
d’ot1, en dégageant cp et remettant pour D sa valeur

(k2_a2)(}l2 — b2)(h2_ cﬂ)’

on tire
dy k| (k—a?)(h*— b7) (k' — &)
de % s :

9 ou

expression tres-simple de la vitesse angulaire avec laquelle le pole
instantané de rotation tourne autour du centre de I'herpolhodie o ;
cette vitesse, comme on le voit, est composée d’une partie constante,
et d’une partie variable qui est réciproque au carré du rayon vec-
teur ¢, et, par conséquent, périodique comme ce rayon.

dy

. .. ) d
14. Si 'on divise cetts expression de —! par celle de ™, donnée
dt dt

, ) d ) ,
plus haut (n° 12), on aura expression de d—f en fonction de ¢, c’est-

a-dire ’équation différentielle de la courbe plane o, entre son rayon
vecleur ¢ et 'angle o que ce rayon décrit autour du centre de cette
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courbe o; cette équation sera donc

~3

d_q>__ het A

dy s:\/(v-’-{—h’)“’—P(v'-‘—i—lz’)3+Q(v’+lz’)———R’

I3

ce qui s’accorde parfaitement avec P’équation polaire de I'herpolhodie
telle qu'on I'a trouvée directement (seconde partie, n® 66).

On peut remarquer que cette équation ne renferme que les quatre
constantes a, b, ¢ et I, dont les trois premiéres sont relatives a Ves-
pece du corps, et la quatrieme %, a-la position du couple d’impulsior..
Et il est clair que la constante k n’y doit pas entrer, puisque la courbe
décrite par le pole instantané ne peut dépendre dela grandeur 1%k du
couple qui a frappé le corps, ni par conséquent de la constante k qui
répond aux Jorces wvives: la courbe est décrite plus ou moins vite,
mais elle est toujours la méme pour les mémes données a, b, ¢ et k.

15. On peut employer, si ’on veut, ces nouvelles variables ¢ et ¢,
au lieu des précédentes , pour avoir la position du corps au bout d’un

temps quelconque ¢. Car, en intégrant la premiére équation qui donne
. . dv . .
Pexpression de 7 0 fonction de v, et faisant commencer le temps 7

avec le rayon vecteur
=y — %

on aura, comme plus haut (n° 8),
t=f (o + ) —f{F
o= f, (t+ B — B

ou

De cette valeur ¢* on conclut celles des trois coordonnées x, 3, 2
du pole instantané a la surface de Uellipsoide central, puisque cha-
cune d’elles &, y, z est donnée en u*(n°® 3), et, par conséquent, en
o2 1 k2 : on a donc déja la position de ce pole sur Pellipsoide central.

Mettant ensuite cette valeur de ¢* en ¢ dans la seconde équation
. ll? . . , . .
qui donne o en fonction de ¢, et integrant, en {aisant commencer
Pangle ¢ avec le temps ¢, on aura

\

o = f£(t) —t10);

Tome XVI, — Aotr 1801. o
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ce qui donnera la position du pdle instantané sur le plan fixe du
couple d’impulsion : et de 13 on pourra conclure la position du corps
dans Iespace absolu au bout du temnps £.

Mais, quelques coordonnées qu’on emploie, Vintégration raménera
toujours, ce qui est ici fort naturel, a la théorie des fonctions ellip-
tiques : théorie aujourd’hui tres-connue, et & laquelle je renvoie le
lecteur, pour ne pas m’écarter du principal objet de ce Mémoire. Je’
me bornerai donc 4 quelques exemples ou les quadratures se font
par les régles ordinaires.

Application dles formules & quelques cas particuliers qui n’exigent
pas Uemploi des transcendantes elliptiques.

I.

Cas particuliers relatifs a la position du couple d’impulsion.

16. 11 est presque inutile de s’arréter au cas particulier de /2 = «;
car il n’y a, sur la surface de Pellipsoide central, qu'un seul point
ou le plan tangent puisse étre i une distance % = a du centre de cet
ellipsoide. On a donc alors u = a, et le corps tourne constamment,
avec une vitesse angulaire 6 = a: &, autour de son axe majeur «.
lequel se confond avec 'axe du couple d’impulsion et demeure im-
mobile et dans le corps et dans P’espace absolu.

I v’y a ici qu'une seule remarque a faire : c’est que le pole instan-

C1 o . . . . . d A
tané 1 étant immobile, il semble que la vitesse angulaire 7? de ce pole
autour de P’axe du couple devrait étre nulle, aussi bien que sa vitesse

de , \ - .oa ’ .
absolue —;? €t non pas égale a la quantité finie 7 que donne Pexpres-

. . d . ..
sion générale de 73 quand on y fait & = a. Mais il faut observer que

la vitesse angulaire d’un point autour d’un centre fixe est une
quantite qui ne dépend pas de la distance de ce point au centre que
Pon considére. Ainsi, quoique le rayon vecteur ¢ du pole I soit ici
égal 4 zéro, et que ce pole soit réellement immobile, on n’en peut

. . de . .o \ .
t °T p Srey -+ e
pas conclure que sa vitesse angulaire 7 SOit aussi égale A zéro; et
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voila pourquoi on la trouve égale a la quantité finie a k. Et I'on

peut bien voir d’ailleurs que cette valenr est la véritable; car, dans

notre analyse, ou la grandeur du couple d’impulsion est exprimée

par {7{, et le moment d’inertie du corps par -, il est clair que le
a

. a . . \ . . .
uotient -~ exprime la rotation @, c’est-a-dire la vitesse angulaire d’un
q 7 €%

point quelconque de ce corps, et, par conséquent, celle du point
particulier qui fait le pole lui-méme.

On peut dire exactement les mémes choses dans le cas particulier
de h = ¢, C’est-a-dire quand le plan du couple sera donné tangent au
pole mineur de Vellipsoide : il n’y a qu'a changer a en c.

Mais il n’en est pas de méme dans le cas singulier de % égal a I'axe
moyen b; car, outre le pole moyen B, il y a sur Pellipsoide une infi-
nité de points 1 on le plan tangent du couple peut étre 4 Ja méme
distance 2 = b du centre de cet ellipsoide; et cette suite de points
forme les deux ellipses singuliéres dont j’ai précédemment parlé (se-
conde partie, n° 68), et sur I'une desquelles le pole instantané 1 peut

se mouvoir dans toute la suite du temps. Clest ce qu’il est bon de
développer. '

Solution dans le cas singulier de h = b.

17. Si l'on suppose I = b, on trouve d’abord ces réductions,
ot =y =b%;
et Péquation diflérentielle du n® 8 devient

2dt oudu

T (u? — b?)vﬁ"—Au

laquelle s'integre par logarithmes, et donue, en y faisant. pounr
abréger,

Péquation

38..
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intégrale ou 'on a déterminé la constante arbitraire par la supposi-
tion que le temps ¢ commence quand le rayon vecteur u = .

On a donc, en passant des logarithmes aux exponentielles, I'équa-
tion

ant ——
6_{— _n+x/ﬁ’— u?

TV
«’ot1 I'on tire, en résolvant par rapport 4 2?2,
4
Tt —nat\2?
(eT + e—*—>
pour I'expression du rayon vecteur  en fonction du temps ¢.

Or chacune des coordonnées x, y, z du pole instantané T étant
elle-méme exprimée en «?, on en aura la valeur en ¢, et, par consé-
quent, on saura quelle est, sur la surface de I'ellipsoide central, la
position du pdle I au bout d’un temps quelconque .

Pour avoir ngjntenant sa position sur le plan fixe du couple d’im-
pulsion, au bout du méme temps, on prendra, pour les deux coor-
données de ce point, le rayon vecteur ¢ émané du centre de I'her-
polhodie o, avec I'angle ¢ que ce rayon fait avec une droite fixe dans
le plan de cette courbe.

u—= b* 4

Or, acausede h = b, on a

v = u? — b2,

et I'équation précédente donne sur-le-champ

e k “+ e
Ensuite, comme Vexpression différentielle de d—f (n® 43) se réduit ici

5 N . _ d V.
(a cause de & =b) a Pexpression trés-simple =¥ = >, on aura tout
dr A

de suite,
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Connaissant donc, en fonction de ¢, les deux coordonnées polaires
v et ¢ du pole I surle plan fixe du couple d’impulsion, et ayant déja
les trois coordonnées x, y, z du méme péle sur la surface de Vellip-
soide central, on en conclura, comme on V’a dit plus haut, la position
que le corps doit occuper dans I'espace au bout du temps £, et la
question sera ainsi complétement résolue.

18. De I'équation ci-dessus,
b
? — Z . t’

si 'on tire ¢ en ¢, et quon le mette dans 'expression précédente
de ¢, on a

2n
np oy
¢P e B

¢ =

pour I’équation polaire de la double spirale ¢ décrite par le pole Fic.

instantané dans I'espace absolu ; ce qui s’accorde parfaitement avec ce
quon avait déja trouvé dans la seconde partie de ce Mémoire.

II.

Cas particuliers relatifs & Uespéce du corps.

Lellipsoide central du corps peut étre un sphéroide elliptique
allongé, ou aplati vers les poles, ce qui convient a tous les corps, de
révolution, et 4 une infinité d’autres ot le corps a deux de ses trois
moments principaux d’inertie égaux entre eux : et enfin, Iellipsoide
central peut étre une spheére parfaite, ce qui convient, non-senlement
aux corps sphériques ou réguliers, mais encore A une infinité d’autres.

19. Soit d’abord le cas d’un sphéroide allongé, ¢’est-a-dire le cas de
on trouve alors :
(az+b’)h’-— a’ bh?

W= == 7 = constanie,
et, par conséquent,
2 — B2V (R — b2
vie= 32 — W= u‘____) = constante :

h2

25.
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d’ou I'on voit d’abord que la vitesse angulaire § du corps autour du
rayon instantané u, et la vitesse angulaire § sin i autour du rayon v,
sont toutes deux constantes, et respectivement égales a
_B L Wp— A
§=1=% Gsini=t——.

On trouve ensuite, 1° que la polhodie s est un cercle décrit autour
de I'axe du sphéroide, d’un rayon p exprimé par

_ e

hoja — b

e

et que la circonférence en est parcourue par le pole instantané | avec

R . ds
une vitesse uniforme = dont la valeur est

ds b Var— k. \ir— b

dt — WE i

Vo .. d.
d'ou résulte, en divisant Fsz par le rayon p, la valeur

V@i — b B — b
Rk

pour la vitesse angulaire de ee pole autour de I'axe du sphéroide.

2°. Que ’herpolhodie o est un autre cercle d’'un rayon

o = =7,

ou

Ja k= b
b

V= A

et que la circonférence de ce cercle décrit autour de I'axe fixe du

. . . . ds
couple d’'impulsion, est parcourue avec une vitesse uniforme — bpar-
.. . R ;s ds . divi de ds

g =3 V18e _—=
faitement egale & la précédente -; d’ou résulte, en divisant — = —

. b? . . .
par le rayon ¢, le quotient 27 pour la vitesse angulaire du pdle 1 au-

tour de P'axe fixe dans I’espace absolu : valeur qui s’accorde partai-
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tement, comme cela doit étre, avec celle que donnerait Pexpression

., de . 1 L. o
générale de 5 Ion y faisait b = ¢.

On voit donc qu’ici tout est uniforme et circulaire, et qu'il n’est
pour ainsi dire besoin d’aucune intégration; car on a immédiatement

e 19 b? e 1o [)
u=20f, v=yg—~r, s:c:ﬁ-\/ﬁz—h’.f, 9= —.1.

en faisant commencer I'angle ¢ et les arcs s et ¢ avec le temps .

20. Dans le cas particulier de b =a, ce qui répond au cas d’un
sphéroide central aplati vers les pdles, on trouverait, mutatis mutan-
dis, des expressions toutes semblables anx précédentes.

21. Enfin, si on avait les axes extrémes @ et ¢ égaux entre eux, ce
qui entrainerait 'égalité des trois axes a, b, ¢ et de la ligne %, il v’y
aurait plus rien qui ne fit, pour ainsi dire, évident de soi-méme.
Le corps tournerait constamment autour d’un méme diametre 2a
avec une vitesse angulaire § = « : k.

Il faut toutefois se rappeler que ce cas si particulier de

ar:b:c:/z

convient non-seulement aux corps homogenes qui sont sphérigues ou

réguliers, mais encore 4 une infinité d’autres de constitution quel-
conque.

CHAPITRE II.
NOUVELLE (MAGE DE LA ROTATION DES CORPS.

22 Soient toujours O le centre du corps; OG I'axe du couple d’im-
wulsion; OI Vaxe instantané de la rotation 6, et 7 'inclinaison mu-
| ,
tuelle de ces deux axes.

On peut toujours supposer qu’a chaque instant dt la rotation 5
soit décomposée en deux : 'une autour de axe OG du couple, et
Pautre autour d’une droite OT perpendiculaire 4 OG dans le plan
des deux axes OG et OI.

Or. par la premiére rotation § cos 7 autour de OG, cet axe OC reste

Fre.

21.
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immobile dans le corps et dans I'espace; mais par la seconde §sin?
autour de OT, il y a une certaine ligne OG’ du corps qui vient se
placer sur OG dans I'espace : de sorte que OG, qui est réellement
fixe dans l'espace, parait décrire un angle GOG’ dans I'intérieur du
corps. Or c’est le plan de cet angle infiniment petit, et dont la valeur

est
GOG' = 0sini.dt,

qui forme I'élément de la surface conique tracée par I'axe CG du
couple dans Pintérieur du corps.

23. La ligne OT, qui est perpendiculaire au plan de cet angle, est
donc normale 3 la surface de ce coéne. La suite des normales OT cor-
respondantes 4 toutes les positions de la génératrice OG forme donc,
dans lintérieur du corps, une autre surface conique de méme sommet
normale 4 la premiére. Et il est évident que ces deux cones que je
représente, pour abréger, par (OG) et (OT), sont en quelque sorte
réciprogues 'un de P'autre : car les génératrices de I'un peuvent étre
regardées comme la suite des normales 4 la surface de I'autre.

24. On trouve aisément (seconde partie, n® 76, corollaire VII) que
la surface conique, décrite par 'axe OG du couple, a pour équation

(B — a®) x* + (h* — 8*) y* + (B* — &%) 2" = o3

on peut donc en conclure que Pautre surface conique, décrite par OT
toujours normale & la premiéere, a pour équation

x2 y2 z2 .
prupec il ey <Ry CEmp il

25. On voit donc:

Que ces surfaces sont celles de deux cones droits, a bases elliptiques,
autour d’'un axe commun qui est, ou le grand axe a, ou le petit
axe ¢, de Vellipsoide central, selon quona % > b,ou h<b;

Que, dans le cas singulier de 2 = b, le premier cone (OG), décrit
par I'axe du couple, se réduit & 'un des deux plans représentés par

Péquation
pomy Ty
1= }I —;
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et le second cone (OT), a une simple droite OT perpendiculaire a ce
plan;
Et qu’enfin, dans le cas o lellipsoide central du corps est de ré-

volution, les deux cones sont des cones droits a bases circulaires
autour de 'axe du sphéroide.

26. Voyons maintenant, a I'aide de ces images, comment s’exécute
dans P’espace ie mouvement d’un corps qui a recu I'mpulsion d’un
couple dans une direction quelconque donnée.

Pour mieux fixer les idées et simplifier le discours, on peut consi-
dérer le plan MON du couple (qui reste fixe dans Vespace) comme
étant le plan horizontal, et, par conséquent,, 'axe OG de ce couple
comme la verticale.

Cela posé, il est visible que, dans tout le cours du mouvement,
la surface du premier cone (OG) doit passer par la verticale OG, et
que la surface du second (OT) doit étre en contact avec le plan hori-
zontal MN. Car, la ligne OG étant toujours normale a la surface du
cone (OT), et perpendiculaire au plan MN, ce plan horizontal MN
ne peut étre autre chose que le plan tangent & la surface. Donc, pen-
dant le mouvement du corps, le céne (OT) demeure perpétuellement
en contact avec le plan fixe du couple appliqué.

97. Actuellement, il est bien facile de se représenter le mouvement

du corps par celui de ce cone intérieur (OT), qui est attaché au corps
et entraine avec soi dans I'espace absolu.

En effet, par la rotation 6 sin/ autour de la génératrice OT, ce
cone roule sur le plan horizontal MN et amene en contact, au bout
d’un instant dt, une certaine génératrice infiniment voisine OT”" : par
la seconde rotation 6§ cosi autour de la verticale OG, cette généra-
trice OT’ glisse sur ce méme plan en tournant d’un certain angle infi-
niment petit T"OT”". Ainsi, par les deux rotations compesantes de &,
la génératrice OT, ou la ligne de contact du cone avec le plan MN a
décrit sur ce plan, au bout d’'un instant dz, un angle TOT” composé
des deux angles TOT’, T'OT” dont on vient de parler.

Pour se représenter le mouvement du corps, il faut donc conce-
voir qu’a chaque instant dt, on fait rouler le cone (OT) sur le plan

Tome XV{. — Aour 1851. 39

Fic.
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tixe MN, par I'angle

TOT' = duw,
dit 4 la rotation 4 sin i autour de la ligne de contact OT; et, ensuite,
qu’on le fait glisser, sur ce méme plan, par I'angle

TOT" = dy,

da a la rotation § cosi autour de la verticale OG : et par ces deux
mouvements, exécutés I'un aprés Pautre, on a le lien du corps au
hout de cet instant dt.

28. Dans la nature, ces deux mouvements ne sont pas exécutés I'un
apreés I'autre, ils sont simultanés, ou plutét ils n'en font qu’un seul
qui est le composé de ces deux-la. Mais, comme on ne considere
qu’un temps infiniment petit d¢, les deux espaces qu’un point quel-
conque du corps tend ‘i décrire en vertu des deux rotations  sin 7 et
§ cosi, sont censés rectilignes, comme les deux cotés d’un parallé-
logramme : et ce point étant porté d’abord le long de I'un de ces
cOtés, et ensuite sur une ligne égale et paralléle 4 'autre, se trouve
alors au bout de la diagonale, c’est-a-dire au méme lieu de Pespace
ou il serait arrivé par son mouvement naturel en suivant cette diago-
nale. Si donc on imagine que cette double opération, que je viens de
décrire, soit répétée pour chaque partie infiniment petite dz du
temps £, on aura la suite des lieux ou le corps passe dans le cours de
sa rotation, ou I'image fidele de son mouvement dans Pespace.

Mais si 'on demandait simplement de marquer le lieu ot; se trouvera
le corps au bout d’un temps quelconque, sans s'occuper de la route
que le corps suit pour y arriver, on n’aurait pas besoin de supposer
que la double opération dont il s’agit soit répétée a chaque instant.
On pourrait d’un seul coup faire rouler le cone (OT) par un angle
fini w égal & la somme de tous les angles TOT’ que la génératrice OT
trace & la surface de ce cone pendant le temps donné ¢; et, ensuite ,
le faire glisser en tournant autour de la verticale OG par un angle
égal a la somme de tous les angles T'OT” qui sont dus 2 la rotation
du corps autour de cette verticale pendant le méme temps ¢. Par ces
deux opérations, exécutées 'une aprés I'autre, et dans I'ordre qu’on
voudra, le corps, il est vrai, n’aurait pas suivi le mouvement qu’il
a dans la nature, mais il se trouverait actuellement posé dans le méme
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lieu de Vespace ou il arrive par son mouvement naturel au bout du
temps £. D’ou P'on voit que le probléme de déterminer le liev du
corps au bout d’un temps quelconque, se réduit & chercher les deux
sommes ou intégrales

w=f(TOT), ¢ =[f(T'OT"),
en fonction du temps ¢.

29. Quant a la seconde intégrale ¢, elle se trouve sur-le-champ:
car il est évident qu'on a
. TOT" =dy = G cos i.dt;
or on a trouvé
. h
{9 cos i = const. = 7
on a donc
h

dLIJ =Z'dt,

d’ou1 'on tire
h
Y=zt
en faisant commencer 'angle ¢ avec le temps ¢.
Mais Pautre intégrale
w = [(TOT")

ne se trouve pas aussi aisément : il faut commencer par cherchier
Iexpression différentielle de I’angle TOT'.

Pour cela je remarque que cet angle TOT', ajouté a I'angle T'OT",
torme I’angle TOT” que la projection de I’axe instantané Ol décrit
autour de I'axe du couple; car le point T est la projection continuelle
du poéle I sur le plan de ce couple. On a donc, en nommant do ce
dernier angle,

de +d§ =dg:
or on a trouvé précédemment
(A — a¥) (h* — b%) (f—c?)
AR 8% sin? d

dp =0Gcosi.dt +

- dt;

on a donc, en comparant les deux expressions de do,

deo — o —a) (B — b)) (K —¢')

R, &, Psin i

dt,
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d’otl 'on tire
dr

@ = d - .
- e — A

(h:'_ az) (Il’— b:)(hx__‘ '_.2)
S/

Pour avoir o, il faudra donc mettre d’abord, au lieu de 62, sa valeur

en fonction de ¢, et puis intégrer Pexpression fdt : (k*6% — A?); mais
cette intégrale demande encore Pemploi des fonctions elliptiques.

30. 1 faut remarquer que les lignes 4 et & étant essentiellement posi-

. ; ; L A . A ;

tives, et d¢ étant égal a 7 dt, cet angle d ¢ peut toujours étre regardé

comme ayant le méme signe + ; mais I'angle dw a tantdt le signe +
et tantot le signe — , selon que & est < ou > &.

Si k < b, le cone OT entoure le petit axe ¢ de I'ellipsoide central,
et, dans ce cas, I'angle dw, de méme signe que dy, s'ajoute i cet
angle pour former I'angle dg que la projection de I'axe instantané
décrit autour de I'axe du couple. :

Si k> b, le cone (OT) entoure le grand axe a; et, dans ce cas,
angle dw, de signe contraire 4 dy, doit en étre retranché pour
former Pangle dg.

31. Enfin, dansle cas singulier de & = b, le cone (OT) se réduit 4 une
droite OT située dans le plan des axes extrémes a et ¢, et inclinée

s bz_ 2 ,
sur @ d'un angle dont la tangente est — \/;:_—;,: I'angle dw est nul,

et dg se réduit simplement a Pangle
dy = % dt.

Ainsi, dans le cas de A = b, il existe dans le corps un axe singu-
lier OT qui a la propriété de décrire uniformément le plan fixe MON
du couple, avec une vitesse constante

k b

77

Tk

tandis que le corps tourne autour de cet axe singulier avec une vitesse

variable
.. i b
fsini = \/0’—‘—_;
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Dans ce cas, on n’a besoin que des régles ordinaires du calcul inté-
gral pour déterminer la position du corps au bout d’un temps
donné ¢. Car, pour amener le corps dans cette position , il suffirait de
le faire tourner d’abord autour de 'axe du couple d’un angle

q; = é t:
k b
et ensuite, de le faire tourner sur son axe singulier OT, d’un angle

égal a f@sini.dt. Or, dans le cas de 2 = b, nous avons trouvé, pour
Pexpression de 8 sin i en fonction de ¢,

. . 22n
fsini =

T4+ F
ou e désigne la base des logarithmes de Néper, et  la valeur du ra-

dical y3* — 5*. Multipliant donc par dt cette expression de Gsini,

intégrant, et faisant commencer 'arc t avec le temps £, on a
=2 (arc tang ek — :i—r)

32. Les deux cas de 2 = a, ou & = ¢ n’ont aucune difficulté; car
les axes OI, OG se confondent entre eux et avec 'axe a, ou I'axe ¢
du corps; et tout se réduit & une simple rotation constante 4 : £, au-
tour de cet axe a, ou ¢, qui demeure immobile dans 'espace absolu.

33. Silellipsoide central a deux de ses axes égaux entre eux, le
cone (OT) est un cone droit 4 base circulaire autour de 'axe de révo-
lution de ce sphéroide. Alors § sin i est constant, et, par conséquent,
dw est constant, aussi bien que d¢ et dg, et I'on a sur-le-champ la
valeur de ces angles pour un temps quelconque ¢.

Si I'ellipsoide central a ses trois axes égaux et devient une sphere,
tout se réduit 4 un mouvement simple de rotation autour du diamétre
qui fait Paxe du couple appliqué G.

Tous ces cas particuliers n’ont aucune espéce de difficulté et se
résolvent d’eux-mémes : il n’y a de remarquable que le cas singu-
lier de A=b qui se résout par lintégration de la différentielle

f@sini.dt, laquelle ne dépend que des fonctions exponentielles
et circulaires.
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Remarque 1.

34. Jai trouvé plus haut 'expression de I'angle dw par celle de
Vangle dp, qui nous était déja connue (n°13). Mais cet angle dw,
que trace le cone (OT) en roulant sur le plan du couple, peut se
trouver aussi d’une maniére directe, comme on va le voir dans
Particle suivant, ce qui servira & confirmer notre analyse.

Au point T de la surface de ce cone (OT), la ligne de moindre
courbure est évidemment la génératrice OT; et, par conséquent, la
ligne de plus grande courbure est perpendiculaire i cette génératrice.

Considérons sur cette ligne de courbure I'arc infiniment petit ds
qui se couche en nn instant d¢ sur le plan MN quand le cone roule
sur ce plan en vertu de la rotation §sini qu’il a sur sa génératrice
actuelle OT. Il est évident que §sin i.dt est ’'angie de contingence ,
c’est-a-dire I'angle formé par les deux tangentes menées aux extrémités
de l'arc ds, ou, ce qui revient au méme, angle formé par les deux
normales menées i la surface du cone en ces deux points. Or cet angle

< ds
est exprimé par —, en nommant r le rayon de la courbure. On a

donc
. ds
§sini.dt = ;‘-

Mais I’angle formé par les deux génératrices voisines OT et OT' qui
vont du point O aux deux bouts du méme arc ds, et que nous
avons nommé dw, est évidemment exprimé par

ds ds
do =51 = Tosny

on a donc, pour P'expression de dw,

dw = ;_dt.

ou r désigne le rayon de la plus grande courbure a la surface du
cone (OT), au point T extrémité de la génératrice

OT = kGsini.



PURES ET APPLIQUEES. 311
Ur, ’équation de la surface conique (OT) étant

x'l + ‘y'.' z'l
e vt T R_e

:O’

le rayon R de la courbure en un point quelconque dont les coor-
données seraient x, y , z, est exprime par

. I g N
pe— = | o G+ %T—’Zl)“‘
(A — ) (2 4+ 7' + 5) *

R =

et, comme le point T dont il ’agit n’est pas un point quelconque de
la surface du cone, mais un point qui doit se trouver en méme temps
sur la surface de I'ellipsoide dont I’équation est

x: + y‘l z'[ _— l
Th— az)z (hz__ b:)z -+ (hz___ nz)a - B’
o . . LA e e (A*— )
le trinOme qui est sous le radical se réduit ici a la constante ———

En substituant cette valeur, il vient donc pour r, cette expression

(h*— a®) (I*— ) (h*— )

k(o4 '+ 2)
Orona
x4 4+ 22 = OT? = A* 0% sin®i;
il vient donc, pour Pexpression de do = % dt,

(h*— a*) (2 — b) (h*— ) dt,

do = T k6. sini

ce qui ¥'accorde parfaitement avec ce quon avait trouvé plus haut par
une voie différente.

Remarque 11.

335. Je ferai encore ici une remarque importante pour montrer ¢oui-
ment, dans le cas de &> b, le mouvement angulaire dg du pole in-
stantané 1 de rotation est égal a la différence dy — dw de Pangle dy
par lequel le cone (OT) glisse sur le plan du couple, a Pangle dw par

1. 23.
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lequel ce cone roule sur le méme plan; tandis que, dans le cas de
h<b, I'angle dg est égal a la somme dy + dw de ces deux angles.

Pour plus de clarté, considérons les choses au moment ot le pole
instantané I traverse I'ellipse moyenne (ac) de Pellipsoide central. Si
Pon méne en 1 la tangente a cette ellipse, qu’on abaisse sur elle la
perpendiculaire OP, et qu’on achéve le rectangle IPOT ; on voit que
OP sera la direction de I'axe du couple d’impulsion, et OT la géné-
ratrice actuelle du cone (OT); et comme OI est situé dans I'angle
droit COA des axes extrémes c et a, il est clair que la perpendicu-
laire OP i la tangente en I sera située aussi dans le méme angle droit :
donc OT perpendiculaire 3 OP tombera au-dessous de I'axe OA par
rapport aux axes OI et OP que je regarde comme étant au-dessus.

Or,silonak > b, on sait que le cone décrit par OT a pour axe
le grand axe OA = a de Iellipsoide central : donc, si I'on méne a ce
cone le plan tangent suivant OT, ce qui sera le plan méme du couple
d’impulsion, le céne (OT) sera situé au-dessus de ce plan du méme
coté que les points I et P. Si donc, en vertu de la rotation 6 cos ¢
autour de OP, ce cone glisse en un instant df, d’un angle dy sur ce
plan tangent, il est clair qu'en vertu de la rotation §sin i autour
de OT, il roule sur le méme plan par un angle dw de signe contraire
a d{ : de sorte que le mouvement angulaire d9 de la génératrice OT
est exprimé par la différence dy — dw de ces deux angles.

Mais si Pon a » < b, ce n’est plus autour du grand axe OA , mais
autour du petit axe OC, que le cone (OT) se trouve décrit. Et alors ce
cone, au lieu d’étre situé au-dessus du plan qui le touche en OT, du
méme coté que le pole I et le point P, se trouve situé au-dessous, du
cOté opposé. Si donc ce cone, par la rotation autour de OP, giisse sur
le plan d’un angle dy, il est clair que par I’autre rotation autour
de OT, il roule sur ce plan d’un angle dw de méme signe que d : de
sorte que, dans ce cas, le mouvement angulaire dp du point T est
exprimé par la somme d{ + do de ces deux angles.

36. On voit par la comment il arrive que, dans le cas singulier
de A= b, on a simplement

dp=dy=6cosi.de="dt:
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car, le cas de .o = b pouvant étre considéré comme appartenant i la
fois 4 Pun et 4 Pautre des deux cas précédents, I'angle dw devrait
avoir également le signe + et le signe —; ce qui ne peut étre ici,
i moins qu’on n'ait dw = o : c’est, en effet, ce qui a lieu, et réduit
alors dg a d¢, cest-d-dire que, dans ce cas singulier, la vitesse an-
gulaire du pole instantané, autour de Vaxe fixe du couple, est con-

, b .
stante et mesurée par - dans toute la suite du mouvement.

Résumé de notre théorie.

37. On peut donc considérer, dans l'intérieur du corps, trois cones
du second ordre, savoir : '

1°. Le cone (OI) décrit par I'axe instantané OI;

2°. Le cone (OT) décrit par la projection continuelle de Ol sur le
plan fixe MN du couple d’impulsion;

30, Le cone (OG) déerit par I'axe fixe OG de ce couple dans I'inté-
rieur du mobile.

Ces trois cones sont droits, a bases elliptiques, et tous trois décrits
autour d’un méme axe, qui est, ou le grand axe a, ou le petit
axe ¢ de Vellipsoide central, selon que h est > ou < que Vaxe
moyen b de cet ellipsoide.

Dans le cas singulier de & =&, le cone (Ol) se réduit 4 un plan
passant par I'axe moyen. Le cone (0OG) se réduit a4 un autre plan
passant par ce méme axe, et le cone (OT) se réduit a une droite per-
pendiculaire & ce dernier plan.

Les surfaces de ces cones sont toutes trois décrites et achevées dans
le méme temps.

L’axe OG du couple trace la sienne avec une vitesse angulaire

.. h
5sini = \/6’———_-
‘.1
L’axe OT trace la sienne avec une vitesse angulaire

dw (h*— a?) (It — b?) (h*— ¢
dt Ik (G — b

Tome XVI. — Aout 1851, au
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I’axe Ol trace la sienne avec une vitesse angulaire que Fon trouve
égale a

VIQ—HI#e—R
A-\’Q?

2

expression ou I'on a
(@ b+ b2 - ' a?) i — 2.4 b2 ¢
Q —H= 1 :

er
— 2 Lo2,,2
R = o 3%%.

38. Mais, au lieu de ces trois cones, on peut ne considérer gne
trois lignes courbes, et simplifier ainsi les images. Car, 1 étant le pole
instantané & la surface de I'ellipsoide central, T la projection de ce
point sur le plan du couple, et P sa projection sur I'axe OG, on
peut considérer les trois orbes elliptiques, 4 double courbure, s, =
et m décrits par les points I, T et P dans I'intérieur du corps, et re-
garder ces orbes comme les bases de nos trois surfaces coniques dont
le commun sommet est au centre O. Faisant donc abstraction de tout
le reste, pour ne plus voir que ce centre O et I'une de ces trois es-
peces de roues s, t, @, que je viens de définir, le mouvement du

corps pourrait se peindre des trois maniéres suivantes :

L. Si ’on suppose que I’'orbe s, mis en contact avec le plan fixe MIN
paralléle au plan du cduple, roule sans glisser sur ce plan, et de
manicre qu’il tourne sans cesse sur son rayou Ol avec une vitesse an-
gulaire § proportionunelle 4 ce rayon, on aura le mouvement précis
du corps dans I'espace : c’est I'image la plus claire de ce mouvement.

I1. 8i, sur le plan MON du couple (qu'on suppose ici mené par
le centre O), on fait rouler l'orbe 7 avec la vitesse angulaire (:1—:’- trou-
vée ci-dessus, et qu’en méme temps on le fasse glisser avec la vitesse
angulaire constante %, on aura de méme la représentation exacte du

inouvement du corps : ¢’est une autre image de ce mouvement, mais
un peu moins simple que la précédente.

HOI. Enfin, si on imagine que Iorbe n, dont le rayon OP est
constant et de longueur %, glisse le long de sa tangente au point P
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Ty

avec une vitesse angulaire p

» el tourne sur sen rayon OP avec

. . h L .
une vitesse angulaire constante 7 On aura une troisiéeme image du

mouvement du corps; mais peut-étre encore moins simple que ia
seconde. On pourrait donc Ccarter Pune et Vautre; mais, dans une
matiere aussi difficile, cette variété de démonstrations ne peut que
jeter plus de jour sur le fond des choses, et je n’ai pas cru devoir les
supprimer. Au reste, de toutes ces démonstrations, la meilleure, je
veux dire celle ol Vesprit trouve 'appui le plus naturel et le plus
sensible, est celle de Vellipsoide central, dont on retient le centre
immobile au méme point de I’espace, et qu’on fait rouler sur le plan
fixe du couple, sans aucun mouvement de rasion sur ce plan.

Equations des trois orbes s, t, m, que nous venons de considerer.

s

39. On a déja vu que lorbe s, décrit a la surface de Vellipsoide
central , par le pole instantané I, est donné par lintersection de cet
ellipsoide, dont I’équation est

(2 f2 123
T Y -4
PR _*,._4——
i 7 S 2 =1,
171 c

avec la surface d’un autre ellipsoide, dont I'équation est

\ e I P
.2) e X =0

-t

x', y', z' étant les coordonnées du pole T paralleles aux axes res-
pectifs a, b, c de I'ellipsoide central.

On a vu que le plan du couple, supposé conduit par le centre O de
cet ellipsoide , a pour équation

! ' ’

: at b? c?
Donc, si du pole I on abaisse une perpendiculaire IT sur ce plan, on
aura, pour les équations de cette droite,

(4) atz' (x —x')—c*x'(z — 2z} = o0,

(5\ 42)”(1'—1")—-‘ngl(]’-"—j")zo.
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Or, si de ces trois dernieres équations, on tire les valeurs de X, ¥, =
coordonnées du pied T de la perpendiculaire, on trouvera [en faisant
les réductions qui proviennent des deux premiéres équations (1) et (2}],
ces expressions trés-simples,

_ _ kb ht— e?
X=com X, y=p—y, a= 2

d’ott V’on tire
a'x Ly 'z
LA r__ ) r__ .
x — I _at’ J — = z T Rk

Donc, en mettant ces valeurs de ', 3, 2’ dans les équations (1) et(2),
on aura en x, 7, z les deux équations

alx? bzy-z e z? -
(h!_a2)2+(’l2__b1)7+(hz_c:):— ?

Rzt byt b2 52
x K ity + (a2 =1,

(h:_az)z"—(h:_b:)z (hz__c?)z

qui appartiennent a deux nouveaux ellipsoides dont Pintersection
donne Porbite  décrite par le point T qui est la projection continuelle
du pole I sur le plan du couple.

Remarque 1.

40. Si I'on retranche ces deux équations 'une de Pautre, on a

(OT e

A — a? h?— b2 -

= o,

équation de la surface conique décrite par la ligne OT dans I'inté-
rieur du corps. Et c’est ce qui s’accorde parfaitement avec ce que nous
avons trouvé d’une autre maniére, en cherchant cette surface co-
nique, comme la suite des normales OT A la surface du cone décrit
par 'axe OG du couple dans P'intérieur du mobile. Et, en effet, cette
derniére surface décrite par OG a pour équation

oG B — a?)x? + (h* — B2) y® 4 (B — ¢*) 52 = o.
{ ) Y

Or il est clair que 'une de ces denx surfaces coniques peut étre re-
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gardée comme la suite des normales i la surface de Pautre : d'on
Pon voit qu’il suffit d’en connaitre une pour les avoir toutes denx.

41. Dans le cas singulier de 2 = b, le cone (OG) se réduit i un
plan passant par I'axe moyen b, et dont I'équation est

z _ ¢ a’— b*
z  a br— e’
et le cone (OT) & une simple ligne droite perpendiculaire a ce plan, et

dont I'équation est
Z . 4 E;— (S
z o Va—b

Par conséquent, I'orbite v décrite par le point T ne peut étre ici
gu’une ligne terminée OT, allant du centre O jusqu'au point T qui
répond a la distance maximum VB? — b? de ce point au centre O.

42. Dans les deux cas particuliers de h=a, ou h= c,Vorbite 7
se réduit  un point qui est le centre O de Pellipsoide central.

Remarque 11.

43. Si Pon ne combinait ensemble que les équatious (1), (2), (4}
et (5) pour en éliminer x’, y', 27, et qu’on n’employét point 'équa-
tion (3) du plan du couple, on aurait en ., y, z une équation qui
répondrait 4 la surface tracée par la suite des normales IT que 'on
menerait A la surface de Vellipsoide central, le long de I'orbite s dé-
crite par le pole instantané I; et si I'on portait ensnite sur chaque nor-
male IT, & partir de son pied I, et du méme cbté que Iellipsoide,
une longuenr IT égale a la ligne &, la suite des extrémités de toutes
ces lignes formerait encore I'orbite = décrite par le point T.

Au lieu de Iéquation (3) on pourrait donc employer I'équation
suivante :

(P) (@ =2Vt (y =g P+ (5= 2P = I,

qui exprime que la ligne 1T est de longueur constante . Mais comme
cette équation exprimerait également que la ligne 1T peut étre portée
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de Pautre c6té du plan tangent, la combinaison des cing équations (1),
(2), (4), (5) et (P) donnerait, non-seulement ’orbite = décrite par le
pied de la perpendiculaire IT au plan du couple, mais une autre
orbite 7’ décrite par le point T’ situé i la méme distance IT' au
dehors de ellipsoide : courbe tout a fait différente dans I'espace re-
latif, et qui est ici étrangére a la question ; mais, dans Pespace absolu,
la route du point T’ serait parfaitement égale et paralléle & la route
tu point T

Remarque 111

#%. La combinaison des cing équations (1), (2), (4), (5) et P est
peut-étre encore plus facile que celle des quatre premiéres avec I'équa-
tion (3). Car, en tirant des équations (4) et (5) les valeurs de (z — z'),
{ ¥ — ') pour les porter dans I'équation (P), on a tout de suite

i [ a2 2
(x—ay 1+ 5 (5 + 2] =,

ci

\

. ik z'* 1 't ., y s . .
d’ou, en mettant pour 7 + -; sa valeur 7 — o tirée de Péquation (2),
on a

a/l
\2 — A2
(x X ) Nz h ’
ce qui donne
, az
T = pxa

et il est évident qu’on aurait de méme

. bty 'z
Y =rxr T REe

expressions toutes semblables 4 celles du n°® 39, mais ou de§ deux
signes == il ne faut prendre que le signe —, si I'on veut ne considérer.
sur la normale IT, que le point T qui tombe du méme coté que la sur-
face de ellipsoide central a ’égard du plan tangenten I: car, en pre-
nant les signes -+, on aurait un point T situé de 'autre coté de ce
plan tangent, et la ligne OT, menée du centre O, ne serait plus per-
pendiculaire 4 la normale IT, comme on le veut dans la question pro-

posée.
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43. Au reste, pour lever toute équivoque, il est évident que les
coordonnées du point T qui sont x, ¥, z doivent étre telles. qu’elles
satisfassent 4 ’équation du plan du couple, qui est

2z
R T R

Or, en y mettant pour x, ¥, z les doubles valeurs

(Fat)x fr= b))y’ (hit ez
a= BEDT ) L)

; - 7
a? b1 !

I

on aurait
'y 2 Y irs 21 27 g 29
7(’1 ift)-}—-b_i(}l t])l+-{:(}? t()l:‘:(),
o &

ou, d’apres P’équation (2},

2 A
+ 7 4 4
e T

ol

-+ 1= 03

mais celle-ci, 4 cause de V'équation (1), n’est évidemment possibl
qu'en adoptant & la fois les trois signes inférieurs — , ce qui nous
rameéne aux expressions simples de @, y, z trouvées par la premiere
analyse.

Enfin, quant 4 I'orbe = décrit par le point I pris 4 la distance
OP = 4 sur axe OG du couple d’impulsion, il est tres-facile d'en
trouver les équations. Il est évident que cette courbe n’est autre
chose que Vintersection de la sphere dont I'équation est

x2+]2+z2:k2,
avec la surface conique décrite par OG, et dont P'équation est
(B* —a®) >+ (h* — b*) y* + (B — ) 2> = o.

1D’ou Pon voit que cette courbe 7 est un orbe sphérique, a double

courbure, comme les orbes elliptiques 7 et s, et qu’elle est décrite an-
tour du méme axe.

46. En considérant les deux cones (OP) et (OT) terminés par ces
orbes 7 et  qui leur servent de bases, le mouvement du corps se fair
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de telle maniére que le corps tourne, & chaque instant d¢, sur les
geénératrices OP et OT de ces deux cones, avec des vitesses angulaires
proportionnelles aux longueurs mémes de ces génératrices : de sorte
que la premiére vitesse 6 cos i est constante comme la ligne OP, et
que la seconde 9 sin / est variable comme la ligne OT.

CHAPITRE III.

MOUVEMENTS ANGULAIRES DES AXES PRINGIPAUX DU CORPS
DANS I ESPACE ABSOLU.

I

Nous n’avons considéré jusqu’ici que le mouvement de 'axe in-
stantané, parce qu’il suffit de le connaitre, et dans le corps et dans
Iespace, pour avoir le mouvement du corps lui-méme, et, par suite,
les mouvements des trois axes principaux que le corps entraine avec
soi dans ’espace absolu.

Mais il n’est peut-étre pas inutile d’indiquer en peu de mots ces co-
vollaires, et de montrer, a I’égard de chacun de ces axes principaux a,
b, ¢, le mouvement qu’il a pour tourner autour de I’axe Sixe du
couple d’impulsion ; pour s’abaisser et se relever alternativement sur
le plan de ce couple: ce qui répond aux mouvements qu’on ap-
pelle, en Astronomie, la précession des noeuds, la nutation de P'axe 5
quantités analogues a celles qui, dans I'analyse précédente (relative 4

v P . ; Sy d di
Iaxe et & I'équateur instantanés), sont désignées par (77 et 7;’ et dont
[

les valeurs en fonction de 6, et par conséquent, du temps £, sont
exprimées par

d h A
de _ % _\/__*
dr R (R =)
di  do A

dt ™ de g\Fe— &

47. Soient donc ici A, @, v les trois angles que les rayons prin-
cipaux a, b, c font avec I’axe fixe du couple d’impulsion, et repre-
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nons les lettres x, y, z pour désigner les lignes kp, kq, kr; il es:
aisé de voir qu’on a les trois équations suivantes :

| 08 ) — hax o hy o 1z
.y Cos k= —» COS L= o cosv = —»
et, par conséquent, celles-ci:
. at— h'x? C Y bt — It y* - o — lhiz
‘9Y s A = ————>  SINT = - Y, sinty = ———
L at b of

1’ou I'on peut conclure en passant, que st 'on prolonge les rayous «.
h, ¢ jusqu'aux points A, B’, ¢ ou ils vont rencontrer le plan do
couple d’impulsion (lequel est & la distance A du centre O), on aura.
en faisant les lignes variables

08 =p, OB=p, 0C=

™

les equations

1 1 1 .
— + = -+ = = constante — -
pa b fe h
a® b: ¢
=+ , + -3 = constante — ‘.
Fa Oy 2
i : dr, dmy dm . )
8. Maintenant, soient —=» —=> %' ou simplement 7, 7. 7 -

vitesses angulaires des projections des trois axes a, b, ¢ sur e plar
du couple, je dis qu'on aura les trois équationis suivantes -

S h a— x*
T F sy
— h b—y°
T Brsinp
Lk =
feT % siny

dont la démonstration directe est tres-facile.

Et, en effet, il est clair que =, ¢ ne désigne autre chose que Fangle
Tome XVI. — Aovt 1851, 4



322 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

décrit par la projection du rayon a sur le plan du couple pendant
I'instant dt. Or la projection de a est asin J, et par conséquent, {’ex-
pression a® sin?i.m, it représente I'aire décrite par cette projection
de a: mais Paire décrite sur un plan par la projection d’une ligne
n'est autre chose que la projection de I'aire décrite dans espace par
la ligne elle-méme. Nous n’avons donc qu’a chercher laire que le
rayon a décrit dans Vespace, 4 la projeter sur le plan du couple, et 4
Iégaler & Yexpression a?sin? ). n,dr.

Or, dans un instant d¢, le corps tourne autour de « d’un angie
p dt; mais, par cette premiére rotation, la ligne @ demeure immobile
2t ne produit aucune aire dans I'espace : il ne reste donc 4 considérer
que les deux autres rotations qdt, rdt qui ont lien dans le méme

instant autour des deux autres axes & et c.
Par la premiére, le corps tourne autour de b d’un angle ¢ dt; et,
par conséquent, le rayon a décrit un secteur a® qdt dans un plan

perpendiculaire & 4, lequel, étant projeté sur le plan du couple,
donne Paire

a’qdt =< cos 2%

Par la derniére rotation, le corps tourne autour de ¢ d'un angle
rdt, et le rayon a décrit un secteur a2 rdt perpendiculaire & ¢,
lequel, projeté sur le plan dn couple, donne l'aire

a*rdi < cosv.
On a donc Péquation
a?sin® . m, dt = (a*q cos? P+ areosv)dte,
ou bien, en divisant de part et d’autre par a®dt, et remettant, ai

lieu de ¢ et r, leurs valeurs ; et %,

. : h(yt 2% y/ a
sin?A.m,= z(—b—,—i— L—) :Z<I—a~2);

ce qui est la premicre de nos trois équations. Lt il est ¢vident quon
aurait de méme la seconde, en y changeant « en b, x en rsethenp;
et ensuite la troisieme, en y changeant a en ¢, a en z, et 3 en v.
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\inst on aura

h oat— x°

Foasin?y’
- - b — ¥
I T == ~ +
) b kobisin?p
: ko t— 2
T, == &
e kooctsin® v’

ce qu’il tallair démontrer.

49. Si I'on multiplie la premiére de ces trois équations par sin® 7.,
la deuxiéme par sin® p., la troisiéme par sin’® v, et qu’on les ajoute,, il
vient
A
7

(3-1)= 2"

sin? . m, + sin®p.m 4 sin® v om = 7

Or, qu’on prenne sur les axes principaux, et a partir du centre | trois
lignes égales 2 'unité, et 'on pourra voir sin 3, sin g, sin v comme les
trois projections de ces lignes sur le plan fixe du couple; et sin®7. R
sin? p.. 7, sin® v . 7, comme les fluxions des trois aires décrites par ces
projections sur le méme plan. Donc, en considérant la somme de cex
trois aires, on aura, pour cette somme, I’expression trés-simple

s 12 . .
ou I'on peut remarquer que - est la vitesse angulaire constante §cosi

du systeme autour de I'axe fixe du couple d’impulsion G.

50. Si, en considérant les mémes équations (11), on multiplie la pre-

.. in’ i - sin’p . sin?v .y .
miére par ——- la deuxiéme par » la troisieme par ——- il vient
a b? r?

" sin? ) — h f x?
;Slﬂ ~.‘7'5,1—A_—a,_,'—-Aj;l—"
1 ., Sk h oyt
g ST g T R g
1 ., - _ & h z?
p—251n ).TEC—-E;—Z??
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d’ou, en ajoutant, on lire cette équation remarquable,

i
. 5 . S . hf1 1 I 1)
sin H..T[b‘—{*-gbln v.nc-:; E+7+;—F)

I ., - 1
—sin?A.m, 4+ —
a’ a b2

- i I 1 . .
Or 7’ 7’ 7 hesont autre chose que les bras de I'inertie du corps au-

tour des axes principaux : si donc, a partir du centre O, on porte sur
les axes, trois lignes égales aux hras respectifs de Uinertie autour des

. - T . I . T .
meémes axes, on pourra considérer = sin X, gsiny, —siny comme les

trois projections de ces lignes sur le plan du couple, et 5—2 sin* L. 7,
)'; sin? ‘u..fzb, cilsin2 v. 7, comme les fluxion? des trois aires que ces
projections décrivent sur le méme plan pendant le mouvement du
corps; donc, en multipliant par dt et intégrant, on aura pour la
somme de ces aires décrites dans le temps £,

hf1 I 1 I

2@+ﬁ+?—ﬁyt

51. Voild donc deux propriétés nouvelles du mouvement d'un

corps libre qui tourne sur son centre de gravité :

1°. 8i, a partir de ce centre, on porte sur les axes principaux du
corps, trois lignes égales entre elles et d’une longueur quelconque v,
ia somme des aires décrites par leurs trois projections sur le plan fixe
du couple d’impulsion sera proportionnelle aw temps; et elle sera

., h
exprunee par o 3 - R? ¢;

2°. 8i lon porte sur les mémes axes principaux, trois lignes pro-
portionnelles aux trois bras de Uinertie du corps autour des mémes
axes, la somme des trois aires deécrites par leurs projections sur le
plan du couple sera aussi proportionnelle au temps; et cette somme
sera exprimée par

g ffy I 1 1 P
Fri\etet s T m)b

j étant le commun rapport des trois lignes aux trois bras d’inertie;
ce qui forme deux théorémes trés-remarquables dans la théorie de la
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rotation d’un corps libre de toute action étrangere : théoremes en
rquelque sorte géométriques, et qu’il ne faut pas confondre avec ceux
qui regardent le principe ordinaire de la conservation des aires. quoi-
qu’ils en dépendent au fond, et qu’on puisse en rapprocher les expres-
sions, comme on peut le voir dans I'article snivant.

532. Et, en effet, si 'on considére tous les rayons vecteurs menés
du centre a toutes les molécules égales du corps, et la moyenne de
toutes les aires que leurs projections tracent sur le plan fixe du
couple, on aura évidemment, pour cette aire moyenne, V'expres-
. G , . .
sion — G étant la grandeur du couple d’impulsion, et m la masse
du corps, ou le nombre de toutes ses molécules. Ainsi, comme on

7 ’ m

a represente 3
P G par 7’
moyenne, décrite dans le temps ¢,

on aura, pour l'expression de cette aire

A

« . . . . h ;
53. Si donc on voulait que Iaire précédente 2 e 2

mouvements des trois rayons égaux r, pris sur les trois axes du

rR*. ¢, due aux

v X . I .
corps, fut égale i cette aire moyenne — - ¢ du systeme de tous les
& kh y

rayons vecteurs menés aux particules du corps, il faudrait choisir Ia
longueur du rayon r de maniere qu’on et

o, I
dQ = == —
S

ce qui donne, pour r, I'expression
I

= \/E

Ainsi, en prenant, sur les axes principaux du corps, trois lignes

R =

. s I -

¢gales a I—‘/;_a on peut dire que, pendant le mouvement du corps, ces
T y2

trois lignes projetées sur le plan du couple y décrivent trois aires dont

la somme est égale A I'aire moyenne du systéme : de sorte qu'en mul-

tipliant cette aire par la masse m du corps, on a I'aire totale due au

couple d'impulsion G.
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54. On pourrait chercher de méme les rayons inégaux r,, R;. R,
3 ; qu'il
taudrait prendre sur les axes, pour que I'aire décrite ftit égale a Paire
moyenue du systeme. En désignant, comme ci-dessus, par j le rap-

. - . . . 1
mais proportionnels aux bras respectifs de 'inertie =

. P P | v I . ,
port inconnu de r,a -, de r, 2 7 de r, a -» on aurait, pour déter-
a 7 f
winer j, Péquation

5 k I 4 l_+ 1 1y _ 1

J A \a b. e k) TR
d’oni I'on tire

. atbi¢?

= R (@b 4 bie' 4 a* ?) — a? brie

et, par conséquent, en faisant «?h*+ b2c? - a?c?=B et a*b* = (.

. be
- VBER—C
ac
Rp — ——
VBAi2—C
P ab )
T VBR_C

Ainsi, en prenant les aires décrites par les projections de ces trois
lignes, on aurait en somme une aire égale a Iaire moyenne du
systeme.

II.

Propriétés des mouvements de nutation des trois axes principaux
vers U'axe fixe du couple d’impulsion.

35. Les trois équations (2) du n° 47 donnent :
a*sin? A =a? — 25,
a
2oin2 gy — A2 2
b sin [J.—— h e h F’

. Z*
ctsin®*y — ¢ — A2 =

et
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douc, en ajoutant, on a 'équation
JAY atsin®) 1 bEsin? o+ ¢sin®y =af + b + ¢ — R* == constante.

I.es mémes équations (2) donnent

LN Fi . N L -3
sin*h =1 — k5, sinfu=1— ko sinty =1— h* -
a’ N &

donc, en ajoutant, on a
B) sin? ) + sin®p. + sin®v = 3 — 1 = 2 = constante.

ce (ui revient a l’équation connue
cos® A + cos® i + cos’v =1,
comme cela doit étre.

Done, si Uon considére les trois pdles A, B, C de Uellipsoide central,
il résulte de Uéquation précédente (A), que la somme des carrés de
leurs distances & Paxe fixe du couple d’impulsion est constante dans
tout le cours du mouvement.

. . I \ .
On peut regarder sin® 2. commc a?sin? k> = c'est-A-dire comme

le produit du carré de la distance du pole A a Paxe du couple,
multipliée par le carrée du bras é de Vinertie du corps. 1l résulte
donc de Péquation (B) cet autre théoreme:

La somme des carrés des bras de Uinertie du corps respectivement

multipliés par les carrés des distances variables des péles a Uaxe
du couple, est constante dans tout le cours du mouvement.

111,

Des courbes ¢, 4, . décrites sur le plan du couple par les
projections des trois poles A, B, G de leliipsoide central.

56. Si 'on considére les trois courbes a,, o;, o, que décrivent les
trois poles A, B, C projetés sur le plan du couple, on voit que ces
trois courbes, dont le cours est infini, et qui, en général, ne se fer-
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ment point, sont de méme genre que I'herpolhodie o décrite sur le
meme plan par le pole instantané de rotation.

Sihest > b, par exemple, et que a soit ainsi Iaxe que Vorbe el-
liptique s du-pole instantané entoure comme un essieu, la courbe ¢,
décrite, sur le plan du couple, par la projection du pole A, sera,
comme 'herpolhodie ¢, formée par une suite d’ondes égales et régu-
lieres autour du méme centre P. Et méme , comme le maximum du
rayon vecteur v, = a sin A répond au minimum de x , et ce minimn:
au snimwmn du rayon vecteur ¢ de la courbe ¢, on voit que les
sommets supérieurs des ondes de la courbe ¢, répondent aux som-
mets inférieurs de la courbe <, et les inférieurs aux supérieurs.

o7. Pendant ce temps, les projections des poles B et C décrivent
aussi, autour du méme centre P, des courbes %4, 0o qui ont des som-
melts alternatifs de maximum et de minimum, ou ces deux péles
passent aux mémes époques, mais I'un B passant par un sommet
supérieur, quand Pautre C passe 4 un sommet inférienr, et récipro-
quement : et cela, a un angle droit de distance entre le rayon vec-
teur v, de l'un et le rayon vecteur v, de 'autre.

Si h est < b, auquel cas P'orbe elliptique s entoure le petit axe .
comme son essieu, on aura les mémes propriétés pour les courhe:
décrites par les projections des trois poles.

Ce qu’on peut remarquer dans les deux cas. c'est que la courbe ¢,
décrite par le pole moyen B, est la seule dont les sommets réponder
toujours a des sommets de méme nom dans I'herpolhodie ¢, et que i
contraire a toujours lieu pour les deux autres courbes o, ..

Cas singulier de h = b.

58. Enfinsih =5, auquel cas singulier I'orbe s est une ellipse pas
sant par Iaxe moyen b, et la courbe ¢ une spirale autour du centre P.
1* le pole moyen B décrira de méme une spirale autour du meéme
centre, se rapprochant sans cesse de ce point comme la spirale ¢, sai:-
Jamais pouvoir latteindre; 2¢ le pole A décrira aussi une spirale
mais qui ira sans cesse en s’éloignant du méme centre, depuis S
a — b

- — ¢

distance minimum a - - jusqu’a sa distance maximum
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quelle ne pourra jamais atteindre : cette spirale , décrite par le pole A,
va donc sans cesse en s’ épanouissant vers une circonférence de cercle
du rayon a, qui en est comme l'asymptote; 3¢ enfin, il en sera de
méme de la spirale décrite par le pole G, et dont le plus petit rayon

/2_ .2
sera = C - \/-) °, et le plus grand = c.

7 — ¢*

Cas ou Uellipsoide central est de revolution.

59. Si lellipsoide central est de révolution, Vorbe s est un cercle
autour de axe de révolution, la courbe ¢ est un cercle sur le plan
du couple, et la projection du pole de la figure décrit aussi un cercle
concentrique. Dans ce cas, il n’y a point, a proprement parier, d’autre
pole de la figure que celui qui fait Pextrémité de Paxe de révolution.
Mais si ’on voulait en marquer arbitrairement deux autres sur Péqua-
teur du sphéroide, pris & un angle droit de distance I’un de Pautre.
et considérer les deux courbes que leurs projections décrivent, on
aurait deux courbes parfaitement égales, qui ne seraient point circu-
laires, mais qui formeraient des ondulations régulieres autour du
meéme centre : les sommets de nowms différents sur les deux courbes
étant toujours 4 un angle droit de distance angulaire 'un de Pautre

Remarque 1.

, . . do 1 - ,
60. On a trouvé pour la vitesse angulaire o du pole instantané 1
autour du centre, de I'axe du couple,

dy k| (e a?) (b — b)) (I —

7 e

¢ étant le rayon vecteur de I'herpolhodie . Voyons quelle est, en
fonction de son rayon vecteur ¢,, Iexpression de la vitesse angu-

. dr s . . R
laire Tt" du pole A de Vellipsoide autour du méme axe fixe.

Cette vitesse angulaire est exprimée, comme on 'a vu plus haut.
par

dr, h a—x

Tome YVI — Aovt 135 42
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Or, a®sin?) étant le carré du rayon vecteur ¢, de la courbe 5,, on a

d’abord

mais , de

. . at — hx?
v:= a%sin?) — —
a
on tire
2 : a’ 2 2
at — x’:z-,(v,,—f—lz — a*);

on a donc, en mettant pour a® — x? cette valeur,

dr,  a* a*(ht— av)

dc — Tk Ak o}

v . . . .od N
Aot Pon voit que Pexpression de la vitesse angulaire 77;1 du pole A de

. R . N £ N .
la tigure est semblable i celle de la vitesse angulaire 7: du pole in-
stantané I, 'une et Pautre se composant d’une partie constante et
{’une partie réciproque au carré du rayon vecteur.

Et il est évident qu'on peut dire la méme chose des deux auire«
noles B et C, puisque leurs mouvements angulaires sont donnés par
la méme expression que la précédente en y changeant simplement «
en b et i en .

Remarque 1I1.

61. Sile corps était de révolution, autour de I'axe principal a par
. . . . dm N .
exemple. il est certain que la vitesse angulaire 7‘7“ du pole A scrait

¢gale 4 celle du pole instantané I. On doit donc trouver, dans le cas
de b = ¢,

dr, _

dt dt

Cest, en effet, ce qui a lieu, car il est aisé de voir que, dans le cas
de b — ¢, le carré du rayon vecteur ¢ de I’herpolhodie o est constant
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et quiil a pour valeur
ot — (a?— &) (B — b*)
=

d'un autre co6té, on a, pour le carré du rayon vectenr v, de la
courbe ¢,
° it {a — h?)

ve = hr— b2

or, en mettant ces valeurs de ¢? et v2 dans les expressions respectives

{ I,
de Z¥ et 222, on trouve d’abord
ot dt
de A (P — @) (AP — b)Y h* A R AP —0%) b
P72 AR =y Sy ey Y iy o i T

et ensuite

d1,

b ih—a?)(hP— %) h ko ht—tr b
dt T

P
SRR T Re— T F R TE T

meéme valeur que la précédente, comme cela devait étre.

Remarque 111.

1 .
ﬁ exprune la grandeun

du couple d’impulsion, on tire de I'expression précédente,

62. Comme dans notre analyse la quantité

dr, - b
de T Wk
qui ne renferme que le produit Ak et le carré de b?, cette conséquence
remarquable : cest que, dans un corps dont Uellipsoide central est de
. . dr, ,
revolution, le mouvement —d—: des nceuds de I'équateur sur le plan

tixe du couple ne dépend que de la grandeur de ce couple, et point
du tout de sa direction; que ce mouvement ne dépend pas non plus
du moment d'inertie autour de 'axe a du corps, mais du seul momen
d’inertie autour du rayon % de Péquateur. Ainsi, quelles que soient
la position du couple par rapport & I'axe, et la valeur du moment

2 . I s -
d’inertie —; autour de cet axe, le pole A du corps tournera toujours ave,

f2..
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\ . . dr .
la méme vitesse angulaire —t" autour de Paxe fixe du couple d'impul-

di
sion.

Or il n’est pas difficile de reconnaitre que, méme sans changer la
masse d’un corps, on en pourrait changer la figure d’une infinité de
manieres telles, que le sphéroide central y aurait pour tous un équa-
teur de méme rayon b, mais un axe a qui différerait de 'un & autre.
On peut donc dire qu’un méme counple G, appliqué comme on voudra
a I'un quelconque de ces corps, y produirait exactement la méme
précession, c’est-a-dire le méme mouvement angulaire de la ligne des

neewds de ’équateur sur le plan fixe de ce couple.

1v.

Equations différentielles des courbes ¢,, s,, c..

63. Sil'on voulait avoir I'équation polaire de I'une des courbes o,
entre son rayon vecteur v, et 'angle =, qu’il décrit sur le plan fixe,

. . , . do, .
il suffirait de chercher I'expression de = en fonction de v,, et de la

. dT’a . &)
comparer a celle de —* qui nous est déja connue.

Ainsi, comme on a

et d’ailleurs

al
2 _ [ 2 _ 42
x '_(:a‘:_b)(ax_cz) (u v )’
on aura, en faisant, pour abréger,
a*h?
(@ =B (@ —e) = ™
I’équation
(1) al—vi=n(u—a,
d’ou I'on tire
v, dy, —n udu
e dt
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Or on a trouvé précédemment (n° 8)

d _ .
T =@ A F =7

et Von a, d’apreés I'équation (1) ci-dessus,

Q_ 2
2 2 a Pa |

donc, er substituant ces valeurs, on aura

l',,-d‘)a:—_-_ __I__. \/(ﬂz—"i)[”(p:—Oc"!——(d’—“i\,][(ﬂz—(’,‘i)—{-ﬂ[lk—"/"f.}-
dr ]“'/; :

. ’ . dr,
Maintenant, comme on a pour expression de —=-
dmn, __ a* h—(a*—v;)
dt — Rk v ’

w

on aura, en divisant cette équation par la précédente,

dr, _ a* \/; vy —a*+ h?
dv, b o (0 —a) [vE— a4 h(y— ) [« — &) — v’}

ce qui est, entre le rayon vecteur ¢, et Vangle =, quil décrit sur ie
plan fixe du couple d’impulsion, I'équation cherchée de la courbe =,

On trouverait de méme les équations polaires des deux autres
courbes g;, 6, décrites sur le méme plan par les projections des deux
poles B et C de Vellipsoide central : il suffirait de changer a en /. «t
a en ¢ dans I'équation précédente, mais avec cette attention de faire
le méme changement dans I'expression du nombre n. qui étant ici.

a*h?
pour o,, "= @—e)
‘ . b R
serait pour o, oy Ty y Sk
cth?
et pour o, n=
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6%. Si, au lieu de la courbe ¢,, décrite par la projection du pole A.
on voulait considérer la courbe ¢, tracée par le point A’ ou 'axe a
prolonge va rencontrer le plan du couple, il est clair qu’en nom-
mant ¢, le rayon vecteur de cette nouvelle courbe 5., on aurait
{abord entre v, et v , cette relation
ate?

(R) T

T R4 el

Dr, ces deux rayons vecteurs ¢, et vy étant toujours dans une méme

direction, il est évident que le mouvement angulaire du rayon v, est

parfaitement’égal a celui du rayon ¢,, et que, par conséquent, pour
dn

- . . 4 .
avoir la vitesse angulaire 7!"— du rayon v, il suffit de mettre, dans

. .. dr . i
I’expression précédente de —Jt—f—a an lieu de v,, sa valeur en ¢, qui est

donnée ci-dessus. On aura donc de suite I'équation

dr; h i+ h—a?

dt — & vl

A présent, pour obtenir ’équation polaire de cette nouvelle herpoi-
. _— . . doy .
hodie ¢, il faudrait chercher I'expression de —(‘I—t— en fonction de v,

Or Iéquation (R) étant différentiée donne d’abord
2
dey, (B2 ol)? dvy
dt  a(ec—avy + 0Y) dr !

a

. . dv .
il ne reste donc qu'a trouver le facteur —, en fonction du rayon ¢,.
£

. , v, .
Mais nous avons trouvé plus haut Tt" en fonction du rayon ¢,, et
celui-ci, par I'équation (R), est donné en v, ; donc, en faisant ces

. . . dv,! .
substitutions, on aura 'expression de —2:— en fonction du rayon vec-

teur v, .

drg dv

v - . . - IZ, .
Donc enfin, si 'on divise 'expression de —; par celle de - il
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viendra

dr,

= Sfonction de v,
ce qui donnera I'équation polaire de la courbe o, .

On trouverait les deux autres courbes o, 5. par le simple change-
ment de a en b, et de a en ¢ dans la précédente.

63. On peut remarquer entre ces nouvelles courbes et les pre-
mieres une différence assez notable. Chacune des trois premieres
courbes g,, 7, o, est, comme 'herpolhodie ¢, toujours renfermce
entre deux cercles de rayons finis, dont elle va toucher alternative-
ment 'une et Pautre circonférences. Mais, des trois courbes 5, 7.,

70, 1l 'y en a qu'une seule qui circule ainsi entre deux circonférences
finies; et cette courbe est ou ¢, ou ¢ selon qu’on a

h>b ou h<b.

Pour les deux autres, elles vont porter les sommels superienrs de
lears ondes sur des circonférences de cercle d'un rayon infini. Cest
ce qu’il est facile de reconnaitre par la simple comparaison du rayor
vecteur ¢, au rayon vecteur ¢.; etc.

66. Par les deux variables n, et v,, déterminces en fonction du
temps ¢, on aurait la projection du pole A sur le plan fixe. et comme
la hauteur de ce point au-dessus du plan est exprimée par y PEEINES
on connaitrait la position du pole A dans Pespace absolu: et ains:

pour les deux autres poles B et G du corps. Mais l'intégration de ces
. dm, v N . , s R
expressions —= et Tza a les mémes difficultés et demande Uemploi dex
'z [

memes fonctions elliptiques que les précédentes dy &
S ptq q pre de ot

relatives au pole
instantané I de la rotation, etc., etc.

67. Mais je n’irai pas plus loin dans ces détails : nous n’avions ici
d’autre but principal que de bien démontrer notre théorie nouvelle
de la rotation des corps, et de Vélever & un point de clarté on elle
devint, pour ainsi dire, élémentaire: or il me semble que. par les
nouveaux théoremes et les images variées qui précedent. cet impor-
tant objet se trouve entiérement rempli.
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Fajouterai seulement, sur la nature du mouvement de rotation
d’un corps libre, ce dernier corollaire : cest que Pellipsoide centrai
du corps est perpétuellement coupé par le plan fixe du couple d’im-
pulsion suivant une ellipse dont la forme varie, mais dont l'aire est
constante.

Cela se voit presque immédiatement si I'on considére que tous les
rhomboides construits sur trois diamétres conjugués de Vellipsoide
sont égaux en volume, et qu'il en est de méme de tous les cylindres
scrits a ces rhomboides; que, par conséquent, de cette infinité de
cylindres égaux, ceux qui ont méme hauteur, ont des bases équiva-
lentes. Or cest précisément ce qui a lieu pour les cylindres dont les
deux bases paralléles touchent ellipsoide central aux deux bouts
‘le T'axe instantané de rotation.

- iy G- ) d—— . . .



