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M VWA VA VAWV AL

MEMOIRE
SUR LE DETERMINANT D'UN SYSTEME DE FONCTIONS;

Psr M. J. BERTRAND.

{Présenté i 'Académie des Sciences le 3 février 1851.)

Si I'on considére n fonctions de n variables indépendantes,
Ji(xy, 2oy x,), fa (o Xayenny 24),50 -0, Ja Xy, Xayiey &)y

elles ont, en tout, n* dérivées partielles, et P’on sait que le détermi-
nant du systtme de ces n® dérivées a été nommé par M. Jacobi
déterminant du systéme des fonctions. L'illustre géométre a insisté,
dans un de ses Mémoires, sur la grande analogie du déterminant
d’un systeme de fonctions avec la dérivée d’une fonction d’une seule
variable; mais cette analogie résulte jusqu’ici de la forme des énoncés
et de la similitude des résultats bien plus que d’une ressemblance
dans les définitions ou le mode de démonstration. Yadopte, dans ce
Mémoire, une définition nouvelle qui rend, je crois, beaucoup plus
sensible cette analogie importante, et de laquelle se déduisent, comme
de simples corollaires, les propriétés connues du déterminant. Cette
définition simplifie, eu outre, notablement la démonstration des for-
mules relatives aux changements de variables dans les intégrales mul-
tiples.
Définition du déterminant.

Soient f,. f,,.., f., n fonctions de » variables indépendantes x, ,
Xy,..., L5 donnoms a ces variables n systémes d’accroissements
distincts et indépendants :

d x,, (/,.1‘2,..., d, x,,
dzxn da-rz’---; d,x,,

(1)
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représentons les accroissements correspondants des fonctions par

dq_fn daf‘zr-‘ ) dc.frn
(2) d2,j;7 d2f27"') dzfr.”

dnf;) dnj;v--’ dnj;ﬁ

en sorte que, k et 7 désignaut deux nombres entiers quelconques,

(3) difi=Ldax, + Lda,+..+ Ldx,

Je nommerai déterminant du systéme des fonctions, la limite du rap-
port du déterminant du systéme (2) au déterminant du systéme (1),
c'est-a-dire la limite du rapport du déterminant du systéme d’accrois-
sements des fonctions au déterminant du systéme des accroissements
correspondants des variables.

Pour que la définition précédente devienne légitime, il faut mon-
trer que le rapport des déterminants des systémes (1) et (2) est indé-
pendant du systéme d’accroissements choisi pour les variables; or
Féquation (3) prouve, en vertu d’un théoréme bien connu dans la
théorie des déterminants, que le déterminant du systeme (2) est le
produit de deux déterminants, et que 'on a

SEasdsi df)=3(Fdadz . dz)Y (+"f' a . iy,

- Zv—‘ dzx, dr, |

d’ou I'on déduit

> (Fdfidifi dufi)

= <+ d_f'sz...‘i’E)
3 (+dix dis,... dyzy) de, dz.  dz,

Or le second membre est indépendant de la valeur des accroissements
attribués aux variables; il en est donc de méme du premier, et la
proposition est, par conséquent, démontrée.
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Cas ou le déterminant est nul.

Pour que le déterminant d’un systéme de fonctions soit nul, il
faut et il suffit qu’il existe, entre ces fonctions, une relation indépen-
dante des valeurs attribuées aux variables.

Prouvons d’abord que le déterminant ne peut pas étre nul lorsque
les fonctions f,, f,,..., f, sont indépendantes les unes des autres; dans
ce cas, en effet, les équations

_fl (xn x?"-'fxn) = ;’

j2 (.1‘,, Lggeeny .1‘,,) :j;y
fn (xn Tage-oy xn) zfm

sont distinctes les unes des autres, et ’on peut concevoir que ’'on en
déduise x,, x,,..., &, exprimées en fonctions de f,, f,,..., f,. On
peut, par suite, considérer f,, f,,. ., f, comme des variables indé-
pendantes et disposer arbitrairement de leurs accroissements, en
sorte que le déterminant du systeme de ces accroissements qui sert
de numérateur au déterminant du systéme des fonctions, peut étre
considéré comme complétement arbitraire. Ce numérateur pent donc
avoir une valeur différente de zéro, et, par suite, le quotient n’est
pas nul.

On doit remarquer, pour compléter cette démonstration, que le
dénominateur du déterminant du systéme des fonctions ne peut pas,
si ce n'est pour des valeurs particuliéres des variables, étre infini par
rapport au numérateur, car I'un et 'autre contiennent a leurs diffé-
rents termes le méme nombre de facteurs infiniment petits du pre-
mier ordre.

Réciproquement, il est facile de voir que, dans le cas ou les fonc-
tions f,, f3,..., f. ne sont pas indépendantes, leur déterminant est
toujours nul. Supposons, en effet, que, parmi ces fonctions, un cer-
tain nombre d’entre elles, f,, f;,..., f,, puissent seules recevoir des
valeurs arbitraires, et que les autres, f,,,, fpr2...., fa, en soient des
fonctions déterminées; f,, f;,..., f, étant arbitraires, on pourra sup-
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poser que leurs accroissements soient nuls, en sorte que
dlﬁ=0’ dlﬁzo, d.f;,——“o,

et cela d’une infinité de manieres, car ces équations n’établissent
que p relations entre les accroissements d, x,, d, x,,..., d, x,, qu.
par suite, resteront, en partie, indéterminés.

Mais alors /..., foia;---» fn> qui sont, par hypotheése, des fonctions
de f,, f1,-5-» fp, auront aussi des accroissements égaux a zéro, et, par
suite, dans le carré relatif au déterminant des accroissements des
fonctions, la premiére ligne horizontale tout entiére,

dif, difs difse., df,

sera composée de zéros, et le déterminant sera évidemment égal a
zéro. Or on voit, sans qu’il soit nécessaire de le développer, que le
déterminant de P'accroissement des variables pourra étre rendu diffé-
rent de zéro; car la premiére ligne horizontale de ce déterminant n’est
pas uniquement composée de zéros, et les n — 1 lignes restantes
peuvent étre choisies complétement 2 volonté. Le rapport de ces
deux déterminants, c’est-a-dire le déterminant du systéme proposé,
est donc, comme nous 'avions annoncé, égal a zéro.

Déterminant des fonctions inverses.

Si 'on congoit que les équations

ﬁ (‘.I‘., Loy.iay 'Tn}:j;7
S (s Xaeoy ) = 1,

Jn(X0s Xgyonny X)) = £,

soient résolues par rapport a x,, xy,..., x,, et que 'on trouve
Xy = @y (jnfza’jn) >

o == q)z(ﬁ,ﬁ,.h,f;),

T, = @, (ﬁw_/z”fn)’
on dit que les fonctions ¢,, ¢,,..., ¢, forment un systeme inverse de
celui des fonctions f,, f;,..., f; il est facile de voir que les systemes (1)
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et (2) ont des déterminants dont les valeurs sont réciproques. Si I'on
considere, en effet, n systémes d’accroissements attribués a .r,, x,,...,
x, et les accroissements correspondants de f,, f;,.... f,, le détermi-
nant du systeme (1) est

Z(—_I-d.ﬁd,f,...d,,f,l)

N (Ediz diz,... duz)

’

et celui du systéme (2),

Z (Fdz, dux.... dya,)

¥

Z(id.ﬁ dy foenrdnfy)
et ces fractions sont évidemment réciproques 'une de 'autre.

Déterminant des fonctions de fonctions.

Soient ¢, ¢,,..., ¢,, n fonctions des variables x,, x,,..., x,. Consi-
dérons n fonctions de ¢,, ¢,,..., ¢, que nous désignerons par f,,
Sases Ju3 fis Jas- .-, Jn formeront un systéme de fonctions de fonctions.
Pour chercher I'expression du déterminant d’un pareil systéme, attri-
buons aux variables x,, x,,..., r,, n systétmes d’accroissements

dx,, d xy..., d x,
dyxy, dyx,,..., dyx,,

d,,.l‘,, dnx'u---: d,x,;

il en résultera pour les fonctions ¢,, 95,..., @u- fi5 f2..., f,. des
accroissements correspondants

difo difarees Ay fus
dzfn dzﬂy---y dzjnv

du fi, ufoseeey dnfa,

d«‘Pn dc?zr--’ dchne
daﬂou d2@z’--°7 d,cp,,,
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Or on a identiquement

Sixdafidt df)  F(Edfidf dfi) P(Edadig . dion)

2 Fdadr,.. . dz) 2 (FEdio dig,...dyz,) 2 (Fdx dyz,...d, 0,

217

*

et cette identité est 'expression analytique du théoréme suivant:

Le déterminant d’un systéme de fonctions de fonctions est le pro-
duit du déterminant du systéeme des fonctions proposées par rapport
aux variables dont elles dépendent directement, par le déterminant

de ce systéme de variables intermédiaires considérées comme fonctions
des variables principales.

Déterminant des fonctions composées.

Supposons actuellement que les fonctions f,, f,,..., f, soient expri-
mées au moyen des fonctions ¢,, ¢,,..., g, dont le nombre p soit
différent de 7. Cherchons le déterminant du systeme f,, f,,..., f. par

rapport aux variables x,, x,,..., x, dont 9,, ¢,,..., ¢, dépendent par
hypothése. Si nous attribuons a x,, x,,..., Z,, n systémes d’accroisse-
ments infiniment petits
dx,, dx,.., dzx,
(1) dyxy, dyx,,..., dyx,
!

d’lxl7 dnx2""7 dn'xn’
en désignant les accroissements correspondants des fonctions par
dif, d fi..., df,,
(2, d‘zfn d2f27---9 d?j;r

le déterminant cherché est, par définition. le rapport des détermi-
nants des systémes (2) et (1), c’est-a-dire

D (Edfid i )L,

Z(id—l‘a d,x....d,x, .

Tome XVI. — Juin 1851, 23
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Or, en remarquant que f,, f;,..., f, sont fonctions de ¢,, ¢,..., ¢,,

on a, pour expression du terme général du systéme (2),

(if fdk +—fdk02+ i fdk?p,

d’ou 'on conclut, en vertu d’une propriété bien connue des déter-
minants,

3 (= dufs da foree dufo)
=SZ(iif; L dﬁ‘\z (= dyog, dy@u,..- dyg, ),

do, d‘q,;
Gyy ®jy..., Odp désignant n indices quelconques, tous différents, pris
parmi les nombres 1, 2,..., p, et le signe S indiquant que 'on doit
faire la somme des résultats correspondants aux divers groupes d’in-
dices; la somme S se réduisant évidemment i zéro si p est moindre

que n.
On déduit de la formule précédente

S (difidifa dufi)
Z(i doz, d, ... dyx,)

A= o, .,.dvf
:SZ(+ i af, g M EC bt
- ‘d
d?“. d?“- q)“u/ 2 tdax dz,. .. d,zx,)

df, df, df,
etsil'on remarque quez ("" # d?f - ﬁ
y’i

) est le déterminant du

le
systeme f,, f,...., f, lorsque I'on considére ces fonctions comme ne
contenant que les variables indépendantes ¢x , 9u,;-.s ¢, , ON voit,
en vertu du théoreme relatif au déterminant des fonctlons de fonc—
tions, que le second membre exprime la somme des valeurs du déter-
minant du systeme f,, f;,..., f,, en y considérant successivement
comme seules variables les fonctions dont les indices forment les
Groupes oy, Gy,..., %,
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Déterminant des fonctions implicites.
Considérons n équations
Fi=o0, Fy=o0,.., F,=o
entre n fonctions f,, f.,..., f, et n variables x,, x,,..., &, Supposons
que P'on attribue aux variables, n systémes d’accroissements,
dyx,, dxy...., d,x,.

dyx,. dyxy,.... dyx,,

d,x,, dyx,.. ... Ay,

soient
difiy difireery difn.
d2f;1 d2j57"'7 d?_j;l'

dnjhl’ dnf'za"-- dnfna

les accroissements correspondants de f,, f,,..., f,: les fonctions F,
Fa....,

F, devant rester constamment nulles, on peut égaler leur:
accroissements a zéro. On en conclut
I dF,,

AF;
— d.x .+~(—1—1{1,+

o,

dF; dI‘/, dF
_ ( difs+ G5 difo+ .‘..._J(//,,)-
equation que nous ecrirons plus simplement
1) di  Fp= — i r Ea

Cela pose, le déterminant du systéme f,, f,,..., f, est. par détimtion,

Z(id.ﬁd,ﬁ...d,‘f,.)

z(i dx d.x,.. dyx,
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et il peut évidemment s’écrire

D (£ di. ¥\ d;. Fa.. d,. F,) 3 (F=dfF, dyfFo... dyFy)

2} (=) :
E(id..z‘d,x,...dnxn) Z(id,f,d,f,...d,.f,,)

car, par cette transformation, nous introduisons, en numérateur et
en dénominateur, deux expressions

(—1y ¥ *=d . ¥,d,,F,..d, F, et Y =d,,¥,d,F,..d,F,,

qui, en vertu de P'équation (1), sont identiquement les mémes.
En se rappelant la formule trouvée pour le déterminant d’un sys-

7

tewe de fonctions de fonctions, on verra que I’équation (2) est I'ex-
pression du théoréme suivant :

Le déterminant d’un systéme de fonctions implicites f,, fi,..., /.
fournis par n équations, s’obtient en madtipliant par (—1)* le quotient
de la division du déterminant des premiers membres de ces équations
considéres comme ne renfermant que les variables x,, Zg,..., X, parle
déterminant des mémes premiers membres considérés comme ne ren-
Jermant que les variables f,, f,,..., fu

Diverses formes que Uon peut donner & un déterminant.

En faisant varier les systémes d’accroissements attribués aux va-
riables, on peut mettre I'expression du déterminant d’un systeme de
fonctions sous un grand nombre de formes distinctes.

1°. Supposons que, dans chaque systéme, toutes les variables,
excepté une, aient des accroissements égaux & zéro, en sorte que ces
divers accroissements soient représentés par le tableau suivant :

d, x,, o, o, 0,..., o,
o, dyx,, o, O,..., o,
0, o, dyxs, o,..., 0,
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les accroissements correspondants des fonctions sont évidemment

df, df, dfn
d_x: d, x,, d_xjd’ Tyseeey dz, d, x,,
df, df, df,

d_z: d, x,, d_.r: d, x,,. .., ar, d, x,,

af af; dfn
:1:’;',, dn Ly d—.z‘:d" Lpyenny d?,,dn Lns

le rapport des deux déterminants est évidemment

Zt.“r_ﬁdﬁ.. e

dr, Zi': ’ dzx,

C’est Iexpression donnée comme définition par M. Jacobi.

2°. Parmi les 2n variables x,, x,,..., x,, Sis far--es Jus OD peut en
choisir n 4 volonté; les autres sont alors déterminées. Il en résulte
évidemment que, si 'on suppose que n —1 d’entre elles restent inva-
riables, toutes les autres devront changer a la fois, et les rapports de
leurs accroissements seront déterminés. D’apres cette remarque, les
accroissements des variables et les accroissements correspondants des
fonctions peuvent étre représentés par le tableau suivant :

d =z, dux, dzx,, d.f, o, 0, 0,..., o,
0, dg-l", dzxny dz.f;y d’f;y o, 0y..., .
0, o, iy, diwe, dif,, d fy, dfs, o,..., 0.
O’ 0’ 07"'7 d"‘r’l, d’lﬁ, dﬂ.f;’ d"f;‘,

Or le rapport des déterminants de ces deux systemes est évidemment

dfidofs... d. fo
d\x, dyx.. .. d,,x,"

(75) (72) -~ (55)

d, /, est 'accroissement de Jilorsque f,. f,,..., 1. subissent des accrois-

que J’on peut écrire
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: ﬁ

sements nuls, et est, par conséquent, la dérivée partielle par rap-

port a a, de f, consxdere comme fonction de x,, f,, fs,..., fu. d- [, est
accroissement de f, lorsque x|, f;, fi...., f, recoivent des accroisse-
2 q 39 : » Jn 5

a’f

ments, -= est par conséquent, la dérivée partielle par rapport a x,

de /. con51dere comme fonction de x,, x,, f;,..., f,, et ainsi de suite.
Cettc expression du déterminant sous forme de produit a été donnée
par M. Jacobi. Elle est d'un emploi fort commode.

3°. En remarquant, comme précédemment, que I’on peut supposer
nuls n —1 des accroissements d;x,, d;x,,..., d;x,; dif, difo,...,
d; /., on verra que les accroissements des variables et ceux des fonc-
tions peuvent étre représentés par le tableau suivant, dans lequel m
désigne un nombre entier quelconque :

dox, o, Oyeens 0, d Tmp, dXpyay.cey diay difi, difay..., dfo. O,..., 0.
o, d.r., G,..., 0, @ Zori, GTmeryeers Zuy difiy, difsyeees difn, o,..., a.
o, o, l/-.l,“,..., 0, d; Xmasy d31‘,,,_,_,, LY dsxns d:\f;v daf;,..., d]f;n’ 0,.-., o.
0, a L) I d,..z,,,, d,,..t,,._,_,, d,,,.l'm.,_?,..., d,,..r,., dm_f., d,,.f“..., d,,,j:,,, Qy.. . 0.
2, Q, L3 AP o, dm+‘1m+,, O,y..0, o, dm+| 19 dm-o-lﬁ,--., dm+| _fn., dlﬂ+|fml—l,"'v fl/,,_l,
o, v, Oyeuny 0, o, dm+lxm+2""! o, dm-a—:f:. dm+2ﬁ,"'v dm+!fmo dm+! :no-la"~q ”’m-‘_

.
o, 0. Oyunny o, O, Oyaa.y dn-z'ny dnf;l: dnﬂs--w dnfnu rlnfm+|,~-~n qa,ft,

Le déterminant du systeme d’accroissements des variables est alors
d,x, dyx,... d,x,, celui du systéeme d’accroissements des fonctions
est le produit de deux déterminants

2( dj' d./; d fm)Z(— m+|jm+| llm..,g_fm.,q iy ,,.

et le rapport de ces deux déterminants peut s’écrire

S| ($4) (22)- (22)] B] - (7222) (22=) - (2]

m+2 Tm+2 /

En consultant le tableau des accroissements des variables, on verra
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. (e dfi df dfn :
facilement que les dérivées o aes da qui figurent dans le pre-

mier facteur de ce produit, sont prises en considérant f,, f, .. . /.
comme fonctions de x,, Xy;...5 Lins frnssr Sins2seonr fuy € que, dans le

: i vhpe Yt Afnes
second facteur, les dérivées Unsr | A
dx mepe dxm+2

fos1s fuinr- .., comme des fonctions de »r,, v,.. ., &,.
Si, dans la formule générale, on suppose iz = 1, on obtient, pour
le déterminant, la forme suivante, qui est fré¢quemment employée .

df; (+ daf, df, dfy ) .

» ete., sont prises, en regardant

dr, \~ dr, dz, T dz,

df, L e . Y . :
,ié’l étant la dérivée partielle de f, considérée comme fonction de x,.

fas-oos o

Tmn;fbrmation qui r'altere pas le déterminant.

Considérons un systeme de n fonctions

f‘l (Xiy Xayeony Ly = Ay

\

Jai Hyy XLayeony Ty = 24.

i

(1)

Jn Ty, Xay.ity X)) = by
Si 'on se sert de ces diverses équations pour transformer une ou piu-
sieurs des fonctions f,, f,,..., f, en les exprimant en fonction de ..
Xy, ..y Xy Ay, 2aye..s by, et que Pon obtienne ainsi

¢ (xn Lggeees Ly Riyhagenes by ) == 4y,
(2) Do ( X4y Xgyenry TuyAey Aageons 2} = Aoy
2

ol y \. —
¥n (xnasr-'y Ty dys )-27---- bnj ==

M. Jacobi avait admis, dans son Mémoire sur les déterminants, que
le déterminant des fonctions ¢, ¢,,..., ¢, est le méme que celui de
fis faroos fn, lors méme qu'on y considére },, Xs,..., X, comme des
constantes. Il a remarqué depuis que cet énoncé n’est pas exact, en
général, mais sans indiquer la relation qui existe entre les détermi-
" nants dans le cas ou ils ne sont pas égaux entre eux. La recherche de
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cette relation est, d’ailleurs, extrémement facile. Le systeme des équa-
tions (2) peut, en eflet, étre considéré comme fournissant les expres-
sions de },, XA,,..., A, en fonction implicite de x,, 2,,..., x,: on peut
donc, pour calculer le déterminant de ce systéme de fonctions, faire
usage de la formule donnée plus haut pour exprimer le déterminant
d’un systeme de fonctions implicites; on aura

§ S(=2 )
3 ' N §(Z::) (}—::)-~ (:—2:)1
TS E ) ) (=)

le dénominateur du second membre exprimant le déterninant du
systéme

?

{ d?l d?l d?| d?l

E—Iv 27;7 d_l;.,.“, Hn7
n de:_,, 2o, e
A cdy,’ ax, O ody 7 D,
dy, dg, de, dg,
—_ - =3y —— —1
dx, dx, dy, d,

Or ce déterminant est, en général, tres-différent de (—1)", et, par
suite, les systémes A,y A3,...; Xu3 @4y Pgy--., ¢, N'ONt pas le méme dé-
terminant. Il existe cependant un cas trés-général dans lequel le déter-
minant du systéme (4) est (—1)”, c’est celui ou 9, ne contient pas J,,
¢, De contient ni A, ni A;, ¢; Nid,, ni A,, ni },, etc.; dans ce cas. en
effet, le systéme (4) se réduit a

(o G de o de
@y ay d,
dtp, de,

Oq _[9 dl; Ty J)—;*
deg,

0, o, — Lye.uy (ﬁ:’
dg,

o, Q, Oqeneq iv
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qui a évidlemment pour déterminant (—1)*. L’équation (3) devient
alors
drdy,  d, dy, de, dq».)
4 ChEh [ Zh) + 29008, ).
S(rae-Z)=2(=2E 2

Changement de variables dans les intégrales multiples.

Considérons d’abord une intégrale double

ffV»dx dy,

V désignant une fonction quelconque des deux variables x et y. On
peut considérer cette intégrale comme la somme des produits obtenus
en multipliant par V chaque élément infiniment petit de la surface
plane dans lintérieur de laquelle se fait I'intégration. Peu importe
évidemment la forme de ces éléments. Nous pouvons donc supposer
que ce soient des triangles. Soient

x, ¥y, x+dx, y+dy, x+dx, y+dr

les coordonnées des trois sommets de I'un d’eux; sa surface sera.
comme on sait, la moiti¢ du déterminant du systéme

d4 x, d«fe
d2x7 d?]’
et 'on peut considérer, par conséquent, I'intégrale comme fa
somme
[Yao [ dr,
dyx, dy y.

Mais si # et v désignent deux fonctions de x et y et A leur détermi-
nant, on a, d’apres ce qui précede,

du, do

du, d.v

dét dx, d,_r,
Nz, dyy

dét. t
A=

Tome XVI. — Jus 1851, 29
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en sorte que l'intégrale précédente est identiquement égale a
dou, d,v,

dyu, d,v,

vV .
PV det.

c’est-a-dire évidemment & I'intégrale double

ff—l—’dudv

étendue a toutes les valeurs de u« et de ¢ qui correspondent a celles
de x et de ¥ comprises dans les limites de I'intégration proposée.

Considérons maintenant I’'intégrale triple

ff V dx dy dz,

V désignant une fonction quelconque de x, y, z. On peut considérer
cette intégrale comme la somme des produits obtenus en multipliant
chaque élément infiniment petit du volume dans I'intérieur duquel se
fait intégration par la valeur correspondante de la fonction V. Peu
importe évidemment la forme de ce volume élémentaire, et nous
pouvons, par conséquent, supposer que cc soit une pyramide. En
désignant par

x, v, z, x~+dx, y+dy z+dz,
x+dyx, y+dyy, z+dyz, x4+dyx, y+dyy, z+d;z
les coordonnées des sommets de cette pyramide, son volume est,
comme on s’en assure facilement,
di'r’ d‘j, d,Z,
dét.) d,x, dyy, d,z,
dax’ dsJ" daz»

Y -

et I'intégrale triple est, par suite, ¢gale a
d, x, dc]') d,z,

[5 et dox, doy, duz,
dye, dyy, dy3z, -

la somme s’étendant a toutes les pyramides élémentaires.
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Or, en désignant par u, v, w trois fonctions de x, ». z, et par A

leur déterminant, A est égal a

du,
dét. { dyue,
dyu,

dl"’
d,v,
dy v,

dw
d,w
d,w

d x,

det. { d,x,

d,z,

d’ou il résulte que I'intégrale proposée peut s’écrire
v (dyu, d,v, d,w,
fﬁ dét. { dyu, d,v, d,w,
dyu, dyo, dyw,

ce qui représente évidemment I'intégrale triple

[l,,}’,
dIY:
d3.rl

dz
d,z

d,z

ff ‘K]du dv dw.

Le méme procédé de démonstration pourrait s’étendre au cas d'un
plus grand nombre de variables; mais il fandrait pour cela recourir
a une sorte de géométrie idéale qui n’a pas un rapport direct avec la

théorie des déterminants.

249..



