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DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 

SLR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

DÉDUITES DE LA METHODE DES COORDONNÉES ELLIPTIQUES ; 

PAR M. WILLIAM ROBERTS. 

On sait que la méthode employée ordinairement pour obtenir la 
valeur de l'intégrale définie 

f e ~ χ! dx, 

consiste à transformer l'intégrale double 

f ι e— :y-xy- dx dj , 

en faisant 
χ = rcos 'a , r = /' siu m . 

ce qui donne 

f" AÉ:,/.
r(

/
r
 = f* e-'-'rdr f du, 

d'où l'on déduit 

Fi o - x'' (ix I 
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on 

I e~ x%doe = - \'π· 

Maintenant, supposons qu'au lieu de transformer χ et y dans les 
coordonnées polaires, on fasse usage des coordonnées elliptiques, c'est-
à-dire des variables μ et v, données par les équations suivantes : 

μ1 μ1 — b2 ' ' 

χί y1 _ 

h étant une quantité constante. Cela nous donne, comme on sait, 

x2 -+- y2 — μ2 -t- ν2 — b2 

et 

V(f'— b*)[b'—d) 

en sorte qu'on a 

Ja Jο Jb J<> Vfp'—b1) {b* — v!) 

ce qui donne, en écrivant la lettre u au lieu de μ et ν, 

1 —b'— f ^ e~ td du Çbe~u,du Γ °° c~ du Γ b e~u* u1 du 

Faisons dans cette formule b — ι, et transformons les intégrales 

f"" e~ du. Γ x e~ "* «2 du 

J ι y hd — ι J ι J'd — ι 

en posant 

ν — sju2 — ι : 

transformons aussi les intégrales 

Γ1 e~a~ da Cl g~ id du 

do J I id do ψ Ι id 
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en iaisant 
u = γ e ι 

et nous aurons 

J(j V '' Jo V"'1 —'·) 

~ Jo \/c ( I H— «' ) ' Jo 6 V i— ' 

lEest bon de remarquer que la formule qu'on vient d'obtenir n'est 
qu'un cas particulier d'un résultat donné par Abel, et qui se trouve 
dans ses Œuvres, publiées par Holmboé, tome Ier, page ion. 11 suf-
fira de faire, dans le théorème d'Abel dont il s'agit, 

, I 
α = ρ = - et a~ ι. 

Voilà donc une nouvelle application des coordonnées elliptiques, et 
qui sert encore à montrer avec quelle simplicité ce système merveilleux 
conduit à des résultats qui sont assez difficiles à obtenir par d'autres 

moyens. 
Si notre formule n'a pas le même degré de généralité que celle 

d'Abel, on ne doit pas oublier, d'autre part, que la méthode que 
nous avons employée jouit de l'avantage de s'étendre à des cas entière-
ment nouveaux, en considérant les coordonnées elliptiques à trois 
dimensions, et les transformations analytiques analogues qui répon-
dent à un nombre quelconque de variables. 

En effet, transformons l'intégrale définie triple 

Iff e~ dx dj dz, 

en employant les variables ρ, μ. ν données par les équations suivantes : 

f + + jTEUe2 " ' » 

Χ2 Ύλ Ζ-
~ -F- ρ — ; — I

 9 

— _ -r~ __ ^ 
y" b'1'— v* C2—v5 1 ' 
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b et c étant des quantités constantes. On aura donc 

χ2 + J* + z2 = Ρ2 -+ \>? -+- v2 — b2 — c2, 

d0C dj dz = j
 (h v4f2— b') (p1— C) (c3— μ3) (μ1— b') [C3 — v3)(b3 — ·/-) 

d'où l'on déduit 

J J J e~(x'-^r' -i-i·) dx djdz = 1 / e~ x'dxj = g π" 

= r rf r-«'+>>~<-'-*Hr-rw-w-*) , v 

Développant cette expression et écrivant la lettre u au lieu des trois 
lettres ρ, μ, ν, nous trouverons la formule suivante : 

4 7r^e-(»'+<*) Ο 

__ e~u'iddu rc g ~ b' du fb
 e~"'du 

Je v'i"1—b3) [u3 — c3) Jb V(c" — "■') —b3) Jo y4e* — (b3 — u3) 

_ r v e **' u3 du r c g ~ u* du Cb c du 

Je \j{u3 — b3)(u' — c3'} Jb y/(c3 — u3)(u3—b3) Ja v4c3—u3)(b3—u3} 

Γ w e ~~ u3 du Çc g ~ du f b e~ "' u' du 

Je v'iu' — b3)(u3 — c3) Jb y'(c3 — u3)\u3—b3) Jo y'Je3—u3)(b3—u3) 

Ç 20 e-u\*du Çc
 g ~ du Çl

 c~"' u-du 

Je V("2—b')(u3— c3) Jb \!(c3—ii3}(ii!—b3) J0 \4g:— u3)(b3— u3) 

r™ e~u\lu Çc g" «' du Çb e~ u3 du 

Je —b3) (u3 — c2) Ji, y'(c3—u3)(u3-—b3) J0 \j{c3—u!)(b3—u 

r - C~"' du rc c- II3 du r1 e~ u3 du 

Je y—b
3
)(it

3
— c

2
) Jb y'(f;2—u3) (u3—i*') J

0
 y'(c

!— u3)(b' — u') 

Il serait superflu d'insister sur la relation qui existe entre cette for-
mule, qui me semble assez curieuse, et la théorie des transcendantes 
elliptiques et des inverses de ces fonctions. Considérée sous ce rap-
port, elle peut être présentée sous une forme expressive, que je me 
dispense de transcrire. Je me contente de l'avoir indiquée. 
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Quant à la formule générale qui résulte du changement des va-
riables dans l'intégrale définie multiple 

Ι Ι ι ··· I e~ ίχ'+2'~+" ■ ■ ■_r' '*) dx dj dz... dt, 

par des substitutions analogues à celles que nous venons d'employer, 
il suffira de rappeler à l'attention de nos lecteurs les divers Mémoires 
publiés dans le Journal de M. Crelle par MM. Jacobi et Hoedenkamp, 
et par d'autres géomètres qui ont traité le sujet de ces transforma-
tions, ainsi que les travaux récents de M. Liouville, qui ont paru 
dans son Journal. On y trouvera tous les détails nécessaires pour 
obtenir la formule dont il s'agit. 

Dublin , le 29 Janvier ι85ι 


