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LU vy v v v ARANAAWRAAS

SUR
LA THEORIE
DE LA COMPOSITION DES FORMES QUADRATIQUES;

Par M. BAZIN,

Eléve Ingénieur des Ponts ot Chaussées.

Nous nous proposons de présenter ici d’une maniére qui nous
parait plus simple la théorie de la composition des formes quadra-
tiques dont M. Gauss s’'est occupé aux n® 235 et suivants des
Disquisitiones arithmetice.

Soient
f=(a, b,c), f'={(a',b', ¢
deux formes quadratiques, et
F=(A,B,C)

une troisieme forme qui puisse étre transformée en f f’ par la substi-
tution

. X=x'(a,x+ B, r)+ y' (a.x + Bay),
(s) Y=x'(a\x + B,7)+ 7y (o + B0

Si 'on peut trouver pour les huit coefficients «,, §,, etc., des valeurs
entiéres telles, que les six déterminants

a, B, — Pidy, af,— fay, o 0,— o, a,

Bif.— By afB— Body, o B,— By,
n’aient aucun diviseur commun, F sera dite la forme composée de f
et de f’.

Tome XVI. — Avuir 1851, 21
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Supposons f et f’ dounées et proposons-nous de déterminer une
forme F qui remplisse les conditions précédentes.

Le probléme n’est possible que si les deux formes données satisfont
a une condition qu’il est facile d’établir a priori. Soient D, D', D, les
déterminants de f, f”, F; si dans la formule (s) on fait

x'=1, y'=o,
on voit que la substitution
X=a,x+f;y, Y= o, x + By
dloit transformer F en a’f; on a donc
D, (&,f,— B.ia,)* = Da™.

/

. D . N . \ . D .
Le quotient - doit donc étre un carré, par la méme raison - deit
1 1

Y . , . . Y D
etre aussi un carré; par suite, il en est de méme de ;-

Faisons

et représentons , pour abréger, par
(@ Bi)y (2282), (222), (Bifa)r (o B2)y (22B4)s
les six déterminants dont il a été question plus haut; nous avons
(a,B)=a'n, (a,8,)=c'n, (a,a)=an’, (f,B,)=cn';

chacune des deux quantités n et n’ est censée précédée du signe .

Ceci posé, formons les neuf équations d’ou dépend la solution du
probléeme; elles s’obtiennent simplement en effectuant dans F la
substitution (s) et identifiant le résultat avec ff”; si nous désignons

dF dJdF

par ——: —— les dérivées par rapport a &, et o, de expression
t t

Aa?+ aBa,a, + Ca?,

d¥ dF . .
par 8 aF des expressions analogues en 3, etc...., ces neuf équa-
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tions pourront s’écrire :

oy
o

(1, a,£+a'ld—l:‘:2aa’,
da, dd,
‘2 ﬁ'%_,_ﬁ"%:zca',
£3) o, % + o, ;—2 = 2ac’,
(4) By 5, + B = 2 ¢,
(5) B g + B di;,l—:aba’,
(6) a,%—l—o—a'gj—z:zb’a,
(7) Br G + Buspy = 2 e’
(8) ﬁg%+ﬁ'2§;—:‘=2b’c,
(9) a5+ dy g+ Pr g + = 4B

Remarquons que Pexpression

@ dF +ﬁl dF
1 da, tdd,
eut aussi s’écrire

P t rr

dF o d¥
Soap T %ap”

il en est de méme de toutes les expressions analogues.

Des équations (1) et (5) on tire, en se rappelant que (2, 3,) = «'n,
o) dF _ 2(aB'—bd,) dF _ 2(bu— ap)
‘10 qo = et e IR

‘ n
Mais, en combinant les équations (1) et (6), on a aussi

(o) AF _2{a'd,—b'd)  dF _a(¥a—a'x)

p— Y —_— ==
Az n' de’, '

al..
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Egalons ces deux systémes de valeurs, il vient

(12)

{an"& —a'na,+ (U'n—bn')a, =o,
an' 8 — a'no,+ (U'n— bn')d, = o.

Le calcul que nous venons de faire pour @, peut se répéter pour 8,
a, et 3,, et on obtient ainsi par de simples permutations de lettres
les six relations :

len'a, + a'nB,— (¥'n+bn')f,=o,

c'na,+ an'fB,— (¥'n+ bn')a, = o,
(13) c’nf,— cn'a,+ (bn'— ¥n)B,= o,
cn'd,+anB,— (b'n+bn')f,=o,
c'noi+an'f,— (U'n+bn')d,= o,
c'nfl,— cn'd,+ (bn' — b'n) ff,=o.

Il est clair en méme temps que les équations (10) et (11) et les équa-
tions analogues en f3,, @, et 8, sont bien équivalentes aux équa-
tions (1), (2),(3), (4), (5), (6), (7), (8). On déduit de ces relations
une conséquence remarquable. Multiplions par 8, le premiére des
équations (12), par 8, la seconde, et retranchons, il vient

(a pl)_» (daﬁu)
an = bn—bn

Les équations (13) donneront de méme

(14) (08) _ (=af) _ (mam) _ (i) _ _(wBs)

an ¢ n an’ en’ T ba'4 b'n’

par conséquent,

(aa B)=¥bn— bn', (a, B,)=bn'+ bn'.
Ces six déterminants doivent du reste satisfaire 4 I'équation identique
(24 B1) (@2 By) — (@2 i) (@ B2) — (@) @) (Bif2) = 03

et ils y satisfont en effet, pourvn que chacune des deux lettres n et »’
garde le méme signe dans toutes les expressions ou elle se trouve: ce
signe peut d’ailleurs étre indifféremment + ou —.
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La valeur absolue de ces deux quantités s'obtient au moyen des
considérations suivantes, empruntées aux Disq. arith. Soient m le plus
grand commun diviseur de a, 25, ¢, m’ le plus grand commun divi-
seur de &', 2 &, ¢’, A le plus grand commun diviseur des six détermi-
nants (a, 3,), etc.; A divise mn’ et m'n, qui doivent étre des entiers
par conséquent D, A? divise Din’? et D’ m3. Réciproquement, tout di-
viseur commun de mn’ et m'n divise A. Donc D, A* est le plus grand
commun divisenr de Dm’? et D’ m?. Pour la forme composée D, A2=D,,
on connait donc D,, et, par suite, n et n’; et cette valeur de D, rend
bien mn’ et m'n entiers. On satisfait aux éqnations (15), en posant

@, = M'an’ + M"a’n +~ M” (¥'n + bn’)i,
By = —Man’+ M’ (¥'n — bn') + M"c'n,

%, =— Ma'n — M’ (¥n — bn') +~ M"cn’,
B2 = — M(bn'+ b'n) —M'cn — M”"cn’,
a'

1=Nan'+ Na'n 4+ N"(¥'n + bn"),

fi= — Nan' + N"(&#n — bn’) + N"¢'n,

ay= — Na'n— N (¥n — bn’) + N"cn’,

By=— N(bn'+ ¥n) — Nc'n — N"cn’,
M, M’, M’, etc., étant des nombres entiers; on satisfera de plus aux

’ ) ’ ) H P
six équations
(@B ==a'n, (ayf,)=c¢cn,...,

pourvu que l'on satisfasse a I'une quelconque d’entre elles : il suffit ,

our cela, d’assujettir les huit nombres M, M, etc., 4 une condition
P ]

facile a trouver. Prenons les quatre nombres N, N, N, N”, arbi-
trairement, et faisons

Nan’+ N'a’'n + N"(¥'n + bn') = ph,,
—Nan' + N (¥n— bn'y+N"c'n= pk,,
—Na'n—N(¥n— bn'y+ N"cn' = ph,,
—N(bn'+¥'n) —Nc'n — N"cn' = pk,,

¢+ étant le plus grand commun diviseur des premiers membres.
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On s'assurera par une simple substitution, en ayant égard aux
équations (13), que la condition («,3,) = a’n, et, par suite, les cinq
conditions analogues, sont satisfaites en prenant

7-I| = hn ﬁ'i = l“n alg = hna ﬁ'2 - kﬁ,
2, =Man'+ Man+ M (0n+bn'), y=—Man'+..., etc.,

pourvu que les quatre nombres M, M', M", M” satisfassent a }équa-

tion
Mh, + Mk, +~Mbhy,+Mk,=1.

1! ne reste plus, pour achever la solution du probleme, qua de-
terminer A, B, C; or nous avons

dF ,
= 2(Aa, + Ba'),
(15) dF
d—ﬁ.: 2(AB, + B,
dF '
-d—aTzz(Ba, +Ca1),
o o
2 (BB, + CFY),
diE: 2(Ae,+ Ba'),
17 *
s dF ,
Qd—pj=2(Aﬁz+Bﬁ2)’
—;iz a(Ba, + Ca'),
N x,
(18! JF
ag, = 2 (Bf* + GF*).
Des deux équations (15), on tire
g AP _ dF P dF
AT _dp T MV'day
A=—"md 0 PT TemE)

N . devi | dF dF | )
expressions qui deviennent. en remplacant -~ et Fry par leurs va-
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2 ,!‘_‘b,’ 7 2a’ ’——b, '\
leurs 214 a’n, ), 2 ﬁ’”, By,

B df g xf e b bk —f e
Y S — I -

nn nn

Les équations (16) donnent de méme

B = a.ﬁ’,—ka’l p,—ﬁlz',_p'l az’ C = _ﬂ.a:— a.{jz_
nn' nn’

Enfin le méme calcul, appliqué aux équations (17) et (18), reproduit
encore les mémes valeurs de A, B, C; ces valeurs seront entiéres, car

en substituant pour a,, 8,, etc., les expressions écrites plus haut, on
trouve

D"+ D'n?

A=H+K T

D 72 DI 3

B=H|+K'%’i,

D /2 DI 2

C=H,+ K, 2 *+27,
nn’

H,, K,, etc., étant des fonctions entiéres des huit indéterminées M
M/, etc., et des coefficients a, b, ¢, a’, b, ¢’. Or

b

Dr* 4+ D'n? , R .
—n7 = 2D,nn’= 2ayDD’ = un entier.

Soit M le plus grand commun diviseur de A, 2B, C; la forme des
fonctions H, K, etc., fait voir que M est divisible par m.m’; réci-
proquement, les équations (1), (2),..., (9], monirent que mm’ est di-
visible par M, donc

M=m.m'.

Nous n'avons pas eu égard a Péquation {q), parce qu’en effet elle
n’est qu’une conséquence des huit autres; si on y substitue les valeurs
trouvées pour les inconnues, elle devient identique.

Les coefficients de la forme composée étant exprimés en fonction
de huit indéterminées M, M’, etc., prendront diverses valeurs suivant
celles que 'on donnera a ces indéterminées; mais toutes les formes
composées que 'on obtiendra ainsi sont équivalentes. En effet, soit
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F, une autre forme composée qui se transforme en ff’ par la sub-
stitution
X=x'(px+dy)+ 7' (1 +d)y),
Y=2'(Y, 2+ & 7) + 7' (Y2 + 5 ),
on aura
7 ¢ )=an,
et, par conséquent,

(2 By)= = (7.94),

suivant que 7 aura été pris avec le méme signe ou avec des signes
différents ; dans les deux cas, on pourra donc trouver quatre nombres
P, Q, P, Q' tels, que
1 =Pa,+Qa,, ¥y, =Pa +Qua«, PQ-PQ==x1,
&=PB,+QF,, =P +Qf,.

Ceci posé, puisque la substitution

" o)

transforme F en a’f, on pourra déduire F de a’f en faisant dans
cette derniére forme la substitution inverse

§<T> ol

Xt

t(d-ﬁ-) (a:f1)
Mais a’f se déduit de F, par la substitution

T d, f’
7'1 ¢

laquelle, en vertu des équations précédentes, équivaut aux deux

substitutions successives

ol L)
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F peut donc se déduire de F, par trois substitutions successives

a, B §<Bs) (—;')l
P’Q" { ,ﬁ,t ot ( —a &
(aB) (@B)

Les deux derniéres se détruisent réciproquement, de sorte qu'il
ne reste que la premiére; PQ’'— P’Q étant égal 2 =1, F, et F sont
équivalentes.

Supposons maintenant que V'on ait trois formes f, f R

Soient m, m’, m"” les plus grands communs diviseurs de a, 2 b, c;
a’, 2, ¢'; a”, 24", ¢"; D, D', D” les déterminants de f, f', f";
calculons la forme composée ¢ de f et f’; son déterminant A est
égal au plus grand commun diviseur de Dm’® et D'm?, et le plus
grand commun diviseur M’ de ses trois coefficients égal 2 mm’. Com-
posons maintenant ¢ et f”; nous obtiendrons une nouvelle forme F
qui sera transformable en f f’ f” par unc substitution, telle que

X=x"[x (e,x+ Biy)+r'(aax+ By)]
+r'[2(px+ &)+ 7 (1. + dayll,
Y= .r"[.’x:'(a'i x + 18’1.7) +\7’(a'2x -+ ﬁlﬁf)]
+ 7' [x (Yix+ &)+ (fx + L y)].

Son déterminant D, sera le plus grand commun diviseur de D"M’* et
de Am"*, C'est-a-dire le plus grand commun diviseur de Dm™ m”?,
D’m?*m"*, D" m*m’. Cette forme sera une forme composée de f, /.
/. Quel que soit 'ordre dans lequel on compose f, f', f”, on re-
tombera toujours sur des formes équivalentes. En effet, si dans la
formule de substitution précédente, on pose

x"=1, y'=o0, x'=1, y'=o,
on voit sans peine que 'on a

(a. ﬁ')ﬂ D‘ — Dulz all‘ll

Si une autre forme F, est également transtormable en jf f'f" par

Tome XVI — Avrni 1851, 22
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une substitution
X=x"[x'(e,x+ 5 y)+r {aax+§57)]
+ y'lx(gox +0,7)+y (nax + 6,7)]

Y :x”[x’(e" x+Z )+, x+ gLy )]
+y'[x' (e + 8, 7))+ (n,x+ 6,0,

on aura aussi
(6,8, ?D, = Da*a,

par conséquent,
() == (ai ﬁ;)s

et I'on prouvera, comme plus haut, que F et F, sont équivalentes.

On pourra ainsi composer successivement un nombre quelconque
de formes, et les formes composées que ’on obtiendra seront toujours
équivalentes, quel que soit 'ordre de composition employé.



