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A WA W ALVVENIE NN

SUR

UNE QUESTION RELATIVE AUX DETERMINANTS;

Par M. BAZIN,

Eléve Ingénieur des Ponts et Chaussées.

On demande n séries de m quantités :

, B, 7 d,... :

o, B’, ' d,...
(1 a”, " v, ... )

a(n——l)’ ﬁ(n—n)’ ,y(n-—n, a(n—n““
telles, que tous les déterminants & n? lettres que 'on peut former en
combinant 2 quantités quelconques de la premieére série, o, 8, 7,...,
8, avec lesn (n —1) quantités o', 8/, v',..., ", B, 7",..., a7, B4,
7" ,..., 8@ qui leur correspondent dans les autres séries, soient
égaux a des valeurs données.

1l est clair, d’aprés 'énoncé de la question, que le nombre des
équations est plus grand que le nombre des inconnues; il doit donc y
avoir entre les valeurs assignées aux déterminants des équations de
condition. Etablissons avant tout ces relations.

Nous désignerons, en général, par (afy...9) le déterminant d'un
systeme de n® quantités :

o, B, Yoeros g
o, g, 'y 6
(2\] all’ ﬁﬂ, 7”’”" 6//

a(ﬂ—o», ﬁrn—-c)_ ,y(n—l)_' o gin—1:

Tome XVI. — AvaiL 1851, 19
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Nous pouvons faire dériver tous les déterminants qui résultent des
combinaisons des mn inconnues, de I'un d’eux pris arbitrairement,
‘af3y...6) par exemple, en changeant dans le symbole (2 37...6) une
ou plusieurs des n lettres «, 8, v,..., 6 en d’autres lettres quelconques
de la premiére ligne du tableau (1).

Posons, pour abréger,
(afy...0) = A;

nous appellerons déterminants dérivés du premier ordre ceux qui se
déduisent de A par le changement d’une seule lettre; et nous les repré-

. X
senterons, en général, par le symbole A <;)a dans lequel la lettre du
dénominateur est la lettre effacée dans Vexpression (afy... 6), et la
lettre du numérateur celle qui lui est substituée, de telle sorte que

A (3) est égal & (ABy... ).

Nous appellerons, de méme, déterminants dérivés du deuxiéme, du
troisi¢me,..., du 7**™ ordre, ceux qui se déduisent de A par le chan-
gement de deux, trois...., n lettres; et nous les représenterons par les

. A 2 bpv... . . .
notations A (;‘%), A (ag;),---, A (;—%—%) en inscrivant au déno-

minateur les lettres effacées dans A, et au numératenr dans un ordre
correspondant celles qui les remplacent; ces expressions ne sont
ainsi que les abréviations des expressions (Amy...8), (Apv...8),...,

(Av...q).
Ceci posé, on a, quel que soit X,
Y =aA(£)+ﬁA(—;>+7A( >+...+6A(
AN = o'A (‘:) + @A (%) +yA l\
AN = o"A (%) + A \%) + ’A (

® & 4 4+ e e 2 2 2 s+ e 4 s e 4 v w4 e + > s & a2 a4 e 4 e . !

En effet, on a
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d’ou 'on déduit

A <}-) = ld—A— + )\'i{—A- + ey

o do do
de méme
BS dA ,ds
A (E) = )\;i—é + A d_ﬁ' — ey

Substituant ces valeurs dans les équations (3), on voit sans peine
qu’elles deviennent identiques.

Nous allons maintenant faire voir comment les déterminants dérivés
de tous les ordres supérieurs au premier peuvent s’exprimer simple-
ment en fonction de ceux du premier.

Y e

Considérons d’abord ceux du second ordre, par exemple A (—E)

%
ou (Apy...0)

Si I'on se reporte aux équations (3), on voit que le systeme
A, sy YPyees 6
N,ooow, o Ve 9
).r/, {.L”, _yr/’ . 6”
yUSDR P-("—”, .y(n-—l)’“.' gin—t:
résulte de la composition du systeme (2) avec le suivant :

X PR | B |
zA(;)s A (;)- o, 0, O0,..., O

B

1 1y
KA(_>’ IKA(%)’ 0, O, Oy..., O
I 2 1 /p.
%) ZA(Q)’ ZA(Q)’ I, 0, O0,..., O
\ ,
%A({;)’ %A(\%)a 0, 1, O,..., O

A
\iAA(6>, iA(%)a o, 0, O..... l:

1.
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En appelant K le déterminant du systeme (4), on a donc

A (:T;) = KA.

Mais il est évident, d’aprés la forme du systeme (4), que K est égal

au déterminant
&) o) =) 2 ()

A A A A

2(@)=sl2 () (5) -2 (5)2 ()]

A
. A Apy
On verrait de méme que A ( £~

On a donc

est égal A Ai, K’, K’ étant le détermi-

nant du systéme

() 5 <)

En général, le déterminant dérivé de V'ordre %, A (Z;; :) » est

exprimé par la formule

=3
b

>4
P N
b
p———

(5 A (M”'“"> = E,:—__—I x déterm. du syst.

aBy...¢

> D>
2> I R
R E WIE RIF

...................

Il résulte de ce qui précéde que tous les déterminants sont connus
si'on donne simplement la valeur de I'un d’eux, A, et de ses n(m — n)
dérivés du premier ordre; en sorte que les équations du probléme
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seront contradictoires ou se réduiront simplement 4 n(m —n) +1,
équations distinctes dont les autres ne sont que des conséquences.
Ces équations, qui s'obtiennent en égalant les déterminants aux
valeurs assignées par I’énoncé, peuvent étre remplacées par d’autres
plus simples. Représentons les valeurs numériques des déterminants
en changeant simplement les parenthéses en crochets, de telle sorte

que
A [}], A [lﬁ -
a ap
représentent les valeurs que doivent avoir
A(l)) A(l-—F'>9'--; etc.
@ af

Soit, en outre, [A] celle de A. On a, quel que soit }, les n équa-
tions du premier degré : :

12 =2 [] 88 [5] + 8} ]+
o Jor=ea[tepap]ral] e

.............................

s =8 [ ] g0a[] g a2

7

En remplagant successivement dans ces équations la lettre X par
chacune des m — n lettres qui ne figurent pas dans Pexpression
(xf7... 9), nous obtiendrons n (m — n) équations du premier degré.
Tout systéeme de valeurs qui les rendra identiques jounit de la pro-
priété suivante : les déterminants formés avec ces valeurs des incon-
nues sont proportionnels aux valeurs numériques qu’ils devraient
avoir d’aprés 'énoncé de la question.
En effet, d’aprés les équations (6), le systéme

A, B, Yseers 7]
N, B 7., ¢
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résulte évidemment de la composition du systeme (2) avec le
suivant :

A
[ o |
(4]

2]
A_'Lﬁ;
(a]

[ a

On a donce

A(5)=A><M,
o

M étant le déterminant du systeme (7). Mais

M=
d’ou résulte

+() _[:]

'YV

LA, [ e 3,..., G
\X’, © 7 d,..., &

’

) l(n-l)’ H(n—i)’ ,Y(n—l), o\(n—!),.__’ a(n—l)
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#lant composé du systeme (2) et du suivant :

sy =] 2l

Mais, d’apres les équations de condition qui lient les valeurs nu-
mériques des déterminants

a[3] o8] e[t -[5]_ o3
[a] [a] {a] (4] (a]
on a donc
s(6) 2[5
A [a]

Le méme raisonnement peut s’appliquer aux déterminants d’ordre
quelconque; par conséquent, nous pouvons prendre pour équations
du probléme les n(m — n) équations (6), en y ajoutant la suivante :

(aBy...6) = [A].

Supposons maintenant que nous ayons obtenu un systeme de valeurs
pour nos mrn inconnues et voyons comment tous les autres peuvent
s’en déduire.
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Soient

M, N, P,.. S
gw, N, P,., &

(8)

— — — —4
(M"' n Ne—o pe-n_ §e=b

n* quantités quelconques liées seulement par la relation
(MNP...S)=1,

eta,b,c,...,a',b'c,..., a"", ™Y, ¢ .. un systtme de va-
leurs pour les mn inconnues de la question. Si I'on pose
a=Ma+Na+Pa+..+8a"",
by=Mb4+NIV+P b +...4+S b,
e, =Mc~+N+Pe" +...4+8c™",

a":M’a+N’a’+P’a”—+—...+S’a‘”_”,
By=Mb+ N+ Pb +..+8 b,
,=Mc+Nc+Pc" +...4+ 8™,

—
Lo
—

d,=Ma-+Na+Pa~+..+8a"",
B, =M b+ N&+Pb +...+ b,
,=Mc+Nc +Pc"+.. .+ 8§8c"Y,

les mn quantités a,, by, ¢,y d, b,y @0, BV 00 sen
ront un nouveau systéme de valeurs satisfaisant 4 la question. En
effet, un déterminant quelconque formé avec ces quantités est évi-
demment égal au déterminant formé avec celles qui leur correspon-
dent dans la série @, b, ¢,..., @', b’y C'yeeey @™V, 6V o0 multi-
plié¢ par (MNP...8), qui est unite.

Réciproquement , si I'on connait deux systémes de valeurs a, b, c,...,

’ ’ r ” " ”
@, Wy @ U s @ay by Cupy @8, C e, AL B ete
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on peut toujours en déduire n? quantités M, N, P,..., M, N, P/,...
satisfaisant aux équations (9) et 4 la condition (MNP...S8)=1. En
effet, considérons spécialement celles des quantités a, b, c,... qui
entrent dans la composition du déterminant (& f7.... 0), Cest-a-dire
a,b,c,..,t;a,b,c,.,t';a, b, c,..,t,. .., ec.; on peut
toujours trouver n? nombresM, N, P,..., M, N', P’,.., tels que :

a,=Ma+Na+Pa +
by=Mb+Nb +P b +..,
c,=Mc+NCcC+Pc"+..

seey

°r

t, =Mt + Nz* ~Pt" +

(10) d=Ma~+Na~+Pa—+. .,
B, =Mb+NV+Pb~+..,
c,=Mc+Ncd+Pc"+..,

=Mt +Nt+Pt'+....

a=Ma+ Na~+Pa~+...,

.............

Soit maintenant { une lettre non comprise dans les n lettres a, b,

C,..., t.
[A]l.:a.A“]+b SHEX SHEE

On a
Remplacons a,, b,, c,,... par leurs valeurs en fonction de «, b, ¢,...
tirées des équations (ro); il vient, en divisant par [A],

af 2] A

l,_—_M{aA[LA]] [—Aﬁ]— + ¢ A[[Ay]] +;
1 -

+N% [ ]+b’ [‘Aél‘—f—C'A[[j]‘I—%—...;
(2] »

R

Tome XVI. — Avair 1851 20
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Mais on a vu plus haut que
1S
al =
H

uH

a [A]=+b [A]—+...:l,
2 2
a’A[[AO_]‘]-i- b’A[[j] +...=1,

voa s e

D’ou résulte enfin
L, =MI+NU'+Pl"+....

Les équations { 9) sont donc satisfaites, et, par suite, I'équation
(MNP...S) =1,

qui n’en est qu'une conséquence.

On voit, par ce qui précéde, que toutes les solutions de la question
peuvent s’obtenir sans peine dés que I'on en connait une seule, puis-
quil suffit de la combiner avec tous les systémes de n? quantités
satisfaisant a ’équation indéterminée

(MNP..S) =1.

Or il est facile de trouver une solution; nous avons ramené le pro-
bleme & rendre identiques les équations du premier degré (6) et
I’équation

(efy...0) =[A];
considérons d’abord cette derniére, elle peut s’écrire

da dA dA
O.ZEZ -+ ﬁ-d_ﬁ + ...+ 6;6 = [A]

Si Pon attribue a o, &, v',..., «', B, v",..., @Y, Br-Y, gt L des
da
z“"
que ces quantités prendront des valeurs déterminées, et on pourra
toujours trouver pour «, 8, v,..., 9 des valeurs qui satisfassent a
I'équation précédente.

. dA .
valeurs quelconques, les expressions gg qui ne renferment
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En substituant dans les équations (6 ) les valeurs des n* inconnues
a, B, vy’ 595, ON obtiendra immédiatement celles de toutes
les autres inconnues,

On obtient ainsi pour les inconnues un systéme de valeurs a, b, ¢,...,
a,b,c',...,a" b, c",..; ensuite les formules (10) donneront toutes
les solutions si l'on y remplace successivement M, N, P,..., M’, N, P,
par tous les systemes qui satisfont i 'équation

(MNP...S) = 1.

Nous avons de cette maniere les expressions générales des inconuues
en fonction de n? arbitraires liées par une senle équation de condi-
tion.

Ces expressions peuvent étre écrites sous une autre forme moins
simple, mais plus symétrique. Etablissons d’abord certaines équations
de condition qui existent entre les déterminants, et qui sont une
simple conséquence des précédentes.

Supposons qu'au lieu de faire dériver tous les déterminants de A
ou (af7... 9}, nous les fassions dériver d’un autre déterminant
quelconque

A, = (a,ﬁ,y,...@,);

a chaque letire ) répondent, dans chaque hypothése, n dérivés du

premier ordre,
SCINPANES

dans le premier cas ,

IS 1. ;%
3 (;")1 Ay (E)v A, \"71.),'“
dans le second; les déterminants de la premiere de ces deux séries
peuvent s'exprimer en fonction de ceux de la seconde et de n* quan-

titds qui resteront les mémes, quelle que soit la lettre ) que V'on
considere.
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Dans I’équation

sr=as(3)+pa (%) +.. 08 (3);

remplacons A par

|

1

Hos, (2)+ bia (2) + v era, (2)]

il vient

o (2 -0 3) | =tfen @) <10 )+ |

Mais on a

..................

Substituons ces valeurs dans I'équation précédente, et égalons les
coefficients de «, 8, 7,... dans les deux membres; nous avons

{A(&):Ai a(z)a(2)+a () a(B)+.. 4
|2 =2l )26+ 2 @) o) -
0=l a6 e a (e -}

2 1 A a ) /ﬁn
N== il hac) = { £
A(o) A A'(“-)A(9)+A'(ﬂ->A\9>+
Ces formules font voir que le passage des déterminants A, (_x-)’

o
» . 3 B . ’
A, (p—), aux déterminants A (;) ’ A(E),---, s operera comme une
I
simple transformation de coordonnées, quel que soit A, an moyen de
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la substitution linéaire

1A

ta(2) $a(®)

(12) ALA(%) Y (%)

-

Revenons maintenant a la solution du probleme principal.

Soit

Ay = (a|ﬁ|'¥|--- 94),

I'un quelconque des déterminants A, B, C,..., T, n constantes arbi-

traires; formons les m quantités

AA,

| %

AA,
(r3) A

a

2]+ Ba,

[
._al

]—i—BA.

]+BA,

éi] + CA, [;i] o+ TA,
Lg] + CA, [73] Ao TA,

_;—] + CA, [;’—] +...+ TA,

Bl
Bl

Al

répétons cette méme opération sur tous les déterminants en mtrodui-
sant pour chacun d’eux n constantes arbitraires nouvelles, formons la
somme de toutes les quantités analogues a la premiere des expres-
sions (13), ce que nous indiguerons en placant devant cette expression

le signe 2; faisons de méme celle de toutes les quantités analogues

4 la seconde de ces expressions, et ainsi de suite.
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Et posons

|
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a :Z%A A.[—Z] + B A, [%] 4.
s=3laall]+Baff]+-
r=Zjaafi]ealg] e
Soient de méme
=Efxa [z mali] -
pozlua[t] e waft] -
r=fea[r]- s g |
eozpea[s] e wa 5]
p=zfrn[E] o ] -
r=Sjwafr]e v 3]

A, B, C,..., A", B, C’,... étant de nouvelles arbitraires.

1l est facile de s’assurer, en ayant égard aux équations de condi-
tion (11), que ces expressions satisfont bien aux équations (6); mais,
pour qu’elles rendent aussi identique I'équation

(afiy...0)=[A],

il faut établir une relation entre les indéterminées A, B, C,.... A",
B. C'...., A". B7, (“,.... Cette équation s’obtient en formant le déter-
minant {(af7... §) a aide des valeurs précédentes des inconnues, et
I’égalant 4 [A], son premier membre sera évidemment une fonction
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linéaire des déterminants que Von peut former par les combinaisons
des indéterminées A, B, C,...; nous le désignerons par

> M, (ABC...T),

et nous écrirons I'équation de condition ainsi,
3> M, (ABC... T) =[A].

On pourra toujours y satisfaire: en effet, donnons-nous arbitrairement
A, B, C,..., A, B, C’,...; le premier membre de cette équation se
réduira 2 une fonction linéaire de A, B, C,.... Nous obtenons donc
ainsi une solution du probléme; en lintroduisant dans les for-
mules (10), nous aurons les expressions les plus générales des in-
connues. Cette substitution nous donne

2= (MA+NA’+PA”+...)A.L§ + (MB + NB' + PB”+...}A,FV:A -
B=3!(MA + N+ PA" +.)A [ £+ (MB + NB + PB -+, ﬁE .

.................................

.......................................

Si I'on pose maintenant

MA +~ NA'+ PA”"+...=14,,
MB 4+ NB'+ PB"+... = B,,
6y e
MA+NA+PA +...= A,
MB+ NB'+PB +...=8,,

on voit que les expressions (15) ne different plus des expressions (14"
que par le changement de A, B, G,..., A", B, C,...,en A, B,, C,,....
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A, B, C,.... 1l résulte d’ailleurs des équations (16) que les quan-
tités A, B, C,,..., etc., satisfont aussi 4 I’équation

3 M, (A,B,C,...T)=[A].

Les expressions (15) ne sont donc pas plus générales que les expres-
sions (14); d’ou il résulte enfin que ces derniéres donneront toutes
les solutions de la question, si on y substitue pour A, B, C,...,
A, B, C,..., tous les systemes de valeurs satisfaisant a I’éguation
de condition

>'M, (ABC...T) = [A].



