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PURES ET APPLIQUÉES. 365 

RECHERCHES 
SUR 

LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES, 
Pi» M. V. Pl'lSEIJX, 

Maître du Conférences à l'Ecole jNorrnale. 

PREMIÈRE PARTIE. 

I. Lorsqu'une fonction u d'une variable ζ réelle ou imaginaire est 
définie par une équation algébrique 

/(«, z) — o, 

il ne suffit pas d'attribuer à la variable une valeur particulière pour 
que la fonction soit complètement déterminée; car l'équation pro-
posée fournira, en général, plusieurs valeurs de u pour chaque valeur 
de ζ : il faut encore faire connaître laquelle de ces valeurs on doit 
choisir, si l'on veut que la fonction u soit définie sans ambiguïté 

Soit, par exemple, l'équation 

H2 — z — o 

l'équation dont d s'agit; la valeur de z étant représentée par re'V ', 
où r est positif et t réel, les deux valeurs correspondantes de u seront 
r -ν—1 - rv—1 , r 
r2e2 , —r"1 e'2 , en désignant par r'1 la valeur arithmétique de 
la racine carrée de r. Pour achever de définir la fonction, on pourrait 
convenir de prendre pour t un angle compris entre — π et -+- π, et 
d'adopter constamment pour u l'une des deux formules écrites ci-

dessus, r2c2 , par exemple. Mais cette convention, qu'il serait 
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difficile d'étendre à des équations d'un degré quelconque, a encore 
cet inconvénient, que u devient alors une fonction discontinue de z. 

En effet, attribuons à cette variable les deux valeurs re^ e ^ 

re
S π-ι .)\C ^ différeront infiniment peu si ε désigne un infiniment 

petit positif; les valeurs orrespondantes de u, savoir : r1 e 2 , 

r " ' V—1 

/■2e 2 , différeront d'une quantité finie e! sensiblement égale a 
1 

•2 r ν — ' · 

2. On évitera cette discontinuité en définissant autrement la fonc-
tion u. Reprenons l'équation 

j\u, z) = o, 

dont nous pouvons supposer le premier membre entier en u et z; 
donnons à z une valeur initiale quelconque c, et, pour la valeur ini-
tiale h de u, choisissons une quelconque des racines de l'équation 

/(«, C) = o. 

Concevons maintenant que z varie d'une manière continue à partir de 
la valeur c, et atteigne une autre valeur k\ M. Cauchy a démontré 
Nouveaux Exercices de Mathématiques, tome II, page 109) que les 

diverses valeurs de u varient en même temps d'une manière continue. 
U y en aura donc une qui, d'abord égale à h, aura passé par degrés 
infiniment petits à une valeur déterminée h qu'elle atteindra pour 
z — k. Cette valeur de u sera pour nous une fonction de z, et, comme 
on le voit, une fonction continue; mais sa détermination, pour une 
valeur particulière de z, dépendra tout à la fois et de cette valeur 
même et de la série des valeurs par lesquelles z a passé à partir de sa 
valeur initiale. 

Observons toutefois que la fonction cesserait d'être déterminée, si, 
en passant de la valeur c à la valeur k, z prenait une des valeurs qui 
font acquérir à l'équation 

/(«, Z) = O 
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lies racines égales. Mais ces dernières valeurs étant en nombre limité, 
il sera toujours possible d'éviter cette circonstance, quelles que soient 
les quantités c et k-, car il y a une infinité de manières de faire passer 
une variable imaginaire d'une valeur à une autre. 

De plus, il importe de remarquer que. selon la série de valeurs 
qu'on adoptera pour z, la fonction u pourra acquérir, pour z = À, 
telle ou telle valeur. La question qui va nous occuper, de déterminer 
la valeur de u pour une valeur quelconque de z, devra donc être posée 
comme il suit, si l'on veut qu'elle ait une solution unique : 

« La fonction u satisfaisant à l'équation 

f [u, Z ' — o, 

» et ayant la valeur b pour z ~ c . assigner la valeur qu'elle acquiert 
» pour z = k, en supposant connue la série des valeurs infiniment 
» rapprochées par lesquelles z passe de la valeur c à la valeur k. » 

M. Cauchy a montré combien est importante dans l'analyse, et par-
ticulièrement dans le calcul intégrai, la considération des diverses ma-
nières dont une variable imaginaire peut passer d'une valeur à une 
autre. Afin de rendre plus sensible la marche d'une pareille variable, 
nous nous servirons de la représentation géométrique dont cet illustre 
analyste a tiré un si grand parti. Ayant fait ζ = χ -+- y y— ι , nous 
imaginerons un point Z dont χ et j soient les coordonnées rectangu-
laires , de sorte qu'à chaque valeur de z répondra uni1 position de Ζ, 
et réciproquement. Alors, en même temps que z variera de c à k par 
une série déterminée de valeurs, le point mobile Z passera du point C 
correspondant à z = c, au point K correspondant à z = k, en suivant 
un chemin déterminé. Le problème proposé ci-dessus reviendra donc 
à trouver la valeur qu'acquiert la fonction M, lorsque Z passe de C en 
K par un chemin donné [*]. 

3. Pour éclaircir par un exemple ces considérations générales, 

[*] Ce chemin peut être ou une ligne droite, ou une ligne hrisée, ou une ligne 
courbe, ou un assemblage quelconque de lignes droites et courbes. Il η est assujetti 
qu'à former entre les points C et K un trait non interrompu. 
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revenons à l'équation 

u2 — ζ = ο. 

De l'origine ϋ des coordonnées comme centre, fig. ι , PL l, avec un 
rayon quelconque r, décrivons une circonférence sur laquelle nous 
prendrons, dans l'angle des coordonnées positives, les deux points 
C et K; appelons τ et θ les angles aigus COJC, KOJ:, et supposons 
9 > r; on aura, au point C, 

ζ = re = c, 
et, au point Κ . 

ζ — re — k. 

Pour une position quelconque du point Ζ sur le cercle, on aura 

2 = re , 

et l'on pourra prendre l'angle τ pour valeur initiale de t, et la 

quantité r^e' pour valeur initiale de u. Si, maintenant, on sup-
pose que Ζ aille de C en K en décrivant l'arc CLR moindre que la 
demi-circonférence, l'angle t croîtra d'une manière continue de - à 9, 

et la fonction u acquerra, pour ζ = A, la valeur ra e2 . Mais si l'on 
fait décrire à Ζ l'arc CMK plus grand que la demi-circonference, 
l'angle t décroîtra de τ à 9 — ιn, et la fonction u obtiendra, pour 

z — k, la valeur r2 e 2 égale et de signe contraire à la précé-
dente, On voit donc bien que, dans notre manière d'envisager une 
fonction implicite, elle dépend non-seulement de la valeur de la va-
riable ζ ou de la position du point Z, mais encore du chemin par 
lequel ce point y est arrivé à partir de sa position initiale. 

4. En général, le premier membre /(«, ζ) de l'équation proposée 
sera de la forme 

Kum + B«™-' -t- CM'"-2 +...+ 1B + K, 

A, Β,... K, désignant des fonctions entières de ζ qu'on peut supposer 
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n'avoir pas de diviseur commun. Nous admettrons aussi que cette 
équation est irréductible, c'est-à-dire qu'il n'existe aucune fonction 
entière de u et de z, d'un degré moindre que m par rapport à u, qui 
divise j (m, ζ) : s'il y avait un pareil diviseur, l'équation proposée se 
partagerait en plusieurs autres irréductibles, à l'une desquelles satis-
ferait la fonction dont nous nous occupons. Il suit de là que l'équation 

j (u , z) — ο 

ne pourra pas avoir de racines égales, quelle que soit z; car, si cela 
avait lieu , 011 sait qu'elle, ne serait pas irréductible. Les valeurs de r 
qui lui feront acquérir des racines égales seront déterminées par une 
equation en z· qui n'aura qu'un nombre limité de solutions : les points 
correspondants à ces valeurs seront donc en nombre limité et ne for-
meront pas une ligne continue. 

5. Afin de définir d'une manière précise la fonction que nous vou-
lons considérer, choisissons pour point de départ de Z 1111 point C 
correspondant à la valeur c de z. Supposons que l'équation 

fin, c) =z ο 

ait une ou plusieurs racines simples et finies. Appelons h, une pareille 
racine, et u

K
 une fonction continue de z qui satisfasse à l'équation 

/' 't. z) — ο, 

et se réduise à h, lorsque le point Z part de la position C. 

Concevons maintenant que Z aille du point C qui répond à τ — c, au 
point Κ qui répond à z — k, en suivant une ligne CMR,/^. 2, telle 
que, pour aucun point de cette ligne, la fonction u.

{ 11e devienne 
infinie ou égale à une autre racine de l'équation 

/(«, z) = o. 

Au point R, u 1 acquerra une valeur A, qui sera nue des racines de 
l'équation 

y ( u, k) — ο. 

Je vais prouver, et c'est là une proposition fondamentale dans notre 
théorie, que cette valeur A, restera la même, si, les points C et Κ res-

Tome W. — OCTORRE i85o. 47 
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tant fixes, la ligne CMK vient à se changer dans la ligne infiniment 
voisine CM'K. 

En effet, regardons ces deux lignes comme parcourues en même 
temps par deux points mobiles Ζ et ΊΙ qui partent ensemble de la posi-
tion G, qui arrivent ensemble en K, et dont les positions simulta-
nées M et M' soient toujours infiniment voisines. Appelons v, et v\ les 
valeurs simultanées de la fonction u, sur les deux lignes CMK, CM'K. : 
puisque v

{
 et v

i
 varient d'une manière continue quand les points Ζ 

et 11 se déplacent, il en sera de même cle la différence v, — v
t

. 

Observons maintenant que tout le long de la ligne CMK, la ra-
cine //, de l'équation 

/(«, z) = ο 

n'est égale à aucune autre, et qu'ainsi on pent assigner une quan-
tité finie Δ telle, que le module de la différence entre u, et une autre 
racine soit, le long de cette ligne, constamment supérieur à Δ. Pour 
les deux points M et M', les valeurs de ζ diffèrent infiniment peu, et, 
par conséquent, chacune des racines de l'équation 

/(«, z) = o, 

pour le point M', différé infiniment peu de quelqu'une des racines 
de la même équation pour le point M. Il en résulte que le module de 
la différence c, — v\ est ou infiniment petit ou supérieur à Δ : mais 
cette différence est nulle au point C et varie d'une manière continue; 
il faut donc qu'elle reste toujours infiniment petite : par conséquent, 
elle est rigoureusement nulle en K, et la fonction u

t
 acquiert en ce 

point la même valeur ft,, soit que Ζ y arrive par le chemin CMK on 
par le, chemin CM'K. 

6. Concevons à présent qu'on altère graduellement la ligne CMK, 
les points C et K restant fixes ; nous obtiendrons la proposition sui-
vante : 

Le point Ζ allant rie C en Κ , fig. 3 , soit par le chemin CMK, soit par 
le chemin CNK, la jonction u, qui avait en C la valeur b, acquerra 
'fans les deux cas la même valeur h,, si l'on peut, en déformant la 
ligne CMK, la faire coïncider avec CNK, sans lui faire franchir 
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i 
aucun point pour lequel la jonction u, devienne infinie ou égale à une 
autre racine de Γ équation 

f(u, z) = o. 

7. On peut faire coïncider le point Κ avec le point G, et alors on 
arrive an théorème suivant : 

Le point Z étant supposé partir du point G et revenir à ce même 
point en décrivant la ligne CLMC, fig. 4? la fonction u,, qui avait 
au commencement la valeur h

n reprendra à la fin la même valeur bf?*-
si l'on peut réduire la ligne fermée CLMC au seul point C sans lui 
faire franchir aucun point pour lequel la Jonction u, devienne in-
finie on égale à une autre racine de l'équation 

J (u, z) — o. 

On doit observer que cette ligne fermée CLMC peut avoir une forme 
absolument quelconque, se couper elle-même, ou faire autour du 
point C un nombre quelconque de révolutions, pourvu que la condi-
tion exprimée dans l'énoncé du théorème soit remplie. 

Par exemple, la fonction u
t
 définie par l'équation 

um = z — a 

reprendra sa valeur initiale, lorsque le point Z, parti du point C, re-
viendra à ce même point, si la ligne qu'il a décrite peut se réduire au 
seul point C, sans franchir le point A qui répond à z — a. 

Pareillement, la fonction u
t
 définie par l'équation 

[z — a) (z — a') (z — a")... um = (z — a) (z — a') : ζ- — a") 

reprendra sa valeur initiale, lorsque le point Z reviendra à son point 
de départ C, si la ligne décrite par ce point peut se réduire au sein 
point C sans franchir les points A, A', A",..., A, A\ A", etc., qui 
correspondent respectivement aux valeurs a, a', a.",..., a, ah a", etc . 
de z. 

Enfin, il en sera de même de la fonction u, définie par l'équation 

ηλ — u + z = o , 

si la ligne fermée décrite par Z peut se réduire au seul point C san-

47-· 
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franchir aucun des deux points A et A' qui répondent à ζ = + —-

et a ζ — γ=· 

8. Soit «, une fonction algébrique de ζ définie, comme précédem-
ment, par la condition d'être continue, de satisfaire à l'équation 

/(«, z) = o, 

et de se réduire à la quantité b
h
 pour z = c. La notation J u

t
dz 

désigne, comme on sait, la somme des produits des valeurs de la 
fonction w, par les accroissements infiniment petits que reçoit la va-
riable ζ lorsque celle-ci passe de la limite inférieure ο à la limite supé-
rieure k. Or, on peut faire varier ζ de c à k, ou, ce qui est la même 
chose, faire passer le point Ζ de C en K d'une infinité de manières, et 
à chaque chemin CMK, fig- 5 , suivi par le point Ζ répondra une va-

leur finie et déterminée de l'intégrale J u
t
dz, pourvu qu'en aucun 

point de ce chemin la fonction u
{
 ne devienne ni infinie, ni égale à 

une autre racine de l'équation 

/(«, z) = o. 

On peut donc se demander comment varie l'intégrale 1 u,dz, 

lorsque les points C et K, ainsi que la ligne CMK, viennent à changer 
infiniment peu. Cette ligne ne renfermant, par hypothèse, aucun point 
cpii rende la fonction u, infinie ou racine multiple, il en sera de même 
de la ligne infiniment voisine C'M'K', et l'on prouvera, comme au n° 5, 
que, pour deux points infiniment voisins pris sur ces deux lignes, les 
valeurs de u, diffèrent infiniment peu L'accroissement de l'intégrale, 
lorsqu'on passe d'un de ces chemins à l'autre, peut donc être calculé 
par les règles du calcul des variations, qui donnent 

u,dz —J (uKdz) — j (u,dâz + âu{dz). 

Mais le long de la ligne CMK, la dérivée ̂  a constamment une va-
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leur finie, comme on le voit par l'équation 

df du, df 
du, dz dz ' 

où —■ ne peut être nul tant que u, est une racine simple de l'équation 

/ u, z) = o. 
On aura donc 

&U, = — OZ, 

d'où 

âu, dz· = ^ âzdz = du, âz. 

et. par suite, 

ci J u, dz = J \u, dâz -i- du, âz) = J diu,âz), 

on bien, en appelant b, et h, les valeurs de u, aux points 0 el K, 

â J u, dz = h, âk — b, âc. 

9. On tire de cette équation plusieurs conséquences importantes. 
Supposons d'abord que les points G' et K' coïncident avec les points 
G et K ; on aura 

âc = o, âk — o, 
et, par suite, 

â j* u, dz — o. 

l)e là résulte le théorème suivant : 

U intégrale u, dz, prise le long de la ligne G MR, ne changera 

pas de valeur, si, les points G et K restant fixes, cette ligne vient 
à se déformer, sans franchir toutefois aucun point pour lequel la 
jonction u, devienne infinie ou égale à une autre racine de Γ équation 

/(«, z) = o. 

10. Supposons ensuite que le point R coïncidant avec le point G, 
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le chemin CMK devienne une ligne fermée CLMC, jig. 4; on aura 

dh = de, 
d'où 

dj^ u, dz — {h, — h
t
) de. 

Tant que le point, G reste fixe, on a 
de = o. 

et. par suite, 

d J u{dz = o. 

On conclut de là le théorème suivant : 

L'intégrale fu,dz, prise à partir du point G, tout, le long de la 
ligne fermée GLMC, garde la même valeur si, le point G restant fixe.. 
cette ligne vient à se déformer sans franchir aucun point pour lequel 
la. jonction u, devienne, infinie ou égale à une autre racine, de l'équation 

J (u, z) = o. 

1! On réduit encore à zéro le produit (4, —h
t
) de. en faisant 

Λ, = , c'est-à dire en supposant que la fonction reprend sa va-
leur initiale lorsque le point Z, parti du point G, revient à ce même 
point. On a donc ce théorème : 

Si la ligne fermée CLMG est telle, que la jonction w, reprenne sa 
valeur après une révolution du point Z, l'intégrale fu, dz, prise tout 
le long de cette ligne, ne changera pas si l'on vient à la déformer 
sans lui faire franchir aucun point pour lequel la jonction u, de-
vienne infinie ou égale à une autre racine de l'équation 

f ji, z) = o. 

En combinant ce théorème avec celui du n° 7, on obtient encore la 
proposition suivante : 

Si la ligne jèrmée GLMG est telle., quon puisse la réduire au seul 
point G sans lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction u, 
devienne infinie ou égale à une autre racine de l'équation 

f{u, z) = o, 

l'intégrale j u, dz, prise tout le long de cette ligne, sera égale a zero. 
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12. Lorsque la fonction w, reprend sa valeur initiale après une ré-

solution de Ζ sur la ligne fermée CLMC, l'intégrale /u, dz prise tout 
le long de cette ligne est indépendante du point G qu'on y prend pour 
origine de l'intégrale. En effet, la ligne CLMC restant la même, si le 
point C vient à se déplacer sur cette ligne, &c ne sera pas zéro; mais, 
comme on a , par hypothèse, 

h, ~ b,, 

la variation de l'intégrale J'u, dz sera nulle 

Il n'en est plus de même évidemment, lorsque la fonction ne re-
prend pas sa valeur initiale après une révolution de Ζ sur la ligne 
fermée; car alors la différence h, — b, cesse d'être nulle. 

13. Je crois devoir répéter l'observation déjà faite au n" 7, que la 
ligne fermée dont il vient d'être question n'est pas nécessairement le 
contour extérieur d'une aire limitée, comme serait une circonférence 
ou une ellipse, mais qu'elle peut se couper elle-même comme une 
lomniscate, et cela un nombre quelconque de fois. Il peut se faire 
encore qu'une même partie de cette ligne soit parcourue deux ou plu-
sieurs fois dans une, révolution accomplie par le point Z. Par exemple. 
on pourrait la composer des deux circonférences CLAM, BNP, jig. fi, 
et de la droite AB, une révolution du point Ζ consistant à décrire 
successivement l'arc CLA, la droite AB, la circonférence BNP, la 
droite ΒΑ, et enfin l'arc AMC. L'habitude où l'on est d'entendre par 
ligne fermée un contour qui ne se coupe pas lui-même me fait insister 
sur ces remarques, afin qu'on ne restreigne pas inutilement l'étendue 
des théorèmes précédents (* |. 

["* ] Les théorèmes des nos 9, 10, il ont été donnes par M. Cauchy dans les Compte* 
rendus (la.* séances de l'Académie des Sciences, année 1846. Seulement, l'illustre géo-
mètre caractérisé les points que le chemin parcouru ne doit pas franchir en disant 
<[ue, pour ces points, la fonction devient discontinue : comme je me borne ici an ν 
lonetions algébriques, j'ai cru donner plus de précision aux énoncés et aux demons-
trations en disant que les points dont il s'agit sont ceux pour lesquels la fonction n 
devient infinie ou racine multiple de l'équation 

/ u, 2 = ο 
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14. Sans rien changer aux démonstrations, on peut, dans les pro-
positions qui viennent d'être établies, substituer à u, une fonction 
rationnelle de u, et de z, pourvu qu'elle ne devienne pas infinie le 
long du chemin suivi par le point Z. De là nous pouvons conclure le 
développement de u

K
 en série. 

Soient a, a', a", etc., les valeurs de z pour lesquelles l'équation 
/(«, z) = o 

a des racines égales ou infinies : nommons A, A', A", etc., les points 
correspondants; joignons le point de départ C de Ζ aux points A, 
A', A", etc., par des droites, et appelons ρ une quantité positive 
moindre que la plus petite des longueurs CA, CA', CA", etc. Du 
centre C, avec un rayon égal à p, décrivons un cercle σ qui ne renfer-
mera aucun des points A, A', A", etc. 

Considérons un point intérieur à ce cercle on situé sur la circonfé-
rence : la fonction u

{
 peut acquérir en ce point diverses valeurs, sui-

vant que le point Z, parti de C, y arrive par tel ou tel chemin; mais 
si l'on assujettit ce chemin à ne pas sortir du cercle σ, la fonction u, 
ne pourra plus prendre au point dont il s'agit qu'une seule valeur par-
faitement déterminée ; car tous les chemins assujettis à cette condition 
se réduisent les uns aux autres sans franchir aucun des points A, A', 
A'', etc. Nous nommerons φ (z) cette valeur de la fonction u

{
, et c'est 

elle que nous allons développer en série, en suivant la méthode ex-
pliquée par M. Cauchy dans divers Mémoires. 

Pour cela, nous prendrons dans l'intérieur du cercle a un point, 
quelconque F; soit 7 la valeur correspondante de z L'expression 

<?(z) — ψ (γ) 

sera une fonction rationnelle de z et de ψ (z) qui ne deviendra pas in-
finie, tant que le point Z ne sortira pas du cercle σ; car, pour z — y, 
elle se réduit à la quantité finie φ'(7). Comme d'ailleurs cette fonction 
reprend la même valeur après une révolution de Z sur la circonférence 
du cercle σ, l'intégrale 

f?îs '■ 'dz. 

prise tout le long de cette ligne, sera, d'après le n° 11, égale a zéro. 
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On aura donc l'équation 

Γϊ1ώ=ώίΑ«. OU
 f{i

)f-±.=ftàS±, 

les intégrales étant toujours prises le long de la circonférence σ. 

j—~ peut etre réduite, en vertu du n° 11, à la 

nièuie intégraleJ" >lz ·, prise le long d'une autre circonférence dé-

crite du centre Γ avec un très-petit rayon ε. Sur cette dernière, on 
peut faire 

of=l Z, — y—ge 

S variant seul, de sorte qu'on ait 

dz = ce dd y — ι, 

et, par suite, 

= v~ "X" = v~ ■-

L'équation précédente devient donc 

? 7) = —/ - V 

Observons maintenant que sur la circonférence a le module ρ de 
; — c est supérieur à la distance CL, ou, ce qui est la même chose, 
au module de y — c : l'expression 

3 — 7 3 — c t _ 7—y 

peut donc être développée en série convergente suivant les puissance; 

croissantes de ̂ et l'on a 

Ζ — Ί ζ — ': — I3—'Ά 

On en conclut 

+ίγ_ e/777 +, ν - c·-
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où le second membre est une série convergente. On a donc enfin l'é-
quation 

{ /Mi d'f thi d'f 

qui donne le développement de φ (γ) en série convergente suivant les 
puissances croissantes de γ — c. 

15. L'existence de ce développement une fois démontrée, on pourra 
en calculer les coefficients par le théorème de Taylor, qui donnera 

<p(y) = f(c) + LÎ£) (γ _c)
 +

 LJi} (y 

On a dans cette équation 

ψ (<U = b, ; 

si, de plus, on appelle F, (m, z), F
2
 («, Z), etc., les valeurs de ι . —■> 

ι . 2 etc·, tirees des equations 

df du ^ df dfd2u d2f /diA2 d2f du d\f 

les quantités Tlfi, etc., auront pour valeurs F, [b, ,(')■ 

F
2

 [ b, , c), etc., et il en résultera 

(F) γ (y) — b
{
 + F, (b,, c). (y — c) + F

2
(ù,, c). {y — c)2 +.... 

On voit clairement par ce qui précède quelle est celle des racines 
de l'équation 

f{u, z) — O 

dont la formule (F) donne le développement : la série qui en est le 
second membre fournit la valeur pour z — y de celle des racines qui, 
se réduisant à b, pour z = c, varie d'une manière continue avec z, 
en supposant que le point Z aille de C en Γ sans sortir du cercle σ, 
c'est-à-dire en supposant que la distance CZ reste toujours moindre 
que la plus petite des distances CA, CA', CA", etc. La formule ne peut 



PURES ET APPLIQUÉES. 379 
s'appliquer qu'aux valeurs de y telles, que le module de γ — c soit 
inférieur à cette plus petite distance; la notation ψ {y) n'a même un 
sens déterminé qu'à cette condition, n° 14. 

1U. Soit maintenant k une valeur quelconque de z et Κ le point 
correspondant : supposons que le point mobile Z arrive en Κ par un 
chemin CMK

St
//g·. 7 , qui ne passe par aucun des points A, A', A", etc.; 

on pourra calculer comme il suit la valeur A, de la fonction w, pour 
ζ = k. 

Du centre C 011 décrira un cercle qui laisse en dehors de lui les 
points A, A', A", etc. Si ce cercle renferme tout le chemin CMk , 011 
obtiendra h, en remplaçant γ par k dans la formule (F). Si le contraire 
arrive, la circonférence coupera la ligne CMK en 1111 ou plusieurs 
points : soient C celui de ces points où Ζ arrive en premier lieu et c1 la 
valeur correspondante de z; on obtiendra la valeur b\ de u, au point C 
en remplaçant dans la formule (F) y par c'. Le chemin CMK se trouve 
partagé par ce point en deux parties, l'une CMC et l'autre C'M'K : 
du centre C on décrira un second cercle qui laisse en dehors tous les 
points A, A', A", etc. Si ce cercle renferme tout le chemin C'M'K, on 
obtiendra A, en remplaçant dans la formule (F) c par c', b, par b\ 
et y par k : si le contraire arrive, la circonférence coupera le chemin 
C'M'K; soient C" celui des points de rencontre où Ζ arrive en premier 
heu et c" la valeur correspondante de z. On obtiendra la valeur A, 
de u

t
 au point C" en remplaçant dans la formule (F) c par c', A, par b\ 

et y par c". Le chemin C'M'K est maintenant partagé par ce point en 
deux parties C'M'C" et C"M"K : du centre C" on décrira encore un 
troisième cercle qui laisse en dehors tous les points A, A', A", etc. En 
répétant cette construction un nombre limité de fois, on arrivera à uri 
cercle décrit du centre C("> et qui renfermera complètement le chemin 
<." M" K ; alors on obtiendra A, en remplaçant dans la formule ( F) 
c par cim, ht par b et y par k. 

Les points C et K restant fixes, si l'on déforme la ligne CMK sans 
lui faire franchir aucun des points A, A', A", etc , la quantité A, reste 
la même. On pourra profiter de cette circonstance et aussi de l'indé-
termination des rayons des cercles pour faciliter le calcul de A, ; mais 
nous omettrons ces détails pour abréger. 

48. 
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17. Au lieu du développement donné par la formule (F), lequel 
est applicable tant que le point Ζ ne sort pas d'un certain cercle , on 
peut en former une infinité d'autres dont chacun sera exact dans 
toute l'étendue d'une courbe fermée différente du cercle. 

Appelons ψ (ζ) une fonction rationnelle de ζ qui s'annule pour 
z—c: si l'on fait, comme précédemment, ζ = χ + y y— G mo" 
dule de ψ(ζ), que nous représenterons par /»ψ(ζ), sera une fonction 
de ac et de y, et l'équation 

(ζ) = /, 

où L désigne une constante positive, appartiendra à une courbe algé-
brique. Comme au point C on a 

m ψ (ζ) = ο , 

il est aisé de voir que, pour des valeurs suffisamment petites de l, 
une des branches de cette courbe devra se réduire à un contour 
fermé s dans l'intérieur duquel se trouve le point C [*]. 

Supposons maintenant que l croissant depuis zéro jusqu'à une cer-
taine valeur λ, le contour s, qui, pour l — o, se réduisait au point G, 
aille toujours en s'élargissant et coïncide, pour 1=1, avec la courbe 
fermée σ. Admettons aussi que sur la courbe σ ou dans son intérieur 
on ne puisse avoir 

ψ (ζ) = ψ (ζ·') 
sans qu'on ait en même temps 

ζ = ζ', 

que la dérivée de ψ(ζ) ne s'annule pas dans ces mêmes limites, et, 
enfin, que tous les points A, A', A", etc., soient en dehors de cette 
courbe. Toutes ces conditions seront remplies si l'on prend λ assez 
petit. 

Gela posé, si l'on assujettit Ζ à ne pas sortir du contour σ, la fonc-
tion u, ne pourra acquérir en chaque point qu'une seule valeur, quel 
que soit le chemin par lequel on y arrive. Nous appellerons ψ (ζ) cette 
valeur unique, et nous allons montrer qu'on peut la développer en 
une série convergente ordonnée suivant les puissances de ψ (ζ). 

[ J Dans les Comptes rendus de l'Académie, tome IV, page 777, M. Cauchy exa-
mine comment les diverses branches de cette courbe se transforment et se réunissent, 
lorsque le module l croît de zéro à l'infini. 
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Prenons dans l'intérieur du contour a un point quelconque F, et 
nommons y la valeur correspondante de z. L'expression 

■ S il jzy ( ■' 

-.era une fonction rationnelle de ζ et de y(z) qui ne deviendra pas in-
finie tant que le point Z ne sortira pas de ce contour; car, pour 

z = v, elle se réduit à la quantité finie -.· Comme, d'ailleurs, celle 

fonction reprend la même valeur après une révolution de Ζ sur la 
courbe σ. l'intégrale 

J -!îQ--HÏ) 

prise le long de cette ligne, sera égale à zéro. Un aura donc 

f>ï)J ψΐζ)-ψ.7) J .i(S)--i(v}· 

d'où 

φ l'y) — J ^ 'Z; y ^ éi. 

les intégrales étant toujours prises le long du contour a. 
L'intégrale 

J ?(*) — Ψ(7) 

s'évalue aisément : on a, en effet, 

•HQ-Ψίν) = f(7) ' U a[Zh 

ts (z) désignant une fonction rationnelle de ζ qui reste finie dans tout 
l'intérieur de σ ou même sur cette courbe ; il en résulte 

f t (*) - ψ(7) y h) f * - 7+ ·' ® dz' 

En vertu du n° 1 î , 011 a 
J7s [z) dz =■ ο ; 
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quant à l'intégrale J
 g
 ̂  ̂  on n'en change pas la valeur en la suppo-

sant prise le long d'une circonférence décrite du centre Γ avec un 
rayon très-petit z, ce qui permet d'y faire 

ζ — y — ze , 

θ variant seul : on a donc 

Dz CL 7T 

et, par suite, 

/ .dz ι π \J — ι 

Observons à présent que sur la courbe σ le module de ψ (ζ) est égal 
à λ, et, par conséquent, supérieur à celui de ψ (y); l'expression 

ψ (ζ) — ψ (y ) ψ (ζ) ψ (ύ) 

peut donc être développée en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances croissantes de l'on a 

i _J , Ήν) , Ψ'(7) 
•Κ2) —Ψ(ν) Ή2) Ψ* Κ V(z) 

On en conclut 

J 4(ζ)— ά(γ) ~~J ψ (ζ) ' ri/) J y(
z

\ + Ψ i/)J & (ζ) ' ■■■' 

et, par suite , 

-,'.λ-- +'(v) Γ f?(*W2 , Γtiz)dz ι , "] 

où les intégrales peuvent être maintenant prises le long d'un contour 
fermé quelconque renfermé dans la courbe a et enveloppant une fois 
le point C. 

En réduisant ce contour à une circonférence d'un rayon très-petit 
ayant le point C pour centre, on prouve facilement que l'intégrale 
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f est a 2 7Γ r
n

 y— r, r„ désignant ce que M. Cauchy ap-

pelle le résidu de la fonction relatif à z = c. L'équation précé-

dente peut donc s'écrire 

φ (y) = ψ' (7) [r, + r
2
 ψ (y) + Γ

3
ψ2(7) + ...]. 

Cette formule, qui s'étend à tous les points du contour σ et de son 
intérieur, donne l'expression de ψ (y) en une série ordonnée suivant 
les puissances de ψ (γ). 

En y faisant 
ψ (ζ) ~ ζ — c, 

on retrouve la formule (F); pour en donner une autre application, 
prenons 

ψ(ζ) = (ζ —f) (ζ·-- C), 

c' désignant la valeur de ζ qui répond au pointC : l'équation 

m (z — c) (z — c') = l 

représente le lieu des points tels, que le produit de leurs distances 
aux points C et C soit égal à l. Pour des valeurs de l moindres que 

^ Δ2, Δ étant la distance CC, le lieu se compose de deux courbes 

fermées : une de ces courbes enveloppe le point C, elle va en s'élar-

gissant k mesure que / augmente; et pour l = ^ Δ2, elle devient la 
moitié POQ ,/%· 8, d'une lemniscate ayant pour foyers les points C 
et C'. Si tous les points A, A', A", etc., sont sur cette demi-lemniscate 
ou en dehors, on pourra prendre pour le contour σ la courbe fermée 

infiniment voisine qui répond à 1= ^ Δ2 — ε, h désignant un infiniment 

petit positif; car il est aisé de voir que toutes les conditions énoncées 
ci-dessus seront remplies. En effet, la dérivée iz — ν — c' de ψ (ζ' 

ne s'annule que pour la valeur z = f 6 , qui répond au point Ο 

extérieur au contour a : de plus, l'équation 

ψ(ζ) = ψ(ζ') 
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donne ici [jour z! les deux valeurs ζ' = ζ, z' = c -f- c' — z, et si le 
point qui répond à la première valeur est situé en dedans du con-
tour <7

:
 celui qui répond à la seconde sera en dehors, puisque ces 

deux points sont placés symétriquement par rapport au point O. 
On aura donc l'équation 

, λ , Λ Γ β + ο (y — c) (y — c) 

ι „ désignant le résidu relatif à z = c de . -1-7— m et cette for-

mule sera applicable tant que le point Γ correspondant à z — y sera 
dans l'intérieur de la demi-lemniscate TOQ. 

Ajoutons qu'en suivant la marche tracée au n° 16, on pourra se 
servir de ces nouveaux développements pour le calcul de la fonc-
tion u

t
 à l'extrémité d'un chemin donné. 

DEUXIÈME PARTIE. 

18. Nous avons établi que la valeur de la fonction u
{
 au point Κ 

reste la même, quand le chemin CMK suivi par le point Z vient à se 
déformer sans franchir aucun point pour lequel cette fonction de-
vienne infinie ou racine multiple de l'équation 

f(u, ζ) = ο ; 

nous avons ensuite donné le moyen de calculer cette valeur de 
lorsque le chemin CMK est connu. Mais si ce chemin, en se défor-
mant, franchit un ou plusieurs des points dont nous venons de par-
ler. la valeur de u

{
 pour le point Κ changera généralement : il nous 

faut examiner comment ces diverses valeurs de M, se changent les unes 
dans les autres. 

Pour plus de clarté, nous supposerons d'abord que le coefficient 
de la plus haute puissance de u dans le polynôme J{u, z) soit indé-
pendant de z; alors les valeurs de u tirées de l'équation 

f(u, z) = ο 

ne peuvent devenir infinies pour des valeurs finies de z. 
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Soit maintenant A un point pour lequel ρ racines de l'équation 

f(u, z) = ο 

deviennent égales : nommons b la valeur commune de ces racines et a 
la valeur de ζ au point A. Décrivons autour de ce point un contour 
fermé de dimensions infiniment petites CLMC, Jig. g [*]; prenons-y 
un point G pour position initiale du point mobile Z; appelons u, , 
u

2
,..., u

p
 les ρ fonctions de ζ qui satisfont à l'équation 

f{u, z) = o, 

et qui se réduisent pour la position initiale G de s aux ρ racines tres-
peu différentes de b de l'équation 

f(u, c) — o. 

On sait qu'après une révolution de Ζ sur le contour CLMC les fonc-
tions de z, qui satisfont à l'équation 

/(«> z) = °> 
et dont les valeurs au point de départ diffèrent infiniment peu des 
racines simples de l'équation 

/(«, a) = o, 

reprennent leurs valeurs initiales : voyons ce qui arrive aux fonctions 
1 ^2 ?·'·5 ^p' 
Observons que, pour u = b, les polynômes 

/7„ df{a>a) d'f{u,a) dP~'f(u,a) 

doivent s'annuler, mais que la dérivée suivante doit prendre 

une valeur A différente de zéro. Si donc dans l'équation 

f {u,z) — o, 

[*] Nous supposerons dans ce qui va suivre que la ligne inliniment petite CLMC ne 
t'ait qu'une seule circonx'olution autour du point A, c'est-à-dire que l'angle polaire 
formé par le rayon vecteur AZ avec une direction fixe varie seulement de 2 π, pen-
dant une révolution de Z sur le contour CLMC. 

Tome XV.—OCTOBRE I85O. Î9 
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on pose 

u — h -H ρ
 ;
 ζ — (χ -+- oc

 f 

elle prendra la forme 

(ι) Α|3" + 2Β/3»αΓ = o, 

le signe ^ désignant une somme de termes dans lesquels les expo-

sants q et r sont entiers et positifs; dans les termes où r est nul, q est 
plus grand que p. et il y a nécessairement un terme au moins ou, q 
étant, nul, r ne l'est pas; autrement l'équation (i) serait divisible par 
β, ou , ce qui est la même chose, l'équation 

j (u, z) = ο 

serait divisible par u — h, et, par conséquent, ne serait pas irré-
ductible. 

Le point Ζ étant supposé infiniment voisin de A , le module de la 
différence ζ — a — a sera infiniment petit, et, parmi les valeurs cor-
respondantes de u, tirées de l'équation 

/(M, S) = o, 

il y en aura ρ telles, que le module de la différence u — h — β soit 
infiniment petit. Si l'on veut les déterminer, il faudra chercher les ρ 
valeurs infiniment petites de β qui satisfont à l'équation (i), et, pour 
les obtenir approximativement, il suffira de conserver, dans cette 
équation , les termes de l'ordre le moins élevé. 

Commençons par le cas le plus ordinaire , celui où la dérivée 

^ rfz " ne s'annule pas pour ζ — a, u — b ; alors il y a, dans l'é-

quation (i), un terme de la forme Ba, et il est clair que les deux 
termes Αβρ et Ba sont d'un ordre moins élevé que tous les autres. 
Les ρ valeurs cherchées de β sont donc données approximativement 
par l'équation 

Αβρ Βα = o, ou βρ = ha, 

en faisant — -= h. Or, si l'on pose α = peT , ρ désignant la dis-

tance AZ et r l'angle qu'elle fait avec la direction des χ positives; si, 
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de plus, on représente par (hp)
p
 une des valeurs de \/hp·, les ρ va-

leurs de β, qui satisfont à l'équation 
βΡ= ha, 

seront 

β, — :hû)p e/'V r, β2=ζ(Ηρ)Ρβ i' v , 

: Ϊ±Ι(^-Α1Ξ ytrr 

Lorsque le point Z, après avoir fait une révolution sur le contour 
U.LMC, est revenu à sa position initiale C, le rayon vecteur ρ est re-

devenu le même sans avoir passé par zéro; le facteur (hp)P a donc 
repris sa valeur initiale. Mais l'angle τ a augmenté de 211, et, par 
conséquent, β, a acquis la valeur initiale de J3

a
, |5

S
 a acquis celle de 

β,, et ainsi de suite, jusqu'à β
ρ
 qui a pris celle ;!e β,. 

Ces conclusions sont rigoureuses, bien que les valeurs précédentes 
de β, , β„ β

ρ
 ne soient qu'approchées. En effet, nommons main-

tenant β, . β
2
, β

ρ
 les valeurs exactes de ces fonctions·, l'erreur 

commise sur chacune d'elles dans les formules précédentes est. un in-

finiment petit d'un ordre supérieur à en regardant a comme du 

premier ordre. Mais le système des valeurs de β fournies par l'équa-
tion (j) doM se retrouver le même quand le point, Ζ est revenu à son 
point de départ Si donc la valeur finale de β,, après une révolution 
de Z, n'était pas exactement égale à la valeur initiale de β

2
, il faudrait 

qu'elle fût égal.: a ht valeur initiale de quelque racine de l'équation (1 ' 
autre que β

2
 ; tar cela est impossible, puisqu'elle différerait de cette 

valeur initiale ou d'une quantité finie, ou d'un infiniment petit de 

l'ordre qui ne peut être nul tant que ρ 11e l'est pas. On voit ne 

même que la valeur finale de β
2
 est rigoureusement égale a la valeur 

initiale de β,, et ainsi de suite. Nous pouvons donc énoncer la propo-

sition suivante : 
Si la dérivée rl^> " ' Z ^ 11c se réduit pas à zéro pour z — a, u — b, les 

jonctions u
p
,qui deviennent égales à b au point k, peuvent 

4g·· 
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être rangées sur un cercle de façon qu'après une révolution de Ζ sur un 
contour infiniment petit tracé autour du point A, la valeur finale de 
chacune d'elles soit égale à la valeur initiale de la suivante. 

C'est ce que nous énoncerons d'une manière abrégée en disant que 
ces fonctions forment autour du point A un système circulaire com-
posé de ρ termes. 

On a admis dans la démonstration que le point Ζ parcourait le 
contour GLMC dans le sens où l'angle polaire τ augmente et que nous 
appellerons le sens direct: s'il le parcourait en sens contraire, les 
valeurs finales de u

t
, u

2
, «3,..., u

p
 seraient respectivement les valeurs 

initiales de up, u
t

, u
2wp_1. 

Si le point Ζ faisait dans le sens direct deux révolutions au lieu 
d'une, les valeurs finales des fonctions u,, u

p
 seraient respecti-

vement égales aux valeurs initiales de u
s

, u
2
 : après trois révo-

lutions, elles seraient égales aux valeurs initiales de w
4

, u3, et 
ainsi de suite. Ce n'est qu'après ρ révolutions du point Ζ que ces 
fonctions auront repris leurs valeurs initiales. 

19. Lorsque la dérivée s'annule pour ζ — a, u = b, les 

propositions précédentes ne sont plus toujours exactes : pour savoir 
ce que les racines deviennent dans ce cas après une révolution du 
point Z, revenons à l'équation (i) et cherchons à y mettre en évidence 
les termes de l'ordre le moins élevé. Soit Τ un terme quelconque; il 
y aura deux cas à distinguer: ou bien il n'existera dans l'équation (i) 
aucun autre terme dans lequel les exposants de a. et de β soient à la 
fois moindres que dans Τ (l'un des deux pouvant être égal ), ou bien 
il existera de pareils ternies. Appelons Λ la somme des termes Τ qui 
sont dans le premier cas et A' la somme des autres, de sorte qu'on 
ait 

f{b + β, a + a) = Aj3'+jB|3'«r = A + A'; 

les ternies de l'ordre le moins élevé se trouveront certainement dans 
le groupe Λ. D'ailleurs, si l'on range les termes de A dans un ordre 
tel, que les exposants de β aillent en diminuant, les exposants de α 
devront aller en augmentant, sans quoi les exposants de α et de (S 
dans un de ces termes seraient respectivement moindres que dans un 
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autre, et alors ce dernier ferait partie du groupe A'. Si donc on dé-
signe par ρ, ρ, , ρ*,..·, pides nombres entiers décroissants, et par 
7ο /υ;-··? 1i des nombres entiers croissants, Λ sera de la forme 

Λ = Αβρ -μ A, βρ> a'1' -4- A
3 β

ρΊχ9' + A,· α?' . 

Voici maintenant la question qui se présente : Dans le polynôme Λ , 
choisir de toutes les manières possibles un groupe de deux 011 de plu-
sieurs termes tels, qu'en y regardant α comme un infiniment petit du 
premier ordre et β comme un infiniment petit d'un ordre convenable, 
ces termes soient d'un même ordre inférieur à celui de tous les antres 
termes du polynôme. 

Quand on aura trouvé tous ces groupes, on formera, en les égalant 
à zéro, des équations dont chacune déterminera approximativement 
une ou plusieurs des ρ valeurs infiniment petites de β. 

Supposons donc qu'en regardant β comme de l'ordre μ, les deux 
term es 

i regardant ß 

soient d'un mètne ordre, et que tous les autres termes de Λ soient 
d'un ordre au moins égal ; 011 aura 

p.pf + qf — μρβ -h qg, 

et, pour toutes les valeurs de h autres que j et g, 

lJ-Ph + (]h > P-P/-+- <Jf, 

le signe > n'excluant pas l'égalité. (Pour que ces notations s'appli-
quent aux termes extrêmes de Λ, on supposera p0 = p, q0= o, p

t
 = o.) 

On rend l'interprétation de ces conditions plus facile en leur don-
nant une signification géométrique. Regardons les nombres entiers j>

k 

et q
k
 comme l'abscisse et l'ordonnée d'un point que nous appelle-

rons M
a

; alors le point M
0,fig. 10, sera sur l'axe des .x. le point M, 

sur l'axe des et tous les autres points M/( dans l'angle des coor-
données positives. De plus, la droite qui joint deux quelconques de 
ces points M/ rencontrera les axes des χ et des_^ du côté des coor-
données positives; cela résulte de ce que si l'abscisse p

k
 est plus 
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grande que l'abscisse pi, l'ordonnée q
h
 sera moindre, au contraire, 

que l'ordonnée q
{

. 
D'un autre côté, si l'on construit la droite OL dont le coefficient 

angulaire est-, la quantité exprimera la projection de OM* 

sur OU, et puisqu'on doit avoir 

fQV+ 9f = P-Pe + 9e ■> 

on voit que les projections de OM^ et de OAQ sur OL doivent être 
égales, ou , en d'autres termes, que OL doit être perpendiculaire sur 
la droite De plus, on doit avoir 

μρΑ+qh > μρ/+ 9f\ 

j>ar conséquent, la projection de OM
A
 sur OL doit être supérieure ou 

:ui moins égale à celle de OM^. En d'autres termes, le point M
A
 doit 

être par rapport à l'origine au delà de la droite ou du moins 
sur celte droite. 

Ainsi, pour obtenir dans le polynôme A les groupes de termes dé-
finis ci-dessus, ou, ce qui revient au même, pour connaître ceux des 
points M

0
, M,, M

2
, etc., auxquels correspondent les termes de ces 

groupes, on cherchera de toutes les manières possibles deux points 
Mf, Mtels, qu'il n'y en ait aucun autre situé, par rapport à la droite 
M^Mg qui les joint, du même côté que l'origine. Sur cette droite 
pourront se trouver encore d'autres points M

ft
, M

z
, etc. : alors un 

des groupes demandés sera 
G — A!-/,) βρ/α9/-+- k!'s> (ipga9e~\- A!/° βρ* a9* AJ> βΡικ9' 

si l'on détermine le nombre μ par l'équation 

P-Pf + 9f= P-P? + 9 s ' 
qui donne 

u = îlUil, 

et qu'on regarde β comme étant de l'ordre μ, tous les termes de ce 
groupe seront d'un même ordre μpf -+- qf inférieur à l'ordre de tous 
les autres termes de A, et, par conséquent, de tous les autres termes 
de l'équation (i). 
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Pour former les groupes G sans en laisser échapper aucun, 011 
pourra procéder comme il suit. Par le point M

0
, fig. 11, 011 imaginera 

une droite coïncidant d'abord avec l'axe des x, et on la fera tourner 
autour de M

0
 dans un sens tel, qu'elle rencontre la partie posilive de 

l'axe des y. On arrêtera ce mouvement de rotation dés que la droiti 
mobile passera par quelqu'un des points M,, M

2
, etc. : à ce rooinen' 

elle en pourra contenir plusieurs, et, si nous les nommons AL. 
AU,..., M„, les indices ε, ζ,..., ν) étant rangés par ordre de grandeur, 
les termes de A correspondants aux points M

0
, AL, Mç, .... AL for-

meront un premier groupe. Faisons maintenant tourner la droite mo-
bile, toujours dans le même sens, mais autour du point AL, jusqu e 
ce qu'elle atteigne quelqu'un des points M, ̂ , AI,

a
, etc., et soient 

M,. M ,, ..., AI, les points qu'elle renferme dans cette nouvelle posi-
tion : les termes de A correspondants aux points AL, AL, ■ · ■ , AI, com 
poseront un deuxième groupe. Faisons encore tourner la droite inobih 
autour de M,, jusqu'à ce qu'elle atteigne de nouveaux points AL,· .· AI, ' 
nous obtiendrons un troisième groupe formé des termes correspon-
dants aux points AI,, AL,..., M;., et ainsi de suite. On continuera 
jusqu'à ce que la droite mobile passe par le dernier point AT, : les 
divers groupes ainsi formés seront : 

( > ι == A β A- A β cc A- .,. —ρ A β rJ. , 

G2 = A β α A- A β α + ... A- A β a 

G3=A β îî' + A β a A-.--A-A β a 

. . . . . 

(}
rj
, = A β α ' A- ... A- A a, 

où l'on peut remarquer que le premier terme du premier groupe G 
est indépendant de a; que le dernier terme du dernier groupe G

w
 est 

indépendant de β ; et, enfin, que le dernier terme de chaque groupe 
est en même temps le premier terme du groupe suivant [*]. 

[*] La règle qu'on vient de donner pour le mouvement de la droite mobile subsis-
terait encore, si, outre les points M correspondants aux termes de A, on avait encore 
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Si maintenant on égale successivement ces divers groupes à zéro, on 

aura les équations qui fournissent, approximativement, les valeurs 
infiniment petites de β. L'équation 

G, = o, 

divisée par β nous donnera ρ — ρ
η

, valeurs de β, qui seront de 

l'ordre -—; de même l'équation 

G2 = ο, 

divisée par β'α*1, fournira p
n
 — p

{
, valeurs qui seront de l'ordre 

— ; puis i equation 

Gs = ο, 

divisée par |3 a', en donnera p
t

 — p>, de l'ordre -^7^-' et ainsi 

de suite. Enfin , de l'équation 
G,„ = o, 

divisée par a w, on tirera p
u

, valeurs de β, de l'ordre ~ —· Le 

nombre total de ces valeurs infiniment petites de β est 

Ρ — P« + Pi — P' + P' — P'■ ■+■ ■ · · -ι- Ρ* ' 
ou simplement ρ, comme cela devait être. 

Il suit de la construction expliquée ci-dessus, que le polygone 
M

0
 M, M,. . . Μ

σ
 M; est convexe et tourne sa convexité vers l'origine ; 

les valeurs numériques des coefficients angulaires des droites M
0

M^, 
M, M,, M, Mi, . .., M

ra
 M; vont donc en augmentant, de sorte qu'on a 

P — Pr, Pr,~Pi Pi Pi Prz 

le signe < excluant l'égalité. Ainsi, les valeurs infiniment petites de β 

construit ceux qui répondent aux différents termes de A' ; car aucun de ceux-ci 
ne peut être, par rapport à la droite mobile , du même côté que l'origine. La séparation 
du premier membre de l'équation (t) dans les deux polynômes Λ et A' n'est donc pas 
indispensable pour la recherche des groupes G,, G,, etc. ; mais elle l'abrège. 
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fournies par l'équation 
G, = o, 

sont d'un ordre moindre que celles qu'on tire de l'équation 
G 2 ™ ο ^ 

celles-ci, à leur tour, sont d'un ordre moindre que celles qui sont 
données par l'équation 

G3 — ο, 
et ainsi de suite. 

Considérons en particulier une de ces équations, par exemple 
l'équation 

G2 = ο, 

qui peut s'écrire 

A β + A β -h ... -h- A a' "=o. 

L'ordre μ des valeurs de β qu'on en tire étant, comme 011 l'a vu, égal 

à — -9 si l'on appelle r et s les quotients de q
;
 — q

Yl
 et de ρ

η
 — p

t
 pat 

leur plus grand commun diviseur φ, on aura 

r <p, 011 

d'ailleurs, tous les termes de l'équation précédente étant du inème 
ordre, on a 

P-iP» — P<) = PÎPe — P«) + 9« — = ·■ · = 7· ~ ïi? 

il en résulte, en multipliant par s, 

f(Pv — P')= riPe — P> ) + s(q
t

 - q„) rsq. 

On voit, par là, que la somme r[p$ — />,) -+- λ (qg — q„) étant divisible 
par s, ainsi que la partie s(q

9
 — <?„), l'autre partie r(p

e
 — p

t
) doit 

l'être aussi, et comme s est premier avec r, —-— doit être 1111 nombre 

entier ψ. Dans l'équation 
r\p6 — P.) + s(qs — fjO — rstp, 

remplaçons ρ g — p
t
 par ίψ, et il viendra 

He — qn — /'(φ — ψ); 
Tome XV. — INOYEMBRE I8:>O. 5o 
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1 equation 

G2 — o 

peut donc se mettre sous la forme 

AÎV^«r(f^) + ...+ A('Vf = o, 

ou bien, en posant βs = arχ. 

(a) A ,r + A ,r -K..-4-A = o. 

Cette équation détermine pour χ un nombre φ de valeurs toutes 
différentes de zéro, que nous désignerons par h,, ù

2
,..., h

9
, et que 

nous supposerons d'abord toutes inégales. Si nous prenons χ — h,, 

et que nous fassions, comme ci-dessus, a — pe.^ ', la relation 
βs = arx nous donnera pour β les s valeurs suivantes : 

f 1 /' Γ j
 1

 I Γ(τ-Η2π) ; j 
(3) Ι βι =(h<pry es , ^2 — {fhPr)se * > 

I i '1ÎL±Ah1j~ i Ur + aC* —ι)π] .—-

[& = (7hf>Te s >···> β
5

 = ίά,ρ'Υβ 

où (h,pr)s désigne une quelconque des valeurs de \h,pr. En rem-
plaçant successivement dans ces valeurs h

h
 par h

2
, ù,, nous 

aurons toutes les valeurs approchées de β au nombre de sc? = ρ — p
Tl

, 
qui correspondent à l'équation 

G 2 = o. 

Lorsque le point Z, après une révolution dans le sens direct autour 
du point A, revient à sa position initiale C, ρ est redevenu le même 

1 

sans avoir passé par zéro, et, par conséquent, le facteur (Λ, pr)s a 
repris sa valeur initiale. Mais l'angle τ a augmenté de in : chacune 
des s valeurs de β qui composent la suite (3) est donc devenue égale à 
la valeur initiale de celle qui la suit. Cette conclusion est rigoureuse, 
bien que les expressions (3) ne soient qu'approchées; en d'autres 
termes, si Ton appelle j3ft et les valeurs exactes des deux fonctions 
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de a qui ont pour valeurs approchées 

I r [ τ + ( M i — 2} π ] ι ι >· ( τ 4- 2 k-π ) , — 

je dis qu'après une révolution de Ζ sur le contour très-petit CLMC, 
jig. 9, la valeur finale de βΗ

 sera exactement égale à la valeur initiale 

βι<+\ · 
En effet, le système de toutes les valeurs de β doit se retrouver le 

même après une révolution de Z, et, par conséquent, la valeur finale 
de doit être égale à la valeur initiale de quelque autre racine j3' de 
l'équation (i). On voit d'abord que β' doit, comme j3*, se réduire à 
zéro avec a, et qu'ainsi elle doit être donnée approximativement par 
une des équations 

G, — ο, Gj — ο,..., G
w
 — ο , 

de plus elle doit être, comme /3
A

, un infiniment petit de l'ordre 

- = ; il faut donc qu'elle réponde à l'équation 

G2 — ο, 

puisque les racines qui répondent aux équations 

G, — o, G
3
 — o,..., G

w
 — o, 

sont, ainsi qu'on l'a vu, d'ordres différents. Maintenant, dans les for-
mules (3), les erreurs commises sont des infiniment petits d'un ordre 

supérieur à T; la fonction β' ne peut donc être que β,-
+ί

, sans quoi 

sa valeur initiale, qui doit être égale à la valeur finale de βλ, en 

différerait par une quantité de l'ordre -· 

On voit par ce qui précédé que les valeurs infiniment petites de β 
données par l'équation 

Gg ·— ο, 

se partagent en φ groupes correspondants aux racines //,, A
2
,..., h

9
 de 

l'équation (a), et que les s fonctions qui composent un même groupe 
5o.. 
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peuvent être rangées circulairement dans un ordre tel, que chacune 
d'elles devienne égale, après une révolution de Z, à la valeur initiale 
de la suivante. En d'autres termes, chacun de ces groupes est un 
système circulaire, n° 18. 

On peut appliquer la même méthode à toutes les équations 

G,=o, G
2
 = O,..., G„, = o. 

Nommons çp
(
 le plus grand commun diviseur de ρ — p^ et de q„, φ

2 

celui de p
n
 — p

t
 et de q

t
 — q

n
, φ

3
 celui de p, — p. et de qx — q

L
, et ainsi 

de suite; enfin, ψ
0ί
 celui de p

CT
 et de q

t
 — q

u
\ appelons j,, s

2
, St,..., s„ 

les nombres entiers -, — -, — -?■··> —· Nous trouverons 

que les valeurs infiniment petites de β données par l'équation 

G, = ο 

se partagent en ψ, systèmes circulaires composés chacun de s, termes : 
de même, les valeurs données par l'équation 

G2
 = ο 

se partagent en çp
2
 systèmes circulaires de s

2
 termes, et ainsi de suite 

jusqu'aux valeurs données par l'équation 

VJX&; Ο , 

lesquelles se partagent en ψ
ω
 systèmes circulaires de χ

ω
 termes. 

Rappelons-nous maintenant qu'en vertu des relations 

ζ = a + a, u = b -h β, 

les valeurs de β qui s'annulent avec α correspondent aux fonctions 

u
2
,···, uP fie 2 qui se réduisent à b pour z = a, et nous en conclu-

rons que les fonctions de ζ désignées ci-dessus par «,, u
2

, u
p
 peuvent 

toujours être partagées en un certain nombre de systèmes circulaires 
relativement au point A. Observons que le nombre de ces systèmes 
peut se réduire à l'unité: s'il y en a plusieurs, le nombre des termes 
qui les composent peut varier d'un système à l'autre; enfin il peut y 
avoir des systèmes qui ne soient composés que d'un seul terme. 

Ajoutons qu'il est permis de comprendre dans l'énoncé précédent 
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non-seulement les fonctions u,, u
2
,..., up

 dont les valeurs initiales dif-
fèrent infiniment peu de b, mais encore les autres fonctions up+K , 
u

p+2
, etc., dont les valeurs initiales sont très-peu différentes des ra-

cines simples de l'équation 
Y (M, a) =. o. 

Car chacune de ces dernières, reprenant sa valeur initiale après une 
révolution du point Ζ sur le contour CLMC, peut être regardée 
comme formant un système circulaire composé d'un seul terme. Nous 
arrivons donc à la proposition suivante : 

Les diverses fonctions u
t
, u

m
 qui satisfont à l'équation 

f η, ζ ο 

peuvent toujours se partager, relativement au point A, en un certain 
nombre de systèmes circulaires. 

'21 ». On a admis dans la démonstration précédente que l'équation (2 ) 

et les autres équations pareilles qui correspondent aux polynômes G,, 
G

3
,...

y

 G
w
 avaient toutes leurs racines inégales. Supposons à présent 

que l'équation (2) ait t racines égales à h
{
 ; alors chacune des for-

mules de la suite (3) donne à la fois l'expression approchée de t va-
leurs de j3, et pour les distinguer, il faut recourir à des expressions 
plus approchées des st valeurs de β correspondantes à la racine h,. 

Pour cela, on posera 

a — α", β — h\ a"' -f- β' ; 

on substituera ces valeurs dans l'équation (1), et l'on obtiendra entre 
a' et β' une équation (1'), qui devra fournir st valeurs de β' infini-
ment petites, d'un ordre supérieur au nombre r, a'étant regardé 
maintenant comme du premier ordre. On appliquera à l'équation (r') 
la même méthode dont on s'est servi pour distinguer, dans l'équa-
tion (1), les termes de l'ordre le moins élevé; on trouvera ainsi, 
pour déterminer approximativement β', des équations analogues aux 
équations 

G( = o, G2=o, etc., 

et l'on ne conservera que celles qui donnent pour β' des valeurs d'un 
ordre supérieur à r. 
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Soit G' = ο une de ces équations; on pourra trouver deux nombres 
entiers r' et s' tels, qu'en faisant β's'— a'r oc', l'équation G':= ο 
prenne la forme 

(2') -+- B'x'i' = ο, 

analogue a l'équation (a). Admettons que l'équation (a') n'ait pas de 
racines égales. et soit h' une de ses racines. Parmi les st valeurs de β 
dont nous nous occupons, il y en aura ss' qui seront données, ap-
proximativement, par les formules 

a's = a, β,s' = a'r'h', β = h\ a'r + β', 

on, ce qui est la même chose, par l'équation 

ι LLl±2hlJ</— i L. Λ i_, sv'-

k désignant un des nombres ο, i, a, s — i, et k un des nombres 
0, 1,2 , ..., J'~ I. 

Représentons le second membre par βΗι!ί'\ les ss' valeurs dont il est 
susceptible pourront être rangées circulaireinent dans l'ordre suivant : 

,( βο,οί β 1,0 9 βί,ο}···} /Vuo? βο,ι·, Pu) βζ,ιι·· ι βε—ι,α βο,ατ···. 

I βο,ί'— j! βκΐ'— (! βί—Ι,ά1— (' 

Si maintenant nous supposons que le point Ζ fasse une révolution 
dans le sens direct sur le contour CLMC, fig. 9, l'angle τ croîtra 
de 2 7Γ, et chacune des valeurs de β comprises dans la suite qu'on 
vient d'écrire deviendra égale à la valeur initiale de la suivante : elles 
forment donc un système circulaire. Aux diverses racines h! de l'équa-
tion (2') répondront de semblables systèmes de valeurs de jS, et, par 
conséquent, la proposition énoncée à la fin du n° 19 ne cesse pas 
d'être vraie dans le cas qui nous occupe. 

Si l'équation ( 9/) avait elle-même des racines multiples, par exemple 
t' racines égales à h.', il répondrait à cette racine ss'l' valeurs de β, et 
chacune des expressions de la suite (3') serait la valeur approchée de 
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t' d'entre elles. Alors on ferait 

α = a'* = a"" , β = h\a"" + h'' a"' -+- β"-, 

on substituerait ces valeurs dans l'équation (1) et l'on obtiendrait, 
entre a" et β", une équation (1") qui devrait fournir, pour β", ss't' va-
leurs infiniment petites d'un ordre supérieur à r', a" étant regardé 
comme du premier ordre. On continuera l'application de cette mé-
thode, jusqu'à ce qu'on ait des expressions approchées distinctes pour 
toutes les valeurs infiniment petites de β, et cela arrivera nécessaire -
ment , sans quoi il y aurait des valeurs de β égales entre elles, quel que 
fût a, c'est-à-dire des valeurs de u égales entre elles, quel que fût z-, 
et l'équation 

/(M, 2) = Ο 

ne serait pas irréductible. On voit en même temps, par la forme de 
ces expressions approchées, que les valeurs de β se partageront tou-
jours en systèmes circulaires; nous pouvons donc conclure enfin que 
la proposition du n° 19 est vraie dans tous les cas. 

21. Ν ous venons de prouver que les fonctions de ζ désignées par 
u,, u

p
, se partagent toujours en un certain nombre de systèmes 

circulaires; nous avons donné, de plus, une méthode pour effectuer 
ce partage. Il ne sera pas inutile de faire voir que la même méthode 
fournit les expressions de ces fonctions en séries convergentes ordon-
nées suivant les puissances fractionnaires de 2 — a. 

Lorsque le nombre ρ se réduit à l'unité, on retombe sur le cas déjà 
traité au n° 14, où la fonction u, se développe suivant les puissances 
entières de z — a. Passons au cas du n° 18, où le nombre ρ étant 

quelconque, la dérivée ^ est supposée 11e pas s'annuler pour 
u = b , ζ — a. 

Conservons les notations de ce numéro; seulement, mettons l'équa-
tion ( r i sous la forme 

A/3'+ Bœ -t-2Cj3«a'· = o, 

où r ne peut être nul, à moins que q ne soit plus grand que p, et 
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où q ne peut être nul, à moins que r ne soit plus grand que i. Fai-
sons a = α'ρ, a' désignant une nouvelle variable; les ρ valeurs infi-
niment petites de β seront du même ordre que a' : si donc on pose 
β = a'v, les ρ valeurs correspondantes de ν seront finies. L'équa-

tion (1) devient alors, en la divisant par a'p, 

(4) At>P+ Β +'%Gvia"'r-i)p+<i= o, 

où l'exposant (r — ι) ρ -f- q est au moins l'unité : on voit bien que 
pour a' = o, elle donne ρ valeurs de ν finies et inégales que nous ap-

pellerons γ,, 7a,···, q
P
 et qui sont les diverses valeurs de y/ —Si 

maintenant nous appelons v
n
 la fonctiou continue de a' qui, satisfai-

sant à l'équation (4), se réduit à y„ pour a'= o, nous conclurons du 
n° 14 qu'elle peut se développer en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières de a', tant que le module de a' reste 
inférieur au plus petit des modules des valeurs de a' différentes de 
zéro qui font acquérir à l'équation (4) des racines égales ou infinies. 
Nous pouvons donc poser, dans ces limites, 

0« = Ίη + a
n
 a' -+- b„a.'2 + c„ a'3 + ..., 

où les coefficients a
n

, b„, c„, etc., sont des fonctions rationnelles 
de y„ et des coefficients de l'équation (4) et s'obtiennent sans diffi-
culté par le théorème de Taylor. Nous aurons, par conséquent, en 
appelant β

Β
 la valeur correspondante de β, 

β 
n
= 7„α'+ β„α'2+ b„a'a c„an -f-..., 

ou bien 

βη = 7« ~e- ctn + b„ c„ -+-.... 

Comme le module de α augmente ou diminue en même temps que 
celui de a', cette formule sera applicable tant que le module de α sera 
inférieur au plus petit des modules des valeurs de α autres que zéro, 
qui font acquérir des racines égales à l'équation (ι). En d'autres 
termes, tant que le point Ζ sera renfermé dans le cercle décrit du 
point A comme centre avec la plus petite des distances AA', AA", etc., 
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4θ! pour rayon, on aura l'équation 

«« — Jn (z — à)P + Un (ζ ~ à)P -+ bn [ζ — (l)P + C„ (z — rt)'' + " ' ' 

En y remplaçant successivement l'indice η par chacun des nombres 
i, 2,..., /?, on obtiendra les expressions des ρ fonctions «,, η 
en séries convergentes ordonnées suivant les puissances fractionnaires de ζ — a. 

22. Supposons maintenant, comme au n° 19, que la dérivée 

'p s'annule pour « = a, z~b, de sorte que le terme Β α 

manque dans l'équation (i). Considérons, en particulier, les χψ va-
leurs infiniment petites de β qui sont données approximativement par l'équation 

G -2 —: o , 

et observons que l'équation (i), à laquelle elles satisfont exactement, 
peut se mettre sous la forme 

+ JCpV=o, 

les termes de la sommeX étant d'un ordre plus élevé que ceux de C,. 

quand on regarde a comme du premier ordre et β comme de l'ordre 
μ = - : cela revient à dire qu'on aura 

7*+ 9,> 
ou bien 

r(k - p j +s(l- q
r
) > o. 

le signe > excluant l'égalité. 

Faisons maintenant a= a'
s

·, les valeurs de β dont nous occupons 
seront du même ordre que a", et si nous posons β = a">, les s ψ va-
leurs correspondantes de e seront finies. L'équation (i; devient alors, 
en la divisant par u''Py> , 

cd I'n («) Pg C ι\ * /1*-%)-
Tome XV. —NOVEMBRE J85O. 
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ou bien, en désignant par σ un nombre entier au moins égal à ι 

(5) ν \A ν + A ν +...-t-A / + ^Ce — o. 

On voit, en effet, que, pour α' = o, cette équation se réduisant à 

(b ) A e —f- A e —f-.., —t- A — ο, 

donne pour e un nombre sep de valeurs finies et différentes de zéro : en 
désignant comme ci-dessus par h,, h

2
,,.., h

?
 les racines de l'équa-

tion (2), celles de l'équation (6), que nous appellerons γ,, y
2
,···, y

Î?J 

11e seront autre chose que les diverses valeurs des radicaux , 

\jh
2i

..., elles seront donc toutes inégales, si l'équation (2) a 
elle même toutes ses racines inégales, ce que nous supposerons 

d'abord. 
Nommons v

n
 la fonction continue de a' qui, satisfaisant à l'équa-

tion (5), se réduit à y
n
 pour a' — o; on pourra, d'après le n° 14, la 

développer suivant les puissances entières de a', tant que le module 
de a' restera inférieur au plus petit des modules des valeurs de a' 
autres que zéro qui font acquérir à l'équation (5) des racines égales 

ou infinies. Soit donc, dans ces limites, 
vn — y„ + u„a' -h -h... 

il s'ensuivra, en appelant β„ la valeur correspondante de β, 

β
n
 = y

n
a'

r
 α

η
α"-+

{
 + b„a'

r
+

2 

ou bien 

βη~ ynas A-ana s -+-b„a s 

Par conséquent, celles des fonctions u
t

, u
2

,..., u
p
 qui sont déter-

minées approximativement par l'équation 

Ga= o 

seront exprimées par la série 
r r -t- ι

 r
 4- 2 

y„(z- a)
s
 + a„(z — a)

 s
 + b

n
{z — a) * -4-..., 
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où l'indice η doit être remplacé successivement par les nombres i, 

a,..., n, et les formules ainsi obtenues seront applicables, tant que le 
point Ζ sera renfermé dans le cercle décrit du point A comme centre 

avec la plus petite des distances AA', AA", etc., pour rayon. 

23. Admettons ensuite, comme au n° 20, que l'équation (2) ait 

/ racines égales à h
i

, mais que l'équation (a') ait toutes ses racines 

inégales. En conservant les notations de ce numéro, et posant 

a' = a"s\ β' = a'"' v. 

011 verra, comme tout à l'heure, que les fonctions ν qui répondent 

aux valeurs de β' déterminées approximativement par l'équation 

G' = o, 

ont, pour α" = o, des valeurs finies inégales et peuvent être déve-

loppées suivant les puissances entières de a". Les valeurs correspon-

dantes de β seront donc exprimées par des séries de la forme 

I 
h\a"' + -j

n
 σ."Γ + -f- b

n
a"r' + * 

! 

= κ a""'-h γ„α'"" + a
n

a"'" '' -f- b
n
 a"'" + 2+..., 

et, par conséquent, celles des fonctions u,, u
/n

 qui répondent 

a l'équation 
G' = o, 

pourront se développer sous la forme 

1 rs ·' r ' r'-t-l r '2 

h, ζ — ci y -1 ' ! /1 (2 — ci} \- a
n κ

 ζ ■— 11\ -r- h
n

 \ c — ci l .... 

Si l'équation (a') avait elle-même des racines égales, on continuerait 
l'application de cette méthode, jusqu'à ce qu'on arrivât à une équa-
tion analogue aux équations (2) et (2') qui n'eût plus de racines égales. 
De cette manière, on trouvera pour toutes les fonctions u

h
, u , 

des expressions en séries ordonnées suivant les puissances fraction-
naires de ζ — a. et ces développements resteront exacts, tant que le 

51.. 
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point Ζ restera dans l'intérieur d'un cercle décrit du point A comme 
centre avec la plus petite des distances AA', AA", etc., pour rayon. 

On voit que si l'on appelle p, le nombre de's termes du système cir-
culaire auquel la fonction u

n
 appartient relativement au point A, cette 

fonction pourra toujours être développée en série convergente suivant 

les puissances entières de (ζ — α)μ dans les limites qu'on vient d'indi-
quer : en d'autres termes, le dénominateur des exposants fraction-
naires de ζ — α, dans ce développement, sera égal au nombre des 
révolutions que le point Ζ doit accomplir sur un très-petit contour 
renfermant le point A, pour que la fonction ιι

Λ
 reprenne sa valeur 

initiale. Ajoutons d'ailleurs que si l'on se borne à déterminer ce déno-
minateur par la méthode expliquée précédemment, on pourra en-
suite se servir de la méthode des coefficients indéterminés pour cal-
culer les coefficients des séries dont il s'agit. 

24. Appliquons maintenant cette théorie à quelques exemples, et 
d'abord considérons l'équation binôme 

um — (ζ — a) (ζ — a') (z — a")... — ο, 

où les quantités a, a', a", etc., sont supposées toutes inégales. Pour 
ζ — a, les m valeurs de u qu'on en tire sont toutes nulles, et comme 

la dérivée —'' so réduit ici, pour u — ο, ζ — a , à la quantité 

— (« — a'} (a — a") etc., qui n'est pas nulle, on tombe sur le cas du 
u° 18. On en conclut que les m valeurs de u forment autour du point A 
un seul système circulaire, et qu'elles peuvent être exprimées par 
des séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières de 

s — a)
m

, tant que le point Ζ est renfermé dans un cercle qui a pour 
centre le point A et pour rayon la plus petite des distances AA', 
A A", etc. 

25. Prenons pour second exemple l'équation 

um — (ζ — a)1 (ζ.— a'Y (ζ — a"Y'.■. — ο, 

où les quantités a, a\ tf", etc. , sont toujours supposées inégales, et 
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ou l'exposant l surpasse l'unité. Les m valeurs de u qu'on en tire se 

réduisent a zero pour z — a, et comme la uerivee —^— s annule 

aussi pour ζ = a, on se trouve dans le cas du n° 19. Taisons 

ζ — a - ha, u = β; 

I équation proposée devient 

β'η — a1 {a — a' + a)1 < a — a" -t- a.)1'... = o, 

où le polynôme A du n° 19 est simplement β'" — Β a', en posant, pour 

abréger, 
{a — a'Y (a — a"f... = B; 

les groupes G,, G
2

, etc., se réduisent donc à un seul qui est β'" — Βσ.'. 
Appelons ψ le plus grand commun diviseur de m et de et .s le quo-

tient 1 equation (a) du meme numéro sera ici 

— Β = ο. 

Comme elle n'a pas de racines égales, on en conclut que les m valeurs 
de u se partagent relativement au point A en φ systèmes circulaires 
composés chacun de s termes. De plus, ces diverses valeurs de u 

t 

peuvent être développées suivant les puissances entières de (z — a) , 
tant que le point Z reste dans l'intérieur d'un cercle défini comme an 
numéro précédent. 

26. Considérons, en troisième lieu, l'équation 

u6 — u -t- z — ο , 

qui, pour z — a une racine double égale à -t- -|=, et une ra-

cine simple égale à p· Soit A le point qui répond à ζ = h %=.. 

prenons un point infiniment voisin C pour point de départ de Z, et 
désignons par u, , u

2
, u

3
, trois fonctions satisfaisant à l'équation 

proposée, dont les deux premières aient des valeurs initiales très-peu 
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différentes de -J=» la valeur initiale de la troisième différant très-peu 

de ——■ La fonction «
3
 reprendra sa valeur initiale après une révolu-

tion de Ζ sur le contour tres-petit CLMC, fig. 9, qui entoure le point A, 
n° 7; pour savoir ce qui arrive aux deux autres, il suffit d'observer 

que, la dérivée ^ étant égale à -t-i, on est ici dans le cas du 

.1« 18 , et qu'ainsi les fonctions u
K
 et ιι.

λ
 forment un système circulaire, 

c'est-à-dire que chacune d'elles prend la valeur initiale de l'autre après 
une révolution du point Z. 

Ces deux fonctions pourront donc, n° 21 , être développées en sé-

ries suivant les puissances entières de ; pour effectuer ces 

développements, on fera dans l'équation proposée, conformément à 
la méthode expliquée ci-dessus, 

S — — —(— Cf. . Il — —— -i— u \ 

il viendra 

V 3 β2 + βζ + α = ο ' 

ou bien, en posant a — α'2, β — a'e, 

V'3 e2 -+- 1 -t- a'e3 — o. 

Soient e, et e
2
 les valeurs de ν tirées de cette équation qui, pour 

c.'—o, se réduisent respectivement aux quantités finies 

— —J- ; pour développer e, suivant les puissances entières de a', il 

suffira de faire dans l'équation précédente 

V = + -+■ A«'+ Ba." -t Cir." -H.... 

puis d'égaler à zéro les coefficients des diverses puissances de a'. On 
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aura ainsi les valeurs des coefficients A, B, C, etc., et l'on trouvera 

V3 <\fi) 

Î=a'J+ "7 v' a"+ -jU «'*+■·■; 

la fonction e
2
 s'en déduira en changeant le signe de y— 1. On con-

clut de là 

y/3
 +
 ̂ (* Sy/â)

 +
g(

2
 3 y/à) 

_ 5^-~ι fz 2_ V - -1- iz - —^ V 

+ inB/ U _ jl\'
s
 +'(4-rAy + ..„ 

et en changeant le signe de y' — 1, on aura «
2

. 
D'ailleurs l'équation proposée n'acquiert de racines multiples que 

pour les valeurs ζ = H —, ζ = — : le module de la difference 

de ces deux nombres, ou la distance des points correspondants A 

et A' étantla formule précédente sera applicable, tant que le 

module de ζ j= sera moindre que—-=■, ou bien tant que le point 

Ζ restera dans l'intérieur d'un cercle décrit du point A comme centre 

avec un rayon égal à 

Dans les mêmes limites, la fonction u
3
 pourra se développer suivant 

les puissances entières de ζ — et ' on trouvera sans peine 

"
3 _

 ~~ 4% ~ 3 \Z ~ 3~y/3 )
 +

 p71 V 3 y/3 7 

2 V /z_ A-V+.... 
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27, Pour dernier exemple, nous traiterons encore l'équation 

A (M — b)1 + Β (u — b)5
 (Ζ — a) + C (u — b)" (Ζ — α)* 

-i- D [u — b)1 (ζ — af + Ε [u — b) (ζ — λ)7 -t- F (ζ — α)° 

-+- G(t/ — b)s -+- Η (κ — b)" ( ζ — ay + I (ζ — α),0= ο, 

ou les coefficients A, B, C, D, Ε, F sont supposés différents de zéro, 
et qui a, pour z = a, sept racines égales à b. 

Le point de départ C de Ζ étant supposé très-voisin du point A qui 
répond k z — a, il y aura sept fonctions de ζ satisfaisant à l'équation 
proposée et ayant des valeurs initiales très-peu différentes de b. Il 
s'agit de savoir comment les valeurs de ces fonctions s'échangent les 
unes dans les autres après une révolution de Ζ sur un contour fermé 
tres-petit CLMC,^'. 9, tracé autour du point A. 

La dérivée s'annulant pour z = a, u — b, faisons, comme 

au n" 19, 
ζ — a —y* &., a b —(— β ; 

l'équation proposée deviendra 

A|37 + Β|35 α -t- C (34 α4 D j32a5 -t- Εβα7 + Fa" 
-+- G/S8 + H/34as + Ia,0= o. 

Le polynôme A est ici 

A β1 + Β β5 a + C β4 a4 + D β2 a5 Ε β a7 -h F a9 : 

construisons les points M
0

, M,,.., M
5
 correspondants aux différents 

fermes de A et qui ont pour coordonnées 

χ g — 7, .To — -G — 5, y \ — 1 ; — 4 ? 4 ? 

•*3— G J3—5; x
f
=i, J\ = T, xs~o, jr

5
 = o. 

Cela fait, nous verrons aisément que la droite M
0

O étant supposée 
tourner autour du point M

0
 de manière à couper la partie positive de 

l'axe des y, rencontrera d'abord le point M, ; que cette même droite, 
tournant ensuite autour de M,, rencontrera le point M

;)
 avant tous 

les autres; et, enfin, que cette droite, en tournant autour de Ms, ar-
rivera à contenir à la fois les points M

4
 et M

5
. Les groupes G seront 
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donc au nombre de trois, savoir : 

G, = Λ V ■ β|32α% 

G
2
= Ββ:'ν. -+- Ό/33α5, 

G, = Dj3aas + Εβα1 + Fa9. 

Pour le premier, 011 a 
j = 2 , ψ = ι , 

et l'équation (2) du n° 19 est 

A*r -t- Β = ο : 

à ce groupe répondent, par conséquent, deux fonctions de u et de z 
qui forment un système circulaire autour du point A, et qui, dans 
certaines limites, se développent en séries convergentes suivant les 

puissances entières de (z — a)'1. 
Pour le deuxième groupe, on a 

J = ο, ψ = ι , 
et l'équation (2) est 

Bar -f- D = ο : 

à ce groupe répond donc un système circulaire composé de trois 
fonctions qui se développent suivant les puissances entières de 

! - - a)\ 
Pour le troisième, on a 

.f = 1 , φ — a , 
et l'équation (2) est 

Dx2 f- Ex + F = O. 

Admettons d'abord que cette équation ait ses racines inégales; alors à 
ce groupe répondront deux systèmes circulaires d'un seul terme 
chacun, c'est-à-dire deux fonctions de ζ dont chacune reprend sa 
propre valeur initiale après une révolution de Z, et qui peuvent se 
développer suivant les puissances entières de z — a. Admettons en-
suite que l'équation (a) ait ses racines égales, de sorte qu'on ait à la 
fois 

1) h2 -h Eh: -4- F = o, 2Oh -+- Ε = ο. 
Tome XV. —NOVEMBRE I85O. 5a 
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C'est ici le cas da n° 20; comme on a 

r = λ, s = ι, 
on fera 

a — a', β = h α'2 -+- β' : 

en substituant ces valeurs dans l'équation entre α et β mise sous la 
forme 

a5(D/32-f- Εβα2 + Fa4) + A β7 + Ββ5α + Cj34a4 

+ Οβ'Η- Ηβ4α5-4- Ia,0= o, 

il viendra, en laissant la lettre α au lieu de a', 

D/3'2a5 + A (h1 a**+...) + B(hsa" +...)+ C(A4a'2 -h...) 

+ G (A8 a'6 + ...) + H(44a,s + ...) + Ia'°= o. 

Dans chaque parenthèse, les termes non écrits sont d'un ordre plus 
élevé que le terme conservé, attendu que β' est d'un ordre supérieur 
à celui de a2. On voit que les groupes G' se réduiront à un seul, qui 
sera 

Ώβ'2 α5 + la10, 

en supposant que I ne soit pas nul. On aura alors 

r' — 5, s' — 2 , φ' = ι, 

et l'équation (2') sera 
Dx' +I = o. 

Comme elle n'a pas de racines égales, puisqu'elle est du premier 
degré, et qu'on a 

ss' = 2, 

on voit que les deux valeurs de u qui correspondent au groupe G
3 

forment un seul système circulaire, et que chacune d'elles est déve-

loppable en série suivant les puissances entières de (z — a)'1. Mais si 
le coefficient I était nul, le groupe G' serait 

Όβ'2α6+ ΒΛ5 α44: 

on aurait alors 
r' — 3, s' = 1, ψ' — 9., 
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et l'équation (2') serait 
Dx'2 -h B/Î5 = o. 

Comme elle a ses racines inégales et que le produit ss' se réduit à 
l'unité, on voit que, dans ce cas, chacune des valeurs de u qui ré-
pondent au groupe G

3
 reprend sa propre valeur initiale après une 

révolution de Z, et que ces deux valeurs peuvent être développées eu 

séries suivant les puissances entières de z — a. 

28. Nous avons cherché, dans ce qui précède, comment s'échan-
gent entre elles les valeurs des fonctions de u,, m

2
,..., u

p
, lorsque le 

point Ζ décrit autour du point A un contour infiniment petit; il y a 
encore un autre cas qu'il est à propos d'examiner spécialement. 

Prenons pour point de départ de Ζ un point C correspondant à une 

valeur quelconque c de ζ , avec la condition, toutefois, que l'équation 

/(", c) = ο 

naît pas de racines égales; soient toujours A, A', A", etc., les points 
correspondants aux valeurs a, a', a", etc., de ζ qui font acquérir des 
racines multiples à l'équation 

f(u, z) — o, 

et supposons que l'équation 

y ( u , a ) — o 

ait ρ racines égales a b. Joignons ie point C au point A par une ligne 
CD A ,jig. 12, tracée arbitrairememt, mais de manière à ne passer 
par aucun des points A, A', A", etc. ; puis désignons par u,, u

2
,..., u

p 

tes ρ fonctions de z qui, satisfaisant à l'équation 

f(u, z) = o, 

et ayant au point C les valeurs initiales /?,, b
2
,..·, bp, acquièrent en A 

la valeur commune b, lorsque Z y arrive par le chemin CDA. Prenons 
sur cette ligne un point D infiniment voisin de A, et imaginons un 
contour fermé infiniment petit DNPD qui entoure le point A, en ne 
faisant autour de ce point qu'une circonvolution. Cela posé, nous 
donnerons le nom de contour élémentaire au contour qui se compose 

jï. . 
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fie la ligne CD, du contour infiniment petit DNP, et, enfin, de la 
ligne DC, de sorte que le point Z, en le parcourant, décrit deux fois 
la ligne CD , mais dans des sens contraires. 

Voyons maintenant ce que deviennent les fonctions u, , u 
après une révolution de Ζ sur un pareil contour : soient d'abord (5, . 
β 2,.. ·, β

ρ
 les valeurs qu'elles acquièrent, lorsque Ζ arrive pour la pre-

mière fois en D. Le point mobile parcourt ensuite le contour infini-
ment petit DNPD ; or on a prouvé que les fonctions u,, ιι

2
,..., u

p
 pou-

vaient se partager, relativement au point A, en un certain nombre de 
systèmes circulaires : soit u

{
, , u

n
 un de ces systèmes, de 

façon qu'après une révolution de Ζ sur DNPD, les fonctions qui le 
composent aient acquis respectivement les valeurs β

2
, β

3
,·... β„, β,. 

Lorsqu'ensuite le point Ζ, achevant de décrire le contour élémen-
taire, ira de D en C, la fonction u,, qui avait en D la valeur β.,, 

prendra en C la valeur h
2

\ car autrement, si Ζ revenait en arrière au 
point D, a, ne reprendrait pas la valeur β2 : de même les fonctions 

u
n

—it un acquerront en C les valeurs h
n

, b,, Par consé-
quent, les fonctions u

t
, up jouiront, par rapport au contour 

élémentaire CDNPDC, des mêmes propriétés qui ont été démontrées 
pour le contour infiniment petit DNPD. Les systèmes circidaires se-
ront dans les deux cas en même nombre et composés des mêmes 
termes rangés dans le même ordre : on les déterminera toujours en 
cherchant, par la méthode expliquée ci-dessus, les valeurs appro-
chées des fonctions «,, «

2
, etc., pour une valeur de ζ infiniment peu 

différente de <i 

Quant aux fonctions u
p+i

 , u
p+i

, etc., dont les valeurs au point A 
sont des racines simples de l'équation 

/(m, a) = o, 

il est, clair, n" 7, qu'après une révolution de Ζ sur le contour élémen-
taire CDNPDC, chacune d'elles reprend simplement sa valeur ini-
tiale. 

29. Supposons maintenant que le point Z, parlant du point C, dé-
crive autour du point A une ligne fermée de forme quelconque, mais 
qui puisse se réduire au contour élémentaire CDNPDC sans franchir 
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aucun des points A , A'; A", etc. : on conclura du nu fi que les valeurs 

des fonctions u, , u
2

, etc., s'échangeront sur cette ligne absolument 
comme sur le contour élémentaire. 

30. Joignons le point C aux différents points A, A', A", etc., par 
des lignes CDA, CD'A', CD" A", etc. ,Jig. 12, tracées arbitrairement, 
sauf la condition que la ligne menée à chacun de ces points ne passe 
par aucun des autres : soient D, D', D", etc., des points situés sur ces 
lignes à des distances infiniment petites des points A, A', A", etc.; 
traçons autour de ces derniers les contours fermés infiniment petits 
DNPD, D'N'P'D', D"N"P"D", etc., et imaginons les contours élé-
mentaires CDNPDC, CD'N'P'D'C, CD"ΤΊ"P"D"C, etc., que nous 
désignerons, pour abréger, par les notations (Α.), (A'), (A"), etc. 
Cela posé, étant donné un contour fermé quelconque passant par 
le point C, on pourra toujours, sans lui faire franchir aucun des 
points A, A', A", etc., et sans déplacer le point C, le déformer de façon 
a le réduire à une suite de contours élémentaires. Cette assertion n'a 
pas besoin d'être démontrée, et il suffit d'un peu d'attention pour en 
apercevoir l'exactitude. 

Par exemple, le contour CCMC de la jig. i3 se réduira au contour 
élémentaire CDNPDC ou (A). Le contour CLAIC de la fig. 14 se ré-
duira au contour (A) parcouru deux fois de suite. Le contour CLAIC 
de la fig. i5 se réduira aux trois contours (A), (A'), (A"), parcourus 
successivement. Enfin le contour CLMC de la fig. 16 se réduira à la 
suite des contours élémentaires (A'), (A"), (A'), (A), (A'). Sous ce 
point de vue, un contour fermé quelconque passant par le point C 
sera caractérisé par la série des contours élémentaires auxquels on 
peut le réduire. 

Toutefois il importe d'indiquer dans quel sens chaque contour élé-
mentaire est parcouru : pour cela nous représenterons le contour (Al 
par (+ A) ou par (— A), suivant que le point Ζ sera supposé le par-
courir dans le sens direct ou dans le sens inverse, n° !8, et nous ne 
conser\erons la notation (A) que pour le cas où il sera inutile d'indi-
quer dans quel sens ce contour est décrit. Ainsi le contour CLAIC de 
la Jig. i3 se réduira à (-+- A) ou à ( — A), suivant que le point Ζ le 
parcourra dans le sens CLAIC ou dans le sens CAILC : de même, le 
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contour CLMC de la Jig. 16 se réduira à la suite ( 4-A'), (-(-A"), 
• -- A'), ( — A), (+ A'), s'il est parcouru dans le sens CLMC, et à la 

suite (—A'), (4-A), (+A'), (—A"), ( — A'), s'il est parcouru en 
sens contraire. (On peut observer que pour déduire cette seconde 
suite de la première, il suffit de renverser l'ordre des termes et de 
changer leurs signes : cette remarque est générale.) 

Ces notations adoptées, un contour fermé passant par le point C et 
parcouru dans un sens déterminé, pourra, quelle que soit sa forme [*]. 
être représenté par la suite des contours élémentaires auxquels on le 
réduit en le déformant : cette suite, dont; chaque terme doit être af-
fecté d'un signe convenable, ainsi qu'on vient de l'expliquer, est ce 
que nous appellerons la caractéristique du contour. Ainsi les contours 
CLMC des fig. id, i4, r 5, 16 étant supposés parcourus dans le sens 
CLMC, auront pour caractéristiques respectives 

(, + A), (+A )( + A), ( + A) (4- A') (+ A"), 

( + A')( + A")(- A')(— A)(+A'), 

et, s'ils sont parcourus dans le sens contraire, leurs caractéristiques 
seront 

( — A), ( ~ A) ( — A), ( — A") ( — A') ( — A), 

( — A') (+ A) ( + A') (— A") (— A'). 

Dans le cas ou un contour fermé pourra se réduire au seul point C 
sans franchir aucun des points A, A', A", etc., nous lui donnerons(o) 
pour caractéristique : il est clair qu'on est libre d'introduire ou de 
supprimer dans la caractéristique d'un contour des termes (o) en tel 
nombre et à telles places qu'on voudra. 

On voit facilement que les points A, A', A", etc., restant les mêmes 
ainsi que le point C et les lignes CDA , CD'A', CD" A", etc., un même 
contour, parcouru dans un même sens, n'est susceptible que d'une 
seule caractéristique ( sauf les termes (o) qu'on peut toujours sup-
primer). Deux contours qui ont la même caractéristique peuvent tou-
jours se réduire l'un à l'autre sans franchir aucun des points A, A', 

j * ] On exclut toujours le cas où ce contour passerait par quelqu'un des points 
A , A', A 'j etc. 
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Λ", etc.; et, au contraire, deux contours qui, dans quelque sens 
([u'on les suppose parcourus, ont des caractéristiques différentes, ne 
peuvent pas se réduire l'un à l'autre. Observons encore que si les 
lignes CDA, CD'A', CD"A", etc., viennent à changer de forme, la 
caractéristique d'un contour donné restera la même, tant que ces 
lignes ne franchiront aucun des points A, A', A", etc. 

31. De ce qu'on vient de dire el de la proposition énoncée au n° 6, 
on conclut que si deux contours fermés passant par le point C ont la 
même caractéristique, la fonction u, de z, déterminée par l'équation 

f(u, z) = ο 

et par une valeur initiale è, choisie parmi les racines de l'équation 

J\u,c) = o, 

acquerra une seule et même valeur, lorsque le point Z, parti de la 
position C, y reviendra après avoir parcouru l'un ou l'autre de ces 
deux contours, ou bien encore la suite des contours élémentaires 
représentés par leur caractéristique commune. 

Si donc on appelle u,, u,,.. , u
m

 les m fonctions de ζ déterminées 
par l'équation 

/(«, z) = o, 

et ayant respectivement pour valeurs initiales les m racines b,, 
b,„ de l'équation 

/{u, C) — O, 

il sera facile de savoir quelle valeur prend chacune de ces fonctions, 
lorsque le point Z revient en C après avoir parcouru un contour fermé 
dont la caractéristique est donnée. 

En effet, substituons au contour proposé la série des contours élé-
mentaires représentés par les différents termes de la caractéristique : 
après que le point Z aura parcouru le premier de ces contours, la 
fonction u„ aura acquis une valeur bp qu'on saura déterminer, n° 28 ; 
il suffira pour cela de savoir quelle est la fonction qui suit ou qui 
précède u„ dans le système circulaire dont elle fait partie relativement 
à celui des points A, A', etc., qui est renfermé dans le contour élé-
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mentaire. Soit maintenant b
q
 la valeur que prend la fonction up après 

une révolution de Ζ sur le deuxième contour élémentaire; il est clair 
que u

n
 acquerra cette même valeur bq, lorsque Ζ aura décrit les deux 

premiers. Pareillement, sachant quelle est la valeur b
r
 que prend uq 

après une révolution de Ζ sur le troisième contour élémentaire, on en 
conclura que u

H
 acquiert cette même valeur b

r
 après que IL a décrit 

les trois premiers contours. En continuant ainsi , on trouvera la valeur 
que prend la fonction quand le point Ζ a parcouru tons les con-
tours élémentaires dont se compose la caractéristique, ou, ce qui esi 
la même chose, quand ce point a parcouru le contour proposé. 

32. Prenons pour exemple l'équation 

u3 — u -h ζ — ο, 

dont nous nous sommes déjà occupés. Les valeurs de ζ qui lui font 

acquérir des racines égales sont + et correspondent à 

deux points A et A' situés sur l'axe des χ à une distance —2— de l'ori-

gine des coordonnées et de part et d'autre. Choisissons cette origine G 
pour point de départ de Ζ et nommons M, , W

2
, u

3
 les trois fonctions 

de ζ qui satisfont à l'équation proposée, et dont les valeurs initiales 
sont respectivement ο, -+- i, — i. Prenons les droites CA, CA' pour 
les lignes avec lesquelles les contours élémentaires (A) et (A') se con-
fondent sensiblement, n° 28 : lorsque Ζ va de C en A par la droite CA, 
les trois valeurs de u restent réelles, et de l'équation 

dz ι — 3 a2' 

on conclut que u, augmente, tandis que u
2
 et u

3
 vont eu diminuant. 

Au point A. on a 
«1 ^2 ? 

et, ainsi qu'on l'a vu plus haut, n° 26, ces deux fonctions forment 
autour de ce point un système circulaire; par conséquent, après une 
révolution de Ζ sur le contour élémentaire (±. A), chacune des fonc-

tions u
t
 , w2, a pris la valeur initiale de l'autre, tandis que u

3
 a repris 
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sa propre valeur initiale. On trouve de même, après une révolution 
de Ζ sur le contour élémentaire (± A'), que chacune des fonctions u, . 
f/

3
 a pris la valeur initiale de l'autre, tandis que u

3
 a repris sa propre 

valeur initiale. De là on conclut sur-le-champ la valeur que prend 
une quelconque de ces fonctions après une révolution de Ζ sur un 
contour fermé dont on connaît la caractéristique. 

Ainsi, proposons-nous de trouver ia valeur de u, après une revu 
lotion de Ζ sur le contour 

(i£ A)(=t A') (± A)(± A) (±: A) (± A'i: 

ici, comme dans tous les cas où les systèmes circulaires n'ont qu'un 
ou deux termes, le signe -+- ou le signe — , qui accompagne la carac-
téristique de chaque contour élémentaire, est indifférent. Après une 
révolution sur le contour (±. A), qui était d'abord égale à zéro , 
a pris la valeur initiale H- 1 de u

2
 ; la fonction garde cette même va-

leur après que Ζ a décrit le contour (± A'); ensuite les trois révolu-
tions sur le contour (±: A) lui font acquérir successivement les va-
leurs ο, -1- 1,0; enfin la révolution de Ζ sur le contour [± A') fait 
prendre à la fonction la valeur — r. 

35. Considérons encore l'équation 

M
3
 — (2 — a) (z — a')2 = o, 

dont les racines deviennent égales pour ζ = a et pour ζ — a'. Appe-

lons g une des trois valeurs du radical \/— au'2; les trois valeurs de 
u pour ζ — ο seront 

jv-1 τν-' 

Cela posé, prenons pour point de départ de Ζ l'origine C des coor-
données; puis nommons u,, u, , u

3
 les trois fonctions de ζ qui satis-

font à l'équation précédente, et qui ont respectivement pour valeurs 
initiales 

τν- 1 

On voit sans peine que ces fonctions «,, u
2

, formeront un système 
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circulaire relativement au point A, et que les mêmes fonctions rangées 
clans l'ordre u

t
, «

3
, u

2
, en formeront un relativement au point A'. 

Si, maintenant, on veut savoir ce que devient u{, après que Ζ a 
décrit un contour fermé quelconque, par exemple celui qui a pour 
caractéristique 

( - A) (+ A') (+ A) (-H A') (_ A) (- A) (- A'), 

il suffira d'observer qu'après que Ζ a décrit successivement chacun des 
contours élémentaires indiqués par la caractéristique, u,, qui avait 
d'abord la valeur g, a pris les valeurs 

-J-V-I Tl/-' y-v'-' — V'-I Vv'-' 

ainsi la fonction tq se trouve avoir repris sa valeur primitive. 

34. Après avoir montré ce que devient la fonction u,, lorsque le 
point Ζ revient à sa position initiale après avoir décrit un contour 
fermé quelconque, il nous faut examiner maintenant quelles valeurs 
acquiert cette fonction, suivant que le point Ζ va de son point de 
départ C à un autre point déterminé K, fig. 17, par un chemin ou 
par un autre. Nous excluons toujours les chemins qui passeraient par 
quelqu'un des points A, A', A", etc. 

Les valeurs initiales des fonctions u,, étant toujours 
désignées par b

t
, b.

n
, appelons h, , h

m
 les valeurs 

qu'elles acquièrent, lorsque Ζ va de C en Κ par un chemin déterminé 
CMR ; il s'agit de trouver quelles valeurs acquièrent ces mêmes fonc-
tions, lorsque Ζ va de C en Κ par un autre chemin quelconque CLK. 

Pour cela, observons que les deux chemins CLR, CMR, réunis, 
composent un contour fermé CLMC, dont la caractéristique, que nous 
représenterons par (Γ), sera connue dès que ces deux chemins seront 
donnés. Or la fonction u, acquerra la même valeur au point R, soit 
que le point Ζ y aille par le chemin CLR, soit qu'il y aille en décri-
vant d'abord le contour fermé CLMC, puis la ligne CMR; car le 
second chemin se réduit au premier sans franchir aucun des points 
A, A', A", etc. Mais 011 saura, par ce qui précède, quelle est la fonc-
tion iij dont iii prend la valeur initiale hj après une révolution de Ζ 
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sur le contour ferme CLMC; 011 en conclura donc que la fonction n, 
acquiert au point K la valeur A

y
, quand le point Ζ y arrive par le che-

min CLMC -I- CMR, ou, ce qui est la même chose, par le chemin 
CLK : c'est la réponse à la question que nous voulions résoudre. 

A ce point de vue, le chemin CLK sera suffisamment désigné par la 
notation (Γ) CMK, dont nous nous servirons par la suite, et que 
nous appellerons la caractéristique de ce chemin. Quand, par le pro-
cédé du n° 16 , on aura déterminé les valeurs A,, A

2
,..., h

m
 que les 

fonctions //,, u.,,..., u
m

 acquièrent au point K, lorsque Ζ y va par le 
chemin CMK, on voit qu'il ne sera pas nécessaire de recommencer ce 
calcul pour un autre chemin quelconque (Γ) -h CMK. 11 suffira d'avoir 
effectué le partage des fonctions u, , u

2
 —, u

m
, en systèmes circu-

laires relativement à chacun des points A, A', A", etc., et alors on 
pourra assigner immédiatement quelle est celle des quantités A,, h.,,... 
h

m
. à laquelle la fonction «

t
- devient égale, lorsque Ζ a parcouru le 

chemin (Jâ) -+- CMK. 

Par exemple , reprenons l'équation 

113 — u ο ; 

les fonctions u, , u.
2

, a, étant définies comme au n" 32, appelons 
A,, A

2
, A

3
 les valeurs qu'elles acquièrent, lorsque le point Ζ va de C 

eu K par un chemin déterminé CMK, Ces quantités une fois calculées, 
si 1 011 veut savoir quelles valeurs prennent nos trois fonctions, lorsque 
Ζ va de C en K par le chemin (:r A) (±: A') -h CMK, il suffit d'ob-
server qu'après une révolution de Ζ sur le contour fermé (1h Al (± A'), 

u.,, u
3
 ont acquis respectivement les valeurs initiales de u3, //, ; 

on en conclut que les valeurs demandées sont A.2. A3, A,. 

33. On peut rendre plus sensible la marche de la fonction ιι, en 
imaginant nu point U dont l'abscisse et l'ordonnée soient la partie 
réel le et le coefficient de \ - 1 dans la valeur de u. En même temps 
que Ζ décrit une ligne continue, l en décrit une aussi qui est par-
faitement déterminée, si Ζ 11e passe par aucun des points A, A', A", etc. 

Concevons que Ζ aille de C en K par plusieurs chemins différents : 
la fonction u pourra acquérir des valeurs différentes, et parmi je-, 
valeurs A,, A.,,..., A„, qu'elle peut avoir pour ζ = A, 011 a appris 

ÔL. 
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à distinguer celle qu'elle prend, suivant que Z a suivi tel ou tel che-
min. Par conséquent, 1e point U pourra arriver à différentes positions 
dans ces différents cas, et, parmi les points H,, H

2
,..., H,„, qui cor-

respondent aux quantités h
t

, h
2
,... , h

m
, on saura distinguer celui 

avec lequel U vient coïncider, lorsqu'on connaîtra le chemin suivi 
par Z. 

Par exemple, si Ζ décrit un contour fermé de façon à revenir à son 
poinï de départ C, il pourra arriver que la fonction u reprenne ou ne 
reprenne pas sa valeur initiale : dans le premier cas, le point U aura 
décrit lui-même un contour fermé; mais, dans le second, il ne sera 
pas revenu à sa position primitive. 

36. Nous avons toujours supposé jusqu'ici que Ζ ne passait par 
aucun des points pour lesquels la fonction u devient une racine mul-
tiple de l'équation 

J\u, z) = ο. 

Admettons maintenant que Ζ vienne à passer par un point A, pour 
lequel les ρ fonctions u

p
 acquièrent une même valeur b. 

Avant que Ζ arrivât en A, ces fonctions avaient pour valeurs ρ quan-

tités inégales très-peu différentes de &; lorsqu'ensuite Ζ a dépassé le 
point A, l'équation 

/(«, z) = ο 

fournit encore ρ valeurs de u inégales et très-voisines de è; mais il n'y 
a pas de raison d'attribuer chacune de ces valeurs à l'une plutôt qu'à 
l'autre des fonctions u

t
, u

p
. Ainsi, au delà du point A, on 

trouve bien encore ρ fonctions distinctes de z comme avant; mais la 
question de savoir laquelle de ces fonctions doit être regardée comme 
la continuation d'une fonction particulière u,, reste tout à fait indé-
terminée. 

L'exemple suivant rendra plus sensible ce genre d'indétermination. 
Faisons décrire à Z, à partir du point C et dans le sens direct, un 

cercle CLAMC, fig. 18, passant par le peint A, pour lequel les fonc-
tions m, et u

2
 deviennent égales entre elles, et supposons que ces 

fonctions ne puissent devenir égales pour aucun autre point situé sur 

la circonférence ou dans son intérieur. Soit b leur valeur commune 
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πιι point A, de sorte que pour ζ = α, u — b, on ait 

J(u,z) = o, = 

mais admettons que, pour les mêmes valeurs de z et de u, les dérivées 

-
 a

—S ——y-— se réduisent a des quantités A et Β dmerentes de 

zéro. Si l'on fait 

z — a + per^ ', u, = b -+- β,, u
2
 — b -+- fi

2
 -

les quantités β, et β
2
 s'annuleront en même temps que p, et se con-

fondront sensiblement, pour de petites valeurs de p. avec les deux 
racines de l'équation du second degré 

AjS2 -(- Bpe'^ ' = ο, 
Oil 

β2 — hp eT ', 
en faisant 

-1 = *· 
Un en conclut 

m, = b -+- (hpYe'2 , m2 = b -+- (h p)'1 e 2 , 

et si l'on pose 

(hpy = ye^-1, 

y désignant un nombre positif et ci un angle réel, puis 

ο H = e( , d H = v.,. 

on aura approximativement, dans les environs du point A, 

«ι = B + '/e . w„ = h y e ' 

Prenons maintenant sur la circonférence < LMC deux points I, et M 
très-voisins de À , et situés de part et d'autre de ce point. Soit B le point 
correspondant à la valeur commune b que prennent les deux fonctions 
m, , «j, quand le point Z arrive en A; lorsque Z est en L, ces mêmes 
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fonctions ont des valeurs inégales correspondantes à des points Ν et Ρ 
voisins de R, et tels, que les directions BN, BP soient sensiblement 
dans ie prolongement l'une de l'autre, attendu qu'on a 

e2 = e, + π. 

Lorsqu'ensuite le point Ζ est en M, les points Q et R, correspondants 
aux valeurs des deux fonctions, sont encore très-voisins du point B, 
et tels aussi, que les directions BQ, BR soient sensiblement dans le 
prolongement l'une de l'autre. Mais comme, en passant du point L au 
point M, on fait varier τ de ±π, et qu'ainsi chacun des angles μ,, 

varie de -±' ^> les directions BQ, BR seront sensiblement perpendi-

culaires aux directions B\ , BP. 
Concevons à présent que Ζ aiile de L en M en passant par le point A 

les ooints U,, U
2

, correspondants aux fonctions u,, u
2

, et situés d'abord 
en Ν et P, se rapprocheront l'un de l'autre, se confondront en B, lorsque 
Ζ arrivera en A, puis se sépareront pour venir en Q et R; mais si l'on 
attribue le point Ν à la fonction u,, et le point Ρ à la fonction u

2
, il 

n'y aura pas de raison d'attribuer chacun des points Q et R à une de 
ces fonctions plutôt qu'à l'autre. 

En effet, déformons infiniment peu le chemin par lequel Ζ va de L 
eu M, de façon qu'il ne passe plus par le point A; selon que le 
point A sera en dehors ou en dedans du contour fermé CLMC, il ar-
rivera ou que le point,U, ira de Ν en Q, et le point U, de Ρ en R, ou 
que le point U, ira de Ν en R et le point U

2
 de Ρ eu Q. 

Pour le voir, supposons d'abord,Jig. 19, le point A extérieur au 
contour CLMC, mais très-voisin de ce contour : prenons sur celui-ci 
les deux points L et M très-voisins de A, de façon toutefois que les 
directions AL, AM fassent un angle très-voisin de 180 degrés. Alors, 
quand le point Ζ ira de L en M, r diminuera sensiblement de π, et, 

par suite, u, et t>
2
 diminueront sensiblement de ^ : le point U, ira donc 

de Ν en Q par la ligne NFQ, et le point U
2
 de Ρ en R par la ligne PGR 

Si, au contraire, le point A est intérieur,^. 20, les points L et M 
étant pris comme tout à l'heure, l'angle τ augmentera sensiblement 

de 7t, lorsque Ζ ira de I. en M; par suite, e, et v
2 augmenteront de : 
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U, ira donc de Ν en R par le chemin NFR, tandis que U., ira de Ρ 
eu Q par le chemin PGQ. 

Les Jig. 18, 19 et 20 montrent comment se modifient les lignes dé-
crites par les points U, et U

2
, lorsque le contour CLMC, en se défor-

mant, vient à franchir le point A. Tant qu'il ne le renferme pas, chacun 
des points U,, U

2
 décrit une ligne fermée, Jig. 19, l'un la ligne SMFQS, 

l'autre la ligne TGPRT; ces deux lignes passent très-près du point Β 
et présentent dans cette région comme deux angles droits opposés. 

Lorsque le contour GLMG vient à passerait point A, Jig. 18, ces 
deux lignes se réunissent en une seule pour laquelle le point Β est un 
point multiple; les branches qui y aboutissent s'y coupent à angles 
droits. Les points U, et U

2
 arrivent en Β en décrivant les lignes 1NB, 

PB; mais ensuite, comme on l'a déjà dit, on peut regarder l'un des 
deux à volonté comme décrivant la ligne BQ et l'autre comme traçant 
la ligne BR. 

Knfin, lorsque le contour CLMC vient à renfermer le point \. 
jig. ·>.ο, les lignes décrites par les points U, et U2 deviennent les deux 
parties d'un même contour fermé. Ce contour présente un étrangle-
ment aux environs du point B, et les parties qui avoisinent cette 
région forment encore comme deux angles droits opposés. Si S et Τ 
sont les positions initiales de U, et de U2, pendant que Ζ décrira 
le contour CLMC, le point U, tracera l'arc SNFRT, et le point ΙΑ 
l'arc TPGQS; ce n'est qu'après deux révolutions de Ζ que les points U, 
et U2

 reprendraient leurs positions initiales S et Τ 

On verra de même ce qui arrive, lorsque le contour CLMC fran-
chit un point A pour lequel trois fonctions u,, u

2
, acquièrent une 

valeur commune b. Si l'on suppose que les dérivées ---

ne s'annulent pour ζ — a, « = b, les valeurs approchées de ces f'onc-

[*] Si le contour CLMC avait un point saillant, que ce point coïncidât avec le 
point A, et que les deux portions de contour aboutissant en A fissent un angle égal 
à 0, la ligne décrite parles points IJ,, 1, offrirait encore en B un point multiple; mais 
l'angle des branches qui se coupent en B, au lieu d'être droit comme dans la fig. 18, 

serait égal a — 
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tions pour des valeurs de z voisines de a seront 

u
{
 — b + (Ap)3 e3^ , 

= h + {hρΫ e 3 

n, = b + (4p)3 e 3 . 

On en conclura, en raisonnant comme on vient de le faire, que si 
Je point A est hors du contour CLMC, mais très-près, chacun des 
points U,, U

2
, U3 décrira une courbe fermée, fig, ai, passant tres-

près du point B. Si le contour vient à passer par le point A, ces trois 
courbes se réunissent en une seule, fig. aa, ayant en B un point mul-
tiple où passent trois branches qui s'y coupent sous des angles de 
fin degrés. Enfin, si le point A devient intérieur au contour, cette ligne 
unique ne passe plus au point B; mais elle a aux environs de ce 
point la forme qu'indique la fig. a3 ; pendant une révolution de Ζ sur 
le contour CLMC, chacun des points U,, U2, U

3
 décrit une portion de 

la ligne dont il s'agit, de façon que ces trois portions composent la 
ligne entière; ce n'est qu'après trois révolutions de Ζ que ces points 
reviennent à leurs positions initiales. 

37. Nous avons supposé, à partir du n° 18, que le coefficient de 
la plus haute puissance de u dans le polynôme entier f(u, z) était 
indépendant de z : mais il est aisé d'étendre la théorie précédente au 
cas où ce coefficient est une fonction entière quelconque de z. Consi-
dérons, en effet, l'équation irréductible 

Ν vm + Pc'"-1 + Qem-2 +...+ Se +T = o, 

où Ν, P, Q,· ·, Τ désignent des polynômes entiers en z, et propo-
sons-nous, comme nous l'avons fait pour la fonction «, de distinguer 
les diverses valeurs que la fonction e peut acquérir, suivant que le 
point Z va par tel ou tel chemin de sa position initiale C à une autre 
position K. 

On ramènera sur-ie-champ ce cas à celui que nous avons traité, en 
posant 

V = Ν * 
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en effet. l'équation proposée deviendra 

u'n+Vu'n-' + NQî/m~2 + ...+ N'"-2 Su + Ν'"-' Τ = ο, 

où le coefficient de um est l'unité. Le polynôme Ν n'ayant qu'une 
seule valeur pour chaque valeur de z, aux diverses valeurs dont la 
fonction u est susceptible correspondront autant de valeurs de e qui 
s'en déduiront par la formule 

V = N" 

Tout se réduira donc, comme ci-dessus, à déterminer les caracté-
ristiques des divers chemins par lesquels on peut aller de C en K, et, 
pour les connaître, il n'y aura qu'à construire les points A, A', A", etc., 
correspondants aux valeurs de ζ qui font acquérir des racines mul-
tiples à l'équation 

um + Pu'"-' + Ν"1-' Τ = υ. 

Observons qu'il ne serait pas exact de déterminer ces points en cher-
chant les valeurs de ζ pour lesquelles l'équation en ν acquiert des ra-
cines égales : car, bien qu'en général ces valeurs de ζ soient les mêmes, 
il peut en être autrement de celles qui annulent Ν ; pour ces valeurs, 
l'équation en a a m — ι racines égales à zéro, tandis que l'équation 
en e a ordinairement une racine infinie et m — ι racines finies et iné-
gales. Mais on trouvera toujours tous les points A, A', A", etc., en 
joignant aux valeurs de ζ qui font acquérir à l'équation en ν des ra-
cines égales celles qui lui donnent des racines infinies. 

38. On a vu que les diverses fonctions u
m
 qui satisfont à 

l'équation 
II'" -h Pii"1"1 -4- NQ«m-2 = o, 

se partagent, relativement au point A, en un certain nombre de sys-
tèmes circulaires; les fonctions correspondantes 

— iy' <h=N'···' N' 

formeront évidemment, des systèmes circulaires correspondants et en 
même nombre. Appelons ν la puissance de ζ — a par laquelle le 
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polynôme Ν est divisible, l'exposant entier ν pouvant être zéro, et 
faisons 

Ν = (z-aYN', 

nous aurons, en désignant par v
n
 une des fonctions ν,, e

2
,..., v

m
, 

vn — ;— 5 
d'où 

(z- a)yv
n
 — ̂ -u

n
. 

Or, tant que le point Z reste dans l'intérieur d'un cercle décrit du 
point A comme centre avec la plus petite des distances AA', AA", etc., 

pour rayon, on peut développer ^ en une série convergente ordon-

née suivant les puissances entières et positives de ζ—a; on a vu 
d'ailleurs, n° 25, que u. étant le nombre des termes du système cir-
culaire dont u

n
 fait partie, cette fonction u„ peut, dans les mêmes 

limites, être développée suivant les puissances entières et positives de 

(ζ — α)μ. En multipliant ces deux séries, on aura le développement 

de u
n
 suivant les puissances entières et positives de (ζ — α)μ : nous 

pouvons donc écrire 

-■ u
n
 = (ζ — a) v

n
 = A +■ Β (ζ — α) + C (ζ — a) 

A, Β, C, etc., désignant des coefficients indépendants de z, et, par 
conséquent, 

v
n
 = A (z — à) +Β(ζ — α)

μ + C (z — af + .... 

Ainsi la fonction v
n
 se développe comme suivant les puissances 

L 

entières de (ζ — α)μ; mais, tandis que le développement de u
n
 ne 

contient que des puissances positives de (z — «)'% celui de v
n
 peut 

commencer par un nombre limité de puissances négatives. 



PURES ET APPLIQUÉES. 427 

5Vî. Appliquons ce qui vient d'être dit à l'équation 

(z — a)(z — a') (z — a")... vm — 1 = o, 

où les quantités a, a', a", etc., sont supposées toutes inégales; si l'on 
pose 

(z «)(Z a') ( Z 

il viendra 
um — (ζ — (ζ — a')m~* (ζ — a")m V., = o. 

Les points A, A', A", etc., pour lesquels cette équation acquiert des 
racines multiples, sont précisément ceux qui répondent aux valeurs 
a, a', a", etc., de z. 

Appelons u,, M
a
,..., u,

n
 les m fonctions qui satisfont à l'équation 

en u, et qui ont respectivement pour valeurs initiales 

O ' ' O0 » ■ · -1 »' ' 

g désignant une des valeurs du radical 

v(c - a)"1-' (c - a')'"-' (c - α"Ίη-\... 

On déduit facilement des principes établis plus haut, que chacune de 
ces fonctions acquiert la valeur initiale de la suivante après une révo-
lution de Z sur un quelconque des contours élémentaires (-r-A), 
, -+- A' ), etc. Si donc on pose 

Vt (z — a) (z — a'\ . . (z — a) {z — a'). . 

il en sera de même des fonctions c,, ea, etc. 
D'après cela, si l'on appelle h,, h.,,..., h

m
 les valeurs que les fonc-

tions <>,, e2r··? Dn acquièrent au point K, lorsque Z y arrive par le 
chemin C.MK , et si l'on demande les valeurs qu'obtiennent ces mêmes 
fonctions, lorsque Z arrive en Κ par le chemin {+ A)(-+- A') ■+■ CMK, 
on trouvera que e

4
 prend la valeur h

3
, e

a
 la valeur 4

4
, et ainsi de 

suite jusqu'à v
m
_

t
 et v

m
, qui prenne les valeurs h, et h

2
. De même, si 

Z arrivait en Κ par le chemin {— A) -+- CMK, c
(

, e
a
,..., v

m
 acquer-

raient respectivement les valeurs A
m

, 4,,..., 
ô/,.. 
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Ajoutons que les fonctions ν,, v
m

 seront développables en 

séries convergentes suivant les puissances entières de (z — a)'n, tant 
que le point Z restera dans l'intérieur d'un cercle décrit du point A 
comme centre avec la plus petite des distances AA', AA", etc., pour 
rayon, et que ces développements renfermeront la puissance négative 

Vt (z — a) (z — a'\ . . (z — a) {z — a'). . 

40. Nous n'avons parlé, dans tout ce qui précède, que des équations 
algébriques; mais les propositions que nous avons établies s'appliquent 
à l'équation transcendante 

/(«, z) = o, 

pourvu que le premier membre j {u, Z) et ses dérivées partielles des 
divers ordres, prises par rapport à M et à z, soient des fonctions con-
tinues de u et de ζ, et n'aient pour chaque système de valeurs de ces 
variables qu'une seule valeur finie et déterminée. En effet, M. Cauchy 
a établi {Nouveaux Exercices de Mathématiques, tome II, page 109 ; 

que les valeurs de M, tirées d'une telle équation, varient d'une ma-
nière continue lorsque z varie d'une manière continue. Or c'est là, 
avec les conditions qu'on vient d'énoncer, la seule chose que suppose 
notre théorie. 

41. On peut encore la généraliser en supposant, non plus 

z = x +JV1- 1 , 
mais 

z = <p(x.y) + Ψ(λ, j)V— I ; 

nous désignons ici par <p(x,y) et ψ(χ,_/) deux, fonctions continues 
qui n'ont pour chaque système de valeurs de χ et de y, ou, si l'on 
veut, pour chaque point du plan xy, qu'une valeur réelle finie et 
déterminée. Pour chaque point du plan, l'équation 

/(«,z)= ο 

fournira encore des valeurs de u généralement inégales, et l'on pourra 
se demander ce que devient chacune d'elles en variant d'une manière 
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continue, tandis que le point qui a pour coordonnées x et y passe 
d'une position initiale G à une autre position K. 

Dans ce but, on déterminera d'abord les points correspondants 
aux. valeurs de z qui font acquérir des racines infinies ou multiples à 
l'équation 

/(."> z) = °-

Si f+ g· y— 1 désigne une pareille valeur, les coordonnées des points 
correspondants seront fournies par le système des deux équations 

Ψ ix >!)=/> Ψ = g-

Si maintenant on suppose que le point [χ, y) aille de G en Κ par 
un chemin déterminé, la valeur que la fonction u acquiert au point Κ 
restera la même, lorsqu'on viendra à déformer le chemin parcouru, 
tant que ce chemin ne franchira aucun point pour lequel la fonction u 
devienne infinie ou égale à une autre racine de l'équation proposée. 
La démonstration est exactement la même que celle qui a été donnée 
plus haut pour le cas de ζ = x + γ y — 1. 

Ensuite, si en un point A un certain nombre des fonctions de z dé-
terminées par l'équation 

/(«, ζ) = ο 

deviennent égales entre elles, on prouvera encore, comme précédem-
ment, que ces fonctions se partagent en un certain nombre de sys-
tèmes circulaires, c'est-à-dire que les fonctions qui composent 1111 de 
ces systèmes étant disposées convenablement sur un cercle, chacune 
d'elles acquiert la valeur initiale de la suivante après une révolution du 
point (x,y) sur un contour infiniment petit tracé autour du point A. 

Les conséquences tirées ci-dessus de ces principes subsisteront donc 
dans l'hypothèse plus générale dont nous parlons. 

TROISIÈME PARTIE. 

42. Appliquons maintenant la théorie qui précède à la recherche 
des valeurs multiples des intégrales définies. Considérons l'équation 
algébrique 

/(«, z) = o, 
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dont le premier membre est une fonction entière quelconque de u et 
de z, et, comme au n° 5, appelons u, une fonction de ζ qui satisfasse 
à cette équation et se réduise à b

t
, lorsque le point Ζ, correspondant 

à ζ = χ + y γ' — ι, part de sa position initiale G. Comme l'a remarqué 

M. Cauchy, la notation J" u, dz n'offre un sens déterminé qu'autant 

qu'on donne, outre les limites c et k, le chemin CMK par lequel le 
point mobile Ζ est supposé aller de C en R. A la vérité, tant que le 
chemin CMK, en se déformant, ne franchit aucun des points A, A', 
A", etc., pour lesquels l'équation 

f{u, Z) = Ο 

a des racines égales ou infinies, l'intégrale J" », dz conserve la même 

valeur, n° ί»; mais s'il vient à franchir quelques-uns de ces points, 
l'intégrale pourra changer et acquérir un nombre limité ou illimité de 
valeurs différentes. 

Montrons d'abord comment, à l'aide des principes établis dans la 
première partie, on pourra calculer avec telle approximation qu'on 

voudr a la valeur de l'intégrale J" u, dz relative à un chemin donné 

CMK; nous supposons, bien entendu, que ce chemin ne passe par 
aucun des points A, A', A", etc., sans quoi l'intégrale pourrait être in-
déterminée. Répétons la construction expliquée an n° l(î et par laquelle 
la ligne CMK est partagée en un certain nombre de parties CMC, 
C'M'C", C"M"C", etc.,Jig. η : le long de la ligne CMC', on a, n° 15, 

U\ = -+- F, (b
t

, c).(z — c) -+- F
2
 (b,, c).(z — c)2 -

où le second membre est une série convergente; si donc on appelle V 

l'intégrale / u,dz prise le long du chemin CMC', V s'exprimera par 

une série convergente qu'on obtiendra en intégrant chaque terme de 
la précédente entre les limites ζ- = c, z = c' : on trouvera ainsi 

V = b, (c- c) + F, (b
t

, c) · + F 
a{b,, c) · ^ +.... 
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En appelant V', V", etc., les valeurs des intégrales J" u,dz. 

X C>" 

u,dz, etc., prises respectivement le long des chemins C'M'C". 

C"M"C", etc., on aura de même 

y = h\ (c" — c') + F, (Vt, c') ■+ F2 {b\, 6·') · + . . . , 

V" = b\ (c- - c") + F, {b\, c") · + f
2 [b\ , c") ■ + . . . , 

etc. 

Ces quantités V, V', V", etc., seront en nombre limité, et en les ajou-

tant, on aura la valeur demandée de l'intégrale I u,dz : on pourra 

souvent faciliter ce calcul en profitant de la faculté qu'on a de défor-
mer le chemin CMK , sans toutefois lui faire franchir aucun des points 
A, A', A", etc. 

La même méthode peut servir à calculer la valeur de l'intégrale 
Î/Z prise tout le long d'un contour élémentaire quelconque, du 

contour (+ A), par exemple, qui se compose de la ligne CD, Jig. a4, 
du contour infiniment petit DNPD et de la ligne DC. En effet, du 
centre A, avec un rayon moindre d'une quantité finie que la plus 
petite des distances AC, AA', AA", AA'", etc., décrivons une circonfé-
rence EQR qui coupe la ligne CD en E. Nous pourrons, sans changer 
l'intégrale, substituer au contour élémentaire ( + A) un autre contour 
formé de la ligne CE, de la circonférence EQRE et de la ligne EC. 
Comme ce dernier a tous ses points à des distances finies des points A, 
A', A", etc., rien n'empêchera de calculer la valeur de l'intégrale 

^ u, dz relative à ce contour par la méthode qui vient d'être exposée. 

45. Soient maintenant u
m
 les m fonctions de ζ déter-

minées par l'équation 
/(«, z) = o. 

Appelons A
(

, A_,, A',, A!_,, etc., les valeurs de l'intégrale Jdz prise 

tout le long de chacun des contours élémentaires (+ A), (— A), 
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(+A'), (— A'), etc.; appelons de même A
2

, A_
2

, A'
2

, A'_2, etc., les 

valeurs relatives à ces contours de l'intégrale fu
2
dz, et ainsi de 

suite, de sorte que généralement A^ désigne la valeur de l'intégrale 

fu
n

dz prise le long du contour élémentaire (± Α(ί)). Ces quantités, 

que nous nommerons intégrales élémentaires, et qu'on pourra cal 
culer comme il a été dit au numéro précédent, étant regardées comme 

connues, proposons-nous d'avoir l'expression de l'intégrale fu,dz 

prise à partir du point C le long d'une ligne fermée quelconque 
CLMC,/g. 4-

Soit, pour fixer les idées, 

(+ A)(- A')(+ A") (— A) 

la caractéristique de cette ligne : il suit du n° 10 que l'intégrale 

fa, dz restera la même, si au contour CLMC on substitue la série 

des contours élémentaires (+ A), (— A'), (+ A"), (— A). D'un autre 
côté, les fonctions u,, u2,...1

 u
m
 étant partagées relativement aux dif-

férents points A, A', A", etc., en systèmes circulaires, on saura quelle 
est la fonction dont u, acquiert la valeur initiale après une révolution 
de Ζ sur le contour (+ A); supposons que ce soit u

3
 : on saura de 

même qu'après une révolution de Ζ sur (— A'), «
8
 acquiert la valeur 

initiale de u
h

, par exemple : enfin, admettons que u,, acquière la va-
leur initiale de u2 après une révolution de Ζ sur (+ A"). Cela posé, la 
partie relative au contour (+ A) de l'intégrale demandée sera A, ; la 
partie relative au contour (— A') sera A'_

3
, et les parties relatives aux 

contours (+ A") et (— A) seront respectivement A'^ et A_
2

. L'intégrale 

f u, dz prise le long de la ligne fermée CLMC sera donc 

A, -1- A_
3
 + A

4
 H- A_

2
. 

En général, on voit que la valeur de cette intégrale, prise le long d'un 
contour fermé passant par le point C, s'exprimera toujours par la 
somme d'un certain nombre des intégrales élémentaires A,, A_,, 
A,,. ·., A

2
, etc. 
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44. Cette première question résolue, cherchons à présent les va-

leurs de l'intégrale j* n, dz pour les divers chemins par lesquels on 

peut aller de G en K. Soit CMKj/ig. 17, un premier chemin tracé à 
volonté entre ces deux points : appelons e,, e

2
,..., v

m
 les valeurs des 

u{dz, I I umdz prises le long de cette 

ligne, et proposons-nous de trouver la valeur de l'intégrale J" u, dz 

relativement à un autre chemin quelconque CER. 
Soit, pour fixer les idées, 

(+ A) (- A') (+ A") (- A) + CM Κ 

la caractéristique de ce chemin : conservons les hypothèses du nu-
méro précédent, et supposons de plus qu'après une révolution de Ζ 
sur (—A), u

2
 acquière, par exemple, la valeur initiale de u

s
. On 

pourra, n° 9, substituer à la ligne CLK la série des chemins repré-
sentés par les différents termes de la caractéristique: alors 011 trouvera 
immédiatement pour l'intégrale demandée l'expression 

A, -+- A_3 -t- A4 -+- A—2 -Η 'V 

On voit par là que les valeurs autres que v, de l'intégrale J u, dz 

s'obtiendront en ajoutant à l'une des quantités v,, ev
m
 une ou 

plusieurs des intégrales élémentaires A, , A_,, A',,,.., A2, etc., la même 
intégrale élémentaire pouvant être répétée plusieurs fois dans cette 
somme. Observons toutefois qu'on n'aurait pas, en général, une va-

leur de l'intégrale J* «, dz en ajoutant à une des quantités υ,, ν 

v
m
 les produits d'un certain nombre des quantités A,, A_,, Aj,..., 

A
2
, etc., par des nombres entiers pris au hasard. 

4f». Les intégrales élémentaires A,, A_
t

, etc., jouissent de quelques 
propriétés qu'il est bon de remarquer. Soit Uj la fonction dont u, 
acquiert la valeur initiale après une révolution de Ζ sur Je contour 
élémentaire (+ A); réciproquement, Uj acquerra la valeur initiale de 
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Ui après une révolution de Ζ sur le contour (— A). Les intégrales dé-
signées par Aj et A_y

 ont donc leurs éléments deux à deux égaux et 
de signes contraires, et, par conséquent, on a 

A-y — A j ; 

ainsi chacune des intégrales A_,, A_
a
,..., A_,„, relatives au contour 

(— A), est égale et de signe contraire à quelqu'une des intégrales A,, 
A

a
,..., A

m
, relatives au contour (+ A), et vice versa. 

46. Supposons en particulier que la fonction «,· reprenne sa valeur 
initiale après une révolution de Ζ sur le contour (+ A); il en sera de 
même sur le contour (— A), et l'équation précédente deviendra 

A_f = — A,·. 

Dans ce cas, il suit du n° 11 que la quantité A, est indépendante de 
la position initiale C du point mobile Z, c'est-à-dire qu'elle reste la 
même si l'on déplace le point C, et qu'en même temps le contour élé-
mentaire (A) se déforme sans franchir aucun des points A, A', A", etc. 
On peut donc regarder A, comme la valeur de l'intégrale fu^dz prise 
le long d'un contour infiniment petit tracé autour du point A, par ou 
l'on voit que si la fonction H,· conserve une valeur finie au point A, 
l'intégrale A,· se réduit à zéro. 

En effet, prenons pour le contour infiniment petit dont il vient 
d'être question, une circonférence décrite du point A comme centre 
avec le rayon très-petit ρ. Pour un point de cette circonférence, on 
aura 

ζ = a -t- pe , 

τ désignant un angle réel ; d'où 

dz — \'—ipe'^ ' dx, 
et, par suite, 

A ; = y — 1 Ρ Ι uie d τ. 

Mais Ui conservant une valeur finie pour de très-petites valeurs de ρ , 

Ui e dx : l'expression de Ai 
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se réduit donc à zéro en même temps que p; et comme l'intégrale A, 
est indépendante de p, on en conclut 

A,· = o. 

47. Il y a un cas remarquable dans lequel on peut trouver entre les 
intégrales élémentaires des relations dont nous tirerons parti dans la 
suite. C'est celui où, après une révolution de Ζ sur un contour Δ pas-
sant par le point C et renfermant tous les points A, A', A", etc., dans 
son intérieur, quelques-unes des fonctions u, , m

2
, .., u

m
 reprennent 

leurs valeurs initiales. 
Soit ui une des fonctions qui remplissent cette condition : la carac-

téristique t Δ) du contour Δ parcouru dans le sens direct se composera 
des termes (+ A), (+ A'), (+ A"), etc., rangés dans un certain ordre, 
chacun de ces termes s'y trouvant une fois et pas davantage. Il est 
permis de supposer les points A, A', A", etc., nommés dans un ordre 
tel, qu'on ait précisément 

(Δ) = (+ A)(+ A')( + A")...; 

admettons ensuite qu'après que Ζ a parcouru les lignes fermés qui 
ont pour caractéristiques (-1- A), (+A), (+A'), (+A), (+ A'), 
(+A"), etc., la fonction ut ait acquis respectivement les valeurs 
initiales de ur, M;„, etc. La valeur de l'intégrale prise le 
long du contour Δ , sera 

A
(
 —ι— A

(
., —t— A

(
.,, -I- Af„, -t- .... 

De l'origine Ο des coordonnées, décrivons maintenant une circon-
férence Θ, dont le rayon R soit plus grand que la plus grande des 
distances OA, OA', OA", etc. Il est clair qu'on peut déformer le con-
tour Δ de manière à le faire coïncider avec cette circonférence sans lui 
faire franchir aucun des points A, A', A", etc. La valeur de l'intégrale 
f uidz, prise le long de la circonférence Θ, est donc encore égale à la 
somme 

A - -f- A
;

, -f- A·,. H- A-f -\-.... 

Alais nous pouvons en trouver une autre expression : en effet, po-
55.. 
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sons ζ = ρ, z' désignant nne nouvelle variable, et concevons un 

point mobile Ζ' dont les coordonnées, rapportées à deux nouveaux 
axes O'a/, O'/, soient la partie réelle et le coefficient de \J — ι dans z'. 
Les fonctions de z désignées par u

(
, u

2
,..., u

m
, deviendront alors des 

fonctions de z', qui satisferont à l'équation algébrique 

/ («,p) =o; 

et comme au delà de ia circonférence Θ il n'y a pas, à une distance 
finie de l'origine O, de position du point Z pour laquelle l'équation 

/(«, z) = ο 

ait des racines égales on infinies, de même en dedans du cercle Θ', 

dont le centre estO' et dont le rayon est il n'y aura pas de position 

du point Z' autre que l'origine O', pour laquelle l'équation 

/(«,-) = « 
ait des racines égales ou infinies. D'ailleurs la fonction u,· reprend, par 
hypothèse, sa valeur initiale après une révolution de Z sur la circon-
férence Θ; par conséquent, elle reprendra aussi sa valeur initiale après 
une révolution de Z'sur la circonférence Θ'. Le système circulaire dont 
ut

 fait partie relativement au point O', ne se compose donc que du seul 
ternie u(, et:, par suite, dans l'intérieur du cercle Θ', cette fonction est 
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières et croissantes de z', cette série pouvant commencer par un 
nombre limité de puissances négatives, n° 58. On aura donc, pour un 

module de z' égal ou inférieur à 

Ul —- y~i & ' ^ β ι Ζ1 -f- .,. ~{- -j- /■ zr -y- [J<i Z'2 —f-... , 

/désignant un nombre entier et positif, et a,·, j3κ,, λ,·, p.,·, etc., des 
coefficients indépendants de z' : on en conclut que, pour un module 
de z égal ou supérieur à R , on a 

ιΐ;=ζ a.zf + jSjZ-rit +...+
 κ

.+ λΧ -f. — + 
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Si maintenant on veut avoir l'intégrale j*ιιμίζ prise le long du 
cercle Θ, il suffit de faire 

ζ — R ' y 
d'où 

dz = y — χ Re* ^ 1 dz, 
et, par consequent, 

j a
;
 R/~1 Ι e'J · 1 ' v' ' dr 

| + β( It/ j eJ~ ν'- ' r/τ -ι ... ! 
/ — V— ι \ °2:r _ 25C l = 2 πλ(· ν — ι · 

I -f- κ,-R j e~ V—1 ί/τ -|- λ,· I t/τ [ 

I + £ / ,'/τ +... 

Nous avons donc l'équation 

A ι A;, —H A ^ a -(— A
(
.-h-.. — *2 7Γ X

f
· y — ι, 

où λ, désigne le coefficient de -- dans le développement de M, suivant 

les puissances descendantes de z, et nous aurons une équation sem-
blable pour chaque fonction u

t
 qui reprend sa valeur initiale après 

une révolution de Ζ sur le contour fermé Δ qui renferme dans son 
intérieur tous les points A, A', A", etc. 

18. Nous avons dit plus haut, ηυ 44, qu'on n'aurait pas, en gé-

néral, une valeur de J" u
{
dz en ajoutant à une des quantités r,, 

v
m
 des multiples entiers pris au hasard des intégrales élémen-

taires. Mais il existe certains groupes de ces intégrales qui jouissent 
d'une propriété remarquable : c'est que la somme des intégrales élé-
mentaires composant un de ces groupes, somme qui est indépendante 
dec, peut être ajoutée ou retranchée autant de fois qu'on voudra à 

une valeur de l'intégrale J w
(
 dz. sans qu'on cesse d'avoir une valeur 

de la même intégrale. 
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Γ * En effet, soit w la valeur de / ut dz prise le long du chemin 

(T)H-CMK, en désignant par (F) la caractéristique d'un contour 
fermé passant par le point C. Séparons d'une manière quelconque les 
termes de (F) en deux groupes (Γ') et (Γ") [l'un de ces groupes pou-
vant être (G)], de sorte que la caractéristique (F) -+- CMK puisse se 
mettre sous la forme (Γ') (Γ") -+- CMK.. Soit maintenant u

n
 la fonction 

dont u
{
 acquiert la valeur initiale après une révolution du point Ζ sur 

le contour fermé (Γ'); on pourra tracer de plusieurs manières un 
contour fermé passant par le point C tel, qu'après une révolution 
de Ζ sur ce contour, la fonction u

n
 reprenne sa valeur initiale. Appe-

lons (Φ) et (— Φ) les caractéristiques d'un pareil contour, selon qu'il 
est supposé parcouru dans un sens ou dans le sens contraire. Soit, de 

plus, ρ la valeur de l'intégrale j*u
n
dz prise le long du contour (Φ); 

cette quantité ρ pourra s'exprimer, n° 45, par la somme d'un cer-
tain nombre d'intégrales élémentaires, et il suit du n° 12 qu'elle est 
indépendante de la position du point C. 

Cela posé, il est clair que l'intégrale J u,dz prise le long des 

chemins 
(F'j (Φ) (Γ") + CMK, 
(Γ') (Φ)(Φ)(Γ") -+- CMK, 
(Γ')(Φ) (Φ) (Φ) (Γ") + CMK, etc., 

(Γ')(-Φ)(Γ") + CMK, 
(Γ')(—Φ) (— Φ)(Γ") -+- CMK, etc., 

aura respectivement pour valeurs 

ρ -t- cv, ι p-hw, 3p + u>, etc., 
— p + w, -ap-i-tv, etc. 

On voit donc que si à la valeur w de ̂  u
K
 dz on ajoute un multiple 

entier quelconque de p, on aura encore une valeur de la même inté-
grale : nous dirons pour cette raison que ρ est une période de l'inté-
grale jf u, dz. 
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Voici maintenant quelques-unes des questions qui se présentent : 
i°. Trouver toutes les périodes distinctes qui appartiennent à une 

valeur deJ M, dz : nous entendons que des périodes sont distinctes, 

quand aucune ne peut s'obtenir en ajoutant des multiples entiers des 
autres; ainsi 1 ρ ne sera pas une période distincte de p, ni ρ -+- q une 
période distincte de ρ et de q. 

20. Reconnaître si chaque période ρ appartient à toutes les valeurs 

de l'intégale I u, dz ou seulement à une partie d'entre elles. 

3°. Déterminer les valeurs de J u
{
 dz qui restent distinctes lors-

qu'on fait abstraction des multiples entiers des périodes. 
La solution de ces questions dans plusieurs cas étendus fait l'objet 

de la suite de ce Mémoire. 

49. Le cas le plus simple est celui où la fonction u est rationnelle; 
alors l'équation 

/(«, Z) == Ο 

est du premier degré, et, par conséquent, ne peut avoir de racines 
égales; mais la valeur de u peut devenir infinie pour un certain nombre 
de valeurs de z. Soient a, a', a", etc., ces valeurs, et A, A', A", etc., 
les points correspondants; il sera toujours possible de mettre u sous la 
forme 

2 — a (2 — α)2 (2 — α)3 " (ζ — a)m 

+
 Ε' , Ε— , 

, Ε" Ε", Έ!',η,·-ι , . 

Ε, Ε,, Ε
2
,..., Ε'

0
 Ε'

2
, etc., désignant des constantes, et ©(z) une fonc-

tion entière de z. 
Les intégrales élémentaires relatives aux contours (-t- A), (—A), 

(+ A'), (— A'), (+ A"), (— A"), etc., seront ici indépendantes de la 
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position du point G, et auront respectivement pour valeurs 

+ 2?iEy'—i, —anEy'—i, + ^JtE' y'—i, 

— 2πΕ'\/'—i, +2ffE"y/— ι, — a π E" y'—ι 

Si donc on appelle e la valeur de l'intégrale I udz relative à un 

chemin déterminé CMK, toutes les valeurs de cette intégrale seront 
données par la formule 

ο-h 2 π y — ι (nE + «'E' + n"E"+...), 

η, η!, η", etc., désignant des nombres entiers quelconques positifs, 
négatifs ou nuls. 

Les périodes asEy- i, anE'y- ι , anE'y - i, etc., seront 
généralement distinctes et en même nombre que les valeurs de ζ qui 
rendent la fonction u infinie; mais il n'en serait plus de même si un 
ou plusieurs des nombres Ε, Ε', E", etc., pouvaient s'obtenir en ajou-
tant des multiples entiers des autres. D'ailleurs les valeurs de l'inté-

grale / u, dz seront toujours en nombre infini, à moins que les 

nombres Ε, Ε', E", etc., ne soient tous nuls, auquel cas l'intégrale 
n'aurait que la valeur v. 

Ce qu'on vient de dire de la fonction rationnelle u s'appliquerait 
également à toute fonction transcendante susceptible d'être mise sous 
la forme 

Ε Ε, Em.., E' EL, , . 

σ(ζ) désignant une fonction qui n'a qu'une seule valeur et qui reste 
finie et continue pour toute valeur finie de z. Les constantes Ε, E', etc., 
sont ce que M. Cauchy appelle les résidus de la fonction u relatifs aux 
valeurs a, a', etc., de z, et les périodes qu'on trouve dans ce cas pour 

l'intégrale f u, dz sont bien celles qui ont été indiquées par cet 

illustre géomètre. ( Comptes rendus de Γ Académie des Sciences, 
année 1846.) 
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ns en particulier les périodes de l'intégrale I / f—H-

quantités Ε, E', etc., sont ici au nombre de deux et ont pour valeurs 

+ V — 1 et — v — ι , d'où résultent, pour l'intégrale, les deux pé-
riodes -t- π et — π; comme elles sont égales et de signes contraires, 
ces deux périodes se réduisent à une seule + π. On sait, en effet, que 

——- sont les différents arcs qui ont k 

pour tangente, et que ces arcs sont tous compris dans la formule 
e -I- nn, ν désignant l'un d'entre eux. 

50. Lorsque l'équation 
/ (« , 2) = Ο 

est du second degré en «, les deux valeurs de u peuvent être mises 
sous la forme 

Q S V U 

P, Q, R, S, T, U désignant des polynômes entiers. Supposons, ce qui 
est permis, que T et U n'aient pas de facteurs multiples, que R soit 
premier avec S et U, que T le soit aussi, et, enfin, que P et Q soient 
premiers entre eux ; les valeurs de ζ qui annuleront un des polynômes 
Q, R, S, T, U, seront celles qui feront acquérir à l'équation 

/(«, z) = O 

des racines égales ou infinies. 
Appelons A, A', A", etc., les points correspondants aux valeurs de ; 

qui annulent T ou U, et A, A', A", etc., les points correspondants 
aux valeurs de ζ qui annulent un des polynômes Q, R, S, sans an-
nuler T ni U. Désignons par (dt A (dz A'), etc., les contours élémen-
taires qui renferment les points A , A', etc., et par (dz A), (zt.A'), etc., 
ceux qui renferment les points A, A', etc. Enfin, nommons A

±1
, A

±2
, 

A4,, A'
±0

, etc., les intégrales élémentaires relatives aux contours (dz A), 
; dz A'), etc., et A^,, Α±

2
, A'^, A'

±i
, etc., les intégrales élémentaires 

relatives aux contours (dz A) (dz A'), etc. 
On voit sans peine que, relativement à chacun des points A, A', 

Tjrnc XV. — NOVEMBRE I85O. 
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A", etc., les deux fonctions M, et u
2
 forment un système circulaire ; 

si donc A(l> désigne un quelconque de ces points, on aura, n° 45, 

*L' = -(O•2 ’ACO— 2 

Mais si l'on appelle A(t) un des points A, A', A'", etc., comme, 
après une révolution de Ζ sur un contour infiniment petit tracé autour 
de A(i), chacune des fonctions u,, u

2
 reprend sa propre valeur initiale, 

on aura, n° 46, 

= A[H=-A^. 

En regardant ces intégrales élémentaires comme connues, ainsi que 

u{ dz, J u2dz prises le long d'un 

chemin déterminé CMR, nous saurons trouver la valeur de l'intégrale 

J u, dz prise le long d'un autre chemin quelconque CLR, dont la 

caractéristique sera donnée. Proposons-nous maintenant de former des 

expressions générales qui comprennent les valeurs de I u, dz rela-

tives à tous les chemins CLR par lesquels on peut aller de C en R. 
Appelons (Λ) la caractéristique du chemin CLR; soit [rfc A{1)] un 

terme de cette caractéristique et η le nombre des termes qui le pré-
cèdent. Lorsque le point Ζ aura parcouru les contours élémentaires 
représentés par les η premiers termes de (A), la fonction u, aura repris 
sa valeur initiale, ou bien aura acquis la valeur initiale de u

2
. Dans le 

premier cas, la portion de l'intégrale J tq dz, qui est prise le long 

du contour élémentaire [:t A<1>], sera A^'
t
 ; dans le second cas, cette 

portion sera AKV
2

. D'ailleurs la fonction u, reprendra, après que Ζ 
aura parcouru ce contour élémentaire, la valeur qu'elle avait 
après les η premiers. On peut donc supprimer, dans la caractéristique 
(A), tous les termes de la forme [zt A(l)], et se borner à calculer la 

valeur de J" u, dz pour le chemin représenté par la caractéristique 

ainsi simplifiée, pourvu qu'on ajoute à cette valeur une quantité de la 
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ίο π ne 
F = /, A, + /', A\ -H l\ A'\ + ... 

+ L, A ( -t- Z_j A
 (

 + Z_
(
 A+... 

■+■ l
2
 A.

2
 ·+- 1

2
 ^

 s
 Z_

2
 A_

2 4- C2 ̂ 4-... ; 

/,, ZI,,..., Z
2

, Z'
2

, etc., désignant des nombres entiers 
positifs, nuls, et même, si l'on veut, négatifs, puisqu'on a 

/(0 ,/(0 j{ ') /(') Ji'i — /'') 

11 est clair d'ailleurs qu'en disposant convenablement du chemin ULK, 
on fera acquérir à ces nombres telles valeurs entières qu'on voudra; 
i! suffira, pour cela, d'introduire dans la caractéristique (A) des termes 
de la forme [±L Alt)\ 

Cette caractéristique étant débarrassée des termes delà forme \±Α· ' i, 
n'en contiendra plus que de la forme [±: A!"], outre le dernier qui est 

, C.MK. Soit 

A') = [± A(e)| [rh A:'C] [± A-][± A;A)] ... | ±. A"'1] + CM Κ 

la caractéristique ainsi modifiée : à mesure que Ζ achèvera de décrire 
chacun des contours élémentaires qui la composent, il arrivera alter-
nativement ou que la fonction u, acquerra la valeur initiale de u.

2
, on 

quelle reprendra sa propre valeur initiale. Si donc le nombre des 
contours élémentaires qui entrent dans (A') est pair, la valeur de 

I if, dz, prise le long du chemin (A'), sera 

Y, = A^'j -t- 4- A;?,' ■+- A^'
s
 4-... 4- A^ -t- e,, 

et si le nombre dont on vient de parler est impair, la valeur de l'inté-
grale sera 

\
 2

 — A 4- A4
2 4" + A-h g 4- . ■. -1- A v, "4 v2 ■ 

Appelons R, B
;
, B

v
, B

w
, etc., tous les résultats qu'on obtient en ajou-

tant une des quantités A
±2

, Al
2

, A'l
2

, etc., à l'une des quantités A
±(

, 
A'

±1
, Al,, etc.; chacune des expressions V

H
, V

2
 sera, sauf son der-

nier ou ses deux derniers termes, la somme d'un certain nombre des 
56.. 
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quantités B, B

;

, B
w

, B
w

, etc., la même pouvant être répétée plusieurs 
lois. Ainsi on aura 

Y, = m Β 4- m
i
 B

f
 4- m

u
 B

(J
 4-... 4- p

4
, 

Y
2
= mB -t- w,B

(
-t- m

ff
B

ff
 + ...+ A^j 4- o

2
, 

m,in
r
, m

u
, etc., désignant des nombres entiers quelconques, lesquels 

peuvent être positifs, nuls, ou même négatifs, puisque les quantités B, 
B,, B

(/
 sont deux à deux égales et de signes contraires. Observons 

qu'on a 
A, 4- A—2 — ο, 

et, par conséquent, 

ALÎ — A±) 4- A—2 —f— A,, 

où la somme A^| 4- A..
2
 est une des quantités B, B

f
, B

;/
, etc. : l'inté-

grale désignée par Y
2
 peut donc aussi se mettre sous la forme 

V
a
 = m B 4- m

t
 B, -t- B

(/
 4-... 4- A

( 4- e
2

. 

Pour avoir maintenant la valeur de J* u
t
 dz relativement à un 

chemin quelconque CLK, il suffira d'ajouter la quantité F à l'une des 
quantités V,, V

2
. Il en résulte que toutes les valeurs de l'intégrale 

définie J u
t
dz sont comprises dans les deux formules 

Ο 4- e(
, Ο 4- A, 4-

où l'on a fait, pour abréger, 

(τ — A 
{

~h l
 ί
 A\ l\ -di "F ■ · · + l—t A_

{
 -t- l_j A'_

i
 + l'_

t
 A. 

4- li A ^ 4- 12 A 2 4-... 4- l—2 A—2 4- ^—2 A ^ 4—.. · 

4- mB 4- m,B, 4- '"„B
;/
 4-..., 

les lettres /,, l\ ...., /1,,..., h,····, L·^,.·., m,m,m
n

 etc , dési-
gnant, comme on l'a déjà dit, des nombres entiers positifs, nuls ou 
négatifs et absolument quelconques. En d'autres termes, toutes les 

valeurs de l'intégrale J u, dz peuvent s'obtenir en ajoutant aux deux 
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valeurs e, et A, + v
2
 des multiples entiers quelconques des quantités 

A
t

, A— ι, A— j, A ,>■■■ 
A 2î A 2 5 A_2y"i 
B, B,, B

;/
, etc. 

(les quantités sont donc autant de périodes de l'intégrale^* u,dz, 

et toute autre période de la même intégrale est nécessairement com-
posée de celles-là; mais elles ne sont pas tontes distinctes, et. en 
ayant égard aux équations établies ci-dessus, f 

A\- -A; . Α^\=-Αψ, Λ. ·-- — Aj , A^ = - A'·/- . 

on reconnaîtra sans peine qu'elles peuvent être réduites aux suivantes : 

A ι, A, , ̂ , A 2, A 2, A,..., 
A, -4- A2, A, + A2, A, + A.,, A, + A 
■A-2 + AJ, A.

2
-t-A(, Aj-f-Aj,..., 

+ A2, A.
(
+A

2
, A

4
+A

2
,..., 

A2 + A4, A2-t- A,,..., 
a';+A;, A'h-A2>..., 
A 2 -f- A j,..., 

etc. 

(les dernières périodes seront distinctes en général; mais, dans des 
cas particuliers, elles pourront se réduire à un nombre beaucoup 
moindre. 

Il suit de la remarque faite au n° 46, qu'une période telle que ./, 
ou A2

 est indépendante des limites c et k et peut être regardée 

comme la valeur de l'intégrale j*u, dz ou Ju
2
 dz prise tout le long 

d'un contour fermé infiniment petit qui renferme le point A. Une pé-

riode telle que A,-t-A
2
 exprime la valeur de l'intégrale j*(u,-+ u

3
't dz 

prise tout le long du contour élémentaire (-i-A); mais, comme la 
fonction «, -+- w

2
 reprend sa valeur initiale après une révolution de Ζ 

sur ce contour, l'intégrale dont il s'agit est indépendante de la position 
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du point G, n° 11, et peut être considérée comme prise tout le long 
d'un contour infiniment petit qui entoure le point A. Enfin , une pé-

riode telle que A, -+- A'
2
 est égale à la valeur de l'intégrale JM, dz 

prise le long du contour fermé qui a pour caractéristique (+Α) (+A'); 
comme après une révolution de Ζ sur ce contour la fonction u{ re-
prend sa valeur initiale, l'intégrale ou, ce qui est la même chose, la 
période A, -t-A'

2
 sera indépendante de la position du point G et pourra 

être considérée comme prise tout le long d'un contour fermé assujetti 
seulement à renfermer les points A et A', avec cette condition toutefois 
qu'il puisse se réduire au contour (+A)(+A') sans franchir aucun 
des points A, A', A", etc., A, A\ A'\ etc. On voit donc que toutes les 
périodes dont le tableau a été donné ci-dessus seront bien indépen-

dantes des limites c et k de l'intégrale J «, dz. 

Nous venons de dire que la période Λ, + A
2
 était égale à la valeur 

de l'intégrale Ju
{
 dz prise le long d'un contour fermé qui entoure les 

deux points A et A'. Soit ADHD' A', fig. a5, une ligne tracée entre ces 
points et avec laquelle le contour dont il s'agit puisse se confondre 
sensiblement sans franchir aucun des points A, A', A", etc., de sorte 
que ce contour puisse être regardé comme formé de la ligrse DHD', 
du contour fermé infiniment petit D'E'F'D', de la ligne D'HD, et enfin 
du contour infiniment petit DEFD. On voit aisément qu'il y a un cas 

fort étendu où les portions de l'intégrale J*M, dz relatives aux con-

tours infiniment petits DEFD, D'E'F'D' tendent vers zéro, à mesure 
que les dimensions de ces contours diminuent elles-mêmes jusqu'à 
zéro; ce cas est celui où la limite du produit (z — a) u

t
, pour ζ — a, 

et la limite du produit (ζ — a')u
t
, pour z — sont nulles l'une et 

l'autre. En effet, pour des valeurs très-petites du module de ζ — a, la 
fonction u< est développable suivant les puissances entières négatives 

I 

et positives de [ζ — a)2 : si donc le produit (ζ — a) u, se réduit à zéro 
pour ζ = a, le développement de u

t doit être de la forme 

_i -L Ë 
«, — A(z—a) 1 + Β + C(z — à)"1 + D(z — a) -t- E(z — a)2 4-.... 
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Mais il est permis de prendre pour le contour DEFD une circonfé-
rence décrite du point A comme centre avec un rayon très-petit ρ et 
de faire sur cette circonférence 

ζ = a + pezSl— 
d'où 

dz — y— r pe~ V—1 (It : 

il s'ensuit que la partie de l'intégrale J'u, dz relative au contour DEFI) 

est égale à 

ίΑ,·χ e >V dz-h Bp J eW-'r/-] 

Û ni* Ϊ1νC7 , ( 
-I- Cp* J e2 dτ +... 1 

— l\ ^A ρ ^ -f-

et l'on voit qu'elle s'annule en même temps que ρ, comme nous 
l'avions annoncé. On prouvera de même que la portion d'intégrale 
relative au contour D'E'F'D' se réduit à zéro en même temps que les 
dimensions de ce contour. Ainsi, dans le cas qui nous occupe, la 
période A, + A'j est la limite de la somme des portions d'intégrale re-
latives aux deux chemins DHD' et D'HD, quand les points I) et D' 
tendent respectivement vers A et A' : mais lorsque le point Z, après 
avoir parcouru le chemin DHD', revient suivre le chemin D'HD, en 
faisant le tour du point A', la fonction u. ne reprend pas les valeurs 
par lesquelles elle était passée d'abord, mais acquiert les valeurs 
qu'aurait eues dans un ordre inverse la fonction u

2
, en partant du 

point D. La somme des portions d'intégrale relatives aux chemins 

DHD' et D'HD est donc la même chose que l'intégrale J"(u, — u.,)dz 

prise le long de la ligne DHD', et en passant à la limite, on en 
conclut que la période A, -+- A'

2
 est égale à la valeur de l'intégrale 

J'(u, — u
2
)dz prise le long de la ligne AHA'. 
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Ajoutons que, dans le cas que nous venons de considérer, Ja 
somme A, -4- A

2
 se réduit à zéro; car elle exprime la valeur de l'in-

tégrale j"(«, + u
2
)dz, prise le long du contour DEFD; or on a, en 

prenant pour ce contour la circonférence du rayon ρ, 

u, -l- u
2
 = 9. Β -+- a D (z — a) -h 2 F (ζ — a)2 + ..., 

et, par conséquent, 

[ Bf A i 

(u, + «
2

) dz — a \j— i| + Dp - j* e ^ 'dx j = o. 

(+F,'jf%^rfT-K..) 

On voit, de Ja même manière, que la somme Α'( A'2 est aussi nulle; 
ainsi les périodes A, + Aa, A'j-b A'

2
, disparaissent, tandis que les pé-

riodes A, + A'
2

, A2 + A'j , étant égales et de signes contraires, n'en 
font plus qu'une seule distincte. 

Lorsque le nombre des points A, A', A", etc., sera un nombre 
pair 2Ti, on pourra appliquer la remarque du n° 47. Dans ce cas, 
en effet, chacune des fonctions u,, u2

 reprendra sa valeur initiale 
après une révolution du point Ζ sur le contour Δ qui, passant par le 
point C, enveloppe tous les points A, A', A", etc., A, A', A'", etc. La 
caractéristique (Δ) de ce contour contiendra deux sortes de termes 
qui pourront s'y trouver entremêlés, les uns de la forme [+ A(1)], les 
autres de la forme [+ A{1)\. Supposons, ce qui est permis, que les 
contours élémentaires (+ A), (+ A'), (H-A")...., [+A(,B_2)], [+ A'2"- 0], 
s'y trouvent dans l'ordre où nous venons de les écrire, sauf les termes 
de la forme [H- A'l)~\ qui peuvent se trouver entre eux. Appelons 
[-t- Α'-μ)J , [+ Α{"μ>J , [-4- A^' ■*], etc., ceux de ces derniers qui, dans 
la caractéristique (Δ), ont avant eux un nombre pair de termes de la 
forme [■+· Α(ί)], et [+ A^\ , [+ a'^] , [-Ρ- A{'J"}] , etc., ceux qui ont 
avant eux un nombre impair de termes de la forme [-+- Af!)]. L'équation 
du n° 47, appliquée successivement aux deux fonctions u, et u

2
, nous 
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donnera 

A^ + + Af]
 4- ... + A{p + J{p + A^ + ... 

-I- A, 4- A'., + A" 4- A4- ... 4- A^"~J^ + = an)., y — ι ? 

A{f + A[p + A[f] -H... -+- ̂ 4- ^-i- ^\a"J + ... 

4- A
2
 4- A'

(
 4- a; 4- A" 4- ... 4-A^"—a) 4- A\in~1; = 27rX

2
y'' — · » 

λ, et λ
2
 désignant les coefficients de 4 dans les développements de u, 

et de u2, suivant les puissances décroissantes de z. 
Le premier membre de chacune de ces équations est la somme d'une 

partie des périodes contenues dans le tableau ci-dessus : lorsque λ, el 
).

2
 seront nuls, on tirera de là les valeurs de deux de ces périodes ex-

primées chacune par la somme prise en signe contraire de plusieurs 
autres, ce qui permettra de réduire de deux unités le nombre des pé-
riodes distinctes. 

ot, Faisons maintenant quelques applications de ce qui vient d'être 
dit dans le numéro précédent, et, d'abord, supposons que l'équation 
entre u et ζ soit 

(s — a) u2 = h2, 

h désignant une constante. Appelons A le point qui répond à Ï = a, 
et autour duquel les fonctions u

2
 forment un système circulaire : 

l'intégrale f u,dz n'aura qu'une seule période A, 4- A
2

, qui exprime 
*S C 

l'intégrale J(u, -hu
2
)dz, prise sur le contour élémentaire (4- A). 

Mais, dans l'exemple dont il s'agit, on a 

m, 4- «2 = ο ; 

il en résulte 
A, 4- A

2
 — o. 

La période est donc nulle, et l'intégrale 1 «, dz n'a que les dei 

valeurs v, et A, 4- e2. 

Tome XV. — DECEMBBE I85O. 0
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On arriverait à la même conclusion en considérant l'équation 

u2 ~ h2 (z — a). 

32. Prenons ensuite l'équation 

(ζ — a) (z — a') u2 = h2 : 

appelons A et A' les points correspondants & z — a et à z — a' ; rela-
tivement à chacun d'eux, les fonctions et u

2
 forment un système 

circulaire. Les expressions générales des périodes données au n° 30 
se réduisent ici aux quatre quantités 

A, -4- A
2

, A| + À
3

, A
2
 + A j, A, 4- A„ j 

u>.ais, de la relation M, -+- u
2
 = ο, on conclut 

A, -+- A
2
 = ο, A', -h A'

a
 = ο, 

et, par suite, 
A

2
 -+- A, — — (A, + A

s
). 

Ainsi les quatre périodes se ramènent à une seule distincte A, A'
2

 ; 
comme le produit (z — a)u, se réduit à zéro pour z= a, et qu'il 
en est de même du produit (z — a!) u

{
 pour z = a', il suif d'une re-

marque faite au n° 50, qu'on peut regarder la période A, A',, 
comme exprimant la valeur de l'intégrale 

J(* C a' Ca' dz 

prise le long de la droite AA'. Pour en trouver la valeur, posons 

a -4-a' a — «' , 

z' étant une nouvelle variable à laquelle on peut faire correspondre 
un point mobile Z'. Les limites de z étant a et ci', celles de z' seront 
— ι et -4- ι , et lorsque le point Z décrira la droite AA', le point Z' 
décrira la portion de l'axe des χ comprise entre les deux points qui 
l'épondent à z' = — r, z' = 4- ι. On aura donc 

A h f _-· 'Ί . .. -A h f ' ' ...... 
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en supposant que z' passe de la valeur — ι a la valeur -l- ι par une 
suite de valeurs rëelles et croissantes; mais, sous cette condition, on a 

r^1 dz' 

par conséquent la période unique de l'intégrale I «, dz est ' 

ou, si l'on veut, — -^Àr = a π h y — i, car il importe peu qu'on 

change le signe d'une période. 
On peut l'obtenir autrement en observant que les points A, A' sont 

ici en nombre pair, et qu'ainsi ou peut appliquer la remarque qui 

termine le n° 30. Les coefficients de-, dans les développements de u, 

et de «
2

, suivant les puissances décroissantes de s, sont zt h et :x h: 
les deux équations établies à l'endroit qu'on vient de citer deviennent 
donc 

A, + A'„ — ± ι nh y— ι , A
2
 + A', — ζχ ι π h y1 — ι ; 

on retrouve bien, pour la période A, + A, , la même valent 

± a π h y — τ. 
Faisons, en particulier, 

ci -— H— ι 9
 ci — — ι , h — —y — ι , 

de sorte qu'on ait 

u'1 — —-—, 

et posons 

f u
K
dz = e, 

u
K
 désignant celle des valeurs de u dont la valeur initiale est + ι pour 

z—o. Les diverses valeurs de ν sont les arcs en nombre infini qui 
ont ζ pour sinus; en d'autres termes, on a 

ζ = sin ν ; 

la période ± m h y/— ι se réduit ici à 2 π, ce qui s'accorde bien avec 
57·. 
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l'équation connue 

sin ( ν 4- a ίπ) = sin ν , 

ou / désigne un nombre entier quelconque. 
Si au lieu de l'équation 

(z — «) (z — «') w2 = /r . 
on eût considéré celle-ci : 

«2 = h2 (z — a) (ζ — α'), 

on eût trouvé de la même manière, pour la période unique de l'inté-

grale j' u
f
dz, l'expression 

Tzhia' — aV . 

55. Passons à l'équation 

(z — a) [z — a') (ζ — a") u3 — h3 : 

la méthode générale fournira pour les périodes de l'intégrale I u, dz 
les neuf quantités 

A, -4- A
2

, A, 4- A
2

, A, 4- A
2

, A
 2
 4- A

 (
, A

2
 4- A

 (
, 

A, + A
2/

 A
 £
 4- A

 2
, A

 2
 4- A,, A, 4- A,. 

Mais, à cause de la relation 

u, 4- m2 = ο, 
on a 

A, 4— A 2 — ο, A
 (
 4- A

 2
 — ο, A

 l
 4— A

 2
 — ο j 

il en résulte 

A,4-A
2
 — A,—A,, A,4-A

2
——(A, — A,), A

2
4-A

£
——(A,—A,), 

A
 2
 4- A, = A

 4
 — A,, A, 4- A

 2
 = A, — A j, A

2
4-A

(
 = — ( A

 (
 — A)), 

ce qui réduit les périodes précédentes aux trois suivantes : 

A,— A), Α',-Α",, A", — A,, 

et celles-ci à leur tour, ayant zéro pour somme, se réduisent à deux 
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distinctes pour lesquelles on peut prendre 

A
 (
 — A',, A,-A",, 

ou, si l'on veut, n° 45, 

A ι -f- A
 2

, A, + A
 2

. 

Ces deux périodes peuvent être regardées, n" 50, comme les \a 

(ut — u2)dz, / («, — u.,)dz prises le long 

de certaines lignes AH'A', AII' A" menées du point A aux points A' 
et A", et en disposant convenablement des lignes CDA , CD'A', CD" A", 

Jig. ta, avec lesquelles les contours (A), A'), (A") se confondent 
sensiblement, on peut supposer que les lignes ΑΙΓΑ', AH"A" sont 
précisément les droites AA', AA". Alors, si l'on veut, exprimer ces 
périodes par d'autres intégrales où la variable passe, de la limite infé-
rieure à la limite supérieure par une suite de valeurs réelles et crois-
santes, il suffira de faire dans la première 

a + a' a' — a 

et dans la seconde 
u + a" ^ a"— a „ 

2 ' 2 ~ ' 

z·' et z" désignant deux nouvelles variables. Supprimant ensuite les 
accents de ces lettres sous le signe intégral, on trouvera que les deux 
périodes sont 

aA Ç+l dZ 

aA — d- ■ 

Si l'on avait, par exemple, 

a' + a" 

l'une de ces périodes serait le produit de l'autre par y — i. 
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54. Supposons maintenant que u soit déterminée par l'équation 
[z — a) (s — a') ίζ — a") (ζ — α'") κ2 — h2 ; 

nous trouverons d'abord les seize périodes : 

A, -+- À
2

, A, 4- A2, A
(
 4- A2, A, 4~ A

2
, 

Aj + Aj, Ao + Aj, A
2
4-A,, Α, + Ag, 

A , 4- A
 2

, A
 (
 4- A

 2
, A 2 4- A j, A

 2
 4- A j, 

A'; + A;, A'; + A';, A;4-A", A"4-A". 

A i'aide des équations 

4- A
2
 = ο, A\ 4- A'

2
 = ο, A", 4- À"

2
 = o, À'j 4- A"; — o. 

qui se déduisent de la relation 
u, 4- h2 = o, 

on réduira ces périodes à six, savoir: 

L- A .. A,-A",, A, — A", A',-A",, A',-A";, A",-A",'. 

La quatrième est la différence des deux premières; la cinquième esl 
la différence de la première et de la troisième; enfin la sixième est la 
différence de la deuxième et de la troisième : de ces six périodes, il 
n'y a donc lieu de conserver que les trois premières, savoir : 

A,-A',, A,-A';, A,-A";. 

Niais les points A, A', A", A'" étant en nombre pair, on peut appliquer 
ici la remarque du n° 47. Supposons ces points A, A', A", A"' nommés 
dans un ordre tel, que le contour fermé (4- A) (4- A') (4- A") (4- A'") 
puisse, sans franchir ces points, se réduire à une circonférence ayant 
l'origine des coordonnées pour centre et les renfermant tous quatre; 
observons, de plus, que les développements de u, et de u

2 suivant les 

puissances descendantes de ζ ne contiennent pas de terme en nous 

obtiendrons les deux équations 

A, 4- A'2 + A", 4- A2
 =0, A2 4- A't 4- A; 4- A" = o, 

1 esquelles, en vertu des relations 

A, 4- A
2
 = ο, Α'

1
4-Α

2
=Ο, A"4-A"

2
=O, A"4- A

2
 = o, 
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se réduisent à l'équation unique 

Α,-Α',+ Α';- A";-ο, 
ou !ii< η 

Λ, — A', — A ι — A, — ι, A ι - A ,,. 

De toutes nos périodes, il n'y en a donc définitivement que deux 
distinctes, savoir : 

A
 (
 A,, A

 (
 A ,, 

ou, si l'on veut. 
A, + A2, A, -l· A,. 

On voit, comme au numéro précédent, que ces deux quantités peu-

vent cire regardées comme les valeurs des intégrales Ι ί κ, — u.
2
 dz. 

-ï o" s* <*' /. a" 
I (u, ~ u9) dz, ou ce qui est la même cliose. ·.>. I u, dz, ·>. I u, d: 

\J H il « ' il 
prises respectivement le long ties droites AA', AA". 

Supposons, par exemple, que l'équation en u soit 

I I — Z2) (l — k2 z2) u2 I , 

où k est un nombre positif moindre que ι . Prenons l'origine Ο des 
coordonnées pour point de départ de Z; appelons u

{
 celles des deux 

valeurs de ζ dont la valeur initiale est -+- i, et nommons A, A', A", A" 

les points qui répondent respectivement aux valeurs -+- i, f — ι. 

·—'■ de z. Alors, pour périodes de l'intégrale 1 u
{
dz, nous pour-

rons adopter les deux sommes A, -+- A',, A, -f- A°s, ou. ce qui est la 
même chose, les deux quantités 

J-,-1 X-*z') J-i-1 v/(I z~) (' — /■' î' 

ces intégrales étant prises le long des droites AA', A A". 
De ces deux périodes, la seconde est réelle et égale a 

Jo Q' z'}<1 k'z'i 
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l'autre est imaginaire et égale à 

—ο, ν — ι / — 

En posant 

ι — A2 = A'2, z = j y'j - A'2 s'2, 

on ramènera cette dernière quantité à la forme 

J O \/( I — Z2)(l /i',2Z2) 

Si donc nous faisons avec M. Jacobi (Fundamenta nova, etc.) 

f1 dz = κ Γ ώ = κ', 

ovi ζ est supposée croître de zéro à l'unité par une suite de valeurs 

réelles, les deux périodes de l'intégrale J' u
{
 <Zz seront 4Κ et % R' sj— i-

Posons 

j* u^dz = ι>; 

ζ sera la fonction de ν que M. Jacobi appelle sin am ν : il suit de ce 
qui précède que ζ conservant la même valeur, on peut ajouter à ν des 
multiples entiers quelconques de et aR'V —

 1
 >
 en d'autres termes , 

on aura 

sin ara (r + 4/R il'YJ \j — J ) = sin am η, 

l et l' désignant des nombres entiers quelconques. On retrouve ainsi 
une propriété connue des fonctions elliptiques. 

Faisons à présent 
ι - Z zzz cc , 

oc étant une nouvelle variable : cette variable sera précisément la 
fonction de ν représentée par cos am v. Dans l'équation différentielle 

dv2 = u\dz — γ- rπ j—, 5 
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introduisons la variable χ au lieu de z; il viendra 

' ( I — χ' ) ( k'' -T- h' x'1 ) ' 
on aura donc 

e = f'u\ dz, 

lij désignant une fonction de ζ qui satisfait a l'équation 

(i — z2) (k12 -t- k2z2) u'2 = ι. 

Si l'on veut appliquer à cette intégrale la théorie précédente. on 
prendra pour les points A , A', A", A"', ceux qui répondent respecti-

vement aux valeurs -HI, -t- v'— t, — i, r\/ - T, et les deux 

périodes seront A
(
 + A',, A, -t-A"

2
. La période A, -+- A'

4
 est égale à 

1 intégrale 9 f a, dz prise le long de la droite AA', ou, ce qui 

est la même chose, à la somme de l'intégrale a J u\dz prise le long 

de la droite AO, et de l'intégrale a j u\dz prise le long de la 

droite OA', Ο étant l'origine des coordonnées; on a donc 

J, ν'(ι— z!) [k" + t'z') Λ </(ι —ζ')(/,■'?+■/, = ζ1) 

où les intégrales du second membre sont ce que M. Gauchv appelle 
des intégrales rectilignes. Si l'on fait, dans la première, 

ζ = VI - Z'1, 

et qu'ensuite on supprime l'accent, on trouve 

J ι \J(i — z') {k"->r h' z·) Jo ^(i — ζ·) (i — ' 

et si, dans la seconde, on pose 

Λ _ -~k \i — z , 

Tome XV. — DÉCEMBRE I85O. 
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on trouve de même 

Jο {J(l Z2) UZ2) Jo \J(' Z?) (I —h'^z1) 

il en résulte 
A, + A'

2
 = - a (Κ - K'v- i)· 

L'autre période A
(
 + A"

2
 est la valeur de l'intégrale 2 f u\ dz, prise 

le long de la droite AA"; on a donc 

A, -f- A", = a f ' -t-==^== = 4 Γ-7=====^====, = -4Κ. 

Ainsi, pour les deux périodes de l'intégrale j* u\ dz, on peut prendre 

les deux quantités 
4K , a(R —KV-O» 

et, par conséquent, on retrouve la propriété de la fonction cos am <· 

exprimée par l'équation 

cos am [e +- 4^R +
 3 ί'(Κ — K'\/— ι )] = cos am v. 

Soit enfin 
1 — A2 z2 = j2, 

y désignant encore une nouvelle variable : cette variable sera la fonc-
tion de υ représentée par Aame, L'équation différentielle 

dv* = — 

deviendra 

dv*= £ ; 

on aura donc 
ν — J* u\ dz, 

u'\ désignant une fonction de ζ qui satisfait à l'équation 

(, _ z2){z2
 - /I'

A
) M"

2
 = I. 
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Pour les points A , A', A", A"', on pourra prendre ici ceux qui ré-
pondent respeciivement aux valeurs -f- A', +1, — k', — 1 de z. et 
alors 011 trouvera, pour valeurs des périodes A, -f- A'.,. A, + Α'ό, ies 
intégrales rectilignes 

Jk' ν'ί1 — ζι)(ζ-—λ'·) 

2 f 1 ^ = = - 4 f" 7 — — 

La première est réelle, et en y faisant 

ζ = \/1 — k2 ζ'2, 
elle devient 

2 / .— = 2 Κ ; 

la seconde est imaginaire, et, en posant 

ζ = k' z', 
elle prend la forme 

4 γ — 1 f , ct" — — 4 ν ~ 1 

L'intégrale^* u\rJz ayant les deux périodes 

aK, 4R'v-- 1, 

on en conclut l'équation 

Δ am ( c + a /K. + 4 Κ' V — 1 ) = Δ am '' 

qui est également une formule connue de la théorie des fonctions 

elliptiques. 
(In voit que les deux quantités 

4K, 4K'V-. 

sont des périodes communes aux trois fonctions sin am e, cos am e, 

fame; car. pour reconnaître que 4^'v—1 es' une période de 

58.. 
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cos am t», il suffit d'observer qu'on a 

4 Κ — a ( 2 Κ — 2 R' y — ι ) = 4 Κ' y — ι ; 

ainsi, en désignant par <p(e) une quelconque de ces fonctions ou une 
fonction rationnelle des trois, on aura 

φ (Ρ + 4 + 4l'K·' V—
 1

 ) — ? (
(
')· 

55. Dans le cas du numéro précédent, les trois périodes 
\ — A' A __ A" Λ ... Λ'" 

ont été réduites à deux en vertu de l'équation 

A, — A', + A" — A, = ο ; 

mais cette réduction n'aurait plus lieu, en général, si la fonction i/
t 

était déterminée par l'équation 

(ζ — a) (s — a') (ζ — a") (ζ — a'") u2 — H2 = o, 

où H désigne un polynôme entier en ζ qui n'est divisible par aucun 
des quatre facteurs ζ — a, ζ — α', z — a", z— a'". Il sera inutile, 

dans la recherche des périodes de l'intégrale^ M, dz, d'avoir égard 

aux points A, A', A", etc., correspondants aux valeurs de ζ qui an-
nulent H; car chacune des fonctions M,, M

2
 reprendra sa valeur 

initiale après une révolution de Ζ sur un quelconque des contours 
élémentaires {A), (A'), {A"), etc., et les intégrales élémentaires cor-
respondantes seront tontes nulles. En désignant par A, A', A", A'" les 
points pour lesquels ζ a respectivement les valeurs a, a', a", a " , 

on trouvera, comme au numéro précédent, que l'intégralejf u,dz 

admet, les trois périodes 

A,—A \ = ρ', A, — A", = ρ", A, — A'j' — p" . 

Mais la considération delà circonférence décrite de l'origine des coor-
données comme centre et renfermant les points A, A', A", A'", A, A', 
A", etc., nous donnera ici l'équation 

A, "—- A j -f- A, — A, —- 2 τι X y — 1, 
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on bien 

ρ'-ρ"+ρι" = 

λ désignant le coefficient de ~ dans le développement de l'expression 

y'fz — a) (ζ — a') (ζ — a") (ζ — a'") 

suivant les puissances descendantes de z. Tant que le polynôme H ne 
se réduira pas à une constante, le coefficient λ ne sera pas nul, au 
moins en général ; les périodes ρ', ρ", p" seront donc distinctes et ne 
se réduiront à deux que dans des cas particuliers. 

d6. Passons à présent au cas où la fonction u est déterminée par 
l'équation 

{ζ — a) (s — a') (2 — — ,7111 u' — h* = o, 

h désignant une constante etu, a',..., a1""' des quantités toutes 
inégales. On trouvera sans difficulté que les périodes de l'intégrale 

f u,flζ se réduisent aux η — ι suivantes : 

A,-A \ = ρ\ A,-A", = />" Α,-αΓ' =p-" 

Ces périodes seront, en général, distinctes, si le nombre η est impair; 
niais, s'il est pair, la considération de la circonférence qui renferme 
tous les points A, A', A", etc., couduira à l'équation 

\ | — A, + A, — A" -4-... + A, — A, = o. 
ou bien 

p' — p" 4- p"' —ρ = o. 

en vertu de laquelle les η—ι périodes se réduisent à // — 2 distinctes . 
savoir : 

p', p", p'",..., p'"'2. 

En d'autres termes, le nombre des périodes distinctes est an, lorsque 
le nombre des quantités a, a', a", etc., est 2 η 4- ι ou 2 η -t- 2, sauf 
le cas où ce dernier nombre étant égal à 2 , celui des périodes est 1 . 
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Observons que les périodes ρ', ρ", p"\ etc., ne sont autre chose que 

les valeurs de l'intégrale 

J' (u, — u
2
) dz = ι Jη, dz, 

prise le long des droites AA', AA", AA'", etc. 

57. Le nombre η étant supposé pair, considérons encore Τ équation 

(z ■- a) (ζ — a') (ζ — a")... [ζ — u2 — II2 = o, 

ou H désigne un polynôme entier en ζ qui n'est divisible par aucun 
des facteurs ζ — a, ζ — a', ζ — α", etc. Par les mêmes raisons qu'au 
n" 55, il sera inutile de tenir compte des valeurs de ζ qui annulent H : 

les périodes de l'intégrale f u
{
 dz seront donc, comme tout à l'heure, 

les n — ι quantités 

A, - A', = ρ', A, - A'
t
= p'Q.., A, - A," 

ι 
Mais tandis que tout à l'heure on avait l'équation 

p' — p" -f- p" —.. .-f- pf"-,} — o, 

qui réduisait à η — a le nombre des périodes distinctes, on aura ici. 

n" 50, 
p' — p" -t- p"—...+ ρ(η —ι, 

λ désignant le coefficient de j dans le développement de l'expression 

H 
\/(z — «)(s — a').. .[ζ — 

suivant les puissances descendantes de z, et tant que λ ne sera pas 
nul. les n — ι périodes resteront, en général, distinctes. 

Le coefficient λ serait nul si le degré du polynôme H était moindre 

que — ι ; alors le nombre des périodes se réduirait à n — a. C'est ce 

qui arriverait, par exemple, pour l'intégrale 

Γ * [a -t- (3z) dz 
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Ρ désignant 1111 polynôme du sixième degré en z; au lieu de cinq 
périodes distinctes, cette intégrale n'en aura que quatre. 

Un autre cas où λ serait nul est celui où les polynômes H et 
i
v
s — a) (z — a')... [z — seraient l'un et l'autre des fonctions 

paires de z, le degré du second étant, en outre, un multiple de 4-

58. Il est aisé de retrouver dans ce qu'on vient de dire les périodes 
des fonctions de plusieurs variables introduites par M. Jacobi dans la 
théorie des transcendantes abéliennes. Soient, par exemple, M et «' 
deux fonctions de z satisfaisant respectivement aux équations du 
second degré, 

(z — a) (z — a' ) (s — a") (z — a'") {z — a") u2 — i α + β ζ)2 = ο. 

(ζ — α) (ζ — α') ίζ- — α") (ζ — α'") [ζ ~ αιν) u'2 — (α'+ β 'ζ)2 = ο; 

l'intégrale«, dz ayant, comme on l'a vu précédemment, quatre 

périodes, on peut, sans changer les limites et en disposant convenable-
ment du chemin parcouru par le point Z, faire prendre à cette inté-
grale une valeur aussi voisine qu'on voudra d'une quantité donnée 

quelconque. Si donc on pose 

£* udz =v, 

on ne pourra regarder z comme une fonction de e, puisque, z restant 
le même, ν peut varier par degrés aussi petits qu'on voudra. Mais si 

l'on fait 

I udz+ I udz = u, I u'dz-1- I u'dz = v', 

les intégrales £ udz, £ u'dz étant prises le long d'une même ligne 

CMZ, et les intégrales J udz, j u'dz aussi le long d'une même 

ligne C'M'Z', on peut prouver, à l'aide du théorème d'Abel, que z 
et z' sont des fonctions déterminées de ν et de ν' ; nous poserons donc 

ζ = φ!ν,ν'), ζ'= φ'(ν, ν'). 
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Concevons maintenant qu'on vienne à changer ie chemin CMZ, les 
points extrêmes G et Ζ restant les mêmes : si l'on appelle p, q, r, s les 

périodes trouvées ci-dessus de l'intégrale J" udz, et ρ', q', r', s' les 

périodes de l'intégrale j* iï dz, les intégrales Ç u dz, l'u'dz 

s'accroîtront respectivement des quantités 

h ρ -f— ι q —f- k r 4- l s, hp -j- iq ' 4— k v' 4- ls', 

où h, k, /, l désignent quatre nombres entiers quelconques ayant les 
mêmes valeurs dans les deux formules. En effet, pour les deux fonc-
tions a et u', les points A, A', A", A'", A1T sont les mêmes; par consé-
quent, tout contour fermé aura la même caractéristique relativement 
à ces deux fonctions. 

Ou voit de la même manière que si l'on vient à changer le chemin 
C M' Z', les points extrêmes C' et Z' restant les mêmes, les deux inté-

grales u
 dz' X u' dz augmenteront encore respectivement de 

quantités de la forme 

hp -+- iq -4- kr 4- Is, hp' 4- iq' 4- kr' 4- ls'. 

Ainsi les quantités z et z', ou, si l'on veut, les fonctions <p(e, e'), 
ψ'(ν, ν') gardant les mêmes valeurs, on peut ajouter à la variable e 
l'expression 

hp 4- iq 4- kr -f- Is, 

pourvu qu'en même temps on ajoute à la variable v' l'expression 

hp' -+- iq' + kr' 4- ls'. 

En d'autres termes, on a les deux équations 

φ hp -f- iq 4- kr -h Is, v' 4- hp' 4- iq' 4- kr' 4- ls') — ψ (e, v'}, 

ψ'(ν 4- hp 4- iq 4- kr 4- Is, e'4- hp' -h iq' 4- kr' 4- ls') — φ'(v, v')· 

On retrouve ainsi pour les fonctions φ et ψ' le caractère de quadruple 
périodicité signalé par M. Jacobi dans un Mémoire qui fait partie du 
Journal de M. Crelle (tome XIII, page 55) : on voit d'ailleurs ce que 
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sont les périodes p, q, r, Λ·, ρ', q\ r', s'. Appelons A, A', A", .V", AIV 

les valeurs de l'intégrale J udz prise respectivement le long des 

contours élémentaires (+ A), (-4- A'), (+ A"), (+· A'"), (-+- A1V); soient 

pareillement A
(
, A', A", A'", A'T les valeurs de l'intégrale l u'dz prise 

le long des mêmes contours; on pourra adopter pour ces périodes les 

valeurs suivantes : 

p = A — A', q = A - A", r — A - A'", s = A- A'v, 

p' = A,-A',, </' = A,r'— A
(
 — A'", v' = A,-A;'. 

On peut dire encore que si l'on joint le point A à chacun des points 
A', A", A'", AIV, les périodes p, q, r, s sont les valeurs de l'intégrale 

ι j*udz prise le long des lignes AA', AA", AA'", AA", tandis que les 

périodes p', q', r', s' sont les valeurs de l'intégrale 2 j'u' dz prise le 

long de ces mêmes lignes. 
La proposition qu'on vient d'expliquer peut être aisément géné-

ralisée. Soient a, a\ aetc., des quantités inégales quelconques au 
nombre de im ou o.m — 1 : appelons M, u',.,., des fonctions 
de ζ satisfaisant respectivement aux équations du second degré 

(ζ — a) (Ζ — a!) (Ζ — a")... M
2 — (a + β ζ + ...-I- EZ

M
~

2
)

3
 = Ο, 

< ζ — a) (ζ ~ α') (ζ — a")... un— (a'-μ β'ζ -κ., -t- s'zm~2)2 = ο, 

{ζ—a)(ζ-a')(ζ-a")... - [a!m-2)+/3(m~2)ζ+... + zm-3f = 0. 

Posons 

udz + I udz-\-...-4- I udz — ν, 

jf u'dz+ jf ?/'(/z+...4- u'dz= v\ 

I u '""2 dz ~t- / u!m~'J>dz +...H- / u(m~a)dz — 

Tome XV. — DÉCEMBRE I85O. 
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les intégrales qui ont pour limites ί et 2 étant toutes prises le long 
d'une même ligne GMZ, celles qui ont pour limites c' et z' étant éga-
lement prises le long d'une même ligne C'M'Z', et ainsi de suite. On 
pourra regarder ζ, z',·.., comme des fonctions de e, e',..., c<m~2i, 
et écrire 

ζ = Φ [ν , ν',..ρί'"-2' J, ζ' = φ' [ ν, ν',..e(m_2) |,..., 

Z{m~2) = [μ, μ('"-2>] 

Si maintenant on désigne par p, t les un—1 périodes de l'in-

udz, par ρ', q',..., t' celles de l'intégrale f u'dz, et ainsi 

de suite, on prouvera, comme tout à l'heure, que l'on a, pour une 
quelconque des fonctions φ, φ',..., y{m~2), 

" μ + hp -t™ iq -t-... -+- Ζί, ~| 
μ'4- 4p'-t- iq'It',..., | = φ<*'[μ, μ',.··, v{m~2> j, 

v -H tip -y- iíj'A 

A, / étant des nombres entiers quelconques. Quant aux périodes 
p, q,...·, t, p', q', etc., on les exprime sans peine à l'aide des notations 
adoptées précédemment : en effet, soient A, A', A", etc., les valeurs 

de l'intégrale j*udz prise le long des contours élémentaires (4-A), 

(+ A'), (-+- A"), etc. ; soient A,, A,, A", etc., les valeurs de l'intégrale 

Ju'dz prise le long des mêmes contours, A„, A'
n

, A"
t

, etc., celles de 

l'intégrale fu"dz, et ainsi de suite: on pourra prendre 

p = A - A', q = A - A",..., t — A — A'2"1-2 , 

p'= A-A', q'= A,-A;',..., t'= A,- Al*m-*>, 

pi 2m 2

' = A(2M_2, A,JM_2I,... , Q

1

 — A(2,B„2) A,
2M

_
2
J,..., 

£ λ(2γλ—2) Λ·(2/«—2)· 

On peut dire encore que les périodes p, q,..,, t sont les valeurs de 

l'intégrale 2 fudz prise le long des lignes AA', AA",..., AA(2'"~2'; 
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pareillement, les périodes p\ 9',..·, t' sont les valeurs de '.'intégrale 

2 u'dz prise suivant les mêmes lignes, et ainsi de suite. 

o9. Après avoir montré comment notre théorie fournit le nombre 

et l'expression des périodes de l'intégrale J* udz, dans le cas où la 

fonction u dépend d'une équation du second degré, nous allons en-
core l'appliquer à des fonctions déterminées par des équations d'un 
degré plus élevé. Prenons, par exemple, l'équation binôme 

(ζ — a) (ζ — a')... [ζ — aυ] um — H'™ = o, 

où a, a',..., désignent des quantités inégales, et H un polynôme 
entier qui n'est divisible par aucun des facteurs ζ — a, ζ — a',..., 
ζ — a[n~KK On pourra, dans la recherche des diverses valeurs de 

£ u'dz" se dispenser d'avoir égard aux points A, AA", etc.. 

correspondants aux valeurs de ζ qui annulent H; car, après une ré-
volution de Ζ sur le contour élémentaire qui enveloppe un de ces 
points, chacune des fonctions «

2
, etc., reprend sa valeur initiale, 

et, de plus, les intégrales élémentaires relatives à 1111 pareil contour 
sont toutes nulles. Soient maintenant A, A', A",,.., A(n-4) les points 
qui répondent respectivement aux valeurs a, α',..., de z; il nous 
est permis de les supposer rangés dans un ordre tel, que le contour 
fermé qui a pour caractéristique 

(-+- A) (+ A') (+ A")... [+ \ " ' \ 

puisse se réduire, sans franchir aucun de ces points, à une circonfé-
rence ayant l'origine des coordonnées pour centre et les renfermant 
tous. 

Pour abréger l'écriture, nous ferons 

Λ

 I -
 A

'
T

 = Ρ I .
 A

2 -
 A

O = />31·· »

 A

 " -

 A

'» = Ρ', , 

A, - A; = p\, Aj - A; = A- A: = Ρ:„, 
............ 

V— —p
t
 , A

2
 A

2
 A,„ — A„ · = ρΙ ι 

59.. 
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d'où il suit, en appelant q, r, s des nombres entiers, 

A(.)_ Α<;) = Ρ· 

Nous observerons ensuite que les fonctions M, , u2,,.., u
m
 peuvent être 

supposées rangées dans un ordre tel, que chacune d'elles acquière la 
valeur initiale de la suivante après une révolution de Ζ sur un quel-
conque des contours (+ A), (-f-A'),..., [+Ai"~,)]; cela revient à 
prendre 

_ — yCry - iï ^ 

Alors aussi chacune de ces fonctions acquerra la valeur initiale de la 
précédente après une révolution de Ζ sur un des contours (—A), 

— A'),..., [— A'"-''], et l'on aura par conséquent 

i == Am , A_j — A, , A_3 — A2 ,···, A_m — Am_,. 

Enfin nous appellerons e,, e2, . .., v
m
 les valeurs des intégrales 

u
t
dz, I u

2
dz,..., I u

m
dz, prises le long d'un chemin déter-

miné CMK. 
Gela posé, il s'agit d'obtenir les expressions générales des valeurs 

de l'intégrale J u
t
dz prise le long d'un chemin quelconque GLK. 

La caractéristique de ce chemin étant donnée, il sera aisé d'écrire 
la valeur de l'intégrale : à chaque terme [-4- A(?!] de la caractéristique 
répondra, dans l'expression de l'intégrale, un terme de la forme 

-J- et, à chaque terme [— A(?)] de la caractéristique, un terme de 

la forme — A[9); au dernier terme CMK de la caractéristique répondra, 

dans l'intégrale, un terme tel que -+- Vj. Les indices i et j sont des 
nombres entiers et positifs qui se déterminent comme il suit : l'indice 
du premier terme de l'intégrale est ι, si ce terme est affecté du signe -+-, 
ni, s'il est affecté du signe — ; si deux termes consécutifs ont le signe -+-, 
l'indice du second surpasse d'une unité celui du premier; si ces deux 
termes ont le signe —, c'est au contraire l'indice du premier qui sur-
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passe d'une unité celui du second [*]; enfin, si deux termes consé-
cutifs ont des signes contraires, leurs indices sont égaux. 

Admettons, pour fixer les idées, que, dans la caractéristique du 
chemin CLK, le nombre des termes positifs surpasse celui des termes 

négatifs ; il en sera de même dans l'expression de l'intégrale J u, dz. 

Partageons cette expression à partir de la gauche en parties telles, que 
dans chacune d'elles le nombre des termes positifs surpasse de m unités 
celui des termes négatifs, sauf la dernière partie où la différence entre 
ces deux nombres peut être inférieure à m. La valeur d'une quelconque 
de ces parties, la dernière exceptée, pourra s'obtenir en ajoutant à la 
somme 

A, -t- A2 -+- ... -+- A
m 

un certain nombre de différences de la forme A^' — A^'; comme 
d'ailleurs, en vertu de l'équation 

«,+«, + ...+ ll
m
 = Ο , 

on a 
A, -+- A2 -t- ... -+- A,„ — ο, 

la partie dont nous nous occupons se réduit à une somme de diffe-
rences telles que A— A;.% et peut se représenter en conséquence 
par la formule 

» = ̂ '
t
+',lp; + ··· + ryr, 

i n 
+ 

-I- I'm Ρl'Lp'L + ... + l{"~'} 

où les lettres/j , , etc., représentent des nombres entiers 
positifs, nuls ou négatifs, et pouvant d'ailleurs avoir des valeurs quel-

conques. Les autres parties de l'expression de / «, dz auront la 

[*] Il est à peine nécessaire d'avertir que l'indice m augmenté d'une unité doit être 
remplace par t, et que l'indice ι diminué d'une unite doit être remplacé par m. 
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même forme, sauf la dernière: quant à cellé-ci, on voit aisément 
qu'à une quantité près de la forme et, elle aura toujours une des 
valeurs suivantes : 

v,, 
A, -+- e2, 

Aj -+- A2
 -+- ν

Λ
, 

A, + A
2

 —f- A
3

 —l— 
......... 

A, -t- A
 2
 ·+·... -+- A

/n
_, -t- v

m
. 

Par conséquent, toutes les valeurs que l'intégrale J u, dz peut 

acquérir, suivant que le point Ζ va de C en R par tel ou tel chemin , 
sont comprises dans les m formules 

7s H- e,, 

ts —i- A, —|— e2, 

v> -4- A, H- Ao -t- v
3

. 

....... 
Tz -+- A, -f- A2 -+-...-(- A

m
__, + v

m
. 

On a supposé, il est vrai, que dans l'expression de l'intégrale rela-
tive au chemin CLR, le nombre des termes positifs surpassait celui 
des termes négatifs ; si le contraire avait lieu, on ramènerait ce second 
cas au premier, en ajoutant à l'expression dont il s'agit une ou plu-
sieurs fois la quantité A, + A

2
 -+-... + A

m
 dont la valeur est zéro, et 

l'on arriverait encore à la même conclusion. 

On voit par là que les quantités p\, p'j,..., p'""'', p'2,.··, sont 

autant de périodes de l'intégrale j* u
t
dz, et que toute autre période 

de la même intégrale doit être composée de celles-là: de plus, toutes 

les valeurs en nombre infini de J m, dz peuvent s'obtenir en ajoutant 

à m d'entre elles choisies convenablement des multiples entiers quel-
conques des périodes. 
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Considérons en particulier la période p\ — A,· — À',· = A,· + AA
!i+

,,; 

on voit qu'elle est égale à l'intégrale Ju
t
 dz prise le long du contour 

fermé (+A) (— A'), et comme, après une révolution de Ζ sur ce 
contour, la fonction w, reprend sa valeur initiale, on en conclut que 
la période ρ\ est indépendante de la position du point C, n° II. Or, 
sans faire franchir au contour ■'+· A) (— A') aucun des points A, V, 
A ", etc., on peut le faire coïncider avec un contour qui se compose de 
la ligne D'HD, fig. a5, du contour fermé infiniment petit DFED par-
couru dans le sens direct, de la ligne DTID', et enfin du contour infini-
ment petit D'F'E'D' parcouru dans le sens inverse : la période /?■ peut 

donc être regardée comme exprimant la valeur de l'intégrale Jιιμ/ζ 

relative à ce nouveau contour. Mais le produit (z — a) u
t
 se réduisant 

à zéro pour ζ — a, ainsi que le produit (ζ — à)u
t
 pour ζ = a', on 

prouvera, comme au n° 50 , que les portions d'intégrale relatives aux 
contours infiniment petits DEFD, D'F'E'D' ont zéro pour limites, et 
l'on en conclura qu'on peut regarder p', comme la limite de la somme 
des portions d'intégrale relatives aux chemins D'HD, DHD' : en d'autres 

termes, la période p] est la valeur de l'intégrale^ («, — ) dz prise 
le long de la ligne A'TTA. 

Ce que nous venons de dire de ia période ρ] peut s'appliquer à 
toutes les autres : ainsi chacune d'elles peut être regardée comme la 

valeur de l'une des intégrales J' («, — u
2
)dz, ^(«„ — «

3
 ) dz , . . . , 

f (u
m

 - «,) dz, prise le long d'une ligne menée de l'un des points 

A', A",..., A:"~,; au point A. 

Les quantités p\, ρ",,.··, p," "' sont au nombre de >n(n — 1); mais 
il existe entre elles des relations faciles à obtenir. Comme on l'a déjà 
remarqué, on a 

uK ^ «2 -f ... + u
m
 — o, 

et, par suite. 
À, -f- A-2 "T" · · · " A

m
 Ο , 

A j -f- .A
 2

 Α„ ο, 

A:

)
"~1·' ~f- a^-

1
· + ... -f- o, 
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d'où l'on conclut immédiatement 

P\ + Pi +···+/>',„ = o, 

Pi +P"
2
 +·..+ /„ = o, 

p("~'] -+- p(
2"

_,) + .·.+ p\"~{] = O. 

On voit que les « — ι périodes p'
m

, ρpeuvent s'exprimer 
chacune par la somme prise en signe contraire de »j — ι autres, ce 
qui réduit à (m — ι) (n — r) le nombre des périodes distinctes 

Rappelons-nous maintenant, ce qui a été démontré tout à l'heure, 

que les périodes 
Ρ ι ' Ρ il Ρ ai·· ί Ρ»· 

sont respectivement égales aux intégrales 

J («, — u.
À
)dz, f{u

2
—u

3
)dz, y*("

3
 ~ u

t

)dz,..., J(u
m

 — u,)dz, 

prises le long d'une même ligne menée du point A'au point A, et, d'un 

autre côté, ayons égard aux équations 

_-4Ξν/" - E?-0·3*v'-T 

nous en conclurons que les périodes 

Ρ il Ρ 2 ' Ρ ai·· ·ι Ρ·*ι 

sont respectivement égales aux intégrales 

^ ι — e ~~
 m

 ' / /«4 tiz, e m \ ι — e m
 } fu,dz, 

-^=n( \ r , s» ■> ■>-· \ 

prises le long d'une même ligne A Ά ; il en résulte sur-le-champ 

-22V-τ , , , -("—O-'vrT , 
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et l'on trouvera de même 

p\=e p"t, p"3— e~^ "'/p..., p"„. = e p\, 

. . . . . . . . . . 

ΡΓ' =e~ ™ Ρ(Γ"> ρ%-'·=β~ 'ρ'"-",..., p;r,:=e » ρ'·?-' . 

Ces relations comprennent les équations 

p\ p\+---c p'
m

 = o, 

p\ + p"i +··■-»- pl. = °> 

etc., 

déjà établies tout à l'heure; on n'en déduit pas d'ailleurs d'autre 
équation propre à diminuer le nombre des périodes distinctes. 

Considérons spécialement le cas où le nombre η des quantités a, a', 

η", etc., est un multiple de m; alors chacune des fonctions uî:..., um 

reprendra sa valeur initiale après une révolution de Ζ sur un contour 
fermé qui entoure tous les points A, A', A", etc , et il y aura lieu 
d'appliquer à chacune d'elles la remarque du n°47. En appelant λ le 

coefficient de ~ dans le développement de l'expression 

y (ζ — a) (z — a'). . . [z — « ("-ni 

suivant les puissances descendantes de z, on trouvera les équations 

A, -+- A 2 -+- A 3 —t—... —t— A„ = ι π λ \/ — ι -

Aa -t- A 3 + A 4 +... + A ( ' = 2 π λ e m y — i, 

A» -τ- A4 4- A5 -t-... A'j = ι π λ e y — ι, 

A,„-t~ A, +· A2 + ... -+- Am_,' = 2 τι λ e y — ι, 

l'ome XV. — Décemj;HE I85O. Go 
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ou, ce qui est la même chose, 

Pi ~+- Ρ ζ + Pi + · ■ · + p{" " — — 2 π λ y' — i ? 

Ρ^·Ρ\ + ΡΙ + - + ΡΤ'' = -*πλβ m ν — r ' 

Pi -+- /2r> -f- pe +... + p2 ■— — a πλ e y ~~ 1 > 
. . . . 

Pi ■+■ Pi -E/L ■+■ - - + Pm~i — — mie y —i-

Les m équations se réduisent km — ι distinctes en vertu des relations 
déjà établies entre les périodes; car, en les ajoutant membre à 
membre, on arrive à l'identité ο = ο. Si, de plus, le coefficient λ est 
nul, on pourra de ces équations tirer m — ι périodes exprimées cha 
cnne par la somme prise en signe contraire de plusieurs autres, et le 
nombre des périodes distinctes, qui était {m — ι) (η — ι ), se trouvera 
réduit à ( m — ι ; (n 2). Cette circonstance se présentera, en parti-
culier, lorsque le degré du polynôme IT sera inférieur au nombre 
entier ι, 

Il est aisé de voir quelles sont dans ces différents cas les périodes 
qu'on devra regarder comme distinctes. En effet, lorsque η ne sera 
pas un multiple de m, ou lorsque n étant divisible par m, λ sera quel-
conque, on pourra, en vertu des équations 

p'n, = - p\ - p\ — 

Pi = ~Pi — Pa-P*-—< 

P2 = — Pa-P*—Pt - ■■■· 
etc., 

exclure les périodes p'
m

, p\, ρζ, etc., et les [m — ι) (n— 1) restantes 
seront généralement distinctes. .Mais si, n étant divisible par m. λ est 
nul, on aura entre ces périodes restantes les m— ι équations 

Pi+ Pî + P3 + ----+- Pn-t — °> 

P '2 + Ρ 3 -+■ ρ'ί + ■ · ■ + Ρ m — 0 -

Pz + Pi + P^ — ^P* =°> 
..... 

pm- 1 + pin + ρ\ 4- · · · + P„,- 3 — °> 
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(l'on l'on tire 

pl pi ρ 3 ·■· Pm—i ' 

P«= — Ps—IU — ··· —Pm ■ 

P3= - Pt— Pe —■■■- Pi ' 

Pm—1 — Pm Ρ t ' - - Ρ m— 3 ' 

ce qui permet d'exclure encore les périodes p\ , p,„Ainsi, 
dans le cas général où le nombre des périodes distinctes est 
[m — ι i ι η — ι), on peut prendre pour ces périodes les quantités 

Ρ il Pu' Pjvs Ρ m—3 > Ρ m—î ·> Pm—l) 

Ρ 2 ' Ρ Ά' Ρ 4' ' * " ' Ρm—i ι Ρ m—ι > Ρ · κι 

Pl' Ρ 3' Ρ 4'"·'' Pm—2 J Ρ m— 1» Ρ m 

Pu p il Pit···) Pm-i- Pm— Il Pmi 

etc., 

ou bien, en représentant par ω l'exponentielle e , 

Pit <*p'ι·, ω8/»! " 4/··',, 

νρ\, ω2ρ\, νΛ ρ",,..., <ύ'η-3ρ\, ω"'-2//,, Μ,α-*μ\, 

Ρ ι > j) Ρ ι > ω Ρ ι ' ■ · · ι ω Ρ 11 ω Ρ η " Ρ ι ' 
Ρα '·> Ρ H « p ,, · ■ · ? ω ρ ι, ω Ρ ιι '<> ρ,, 
etc. 

Lorsque le nombre η sera divisible par m et que le coefficient λ sera 
nul, il suffira, pour avoir les (m— ι)(π — 2) périodes distinctes, de 
supprimer la première ligne horizontale dans l'un 011 l'autre des deux 
tableaux précédents. Ces périodes seront donc 

-ν;, ω2//,, «y,.... «"-y,, w
m
-y;, ^'-y, 

/s, «y, «y,..., w'"~y, «
m
-y, wm-y, 

ω yû',\ &)3ργ,..., ω'"-3ρ·ρ 'ù'n~~2ρ'Ί, 
. . . . . ..... 

ρ, ; «Ρ(Γ,:' «y?- !»-·), «('"-y. 

bo.. 
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60. Pour dernière application, considérons l'équation du troisième 
degré 

u" — u-h ζ — ο. 

Appelons u
{

, u-
2
, u. les trois fonctions déterminées par cette équation, 

qui, pour la valeur initiale z — o, se réduisent respectivement à o, 
-+- f, — i. On a prouvé, n° 52, que la première et la deuxième de-
viennent égales lorsque le point Z, parti de l'origine O, arrive au 

point A qui répond à î = + 3^'
 a

P
r
^

s av
°i

r
 suivi la droite OA, et 

que la première et la troisième deviennent égales, lorsque le point Z, 
parti de l'origine, arrive par la droite OA' au point A' qui répond à 

z~ — '
es points A et A'sont d'ailleurs les seuls pour lesquels 

l'équation proposée puisse avoir des racines égales. Supposons, ce qui 
est permis, que les contours élémentaires (A) et (A') se confondent sen-
siblement avec les droites OA, OA'; nommons e(, e2, e3

 les valeurs des 

intégrales / u, dz, I u.
2
dz, I u

3
dz prises le long d'un chemin dé-

terminé OMR, et proposons-nous de trouver toutes les valeurs que 

l'intégrale f u
K
 dz peut acquérir, suivant que le point Z va de O en R 

par tel 011 tel chemin. 
On a vu, n° 52, qu'après une révolution de Z sur le contour (A), 

les racines u
K
 et u

2
 échangent leurs valeurs initiales, tandis que u

3
 re-

prend la sienne : la fonction u
t
 + u

2
 reprend donc aussi sa valeur 

initiale. Par suite, les intégrales^*u3dz, j'{u, -t-u.,)dz, prises le long 

du contour (+ A), ne changeront pas si l'on suppose que ce contour 
se réd uise à une ligne fermée infiniment petite tracée autour du point A ; 
comme, en ce point, les fonctions u

3
 et u

K
 -t- u

2
 conservent des valeurs 

finies, on en conclut, n°46, 

A 3 — o, A, + A
 2
 — o. 

On reconnaît aisément que les intégrales A
3
 et A_

3
 sont composées 

d'éléments deux à deux égaux et de signes contraires; il en est de 
même des deux intégrales A,, A_

2
, et aussi des deux intégrales \

2
, A_, ; 

on a donc 
\3 — A_j — ο, A, — - A2 — A„, — - A—2 '■ 
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on trouvera pareillement 

A
2
 A_

s O) -'^-1 " -^ — 3 ( '^—3· 

On conclut d'abord de ces égalités qu'on peut changer k signe d'un 
terme quelconque de la caractéristique sans altérer la valeur de l'in-
tégrale cherchée : on pourra donc se dispenser de mettre ce signe en 
évidence. Observons que, sur le contour (A) (A), chacune des fonc-
tions ut reprend sa valeur initiale après une révolution de Ζ . et 

que les intégrales J*u
t
dz, Ju

3
dz, j*u

3
dz, prises le long de ce-

contour, se réduisent à zéro en vertu des relations précédentes. Pat 
conséquent, si dans la caractéristique du chemin quelconque OLK 
suivi par Z, on trouve les deux termes consécutifs (A) (A), il sera per-
mis de les supprimer : le même raisonnement s'applique aux deux 
termes consécutifs (A') (A'). On peut donc supposer que, dans la carac-
téristique du chemin OLK, deux termes consécutifs quelconques ren-
ferment toujours l'un la lettre A, l'autre la lettre A'. 

Alors les trois premiers termes forment nécessairement un des deux 
groupes suivants : 

(A) (A') (A), (A')(A)(A')·, 

or, après une révolution de Ζ sur le contour fermé que représente 
l'un ou l'autre de ces deux groupes, la fonction u

t
 reprend sa valeur 

initiale, et d'ailleurs l'intégrale u
t
dz prise le long de ce contour 

est nulle. On peut donc, sans altérer l'intégrale / u, dz, supprimer 

les trois premiers termes de la caractéristique du chemin OLK; par la 
même raison , on pourra supprimer les trois suivants, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que la caractéristique soit réduite à une de celles-ci, 

+ OMK, (A) + OMK. (A') + OMK, (A)(A') + OMK, (A')(A) + OMK. 

et les valeurs correspondantes de l'intégrale f u, dz, seront 

"ι ι A
(
+n

2
, A

t
 H— i»

s
, A

t
+e.

2
, A, + e

3
. 

On voit donc que, quel que soit le chemin OLK, cette intégrale n'a 
que trois valeurs distinctes qu'on peut présenter sous la forme 

k , A< + v
3

, A, 4- t'j ; 
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car de ce que l'équation proposée n'est pas altérée par le changement 
simultané de u en — u et de ζ en — ζ, on conclut aisément la rela-

tion A, = A*. Le nombre des valeurs de l'intégrale 

limité, il n'y a pas lieu, dans l'exemple qu'on vient de traiter, à en 
chercher les périodes. 

En général, l'intégrale J udz n'aura qn'urt nombre limité de va-

leurs, et, par suite, sera dépourvue de périodes, toutes les fois que 
l'équation entre tt et ζ sera de la forme 

f(u) = z, 

J (u) désignant un polynôme entier en u et indépendant de z. En effet, 
si l'on pose 

Γ udz — ν, 

on aura 
dv = udz = uf'{u)du, 

d'où 

ν — J'uf'(u) du — F {u), 

F (m) désignant un polynôme entier en u. Pour chaque valeur de s, 
le nombre des valeurs de ν est donc égal à celui des valeurs de u, le-
quel est limité en vertu de l'équation algébrique 

/(") = *· 

Je me propose, dans un autre article, d'appliquer à de nouvelles 
fonctions les principes établis dans celui-ci; mais je crois devoir, en 
terminant, signaler d'une manière précise les emprunts que j'ai faits 
aux travaux de M Cauchy, et notamment aux remarquables Mémoires 
qui font partie du tome XXIII des Comptes rendus (année 1846)· On 
y lit à la page 700 une définition des fonctions continues, identique à 

celle que je donne au commencement du présent article; mais je ne 
crois pas que le savant géomètre ait énonce les théorèmes des nos 6 et 7, 
théorèmes qui sont indispensables pour l'étude des fonctions ainsi dé-
finies. 

C'est à M. Cauchy qu'il appartient d'avoir expliqué la véritable idée 
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qu'on doit se faire d'une intégrale prise entre des limites imaginaires 
et de ses valeurs multiples : la proposition que je donne à ce sujet, 
n° 9, a été démontrée par lui il y a déjà longtemps. (Voir le Mémoire 
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires.) Les 
théorèmes des nos 10, 11, 12, qui en sont des corollaires, reviennent 
à ceux qu'énonce M. Cauchy dans le tome déjà cité des Comptes 
rendus, pages a53 et 692; ils acquièrent seulement une signification 
plus précise lorsqu'on sait, par les théorèmes des nos 6 et 7 et pur 
ceux qui sont établis dans la seconde partie du présent Mémoire, dans 
quels cas la fonction qu'on intègre le long d'un contour reprend ou 
ne reprend pas sa valeur initiale après une révolution du point mobile. 
J'en déduis le développement en série de la fonction u par une mé-
thode qui est due à M. Cauchv et qu'il a plusieurs fois reproduite : 
lorsque j'ai démontré les propositions que je lui empruntais, c'est que 
je. voulais les appliquer spécialement aux fonctions algébriques, et 
qu'alors les conditions sous lesquelles elles ont lieu comportent un 
énoncé plus net. 

Dans la seconde partie, j'examine d'abord la manière dont les fonc-
tions u,, u

2
, etc., échangent leurs valeurs autour des points pour 

lesquels l'équation en u a des racines égales ou infinies, et j'établis a 
ce sujet, nos 18-27, des propositions qui me paraissent nouvelles : la 
possibilité de partager ces fonctions en systèmes circulaires pouvait se 
déduire d'un théorème de M. Cauchy sur les substitutions {Journal de 
l'Ecole. Polytechnique, tome X); mais la méthode que j'ai donnée 
permet d'effectuer réellement ce partage. 

La réduction à un seul chemin tit à une série de contours élémen-
taires de tous les chemins par lesquels on peut aller d'un point à un 
autre, la notation que j'adopte, et les conséquences que j'en tire rela-
tivement aux valeurs que la fonction acquiert par ces divers chemins, 
me paraissent n'avoir encore été données par personne. 

Dans la troisième partie, qui contient les applications au calcul inté-
gral , je commence par réduire une intégrale définie prise le long d'un 
chemin quelconque à une intégrale prise le long d'un seul chemin , 
plus une suite d'intégrales élémentaires. Le principe de cette réduc-
tion appartient à M. Cauchy, et le calcul indiqué à la page 788 du 
tome déjà cité des Comptes rendus revient à celui de mes intégrales 
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élémentaires. Mais la notation dont je me sers et l'emploi des propo-
sitions établies dans la seconde partie me permettent d'aller plus loin 
dans le cas où la fonction u dépend d'une équation du second degré, 
ou d'une équation binôme, et encore dans d'autres cas étendus que 
je traiterai plus tard : je parviens, en effet, nos 50 et 59, à des for-
mules générales qui comprennent toutes les valeurs d'une intégrale 
définie prise entre deux limites données et ne, comprennent que ces 
valeurs. 

Ces formules sont nécessaires, à mon avis, pour faire connaître 
toutes les périodes et pour montrer qu'à une valeur quelconque d'une 
intégrale on peut ajouter des multiples entiers quelconques de toutes 
les périodes, sans cesser d'avoir une valeur de la même intégrale. Des 
indications données par M. Cauchy (page 698 du volume cité) 011 
peut bien conclure l'existence d'un certain nombre de périodes, et 
dans un travail inédit l'illustre analyste retrouve de cette manière les 
périodes connues des fonctions elliptiques; mais, en suivant cette 
marche, on n'est pas assuré de les obtenir toutes, et l'on ne voit pas 
que chacune d'elles appartienne à toutes les valeurs de l'intégrale. 

Je dois dire encore que les résidtats auxquels je suis arrivé concor-
dent avec ceux qu'a obtenus M. Hermite dans un travail dont l'extrait 
se trouve au tome XVIII des Comptes rendus (séance du ιη juin 1844)-
Par une heureuse généralisation de la marche qu'a suivie M. Jacobi 
pour les fonctions abéliennes, l'auteur obtient les expressions des 
périodes des fonctions inverses des intégrales de différentielles algé-
briques; mais, pour bien comprendre la signification de ces résultats, 
il me semble nécessaire de prendre pour point de départ la définition 
donnée par M. Cauchy des intégrales prises entre des limites imagi 
naires : c'est à ce point de vue seulement qu'on peut se rendre compte 
des valeurs multiples de ces intégrales [*]. 

[*] .Te profiterai de cette occasion pour avertir d'une erreur typographique qui se 

trouve à la page '->42 du tome XIV de ce Journal : au lieu de ces mots, une démonstra -

tion à laquelle j'étais parvenu, il faut lire une démonstration plus simple que celle à 

laquelle j'étais parvenu. 


