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RECHERCHES

SUR

LES FONCTIONS ALGEBRIQUES,

Par M. V. PUISEUX,

Maitre de Conférences i I'Eeole Normale.

PREMIERE PARTIE.

1. Lorsqu'une fonction # d’une variable z réelle ou imaginaire est
définie par une équation algébrique

flu,z)=o,

il ne suffit pas d’attribuer 4 la variable uue valeur particuliere pour
que la fonction soit complétement déterminée; car I'équation pro-
posée fournira, en général, plusieurs valeurs de z pour chaque valeur
de z: il faut encore faire connaitre laquelle de ces valeurs on doit
choisir, si 'on veut que la fonction « soit définie sans ambiguité.
Soit, par exemple, I'équation
u:— z =10

3 - : - . . 7 13 ;
I’équation dont il s’agit; la valeur de z étant représentée par re v Y
ou r est positif et ¢ réel, les deux valeurs correspoudantes de u seront

i t - T t c—
ARt . 2 A
r*e* , —re , en désignant par r* la valeur arithmétique de

la racine carrée de r. Pour achever de définir la fonction, on pourrait
convenir de prendre pour ¢ un angle compris entre — n et + =, et
d’adopter constamment pour I'une des deux formules écrites ci-

Ly=

L
2e¢*  , par exemple. Mais cette convention, qu’il serait

dessus , 7
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difficile d’é¢tendre & des équations d’un degré quelconque, a encore
cet inconvénient, que u devient alors une fonction discontinue de z.

.\ . R . ! w )V

En effet, atiribuons i cette variable les deux valeurs re( v ,
/——1!'—‘-—5)\/::']‘ - Y00 . . . T LI

re' . qui différeront infiniment peu si ¢ désigne un infiniment

1w Vi

. itifs les valeurs ir : rle 2

petit positif; les valeurs correspondantes de u, savoir: re ,

1R

rte 2 ; diftéreront d’une quantité finie et sensiblement égale a
1
"; [E—

ar’y—1.

2. On évitera celie discontinuité en définissant antrement la fonc-
tion «. Reprenons I'équation

J{u.z)=o0,

dont nous pouvons supposer le premier membre entier en u et z;
donnons & z une valeur initiale quelconque ¢, et, pour la valeur ini-
tiale /» de u, choisissons une quelconque des racines de I'équation

S(u,c)=o.

Concevons maintenant que z varie d’'une maniére continue & partir de
la valeur ¢, et atteigne une autre valeur £; M. Cauchy a démontré
Nouveaux Exercices de Mathématiques, tome I1, page 109) que les
diverses valeurs de u varient en méme temps d’une maniére continue.
1l y en aura donc une qui, d’abord égale 4 b, aura passé par degrés
infiniment petits &4 une valear déterminée h qu’elle atteindra pour
z = k. Cette valeur de u sera pour nous une fonction de z, et, comme
on le voit, une fonction continue; mais sa détermination, pour une
valeur particuliere de z, dépendra tout a la fois et de cette valeur
méme et de la série des valeurs par lesquelles z a passé & partir de sa
valeur initiale.

Observons toutefois que la fonction cesserait d’étre déterminée, si,
en passant de Ja valeur ¢ 4 la valeur &, z prenait une des valeurs qui
font acquérir 4 1’équation

/(ua z)=o0
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des racines égales. Mais ces dernieres valeurs étant en nombre himité,
il sera toujours possible d’éviter cette circonstance, quelles que soient
les quantités ¢ et k; car il y a une infinité de manieres de faire passer
une variable imaginaire d’une valeur a une autre.

De plus, il importe de remarquer que. selon la série de valeurs
qu’on adoptera pour z, la fonction « pourra acquérir, pour z = k,
telle ou telle valeur. La question qui va nous occuper, de déterminer
la valeur de & pour une valeur quelconque de z, devra donc étre posée
comme il suit, si 'on veut qu’elle ait une solution unique :

« La fonction u satisfaisant a I'équation
Sflu, z=o0,

» et ayant la valeur b pour z = ¢ . assigner la valeur qu’elle acquiert
» pour z =4k, en supposant connue la série des valeurs infiniment
» rapprochées par lesquelles z passe de la valeur ¢ a la valewr 4. »

M. Cauchy a montré combien est importante dans 'analyse, et par-
ticalierement dans le calenl intégrai, la considération des diverses ma-
nieres dont une variable imaginaire peut passer d’une valeur a une
autre. Afin de rendre plus sensible la marche d’une pareille variable,
nous nous servirons de la représentation géométrique dont cet illustre

analyste a tiré un si grand parti. Ayant fait z = a + yy—1, nous
imaginerons un point Z dont x et y soient les coordonnées rectangu-
laires, de sorte qua chaque valeur de z répondra une position de Z,
et réciproquement. Alors. en méme temps que z variera de ¢ a k par
une série déterminée de valeurs, le point mobile Z passera du point
correspondant & z=c, au point K correspondant & z = k, en suivant
un chemin déterminé. Le probléme proposé ci-dessus reviendra donc
i trouver la valeur qu'acquiert la fonction «, lorsque Z passe de C en
K par un chemin donné [*].

3. Pour éclaircir par un exemple ces considérations générales,

[*] Ce chemin peut étre ou une ligne droite, oun une ligne brisée, ou une ligne
courbe, ou un assemblage quelconque de lignes droites et courbes. Il n'est assujetti
qu'a former entre les points C et K un trait non interrompu.
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revenons a ]’équation
w— z —=o.

De I'origine O des coordonnées comme centre, fig. 1, Pl. I, avec un
rayon quelconque r, décrivons une circonférence sur laquelle nous
prendrons, dans Pangle des coordonnées positives, les deux points
C et K; appelons © et § les angles aigus COx, KQx. et supposons
9> t; on aura, au point G,
e

z = re vV =c,
et, au point K .

by —1
re = k.

i

Pour une position quelconque du point Z sur le cercle, on aura

t\/;T‘

2 = re

et 'on pourra prendre I'angle - pour valeur initiale de ¢, et ls

quantité r*e” pour valeur initiale de z. Si, maintenant, on sup-

pose que Z aille de C en K en décrivant 'arc CLK moindre que la

demi-circonférence , Pangle ¢ croitra d’une maniére continue de - 4 g,
! é :

et la fonction « acquerra, pour z =k, la valeur r®e? . Mais si Pon

fait décrire 4 Z Varc CMK plus grand que la demi-circontérence ,

angle ¢ décroitra de = 4 6 — ar, et la fonction u obtiendra. pour

i 6—22'/‘:\/*—-—1

z =k, la valeur »* ¢ égale et de signe contraire a la préceé-
dente. On voit donc bien que, dans notre maniére d’envisager une
fonction implicite, elle dépend non-seulement de la valeur de la va-
riable z oun de la position du point Z, mais encore du chemin par
lequel ce point y est arrivé a partir de sa position initiale.

4. En général, le premier membre Sf(u, z) de Péquation proposée
sera de la forme

Au™ + Bu™ ' + Ca™* + . 1y + K,

A, B,... K, désignant des fonctions entiéres de z qu’on peut supposer
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wavoir pas de diviseur commun. Nous admettrons aussi que cette
équation est irrédactible, c’est-a-dire qu’il n'existe aucune fonction
entiere de « et de z, d’'un degré moindre que m par rapport a u, qui
divise f'(u, z): il y avait un pareil diviseur, I'équation proposée se
partagerait en plusieurs autres irréductibles, a I'une desquelles satis-
ferait la fonction dont nous nous occupons. 11 suit de la que I'équation

flu.z)=o0

ne pourra pas avoir de racines égales, quelle que soit =3 car, si cela
avait lien, on sait qu’elle ne serait pas irréductible. Les valeurs de -
qui lui feront acquérir des racines égales seront déterminées par une
¢quation en z qui n’aura qu’un nombre limité de solutions : les poinis
correspondants &4 ces valeurs seront donc en nombre limité et ne for-
meront pas une ligne continue.

5. Afin de définir ’une maniere précise la tonction que nous vou-
lons considérer, choisissons pour point de départ de Z un point ¢
correspondant a la valeur ¢ de z. Supposons que I'équation

Sl el =o

ait une ou plusieurs racines simples et finies. Appelons 5, une pareille
vacine. et #, une fonction continue de z qui satisfasse i I'équation

Siu,z)=o,
et se réduise a b, lorsque le point 7 part de la position C.
Concevons maintenant que Z aille du point € qui répond a z=¢, au
point K qui répond a z == £, en suivant une ligne CMK, fig. 2, telle

que, pour aucun point de cette ligne, la fonction #, ne devienne
infinic ou égale & une autre racine de I'équation

Jlu,z) = o,

Aw point K.« acquerra une valeur £, qui sera une des racines de
I"équation

Jlu, kYy=o.

Je vais prouver, et c’est 14 une proposition fondamentale dans notre
théorie, que cette valeur &, restera la méme, si, les points C et K res-

Tome XV. — Ocronas 1850, /{7
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tant fixes, la ligne CMK vient i se changer dans la ligne infiniment
voisine CM'K.,

En effet, regardons ces deux lignes comme parcourues en méme
temps par deux points mobiles Z et Z/ qui partent ensemble de la posi-
tion C, qui arrivent ensemble en K, et dont les positions simulta-
nées M et M’ soient toujours infiniment voisines. Appelons ¢, et v, les
valeurs simulitanées de la fonction z, sur les deux lignes CMK , CM'K :
puisque ¢, et ¢, varient d’une maniére continue quand les points 7,
et Z' se déplacent, il en sera de méme de la différence v, — .

Observens maintenant que tout le long de la ligne CMK, la ra-
cine «, de Péquation

flu,z)=o0

nest égale & aucune antre, et qu’ainsi on peut assigner une quan-~
tit¢ finie A-telle, que le module de la différence entre 2, et une autre
racine soit, le long de cette ligne, constamment supérieur a A. Pour
les deux points M et M/, les valeurs de 2 difféerent infiniment peu, et
par conséquent, chacune des racines de Péquation

S (e, z) = o,

pour le point M’, differe infiniment peu de quelqu’une des racines
de la méme équation pour le point M. 1l en résulte que le module de
la différence ¢, — ¢, est ou infiniment petit ou supérieur & A : mais
cette différence est nulle au point C et varie d’une manicre conlinue;
it fuat done gulelle reste toujours infiniment petite : par conséquent,
etle esi rigoureusement nulle en K, et la fonction u, acquiert en ce
peint la méme valeur 4, , soit que Z y arvive par le chemin CMK ou
pat le chemin CM/K.

6. Concevons & présent qu’on altére graduellement la ligne CMK ,
tes points C et K restant fixes ; nous obtiendrons la proposition sui-
vante :

Le point Z atlant de C en K , fig. 3, soit par le chemin CMK, soit par
le chemin CXNK, la Jonction u, qui avait en C la valeur b, acquerra
dans les deux cas la méme valewur hy, si Lon peut, en déformant la
ligne CMK, Il faire coincider avec CNK, sans lui faire franchir



PURES LT APPLIQUEES, 371

aucun point pour lequel la fonction u, devienne infinie ou égale a une
autre racine de Uéquation

Jlu,z)=o.

7. On peut faire coincider le point K avec le point C, et alors on
arrive au théoréeme suivant :

Le point 7. étant supposé partir du point G et revenir a ce méme
point en décrivant la ligne CLMG, fig. 4, la fonction u,, qui avait
au commencement la valeur b, reprendra a la fin la méme valeur b ™ .
st lon peut réduire la ligne fermée CLMC an seul point C sans lw
Jaire franchir aucun point pour lequel la fonction u, devienne in-
finie on égale it une autre racine de l'équation

S (u, 20 =o.

On doit observer que cette ligne fermée CLMC peut avoir une forme
absolument quelconque, se couper elle-méme. ou faire autour du
point € un nombre quelconque de révolulions, pourva que la conti-
tion exprimée dans Vénoncé du théoréme soit remplic.

Par exemple, la fonction «, définie par I'équation

Wwt—=z—a
ceprendra sa valeur initiale, lorsque le pont Z, parti du point G, re-
viendra 4 ce méme point, sila ligne qu’il a déerite peat se réduire an
seul point C, sans franchir le point A qui répond 4 z = «a.
Pareillement, la fonction #«, définie par I'équation

g—ajfz—a)(z—a". W =((z—a)(z— Y z—da"),...,

eprendra sa valeur initiale , lorsque le point Z reviendra a son point
de départ C, si la ligne décrite par ce point peat se réduire au seus
oint C sans franchir les points A, A’, A”,.... 4. 4, A", etc., qu:
1 P ’ 3o 3 5 : ' |

correspondent respectivement aux valeurs a, ', a’,. ., a.a’, a’, etc..

de z

Enfin, il en sera de méme de la fonction #, deéfinie par Péquation

w—u-+ z=o,

st la ligne fermée décrite par Z peut se réduire au seul point € st

47
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franchir aucun des deux points A et A’ qui répondent 4 z =

\ 2
eta 7z = — ——.
3v3

8. Soit «, une fonction algébrique de z définie, comme précédem-
ment, par la condition d’¢tre continue, de satisfaire 4 Péquation

Su,3)=o,
_ 5
et de se réduire & la quantité b, pour z = ¢. La notation f u,dz
c

désigne, comme on sait, la somme des produits des valeurs de la
fonction u, par les accroissements infiniment petits gue recoit la va-
riable z lorsque celle-ci passe de la limite inférieure ¢ 4 la limite supé-
rieure k. Or, on peut faire varier z de ¢ 3 k, ou, ce qui est la méme
chose, faire passer le point Z de C en K d'une infinité de maniéres, et
a chaque chemin CMK, fig. 5, suivi par le point Z répondra une va-
- . ]‘
feur finie et déterminée de I'intégrale f u, dz, pourvu qu'en aucun

c
point de ce chemin la fonction «, ne devienne ni infinie, ni égale a
une autre racine de I’équation

S, z)=o.

On peut donc se demander comment varie l’intégrale] u,dz,

¢
lorsque les points C et K, ainsi que la ligne CMK , viennent 4 changer
infiniment peu. Cette ligne ne renfermant, par hypothése, aucun point
qui rende la fonction #, infinie ou racine multiple, il en sera de méme
de la ligne infiniment voisine C'M’K’, et I’'on prouvera, comme au n° 5,
que, pour deux points infiniment voisins pris sur ces deux lignes, les
valeurs de «, different infiniment pen L’accroissement de Fintégrale,
lorsqu’on passe d’un de ces chemins i I'autre, peut donc étre calculé
par les regles du calcul des variations, qui donnent

% k k
d‘f u,dz :f (u, dz) :f (,dz + du, dz).

<

. . foso o du
Mais le long de la ligne CMK , la dérivée % a constamment une va-

[ 1 Pt R NS VY NN RN AR (R RN R RN AR
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leur finie, comme on le voit par 'équation
o de 0

Y=o

du, dz dz ’

. df \ o . .
ou —= ne peut étre nul tant que #, est une racine simple de 'équation
e,

fru,z)=o.

On aura donc
du

du, = d»l 0z,

d’ou
du !
du de = — dzdz = du, 9z,

et. par suite,

k x "
é‘f uydz :f (¢, ddz + du, 0z) :]

ou bien, en appelant b, et &, les valeurs de u, aux points C et K,
k 1 i 1 :

k
diu,dz),

k
6‘f wds = h, ok — b,dc.

9. On tire de cette équation plusieurs conséquences importantes.
Supposons d’abord que les points ' et K’ coincident avec les points
C et K; on aura

0¢ = 0, O“k:(),

k
o“f u, dz = o.
[

De 14 résulte le théoreme suivant :

et, par suite,

K
L intégrale f u,dz, prise le long de la ligne CMK, ne changera
[a

pas de valeur, si, les points C et K restant fixes, cetie ligne vient
a se déformer, sans franchir toutefois aucun point pour lequel la
Jonction w, devienne infirie ou c¢gale a une autre racine de l'équation

Sflu,z)=o.

10. Supposcns ensuite que le point K coincidant avec le point (.,
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le chemin CMK devienne une ligne fermée CLMC, fig. 4; on aura
oh = d‘c,
d’ou
k
af wde = (h, — b)dc.
Tant que le point C reste fixe, on a

dc=o,

'
o“[ u, dz = o.
v e

On conclut de 14 Ie théoréme suivant :

et. par suile,

L'intégrale [u,z, prise a partir du point G, tout le long de la
ligne fermée CLMC, garde la méme valeur si, le point G restant fixe.
celte ligne vient a se déformer sans franchir aucun point pour lequel
la fonction u, devienne infinie ou égale i une autre racine de Uéquation

J i, 2) = o.

11. On réduit encore a zéro le produit (A, — b,)dc, en faisant
by = by, Cest-a-dire en supposant que la fonction «, reprend sa va-
leur initiale lorsque le point Z, parti du point €, revient 4 ce méme
point. Gn a donc ce théoreme :

57 la ligne fermée CLMC est telle, que la fonction u, reprenne sa
valeur aprés une révolution du point 7, lintégrale Su,dz, prise tout
le long de cetie ligne, ne changera pas si Uon vient & la déforiner
sans lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction w, le-
vienne infinie ou dgale @ une autre racine de Udquation

Jlu, z)=o.
En combinant ce théoreme avec celui du n° 7, on obtient encore la
proposition suivante :
Ni la ligne fermée CLMC esi telle, qiion puisse la réduire au seul
o . P
point C sans lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction u,
devienne injfinie ou égale a une autre racine de I'équation
Jlu,z)=o,

lintégrale fu,dz, prise tout le long de cette ligne, sera egale a zero.
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{2, Lorsque la fonction &, reprend sa valeur initiale apres une ro-

~olution de Z sur la ligne fermée CLMC, Vintégrale [u, dz prise tout

fe long de cette ligne est indépendante du point C qu’on y prend pour

origine de Pintégrale. En effet, la ligne CLMC restant la meme, si le

point C vient a se déplacer sur cette ligne, d¢ ne sera pas zéro; mais,
comme ou a, par hypotheése,

h,=b,.

fa variation de Vintégrale fu, dz sera nulle.

Il n’en est plus de méme évidemment, lorsque la fonction ne re-
prend pas sa valeur initiale apres une révolution de Z sur la ligne
fermée; car alors la différence oy — b, cesse d’étre nulle.

13. Je crois devoir vépeter Pobservation déja faite au n 7, que la
ligne fermée dont il vient d’étre question n’est pas nécessairement |e
contour extérieur d’une aire limitée, comme serait une circonférence
ou une ellipse, mais quelle peut se couper elle-méme comme une
lemniscate, et cela un nombre quelcongue de fois. 11 peut se faire
encore qu'une méme partie de cette ligne soit parcourue deux ou plu-
sieurs fois dans une révolution accomplie par le point Z. Par exemple .
on pourrait la composer des deux circonférences CLAM, BNP, fig. 6,
et de la droite AB, une révolution du point Z consistant a décrire
successivement Parc CLA, la droite AB. la circonférence BNP, Ia
droite BA, et enfin I'arc AMC. L’habitude ou I'on est d’entendre par
ll'gnejérm("() un contour qui ne se coupe pas lui-meéme me fait insister
sur ces remarques, afin qu'on ne restreigne pas inutilement Fétendne
des thdoremes précedents | * I

[*] Les theorémes des nos 9 10, 11 out et donnés par M. Cauchy dans les Compte
rendus des séances de I Acidemic des Scicnces, annce 1846, Seulement illustre géo-
metre caractérise les points que le chemin parcouru ne doit pas franchir en disant
‘(e pour ces points, la fonction devient discontinue : comme je me borne ici ans
lonctions algébriques, Jai cru donner plus de precision aux énoncés et aux démons-
trations eu disant \ue les points dont il sagit sont ceux pour lesquels Ta fonction «
devient infinie ou racine multiple de Véquation

Jlu,z. =0,
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14. Sans rien changer aux démonstrations, on pent, dans les pro-
positions qui viennent d’étre établies, substituer 4 #, une fonction
rationnelle de #, et de z, pourvu qu'elle ne devienne pas infinie le
long du chemin suivi par le point Z. De 14 nous pouvons conclure le
développement de u, en série.

Soient a, a', a”, etc., les valeurs de z pour lesquelles 'équation

fu,z)=o0

a des racines égales ou infinies : nommons A, A’y A7, etc., les points

correspondants; joignons le point de départ C de Z aux points A,

A’, A7, etc., par des droites, et appelons p une quantité positive

moindre que la plus petite des longueurs CA, CA’, CA”, ete. Du

centre C, avec un rayon égal & p, décrivons un cercle ¢ qui ne renfer-

mera aucun des points A, A’y A7, ete. '

Considérons un point intérieur a ce cercle ou situé sur la circonfé-
rence: la fonction #, pent acquérir en ce point diverses valeurs, sui-
vant que le point 7, parti de G, y arrive par tel ou tel chemin; mais
si Pon assujettit ce chemin & ne pas sortir du cercle ¢, la fonction #,
ne pourra plus prendre au point dont il s’agit qu’une seule valeur par-
faitement déterminée ; car tous les chemins assujettis a cette condition
se réduisent les uns aux autres sans franchir aucun des points A, A’
A", etc. Nous nowmmerons ¢ (z) ceite valeur de la fonction u,, et c’est
elle que nous allons développer en série, en suivant la méthode ex-
pliquée par M. Cauchy dans divers Mémoires.

Pour cela, nous prendrons dans Iintérieur du cercle ¢ un point
quelconque T'; soit 7 la valeur correspondante de z L’expression

g(z) —9(v)
z—7
sera une fonction rationnelle de z et de ¢ (z) qui ne deviendra pas in-
finie, tant que le point Z ne sortira pas du cercle ¢; car, pour z =7,
elle se réduit 4 la quantité finie ¢/(y). Comme d’ailleurs cette fonction
reprend la méme valeur apres une révolution de Z sur la circonférence
du cercle ¢, I'intégrale

{‘?(Q:Mv; dz

2

L%

prise tout le long de cette ligne, sera, d’apres le n° 11, égale a zéro.

" ' 1t ' It RN ER R AR AR [ "
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On aura donce 'équation

y(z)—9 () 4, _ & g

les intégrales étant tonjours prises le long de la circonférence o

. . 1, . ' \
Mais 1’1ntegra]ef —fi peut étre réduite, en vertu dunedl, aia

meme mtegralef-—— prise le long d’une autre circonférence dé-

crite du centre T avec un H‘LS—thlt rayon e, Sur cette derniere, orn
peut faire

g y—t
?

2]

—y=ce

5 variant seul, de sorte qu’on ait

dz=ze Nj‘d@\-—l,

1z
_{ﬁ :/-—-If d6 = army— 1.

I.'équation précedente devient donc

o (o) — L 6 (2)dz
¢ (7) zr\/—_!fz“““/

Observons maintenant que sur la circonférence ¢ le module 5 de
: — ¢ est supérieur 4 la distance CI', ou, ce qui est la méme chose .
au module de 7 — ¢ : Uexpression

e, par suite,

1 I 1
z— z—C — ¢
[—l’_-,‘
z —

peut donc étre développée en série convergente suivant les puissances

. g —c
croissantes de f——;, etl'on a

(n en conclut

gp(z)ds o(zids (. y(z)dz T Co(zidz
f:~;7_f —— ) {z—c}*+“-" ¢) =y

Teme XV . — Qcrosre 1850. 48
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ou le second membre est une série convergente. On a donc enfin I'é-

(uation
wlz (Z dz
: f?z(_)c:z+(7“c>f(t(—)c)z
P =—=
’ 27r\/—1 +(7_c)2/"?(z)dz+
J =

qui donne Je développement de ¢ (7) en série convergente suivant les
puissances croissantes de y — c.

15. L’existence de ce développement une fois démontrée , on pourra
en calculer les coefficients par le théoreme de Taylor, qui donnera

gv)=9(c)+ “'ff—”)(wﬂ:) +%§)(y— CF ...
On a dans cette équation
4 (U) — b1 H

. . N du
si, de plus, on appelle F, (u, z), F, (u, z), etc., les valeurs de 1 I

2

[/ = r . :
P.2.-=> elc., tirées des équations

afdu  daf dfdiu  d*f [du\? drf du daf_o
deds "z T @@ T g\ 2didid; T @ T Qe

9" (¢)

I
les quantités fﬂ;
1 1.2

» etc., auront pour valeurs F, (b, ¢).
Fy(b,, ¢), etc., etil en résultera
By ply) =4, +F,(b4,c).(7—c)+F2(b,, ) (y—¢)+...

On voit clairement par ce qui précede quelle est celle des racines
de I’équation

Jlu,z2>=o0

dont la formule (F) doune le développement : la série qui en est le
second membre fournit la valeur pour z = de celle des racines qui,
se réduisant a b, pour z — ¢, varie d’'une maniére continue avec z,
€n supposant que le point Z aille de C en T' sans sortir du cercle 7,
c’est-a-dire en supposant que la distance CZ reste toujours moindre
que la plus petite des distances CA , GA’, CA”, etc. La formule ne peut

[ TR RN ERI [EEN AR RN [

Vo ' 11
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sappliquer qu'aux valeurs de 7y telles, que le module de y — ¢ soit
inférieur a cette plus petite distance; la notation ¢ (y) n’a méme un
sens déterminé qu’a cette condition, n° 14,

16. Soit maintenant % une valeur quelconque de z et K le point
correspondant : supposons que le point mobile Z arrive en K par un
chemin CMK, fig. 7, qui ne passe par aucun des points A, A’, A", etc;
on pourra calculer comme il suit la valeur %, de la fonction z, pour
z = k.

Du centre C on décrira un cercle qui laisse en dehors de lui les
points A, A’, A", etc. §i ce cercle renferme tout le chemin CMK | on
obtiendra &, en remplacant 7 par 4 dans la formule (F). Si le contraire
arrive, la circonférence coupera la ligne CMK en un ou plusieurs
points : soient ' celui de ces points ou Z arrive en premier lieu et ¢ la
valeur correspondante de z; on obtiendra la valeur &, de «, an point
en remplacant dans la formule {F) y par ¢’. Le chemin CMK se trouve
partagé par ce point en deux parties, 'une CMC' et 'autre C'M’K :
du centre €’ on décrira un second cercle qui laisse en dehors tous les
points A, A’, A", etc. Si ce cercle renferme tout le chemin MK, on
obtiendra %, en remplacant daus la formule (I') ¢ par ¢/, b, par 5|
et y par A : si le contraire arrive, la circonférence coupera Je chemin
(! M'K 5 soient C” celui des points de rencontre o Z arrive en premier
lien et ¢” la valeur correspondante de z. On obtiendra la valeur &
de 2, au point C” en rempiacant dans la formule (1) ¢ par ¢/, b, par b,
et 4 par ¢”. Le chemin C'M'K est maintenant partagé par ce point en
deux parties CM'C” et C"M”K : du centre C” on décrira encore un
troisieine cercle qui laisse en dehors tous les points A, A/, A”, etc. Fn
répélant cette construction un nombre limité de fois, on arrivera 4 un
cercie décrit du centre G et qui renfermera complétement le chemin
C*M"K; alors on obtiendra %, en remplagant dans la formule / F )
¢ par ¢™, b, par b7 et y par 4.

Les points C et K restant fixes, si 'on déforme la ligne CMK sans
fui faire franchir ancun des points A, A/, A", etc , la quantité £, reste
la méme. On pourra profiter de cette circonstaice et anssi de V'indé-

termination des rayons des cercles pour faciliter le calcul de 4, ; mais
nous omettrons ces détails pour abréger.
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17. Au lieu du développement douné par la formule (K), lequet
est applicable tant que le point Z ne sort pas d’un certain cercle, on
peut en former une infinité d’autres dont chacun sera exact dans
toute I'étendue d’une courbe fermée différente du cercle.

Appelons 4 (z) une fonction rationnelle de z qui s’annule pour
z=c:si 'on fait, comme précédemment, z = x +yy—1, le mo-
dule de 4z}, que nous représenterons par md¢ (2}, sera une fonction
de x et de ¥, et I'équation

my(z) =1,
ou [ désigne une constante positive, appartiendra i une courbe alge-
l’)rique. Comme an point C on a

miy(z) = o,
il est aisé de voir que, pour des valeurs suffisamment petites de [,
une des branches de cette courbe devra se réduire 2 un contour
fermé s dans Uintérieur duquel se troave le point C [*].

Supposons maintenant que / croissant depuis zéro jusqu’a une cer-
taine valeur 2, le contour s, qui, pour / = o, se réduisait an point C,
aille toujours en s’élargissant et coincide, pour /=2, avec la courbe
fermée ¢. Admettons aussi que sur la courbe ¢ ou dans son intérieur
on ne puisse avoir

b (2)=¢(2)
sans qu'on ait en méme temps
7=z,
que la dérivée de ¢ (z) ne s'annule pas dans ces mémes limites, et,
enfin, que tocs les points A, A’, A", etc., soient en dehors de cette
courbe. Toutes ces conditions seront remplies si 'on prend ) assez
petit.

Cela posé, si I'on assujettit Z 4 ne pas sortir du contour ¢, la fonc-
tion z, ne pourra acquérir en chaque point qu’une seule valeur, guel
que soit le chemin par lequel on y arrive. Nous appellerons ¢ (z) cette
valeur unique, et nous allons montrer quon peut la développer en
une série convergente ordonnée suivant les puissances de ¢ (2).

[*] Dans les Comptes rendus de U’ Académic, tome IV, page 777, M. Cauchy exa-
mine comment les diverses branches de cette courbe se transforment et se réanissent .
lorsque le module 7 eroit de zéro a Vinfini.
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Prenons dans Uintérieur du contour ¢ un point quelcongue T, ef
nommons 7 la valeur correspondante de z. L expression

~era une fonction rationnelle de z et de ¢ (2) qui ne deviendra pas in-
finie tant que le point Z ne sortira pas de ce contour; car, pour

Ly e s . A CT y .
z =1, elle se réduit a la quantité finie j;7 ). Comme, dailleurs, celle

¥ (7)

fonction reprend la meme valeur aprés une révolution de Z sur ia
courbe 7, 'intégrale

el —wl7) 4

lay—diy 7

prise le long de cette ligne, sera égale a zéro, On aura donc

P dz iz} lz
’J“Y)f\P‘.Z)—'TJ\'/)_f’fd(f-)‘—'b(‘//f

d’ou

les intégrales étant toujours prises le long du contour o.
L’intégrale

1 1 i
T PR P L-_&gf\V)

) =) ¥ly) 2=

= [z} désignant une fonction rationnelle de z qui reste finie dans tout
I'intérieur de & ou méme sur cette courbe; il en résulte

f = =i f dz‘—%-fzs’"/\r/v
We)— b(y) - V() ) a—y T LB

‘n vertu dun® 1i, on a

Jm2)dz= o;
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uant a 'intéerale dz
q egrale | ——
sant prise le long d’une circonférence décrite du centre T' avec nun

rayon tres-petit ¢, ce qui permet d’y faire

GyY—1
Z—y==cge s

= on n’en change pas la valeur en la suppo-

6 variant seul: on a donc
dz — 37 J—
=y =1 db =any—1,
z2—9 a

amy—1

1z
Ve =30 T V()
Observons a présent que sur la courbe ¢ le module de ¢ (z) est égal
a )., et, par conséquent, supérieur & celui de gy I expression

el, par suite,

I T

1

YE A T AE )
¥ (2)

peut donc étre développée en une série convergente ordonnée stivant

Y(v)
¥ (z)

S R TCTRNE TC) I
Y=Y T I e i

On en conclut

z}du vz ds . o(z) dz 5, ¢\3)dz
e =) S e [REE e [

et , par suite,

0= S| [ v [ e [t

ou les intégrales peuvent étre maintenant prises le long d’un contonr
termé quelconque renfermé dans la courbe s et enveloppant une fois
le point C.

En réduisant ce contour 4 une circonférence d’un rayon tres- petlf
ayant le point C pour centre, on prouve facilement que I'intégrale

les puissances croissantes de 7Y7/ et Pon a

T 1 [ e IEERERERESERN ] [ "
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{‘“(,z)d’i est égale 4 amr,y— 1, 1, désignant ce que M. Cauchy ap-
L’)n kz’ v
pelle le résidu de la fonction f% relatif 4 z = ¢. L’équation préce-

dente peut donc s'écrire
(V= (NIr +rad(y) -+ rs g (3) + ...

Cette formule, qui s’étend 2 tous les points du conteur ¢ et de son
intérieur, donne l'expression de ¢ (7) en une série ordonnée suivant
les puissances de ¢ (7).
En y faisant
Y(2)=z—¢,

on retrouve la formule (F); pour en donner une autre application ,
prenons

Y(2)=(z—¢)(z-¢),
¢’ désignant la valeur de z qui répond au point C Péquation

miz—c)(z—c)=1

représente le lieu des points tels, que le produit de leurs distances
aux pomts C et (' soit égal & L. Pour des valeurs de ! moindres que
! , 1 ~r -
~4—A2, A étant la distance C(/, le lieu se compose de deux courbes
fermées : une de ces courbes enveioppe le point G, elle va en s’élar-
. . 1 .
gissant a mesure que / augmente; et pour Z:ZN, elle devient la
moitic POQ, fig. 8, d’'une lemniscate ayant pour foyers les points C
et (. Si tous les points A, A’ A", etc., sont sur cette demi-lemniscate
ou en dehors, on pourra prendre pour le contour < la courbe fermée
. . .. - ’ N 1 P o . v
infiniment voisine qui répond al=  A> —¢, ¢ désignant un infiniment
-+
petit positif; car il est ais¢ de voir gue toutes les conditions énoncées
ci-diessns seront remplies. En effet, la dérivée 2z — ¢ — ¢ de ¢ (=

<

/

ne s’'annule que pour la valeur z =— ¢ ut répond au point
ol X C[ P ale Z = > ] q ,p p

extérieur au contour < : de plus, I’équation

Y (2) = ¢7)
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donne ici pour 2’ les deux valeurs 2’ =z, 2 =¢ + ¢ — z, et si le

point qui répond a la premiére valeur est situé¢ en dedans du con-
tour g, celui qui répond 2 la seconde sera en dehors, puisque ces
deux points sont placés symétriquement par rapport au point O.

On aura done 'équation

?(7):(27~0——6’)[ ro+n(y—c)(y—¢) ],

+r(y— ey — P
9(2)

r, désignant le résidu relatif 4 z = ¢ de PRy ryra et cette for-

mule sera applicable tant que le point 1" correspondant a z = 7 sera
dans Pintérieur de la demi-lemniscate FOQ).

Ajoutons qw’en suivant la marche tracée au n°® 16, on pourra se
serviv de ces nouveaux développements pour le calcul de la fonc-
tion #, a extrémité d’un chemin donné.

DEUXIEME PARTIE.

18. Nous avons établi que la valear de la fonction #, au point K
veste la méme, quand le chemin CMK suivi par le point Z vient & se
déformer sans frauchir aucun peint pour lequel cette fonction de-
vienne infinie ou racine multiple de I'équation

J(u,zr=o0;

nous avons ensuite donné le moyen de calculer cette valeur de u,,
lorsque le chemin CHK est connu. Mais st ce chemin, en se défor-
wmant, franchit un ou plusieurs des points dont nous venons de par-
ler. la valeur de %, pour le point K changera généralement : il nous
faut examiner comment ces diverses valeurs de #, se changent les unes
dans les autres.

Pour plus de clari¢, nous supposerons d’abord que le coefficient
de la plus haute puissance de u dans le polynome f(«, z) soit indé-
pendant de z; alors les valeurs de « tirées de I'équation

J(u,z)=o0

ne peuvent devenir infinies pour des valeurs finies de z,
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Soit maintenant A un point pour lequel p racines de ’équation

f(u, z)=o0

deviennent égales : nommons b la valeur commune de ces racines et «
la valeur de z au point A. Décrivons autour de ce point un contour
fermé de dimensions infiniment petites CLMC, fig. 9 | *]; prenons-y
un point C pour position initiale dun point mobile Z; appelons #, ,
Usy..., U, les p fonctions de z qui satisfont 4 I’équation

flu,z)=o0,

et qui se réduisent pour la position initiale C de z aux p racines tres-
pen différentes de b de V'équation

flu, c)y=o.

On sait qu’apres une révolution de Z sur le contour CLMC les fonc-
tions de z, qui satisfont a I'équation

Sflu,z)y=o0,
et dont les valeurs au point de départ different infiniment peu des
racines simples de I’équation

Slu,a)=o,
reprennent leurs valeurs initiales : voyons ce qui arrive aux fonctions
Uy y Uy gy Upe

Observons que, pour & = b, les polynomes

. df(u, a) dif(u, a) dr= flu,aj
f(lt, (l}, du dw? T T ’

. - ;o . drf(u, a] .
doivent s’annuler, mais que la dérivée suivante —%’—) doit prendre
/2

une valeur A différente de zéro. Si donc dans I'équation

_f(u7 Z): 0,

{*] Nous supposerons dans ce qui va suivre que la ligne infiniment petite CLMC ne
fait qu’une seule circonvolution autour du point A, cest-i-dire que I'angle polaire
formé par le rayon vecteur AZ avec une direction fixe varie seulement de 2=, pen-
dant une révolution de Z sur le contour CLMC.

Tome XV. — Ocrosre 18 50.

4 9
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onpose
u=>b+f3, z=a+ «,

elle prendra la forme
€)) Aﬁ/’+ZBﬁqar:o,

. .| N
le signe 2 désignant une somme de termes dans lesquels les expo-

sants ¢ et » sont entiers et positifs; dans les termes ot 7 est nul, q est
plus grand que p, etil y a nécessairement un terme au moins ou, ¢
étant nul, r ne Pest pas; autrement Péquation (1) serail divisible par
. ou, ce qui est la méme chose, I'équation

S, z) =0

serait divisible par v — 4, et, par conséquent, ne serait puas irré-
ductible.

Le point Z étant supposé¢ infiniment voisin de A, le module de la
différence z — a = 2 sera infiniment petit, et, parmi les valenrs cor-
respondantes de «, lirées de I'équation

S (u, 2)=o,

il y en aura p telles, que le module de la différence 2 — b — B soil
infiniment petit. Si I'on veut les déterminer, il faudra chercher les P
valeurs infiniment petites de 8 qui satisfont a Iéquation (1), et, pour
les obtenir approximativement, il suffira de conserver,, dans cette
équation, les termes de Pordre le moins élevé.

Commencons par le cas le plus ordinaire, celui ou la dérivée
rdf}\[;;’fi ne s'annule pas pour z2==a, u=5; alors il y a, dans |'é-
quation (1), un terme de la forme Ba, et il est clair que les deux
termes A (37 et Ba sont d’un ordre moins élevé que tous les autres.
Les p valeurs cherchées de £ sont donc données approximativement
par P'équation

AB?+Ba=o0, ou B?=ha,

. B . V=1 ey .
en faisant — L= . Or,si Pon pose o = pe \/—’, p désignant la dis-

tance AZ et t Vangle qu’elle fait avec la direction des & positives; si,

BN 1 i [ENEE (R LR R [ EERRN RN RN 1 e
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1 r
de plus, ou représente par (hp)P une des valeurs de \/ﬁp, les p va-
leurs de 5, qui satisfont a ’équation

B = fo,
serout
Ty R LAY
G, = hp)rer , B, = (hp)re 7 ,
et K Tor(p—tm g
. Vool LSk T A s \/,,
B, =1hp)re ? ooy PBp="(hpire r

Lorsque le pomnt 7, apres avoir fait une révolution sur le contour

CILMC, est revenn & sa position initiale G, le ravon vecteur o est re-
i

devenn le méme sans avoir passé par zéro; le facteur (Ap)7 a donc
repris sa valeur initiale. Mais Vangle 7 a augmenté de 27, et, par
conséguent, 3, a acquis la valeur initiale de 3,, [, @ acquis celle de
., et ainst de suite, jesgith B, qui a pris celie de 3.

Ces conclisions sent rgoureuses, bien que les valeurs précédentes

de B, Bae s (3, ne solent qu’approchees En effet, nommons main-
(5 .. (5, les valeurs exactes de ces fonctions; lerreur

tenaut &, . 52
r

29
commise sur chacune d'clles dans jes forinules i‘:récédeutes est un -

- : . o
finiment petit d'un ordre supérieur a > en regardant o comme dv:

premier ordre. Mais le systeme des valeurs de [ fournies par Péqua-
rior (1) doit se relrouver le méme quand le point 7 est revenu a son
point de dpart 5i done la valeur finale de 3,, apres umne révolution
de Z, n’étaii pas cxactement égale a la valeur initiale de f3,, 1 faudrai?

quelle e cgade iciz valeur initiale de quelque racine de Péquation (1’
autre que g.1 oF cela est impossible, puisqu’t’lle différerait de cette

valeur initiale ou d’une quantité finie, ou d’un infiniment petit de

. I C : T
Fordre P (ui ne peut cire nul tant que g ne Pest pas. On voit e

meme que la valear finale de f3, est rigourcusement égale o la valeur
imitale de 3, , et ainsi de suite. Nous pouvons donc énoncer la propo-
sition suivante :
.. .o, dfluyz Ly - . ;
St la dérivde —‘—Zzi——) ne se réduit pas a zéro pour 2 =da, & = b, les
[2

Jonctions w,y M,y Up, i deviennent égales a b au point A, peuveii
49..
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étre rangées sur un cercle de_fagon quiapres une révolution de Z sur un
contour infiniment petit tracé autour du point A, la valeur Jinale de
chacune d'elles soit cgale a la valeur initiale de la suivante.

C’est ce que nous énoncerons d’une maniere abrégée en disant que
ces fonctions forment autour du point A un sy stéme circulaire com-
posé de p termes.

On a admis dans la démonstration que le point Z parcourait le
contour GLMG dans le sens ott I'angle polaire © augmente et que nous
appellerons le sens direct : sl le parcourait en sens contraire, les
valeurs finales de u, , u,, u,,..., u, seralent respectivement les valeurs
initiales de w,, u,, u,,..., u,_,.

Si le point Z faisait dans le sens direct deux révolutions au lieu
d'une, les valeurs finales des fonctions U,y Uy,..., U, seraient respecti-
vement égales aux valeurs initiales de u,, u,,..., u, : apres trois révo-
lutions, elles seraient égales aux valeurs initiales de u,, u;,..., Uy, et
ainsi de suite. Ce n’est qu’aprées p révolutions du point Z que ces
forctions auront repris leurs valeurs initiales.

e, df(u, z
19. Lorsque la dérivée i(d;’——) sannule pour z = a, u==5, les

propositions précédentes ne sont plus toujours exactes : pour savoir
ce que les racines deviennent dans ce cas apres une révolution du
point Z, revenons 4 Iéquation (1) et cherchons 4 y mettre en évidence
les termes de Pordre le moins élevé. Soit T un terme quelconques il
y aura deux cas a distinguer : ou bien il n’existera dans I'équation (1)
aucun autre terme dans lequel les exposants de o et de § soient a la
fois moindres que dans T (I'un des deux pouvant étre égal ), on bien
il existera de pareils terines. Appelons A la somme des termes T qui
sont dans le premier cas et A’ la somme des autres, de sorte qu’on
alt

S+ 8, a+a)=AF+ 3B = A + A

les termes de I’ordre le moins élevé se trouveront certainement dans
le groupe A. D’ailleurs, si 'on range les termes de A dans un ordre
tel, que les exposants de @ aillent en diminuant, les exposants de «
devront aller en augmentant, sans quoi les exposants de « et de &
dans un de ces termes seraient respectivement moindres que dans un
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autre, el alors ce dernier ferait partie du groupe A’. Si donc on dé-
signe par p, p,, ps..., pi des nombres entiers décroissants, et par
415 25---» §; des nombres entiers croissants, A sera de la forme

A=AB"+ A Blah + A, B % .+ Aja?,

Voici maintenant la question qui se présente : Dans le polynome A,
choisir de toutes les maniéres possibles un groupe de deux ou de plu-
sieurs termes tels, qu’en y regardant ¢ comme un infiniment petit du
premier ordre et 8 comme un infiniment petit d’'un ordre convenable .
ces termes soient d’un méme ordre inférienr 4 celui de tous les autres
termes du polynome.

Quand on aura trouvé tous ces groupes, on formera, en les égalant
a zéro, des équations dont chacune déterminera approximativement
une ou plusieurs des p valeurs infiniment petites de 3.
Supposons done qu’en regardant § comme de Pordre p, les deux
termes
AV B o, A BPsg,

soient d’'un méme ordre, et que tous les autres termes de A soient
d’un ordre au moins égal ; on aura

BPrt 4y = (tPgt+ g
et, pour toutes les valeurs de % antres que f et g,
PP~ qn > 1P+ Y

le signe > n’excluant pas I'égalité. (Pour que ces notations s’apphi-
quent aux termes extrémes de A, on supposera p,=p, ¢,=0, p,= o.)

On rend l'interprétation de ces conditions plus facile en leur don-
nant une signification géométrique. Regardons les nombres entiers P
et g, comme l'abscisse et ordonnée d’un point que nous appelle-
rons M, ; alors le point X3, fig. 10, sera sur Paxe des a. le point M,
sur I'axe des y, et tous les autres points M, dans Pangle des coor-
données positives. De plus, la droite qui joint deux quelconques de
ces points My, M, rencontrera les axes des x et des ¥ du coté des coor-
donndes positives; cela résulte de ce que si Pabscisse p, est plus
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grande que I'abscisse p;, 'ordonnée ¢, sera moindre, au contraire ,

que 'ordonnée ¢;.
Yun autre ¢oté, si on construit la droite OL dont le coefficient

pPEE 9
Vi+p
sur OL, et puisqu’on doit avoir

PpPrt Gr=PPs+ Ge>

angulaire esti, la quantit¢ exprimera la projection de OM,

on voil que les projections de OM, et de OM, sur OL doivent étre
égales, ou, en d’autres termes, que OL doit étre perpendiculaire sur
la droite M;M,. De plus, on doit avoir

PPt qn > Py s

par conséquent, la projection de OM, sur OL doit étre supérieure ou
aw moins égale i celle de OMy. En d’autres termes, le point M, doit
étre par rapport & Uorigine au dela de la droite M;N,, on du moins
sur cette droite.

Ainsi, pour obtenir dans le polynome A les groupes de termes dé-
finis ci-dessus, ou, ce qui revient au méme, pour connaitre ceux des
points ¥, M,, M,, etc., auxquels correspondent les termes de ces
groupes, on cherchera de toutes les maniéres possibles deux pomts
My, M, tels, qu'il 0’y en ait aucun autre situé, par rapport a la droite
M, M, qui les joint, du meme coté que lorigine. Sur cette droite
pourront se trouver encore d’autres points My, M, etc. : alors un
des groupes demandés sera

G:Au')(@pfaqf_l_ A(g)ﬁpgaqg+ A(k)ﬁpkaqk+ A‘“ﬁ”luqz_q__.,;
si Pon détermine le nombre . par I'équation
ppr 4 = LPe 7+ Qs>
qui donne
=
et quon regarde f3 comme étant de I'ordre p., tous les termes de ce
groupe seront d’un méme ordre ppr gy inférieur 4 Vordre de tous
les autres termes de A, et, par conséquent, de tous les autres termes
de 1'équation (1).

|
g i : (KRN TR TR R R forrin '
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Pour former les groupes G sans en laisser échapper aucun, ou
pourra procéder comme il suit. Par le point M, fig. 11, on imaginera
une droite coincidant d’abord avec axe des &, et on la fera tourner
autour de M, dans un sens tel, qu’elle rencontre la partie positive de
Paxe des y. On arrétera ce mouvement de rotation des que la droit
mobile passera par quelqu’un des points M,, M,, etc. : a2 ce momen!
elle en pourra contenir plusieurs, et, si nous les nommons M,.
M, .., M, lesindices ¢, £, ..., n étant rangés par ordre de grandeur.
les termes de A correspondants aux points M,, M., My, .... M, for-
meront un premier groupe. Faisons maintenant tourner la droite mo-
bile, toujours dans le méme sens, mais autour du point M, jusqu
ce quelle atteigne quelqu’un des points M, ., M, ., ete., et soient
M,, My,..., M, les points qu’elle renferme dans cette nouvelle posi-
tion : les termes de A correspondants aux points M,,M;,.... M com-
poseront un deuxieme groupe. Faisons encore tourner la droite mobil
autour de M,, jusqu’a ce qu'elle atteigne de nouveaux points M,,..M, -
nous obtiendrons un troisieme groupe formé des termes correspon-
dants aux points M,, M,,..., M,, et ainsi de suite. On continuera
jusqu’a ce que la droite mobile passe par le dernier point M, : les
divers groupes ainsi formés seront :

\
i P

. ? (e P
(J'lelB +A [3

.9, ) w_d,
a4 A S

7
(6}

. SO { (0 v
G,=A ﬁ o + A o9

Py 9y
Bla +...+A f

?
(& opoo1, 3o,y («) p, 9,
G,=A fB'2'+A Lo’ +...4+A Ba’

(=) » )y,

B rsqm N 13
w=A B2 "+...4+A o,

ot Von peut remarquer que le premier terme du premier groupe G
est indépendant de «; que le dernier terme du dernier groupe G, cst
indépendant de (3; et, enfin, que le dernier terme de chaque groupe
est en méme temps le premier terme du groupe suivant [*1

[*] La régle qu'on vient de donner pour le mouvement de la droite mobile subsis-
terait encore, si, outre les points M correspondants aux termes de A, on avait encore
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Si maintenant on égale successivement ces divers groupes a zéro, on
aura les équations qui fournissent, approximativement, les valeurs
infiniment petites de 3. L’équation

G, = o,
., Pn .
divisée par 5, nous donnera p — p,, valeurs de 2, qui seront de
s

-3 de méme I'équation
9

Pordre

(}2 = 0,
livisée par P £ i — l i t de l'ordre
divisée par 8 "o ", fournira p, — p,, valeurs qui seron

4,1, . . .
———71; puis Péquation
[
G; = o,
q g,— ¢ . i
', en donnera p, — p,, de lordre -2 — 21 et ainsi

i ’

o 7
divisée par 8 "«

de suite. Enfin, de I'équation
Gw = 0

q . q — q
divisée par o , on tirera P, valeurs de 8, de 'ordre “p_i’-
o

le

nombre total de ces valeurs infiniment petites de [ est
P—Prt+pr—p+p—p~+... +p;,

ou simplement p, comme cela devait étre.

Il suit de la construction expliquée ci-dessus, que le polygone
M, M, M, ... M; M est convexe et tourne sa convexité vers l’origine;
les valeurs numériques des coefficients angulaires des droites M,M,,
M,M,, MM, ..., M, M: vont donc en augmentant, de sorte qu'on a

7, 9= 9, _9,— 4, 9 — 9,

' < < k:
Iy Py, —P, P—p; < P ’

le signe < excluant ’égalité. Ainsi, les valeurs infiniment petites de &

construit ceux qui répondent aux différents termes de A’ car aucun de ceux-ci
ne peut étre, par rapport A la droiie mobile , du méme coté que Porigine. La séparation
du premier membre de I'équation (1) dans les deux polyndmes A et A’ n’est donc pas
indispensable pour la recherche des groupes G, G., etc.; mais elle I'abrége.
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fournies par I’équation
G, = o,
sont d’un ordre moindre que celles quon tire de I'équation
G, = 0;
celles-ci, a leur tour, sont d’un ordre moindre que celles qui sont
données par I'équation

G, = o,
et ainsi de suite.

Considérons en particulier une de ces équations, par exemple
I’équation

G2 — 07
qui peut s’écrire
(n) P —F (0) pg—p, 9519, )4,
A BT ‘+A B o "+...+A o "=o
L’'ordre . des valeurs de 3 qu'on en tire étant, comme on I'a vu, égal
q,—49 . .
a ;)‘—1, si I’on appelle ret s les quotients de g, — ¢, et de p, — p.par
7 i
Jeur plus grand commun diviseur ¢, on aura
——— r.
=3

d’ailleurs, tous les termes de I'équation précédente Atant du méme
ordre, on a

plp.—p)=u(ps—p)+qo— ¢ = - = Q= o
il en résulte, en multipliant par s,
r{ps— po) = r{ps— p+s(qs— Gn)=...= s(q.— q,) = rso.

On voit, par 14, que la somme 7 (ps — p.)+ (g5 — g,) étant divisible
par s, ainsi que la partie s(qs — q5), I'autre partie r(p; — p,) doit

étre aussi, et comme s est premier avec 7, ]ig—j‘_———l-)-‘ doit étre un nombre
entier ¢. Dans 'équation

r{ps— p.)—+ s(qs— qs) = 159,
remplacons p; — p. par s¢, et il viendra

4s — qn =19 — ¢J;

Tome XV . — NoveMere 1850, 50
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I'équation
G,—o
peut donc se mettre sous la forme
A(n)ﬁw_'_ A=19)‘85%ar(¢~¢)+m+ A('-)a"? —o,
ou bien, en posant Bf=a"x,
(2) A 2 A A

Cette équation détermine pour x un nombre ¢ de valeurs toutes
différentes de zéro, que nous désignerons par k,, h,,..., h., et que
nous supposerons d’abord toutes ‘négales. Si nous prenons x = A,,

el que nous fassions, comme ci-dessus, o =— pe , la relation
° = a"x nous donnera pour 3 les s valeurs suivantes :

1 rr — 1 r{r42%)
Y - 2
(3) Bo=(hp)e Ba=(hp")e ’
o) — el Ut Vi Wl
ﬁa"—‘(iﬁpr)se ) 200y les:(klpr)se ’ i

I —_———
ou (A, p"); désigne une quelconque des valeurs de \7/2, p”. En rem-
plagant successivement dans ces valeurs 4, par hy, hyy..., ke, nous
aurons toutes les valeurs approchées de 8 au nombre de se=p—p,,
qui correspondent 4 I'équation

G, = o.

Lorsque le point Z, aprés une révolution dans le sens direct autour

du point A, revient A sa position initiale C, p est redevenu le méme
'

sans avoir pass¢ par zéro, et, par conséquent, le facteur (A, p’); a
repris sa valeur initiale. Mais I'angle © a augmenté de 27 : chacune
des s valeurs de 8 qui composent la suite (3) est donc devenue égale a
la valeur initiale de celle qui la suit. Cette conclusion est rigoureuse,
bien que les expressions {3) ne soient qu’approchées; en d’autres
termes, si 'on appelle 3, et Brst les valeurs exactes des deux fonctions

T | i G o P [ e
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de o qui ont pour valeurs approchées

rizh(ak—ain) = Lorlstakt) =

(hip")’ e ’ » (lg)'e * )

1
5

je dis qu’aprés une révolution de Z sur le contour tres-petit CLMC,
fig. 9, la valeur finale de f3; sera exactement égale a la valeur initiale
de ﬁk“ .

En effet, le systéme de toutes les valeurs de {2 doit se retrouver le
méme aprés une révolution de Z, et, par conséquent, la valeur finale
de [3, doit étre égale A la valeur initiale de quelque autre racine 5’ de
Iéquation (1). On voit d’abord que £’ doit, comme f3;, se réduire a
zéro avec o, et qu'ainsi elle doit étre donnée approximativement par
une des équations

G, =0, G,=0,., G,=o0;

de plus elle doit étre, comme {3;, un infiniment petit de Vordre

! 7. — {]r . ’ \ ’ .
i —7: 1l faut donc qu’elle réponde & I'équation
§ P,— P

G, = o,
puisque les racines qui répoudent aux équations
G, =0, Gy==o0,..., G,=o0,

sont, ainsi qu'on I'a vu, d’ordres différents. Maintenant, dans les for-
mules (3), les erreurs commises sont des infiniment petits d’un ordre
supérieur a ”. la fonction ' ne peut donc étre que f3,.,, sans quoi
sa valeur initiale. qui doit étre égale a la valenr finale de [3;, en
différerait par une quantité de l'ordre :

On voit par ce qui précede que les valeurs infiniment petites de /5
données par Péquation

G, = v,

se partagent en ¢ groupes correspondants aux racines &, hy,..., h, de
I’équaiion (2), et que les s fonctions gui composent un méme groupe

50..
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peuvent étre rangées circulairement dans un ordre tel, que chacune
d’elles devienne égale, apreés une révolution de Z, a4 la valeur initiale
de la suivante. En d’autres termes, chacun de ces groupes est un
systeme circulaire, n° 18.

On peut appliquer la méme méthode 4 toutes les équations
G,=o0, G,=o0,.., G,=o.
Nommons ¢, le plus grand commun diviseur de p— p, et de q,, ¢,

celuide p, — p, et de g, — 94 95 celuide p, —p, et de ¢, — ¢, , et ainsi
de suite; enfin, ¢ celui de p; et de ¢, — ¢ appelons s, 85, 54,..., 4

. P—P, P,—P PP, P
les nombres entiers 7,21, 2 ...y 2. Nous trouverons
P [ 2] P3 P
que les valeurs infiniment petites de 2 données par I'équation
G,=o

se partagent en ¢, systemes circulaires composés chacun de s, termes :
de méme, les valeurs données par I'équation

G,=o0

se partagent en ¢, systemes circulaires de s, termes, et ainsi de suite
jusqu’aux valeurs données par I'équation

Ga): o,

lesquelles se partagent en g, systémes circulaires de s, termes.
Rappelons-nous maintenant qu’en vertu des relations

—a-+o, u=b+ f,

les valeurs de 8 qui s’annulent avec « correspondent aux fonctions
Uiy Us,y...y Up de 3 qui se réduisent & b pour z=a, et nous en conclu-
rons que les fonctions de z désignées ci-dessus par u,, u,, u, peuvent
toujours étre partagées en un certain nombre de systemes circu'aires
relativement au point A. Observons que le nombre de ces systémes
peut se réduire a I'unité: s’il y en a plusieurs, le nombre des termes
qui les composent peut varier d’un systéme a Pautre; enfin il peut y
avoir des systémes qui ne soient composeés que d’un seul terme.
Ajoutons qu’il est permis de comprendre dans I’énoncé précédent
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non-seulement les fonctions u,, %,,..., u, dont les valeurs initiales dif-
férent infiniment peu de 4, mais encore les autres fonctions u,,,,
Up.as €tc., dont les valeurs initiales sont trés-peu différentes des ra-
cines simples de I'équation

3

flu,a)=o.

Car chacune de ces derniéres, reprenant sa valeur initiale apres une
révolution du point Z sur le contour CLMC, peut étre regardée
comme formant un systeme circulaire compose d’un seul terme. Nous
arrivons donc a la proposition suivante :

Les diverses fonctions u,, Uy,..., Wy, QUi satisfont a l’equation
Sflu,z,=0
peuvent toujours se partager, relativement aw point A, en un certain

nombre de systemes circulaires.

24, On a admis dans la démonstration précédente que I'équation {2

et les autres équations pareilles qui correspondent aux polynomes G, ,
(,.... G, avaient toutes leurs racines inégales. Supposons a présent
] , p
que Véquation (2) ait z racines égales & A,; alors chacune des for-
mules de la suite (3) donne a la fois I'expression approchée de ¢ va-
feurs de et pour les distinguer, il faut recourir & des expressions
, etp p
plus approchées des sz valears de f3 correspondantes a la racine #,.

Pour cela, on posera
1

a=0a'", f=HkKa + L
on substitunera ces valeurs dans I’équation (1), et 'on obtiendra entre
2’ et 3’ une équation (1), qui devra fournir sz valeurs de ' infini-
ment petites, d’un ordre supérieur au nombre r, a’étant regardé
maintenant comme du premier ordre. On appliquera & I'équation (1”)
la méme méthode dont on s’est servi pour distinguer, dans I'équa-
tion (1), les termes de l'ordre le moins élevé; on trouvera ainsi,

pour déterminer approximativement 3', des équations analogues aux
équations

G, =0, G,=o0, etc,

et 'on ne conservera que celles qui donnent pour 3’ des valeurs d’un
ordre supérieur a r.
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Soit G’ = o une de ces équations; on pourra trouver deux nombres
entiers r' et s’ tels, qu'en faisant §'°'=o’" x/, Péquation G’ = o
prenne la forme

(2) Ax's'+Ba'¥+ ... =o,

analogue 4 I'équation (2). Admettons que I'équation (2') n’ait pas de
racines égales, et soit /' une de ses racines. Parmi les s¢ valeurs de B
dont nous nous occupons, il y en aura ss' qui seront données, ap-
proximativement, par les formules

i
=, (=W, f=haT+f,
ou, ce qui est la méme chose, par 'équation
r

T+ akw
5

) ———

+2k’rr)
!

ﬁ:fxfng_s —i—k’pge s’ =

1y r{r2ka) j— r!
—1

4

k désignant un des nombres o, 1, 2, ..., § — 1, et &£ un des nombres
0y Iy2y.000y 8 —1.

Représentons le second membre par £, 3 les ss' valeurs dont il est
susceptible pourront étre rangées circulairement dans ’ordre suivant :

£ o £1 &4
po,oa ﬁ1,m )@2,07"-’ {qu,oa po,u ﬁhn {52,1,“1 ﬁs~4,47 po,w-u

{3
ﬁo,s'~i= [81.5’—u .82,5’4?-“: ﬁs—i,s'—-l'

Si maintenant nous supposons que le point Z fasse une révolution
dans le sens direct sur le contour CLMC, fig. g. I'angle 7 croitra
de 27, et chacune des valeurs de {8 comprises dans ia suite qu’on
vient d’écrire deviendra égale a la valeur initiale de la suivante : elles
forment donc un systéme circulaire. Aux diverses racines ' de Péqua-
tion (2") répondront de semblables systemes de valeurs de B, et, par
conséquent, la proposition énoncée i la fin du n® 19 ne cesse pas
d’étre vraie dans le cas qui nous occupe.

Si Péquation (o) avait elle-méme des racines multiples, par exemple
¢ racines égales a %, il répondrait & cette racine ss't’ valeurs de G, et
chacune des expressions de la suite (3') serait la valeur approchée de
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t' d’entre elles. Alors on ferait

1 1

ss' B s 5 I
o= :an‘ , ﬁ:blan’ +b; o +ﬁ//;

on substituerait ces valeurs dans I'équation (1) et Yon obtiendrait
entre a” et 3", une équation (1") qui devrait fournir, pour 8", s¢'t’ va-
leurs infiniment petites d'un ordre superieur a r, o’ étant regardé
comme du premier ordre. On continnera l'application de cette mé-
thode, jusqu’a ce quon ait des expressions approchées distinctes pour
toutes les valeurs infiniment petites de 3, et cela arrivera nécessaire.-
ment, sans quoi il y aurait des valears de B égales entre elles, quel que
fit 2, c’est-a-dire des valeurs de 1 egales entre elles, quel que fit z,
et I'équation

Sa5) = o

ne serait pas irréductible. On voit en wméme temps, par la forme de
ces expressions approchées, que les valeurs de {3 se partageront tou-
jours en systémes circulaires ; nous pouvons donc conclure enfin que
la proposition du n® 19 est vraie dans tous les cas.

21. Nous venons de prouver que les fonctions de z désiguées par
“is Uay..., Up, SE partagent toujours en un certain nombre de systemes
circulaires; nous avons donné, de plus, une méthode pour effectuer
ce partage. 1l ne sera pas inutile de faire voir que la méme méthode
fournit les expressions de ces fonctions en séries convergentes ordon-
nées suivant les puissances fractionnaires de z — a.

Lorsque le nombre p se réduit 4 Punité, on retombe sur le cas déja
traité au n® 14, ou la fonction u, se développe suivant les puissances
entieres de z — a. Passons au cas du n° 18, ot le nombre p ¢tant

privde G (#52) ; )
quelconque, la dérivée T4z estsupposée ne pas sannuler pour
wu—==54, z — qa.

Conservons les notations de ce numeéro ; seulement, mettons I'équa-
tton (1) sous la forme

ALP+ Be +2Cﬁ7a": 0,

ou r ne peut étre nul, 3 moins que ¢ ne soit plus grand que p, et
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ou g ne peut étre nul, a moins que r ne soit plus grand que 1. Fai-
sons o = o'?, o' désignant une nouvelle variable; les p valeurs infi-
niment petites de (3 seront du méme ordre que o': si donc on pose
B=a'v, les p valeurs correspondantes de v seront finies. T.équa-
tion (1) devient alors, en la divisant par &7,

(4\/ Av”—}—B_{..2(]‘,qar(r—-q)p_._q___:07

ot l'exposant (1 — 1) p + g est au moins 'unité : on voit bien que
pour &' = o, elle donne p valeurs de ¢ finies et inégales que nous ap-

’ _ ) P/ o
pelierons 7y, 725---» ¥p €L quI sont les diverses valeurs de \/_ K Si

maintenant nous appelons v, la fonction continue de ¢' qui, satisfai-
sant & I'équation (4), se réduit a 7, pour ¢’ = o, nous conclurons du
n° 14 qu’elle peut se développer en une série convergente ordonnée
suivant les puissances entieres de o', tant que le module de a' reste
inférieur au plus petit des modules des valeurs de o’ différentes de
zéro qui font acquérir a I'équation (4) des racines égales ou infinies.
Nous pouvons donc poser, dans ces limites,

Oy == Yo+ Ap 2T+ b+ ¢, ..y

ou les coefficients a,, b,, €, €tc., sont des fonctions rationnelles
de 7, et des coefficients de I’équation (4) et s’obtiennent sans diffi-
culté par le théoreme de Taylor. Nous aurons, par conséquent, en
appelant 3, la valeur correspondante de 8,

Br= Yt + an2™® + b,a' + cpa’t + ...,
ou bien

. 2 3 4
Bn= o’ + a,o’ + byal+c,af +....

Comme le module de @ augmente ou diminue en méme temps que
celui de a’, cette formule sera applicable tant que le module de o sera
inférieur au plus petit des modules des valeurs de o autres que zéro,
qui font acquérir des racines égales a Uéquation (1). En d’autres
termes, tant que le point Z sera renfermé dans le cercle décrit du
point A comne centre avec la plus petite des distances AA’, AA”, etc.,
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pour rayon, on aurg I'équation

1 2 3 4

u,l:y,,(z—(z);+rzn(z~a)p»+ b,,(z-(z) R aRTey

"+ en(z—a)
En y remplacant successivement P'indice 7, par chacun des nombres

s 25, p, on obtiendra Jeg expressions des p fonctions Wy u,,. ..,
en séries convergentes ordonnées suivant
de z — 4.

i,
les puissances fra(:tionnairﬁs

22, Supposons maintenant, comme an n° 19,

Aflu, z
-% s’annule Pour u =g, ¢,
az

que la dérivée
de sorte qie le terme By

manque dans I’équation (1). Considérons ,

feurs infiniment petites de B qui sont donné
l’équation

en particulier, |eg $e Va-
€S approximativement par

Gy =o0,

et observons que I'équation (1), & laquelle el)eg satisfont ex
peut se mettre sous la forme

G+ ¥ CpAu = o,

actement .

les termes de la sommez étant d’up ordre plus élevé que ceux de (i,

quand on regarde o comme du premier ordre et B comme de lordre

r . \ ,
f = < cela revient 4 dipe qu’on aura

§k+ > f:pn—#q,(,
ou hien
r(k~pn) +s(l~qu) >0,

le signe > exclnant Pégalite.

Faisons maintenant ¢ — a"*; les valeurs de & dont nous occupons

» €t si nous posons B=ua"0, les $¢ va-
ont finies. Iéquation (1, devient alors,

seront du méme ordre que ¢'"
leurs correspondantes de ¢ ser

v P_t-sq
en la divisant par o’ " "
ogop (6) Py W oop _k rih—p \,~~~s,’/—z/r>
A o7+ Ay + kA v'~+~‘\:Gv ' T

- 0,

Tome XV, . Novewmerg 1850 51
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ou bien, en désignant par ¢ un nombre entier au moins égal & 1,

l’l< () sy (@ s¢
¢ “\A ¢

0 .
(5) ST A e e A >+Ecd‘w‘:o.

On voit, en effet, que, pour o' = o, cette équation se réduisant a

N (7/‘) S 8} L)
(6) A v?—&—A(/vw—%...—i—A( =0,

donne pour ¢ un nombre s¢ de valeurs finies et différentes de zéro: en

désignant comme ci-dessus par by, Bayoeo k. les racines de V'équa-
tion (2), celles de 1’équation (6), que nous appellerons 7o, Vas---» Psso

ne seront autre chose que les diverses valeurs des radicaux \/h.,

\//1.2,..., Vh?; elles seront donc toutes inégales , si I’équation (2) a
elle-méme toutes ses racines inégales, ce que nous supposerons
{’abord.

Nommons v, la fonction continue de 2’ qui, satisfaisant a V'équa-
tion (5), se réduit a 7, pour o/ = 0; on pourra, d’apres le n° 14, la
développer suivant,les puissances enticres de o, tant que le module
de o' restera inférieur aun plus petit des modules des valeurs de o'
autres que zéro qui font acquérir a Péquation (5) des racines égales
ou infinies. Soit donc, dans ces limites,

0, = Yp+ An® oo 4.5

il sensuivra, en appelant B, 1a valeur correspondante de 3,
@n — "",,(Z"r A ana/r—u —+ bnalr+2 Teeies
ou bien

r r—+4-1 r—42

ﬁ,,::-y,,a;+a,,oc S by S e

Par conségquent, celles des fonctions 2, Uy s Up qui sont déter-
minées approximativement par I’équation
Gy,=0
seront exprimees par la série

" r+1 -2

e (7= @) + an{z — a) ¢ +byz—a) * oo
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ou lindice n doit étre remplacé successivement par les nombres 1,
a,..., , et les formules ainsi obtenues seront applicables, tant que le
point Z sera renfermé dans le cercle décrit du point A comme centre
avec la plus petite des distances AA’, AA”, etc., pour rayon.

9%, Admettons ensuite, comme au n® 20, que Véquation (2) ait
¢ racines égales a4 h,, mais que Péquation (2') ait toutes ses racines
inégales. En conservant les notations de ce numéro, et posant

r

A a//_;” ﬁ!: a//r‘v'

on verra, comme tout a heure, que les fonctions ¢ qui répondent
aux valeurs de 3’ déterminées approximaﬁvemem par I'équation

G = o,

ont, pour &’ = 0, des valeurs finies inégales et peuvent etre déve-
loppées suivant les puissances entieres de 2”. Les valeurs correspon-
dantes de [ seront donc exprimées par des séries de la forme

1

a2

S, ,
hioo' 4+ qe"" dp "+ b 4+ ...

¥

5 . ! . -
:hn oS 4"‘/,;@” +anfj.” il_*_bn,/‘ﬂ/ +2__}_“_,

et, par conséquent, celles des fonctions u, , iy ,..., &,, qui répondent
a I'équation
G = o,

pourront se développer sous la forme

’ ‘
t rs ¥ [ { )

§s s T

s ! |88 . 53
B oz—a) 4 ez —a) +a,(z—a) At bz — ) + .

Si I'équation (2) avait elle-méme des racines égales, on continuerait
Papplication de cette méthode, jusqu’a ce quon arrivat a une equa-
tion analogue aux ¢quations (2) et (2') qui n’edit plus de racines ¢gales.
De cette mamniére, on trouvera pour toutes les fonctions u;, Uy,. .5 U,
des expressions en séries ordonnées snivant les puissances fraction-
naires de z — a. et ces développements resteront exacts, tant que fe

51..



%04 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

point Z restera dans Uintérieur d’un cercle décrit du point A comme
centre avec la plus petite des distances AN, AAY etc., pour rayon.

On voit que si I'on appelle u le nombre des termes du systeme cir-
culaire auquel la fonction it, appartient relativement au point A, cette
tonction pourra toujours étre développée en série convergente suivant

L

fes puissances entiéres de (z — a)" dans les limites qu’on vient d’indi-
quer : en d’autres termes, le dénominateur des exposants fraction-
aaires de z — a, dans ce développement, sera égal au nombre des
revolutions que le point Z doit accomplir sur un tres-petit contour
renfermant le point A, pour que la fonction 4, reprenne sa valeur
initiale. Ajoutons d’ailleurs que si 'on se borne a déterminer ce déno-
minateur par la méthode expliquée précédemment, on pourra en-
suite se servir de la méthode des coefficients indéterminés pour cal-
cualer les coefficients des séries dount il s’agit.

24, Appliquons maintenant cette théorie a quelques exemples, et
d’abord considérons I'équation bindme
m__ o A N P L —
u (z—a)(z—a')(z—a")...=o,
ot les quantités @, a’, a”, etc. » sont supposées toutes inégales. Pour
z=a, les m valeurs de u Gu’on en tire sont toutes nulles, et comme

df(z,u)

la dérivée 4 se réduit ici, pour u =0, z =q, i la quantit¢

—(a—a')(a—a")etc., qui n’est pas nulle, on tombe sur le cas du
11° 48. On en conclut que les m valeurs de u forment autour du point A
un seul systéme circiilaire, et quelles peuvent étre exprimées par
des séries convergentes ordonnées suivant les puissances entiéres de

I

'z — a)m, tant que le point Z est renfermé dans un cercle qui a pour
centre le point A et pour rayon la plus petite des distances AA’,
AAY ete

25. Prenons pour second exemple I’équation

u'—(z—a)(z—aY(z—a")..=oao,

ou les quantités a, a’, a”, etc., sont tonjours supposees inégales, et

e [EETRNNE
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ou I'exposant [ surpasse Punité. Les m valeurs de z qu’on en tire se
df(u, z)

/ * N
s’annule
dz

aussi pour z = a, on se trouve dans le cas du n° 19. Faisons

réduisent & zéro pour z = a, et comme la dérivée

z=a-+2, u=7;
I'équation proposée devient
fr—al{a—a +a)ia—a" +a).. =o,

ot le polynome A du n®19 est simplement 3" — Baf, en posant, pour
abréger,

‘a —a') (a—a")...=B;
les groupes G, , G,, etc., se réduisent donc 4 un seul qui est 8”7 — Bz’
Appelons ¢ le plus grand commun diviseur de m et de £, et s le quo-

. m , . N \ , ..
tient —: P’équation (2) du meéme numéro sera ici
; )

x? — B = o.

Comme elle n’a pas de racines égales, on en conclut que les m valeurs
de u se partagent relativement au point A en ¢ systemes circulaires
composés chacun de s termes. De plus, ces diverses valeurs de «

¢
peuvent étre développées suivant les puissances entieres de {(z — a}‘,
tant que le point Z reste dans Vintérieur d’un cercle défini comme au
numéro précédent.

96. Considérons, en troisieme liea, I'équation

W —u+ z=0,

2

. - . N 1
qui, pour z = + , a une racine double égale 4 —+ —, et une ra-
3y3 V3
. . , R 2 L. . ., R 2
cine simple égale a — 5 Soit A le point qui répond 4 z = + PR
3V

prenons un point infiniment voisin C pour point de départ de Z, et
désignons par w,, u,, ;, trois fonctions satisfaisant 4 1’équation
proposée, dont les deux premieres aient des valeurs initiales tres-pen
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différentes de + %, la valeur initiale de la troisieme différant tres-peu

2 0 . e s ’
de —% La fonction u, reprendra sa valeur initiale apres une révolu-

tion de Z sur le contour tres-petit CLMC, fig. 9, qui entoure le point A,
n® 7; pour savoir ce qui arrive aux deux autres, il suffit d’observer

c . odf(u,z) . \ ..
que, la dérivée 1(&_’) étant égale a +1, on est ici dans le cas du
n® 48, et qu'ainsi les fonctions u, et u, forment un systeme circulaire,
c’est-a-dire que chacune d’elles prend la valeur initiale de 'autre apres
une révolution du point Z.
Ces deux fonctions pourront donc, n° 21, étre développées en sé-

ries suivant les puissances entiéres de (z —_ > i pour effectuer ces

2
33
développements, on fera dans 'équation proposée , conformément
la méthode expliquée ci-dessus,

= —— 4, u:j?+ﬁ;

il viendra
V3 + P +a=o,
ou bien, en posant & = a’?, f =u’v,

VIvi+ 1+ a'vP =o.

Soient v, et ¢, les valeurs de ¢ tirées de cette équation qui, pour

, : . .y . —1
o' = o0, se réduisent respectivement aux quantités finies + ——
\/3

re—

—1 ’ - . .- -
— YT:; pour développer v, suivant les puissances entieres de «’, il

suffira de faire dans I'équation précédente
V—1
—
\/3

puis d’égaler a zéro les coefficients des diverses puissances de a’. On

+ Ao+ Ba? + Ca’ ...,

Q= -
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aura ainsi les valeurs des coefficients A, B, C, etc., et I’on trouvera
¢_I 1 I3 \/—J 0!/2

«s TR T

/__
_grd . L1V _a”‘+ 7 o’ A

9v3 1152\/3

la tonction v, s’en déduira en changeant le signe de y— 1. On con-

clut de la
“=im (7))
@ \*/ 3v3) 6 33

;

ﬁg%%(z—ii/s} »’3( ws)

, B , s
77V—1 V—1 2 Y ) K > >
-+ =V =z —7F) 4.,
(152 \/3 ( 3\/3, 102 3\/3 ’
et en changeant le signe de V— I, On aura u,.

3 - . 3 aE . , , . l . .
D’ailleurs lequatlon p! oposee n’acquiert de racines multiples que

vy =

pour les valeurs z = \/3’ z = -3 23 le module de la différence
Y

de ces deux nombres, ou la distance des points correspondants A

, 4 ‘ L, )
et A’ étant 3J‘§7 la formule précédente sera applicable, tant que le
v

module de z — T sera moindre que 3333 ou bien tant que le point

7 restera dans I’ mterleur d’un cercle décrit du point A comme centre
avec un rayon égal a —*—
y g 3 \/3

Dans les mémes limites, la fonction #; pourra se développer suivant

. . 2 .
les puissances entieres de z — 3;—\/37 et I’on trouvera sans peine

2 L 2 2 2 2
w=—5=3(""55) " 5va (* ~5a)
—1(z— 2_>3——I°—,~,<z— i->‘+
81 33 813 33
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27. Pour dernier exemple, nous traiterons encore I'équation
A(u—b)+B(u—b0)(z—a)+ C(u—b)(z—a)
= D{u— b (z—a)l +E(u—b)(z—a) +TF(z—a)
=Gu—bP+H(u—-b){z—a)+1(z—a)°=o,

ou les coefficients A, B, C, D, E, F sont supposés différents de zéro,
et qui a, pour z = a, sept racines égales a b.

Le point de départ C de Z étant supposé tres-voisin du point A qui
répond & z=a, il y aura sept fonctions de z satisfaisant & I’équation
proposée et ayant des valeurs initiales tres-peu différentes de 4. 1l
s’agit de savoir comment les valeurs de ces fonctions s’échangent les
unes dans les autres apres une révolution de Z sur un contour fermé
tres-petit CLMC, fig. 9, tracé autour du point A.
df(u, z

ey ) .
La dérivée ——= sannulant pour z=a, « = b, faisons, comme

au n® 19,
z=a-+4eo, u=b+ j;
Péquation proposée deviendra
A"+ BfPa+ Cfta' + DB*e’ + Efa’+ Fo?
+GE+HE 0+ Ta'= o.
Le polyndéme A est ici

AR+ Bﬁﬁa—l—Cﬁ"a“+Dﬁ2m’+Eﬁa"+Fagz

construisons les points M,, M,,.., M, correspondants aux différents
termes de A et qui ont pour coordonnées

Ao ="y FYo=03 1‘4:57 Y1 =15 Xy

? ]:4v
s Js=o.

Cela fait, nous verrons aisément que la droite M,0 étant supposée
tourner autour du point M, de maniére 2 couper la partie positive de
Paxe des y, rencontrera d’abord le point M, ; que cette méme droite,
tournant ensuite autour de M,, rencontrera le point M, avant tous
les autres; et, enfin, que cette droite, en tournant autour de M,, ar-
rivera a contenir a la fois les points M, et M. Les groupes G seront

f
(=SS

f

o

Xy =2, yy=05; Xy=1, y,=7; X

oy . . ' A P TR RN E R (R RN RN RN N AR [ e
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donc an nombre de trois, savoir :

G, = A‘B'[ -+ B2,

G, =Bz - DS,

G, =D + Lo+ Fo'.
Pour le premier, on a

§=12, ? =1,

et équation (2) du n° 19 est

Ax +~ B=o:

a ce groupe répondent, par conséquent, deux tonctions de « et de z
qui forment un systeme circulaire autour du point A, et qui, dans
cerfaines limites, se développent en séries convergentes suivant les
1
is s entieres d Vv
puissances entieres de (z — a)?.
Pour le deuxieme groupe, on a
§s=13, o=1,
et équation (2) est
Bx - D=o0:

4 ce groupe répond donc un systeme circalaire compose de trois

fonctions qui se développent suitvant les puissances entieres e
i

{2z —a)".
Pour le troisieme, on a
§=1I, (P - 2,
et équation (2) est

Dx* + Exr + F =—o.

Admettons d’abord que cette équation ait ses racines inégales; alors 4
ce groupe répondront deux systémes circulaires d’un seul terme
chacun, c’est-a-dire deux fonctions de z dont chacune reprend  sa
propre valeur initiale aprés une révolution de Z, et qui peuvent se
développer suivant les puissances entieres de z — a. Admettons en-

suite que I'équation (2) ait ses racines égales, de sorte quon ait a la
tois

Di*+~Eh+F=0, 2Dh+E=o.

Tome XV, -~ Novempre 1830,

e
»
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Cest ici le cas du n® 20; comme on a

r—=a, §=1,
on fera

a=ua', f=ha”+f"":

en substituant ces valeurs dans I'équation entre o et & mise sous la
forme

2’ (DE*+ Efa* + Fa') + AR+ BB a + CB4a
+ G+ HE &+ 1a'" =0,
il viendra, en laissant la lettre « au lieu de «’,
Df%ad+ AR o' +..) + B(APa' +-..)+ Clhta'® +...)
+ G(RPa't +. )+ H(A o' +...) +1a'" = 0.

Dans chaque parenthese, les termes non écrits sont d’'un ordre plus
elevé que le terme conservé, attendu que (3’ est d’un ordre supérieur
a celui de o*. On voit que les groupes G’ se réduiront i un seul, qui
sera
D ‘6I2 as -+ I aw’
en supposant que I ne soit pas nul. On aura alors
rr=5, =2, ¢'=1,

et I’équation (2') sera
Dx'+1=o0.

Comme elle n'a pas de racines égales, puisqu’elle est du premier
degré, et qu'on a

’

$8' =2,
on voit que les deux valeurs de « qui correspondent au groupe G,
forment un seul systéme circulaire, et que chacune d’elles est déve-

4 .
loppable en série suivant les puissances entiéres de {z — a)%. Mais si
le coefficient I était nul, le groupe G’ serait

Dﬁ’2oc5+Bk5a”:

on aurait alors
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et 'équation (2’) serait
Dx’*+ BE = o.

Gomme elle a ses racines inégales et que le produit ss' se réduit a
Punité, on voit que, dans ce cas, chacune des valeurs de u qui ré-
pondent au groupe G, reprend sa propre valeur initiale apres une
révolution de Z, et que ces deux valeurs peuvent étre développées en
séries suivant les puissances entieres de z — a.

28. Nous avons cherché, dans ce qui précede, comment s’échan-
gent entre elles les valeurs des fonctions de u,, #,,..., ,, lorsque le
point Z décrit autour du point A un contour infiniment petit; il v a
encore un autre cas qu’il est & propos d’examiner spécialement.

Prenons pour point de départ de Z un point C correspondant a une
valeur quelconque ¢ de z, avec la condition, toutefois, que P'équation

flu,cy=0o

nait pas de racines égales; soient toujours A, A’, A", eic., les points
correspondants aux valeurs a, @', a”, etc., de z qui font acquérir des
racines multiples & I'équation

S lu, 2)=o,

et supposons gque I’équation
Pt q 1
f(u, (L) =0

ait p racines égales a b. Joignons le point C au point A par tine ligne
CDA, fig. 12, tracée arbitrairememt, mais de maniére a4 ne passer
par aucun des points A, A’, A", etc.; puis désignons par u,, iu,,..., u
tes p fonctions de = qui, satisfaisant & I'équation

flu,z)=m0v,

et ayant au point G les valeurs initiales b,, b,,..., b,, acquierent en A
la valeur commune b, lorsque Z y arrive par le chemin CDA. Prenons
sur cette ligne un point D infiniment voisin de A, ct imaginons un
contour fermé infiniment petit DNPD qui entoure le point A, en ne
taisant autour de ce point qu'une circonvolution. Cela posé, nous
donnerons le nom de contour élémentaire au contour qui se compose

Il

DAL
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de la ligne CD, du contour infiniment petit DNP, et, enfin, de la
ligne DC, de sorte que le point Z, en le parcourant , décrit deux fois
la ligne CD, mais dans des sens contraires.

Voyons maintenant ce que deviennent les fonctions , v Uy, 0,

apres une révolution de Z sur un pareil contour : soient d’abord [, .
2ye..y B, les valeurs qu’elles acquiérent, lorsque Z arrive pour la pre-
miere fois en D. Le point mobile parcourt ensuite le contour infini-
ment petit DNPD; or on a prouvé que les fonctions u, , u,,..., u, pou-
vaient se partager, relativement au point A, en un certain nombre de
systemes circulaives : soit w, , u,,..., Uy—y, U, un de ces systemes, de
tacon quWaprés une révolution de Z sur DNPD, les fonctions qui le
cornposent aient acquis respectivement les valeurs Bas Barer s By B
Lorsqu’ensuite le point Z, achevant de décrive le contour olémen-
taire, ira de D en C, la fonction 4y, qui avait en D la valeur £, ,
prendra en G la valeur Z,; car autrement, si Z revenait en arriére au
point D)z, ne reprendrait pas la valeur f5,: de méme les fonctions
Upivos Uyyy Uy acquerront en C les valeurs by,..., b, b,. Par consc-
quent, les fonctions z,, wu,,..., %, Jouiront, par rapport au contour
élémentaire CDNPDC, des mémes propriétés qui ont ¢té¢ démontrées
pour le contour infiniment petit DNPD. Tes systémes circulaires se-
ront dans les deux cas en méme nombre et composés des mcmes
termes rangés dans le méme ordre: on les déterminera toujours en
cherchant, par la méthode expliquée ci-dessus, les valeurs appro-
chées des fonctions u, , u,, etc., pour une valeur de z infiniment peu
différente de a

Quant aux fonctions Upoyy Upys, €lc., dont les valeurs au point A
sont des racines simples de I'équation

f'(u, a) = 0,

i est ciaiv, n° 7, qu’aprés une révolution de Z sur le contour élémen-
faire CDNPDC, chacune d’elles reprend simplement sa valeur ini-
tiale,

29. Supposons maintenant que le point 7, partant du point (i, dé-
crive autour du point A une ligne fermée de forme queiconque, mais
gui puisse se réduire an contour élémentaire CDNPDC sans franchiv

" T TS PR TR RS ERRRREE



PURES ET APPLIQUEES. 413

aucun des points A, A’; A", etc. : on conclura du n® & que les valeurs
des fonctions u,, u,, etc., s’échangeront sur cette ligne absolument
comme sur le contour ¢lémentaire.

30. Joignons le point C aux différents poinis A, A’, A", etc., par
des lignes CDA. CD’A’, CD"A”, etc., fig. 12, tracées arbitrairement,
sauf la condition que la ligne menée i chacun de ces points ne passe
par aucun des autres : soient D, D', D", etc., des points situés sur ces
Jlignes & des distances infiniment petites des points A, A’, A", etc.;
tragons autour de ces derniers les contours fermés infiniment petits
DNPD, D'N'P'D', D'"N’"P’TY, etc., et imaginons les contours ¢le-
mentaires CDNPDC, CD'N'P'DC, CD'"N'P"D”C, etc., que nous
ilésignerons, pour abréger, par les nolations (A}, (A’), (A"}, etc.
Cela posé, étant donné un contour fermé quelconque passant par
fe point C, on pourra toujours, sans lui faire franchir aucun des
points A, A’, A", etc., et sans déplacer le point C, le déformer de facon
a le réduire & une suite de contours élémentaires. Cette assertion n’a
pas besoin d’étre démontrée, et il suffit d’un pen d’attention pour en
apercevoir Pexactitude.

Par exemple, le contour CLLMC de ia fig. 13 se réduira au contour
élémentaire CDNPDC ou (A). Le contour CLMC de la fig. 14 se ré-
duira au contour (A) parcouru deux fois de suite. Le contour CLMC
de la fig. 15 se réduira aux trois contours (A}, {A'), (A”), parconrus
successivement. Enfin le contour CLMC de la fig. 16 se réduira a ia
suite des contours élémentaires (A’), (A”), (A’), (A), (A'). Sous ce
point de vue, un contour fermé quelconque passant par le point C
sera caractérisé par la série des contours élémentaires auxquels on
peut le réduire.

Toutefois il importe d’indiquer dans quel sens chaque contour ¢lé-
mentaire est parcouru : pour cela nous représenterons le contour {A)
par (+ A) ou par {— A), suivant que le point Z sera supposé le par-
courir dans le sens direct ou dans le sens inverse, n® I8, et nous ne
counserverons la notation (A) que pour le cas on il sera inutile d’indi-
quer daus quel sens ce contour est décrit. Ainsi le contour CLMC de
la fig. 13 se réduira a (+ A) ou & { — A, suivant que le point Z le
parcourra dans le sens CLMC ou dans le sens CMLC : de meme, le
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contour CLMC de la fig. 16 se réduira 4 la suite (+ A", (+ A",
= A'), (—A), (+ A), $'l est parcouru dans le sens CLMC, et 4 la
suite (— A7), (+ A), (+ A, (— A", (— A", ¢'il est parcouru en
sens contraire. (On peut observer que pour déduire cette seconde
suite de la premiére, il suffit de renverser Pordre des termes et de
changer leurs signes : cette remarque est générale. )

Ces notations adoptées, un contour fermé passant par le point C et
parcouru dans un sens déterminé, pourra, quelle que soit sa forme[*],
etre représenté par la suite des contours élémentaires auxquels on le
réduit en le déformant : cette suite, dont chaque terme doit étre af-
fecté d’un signe convenable, ainsi qu'on vient de P'expliquer, est ce
que nous appellerons la caractéristique du contour. Ainsi les contours
CLMC des fig. 13, 14, 15, 16 étant supposés parcourus dans le sens
CLMC, auront pour caractéristiques respectives

(+A4), (FA)(+A), (+A)(+ A (+ A",
(&) (4 A") (= A) (= A) (+ &),

el, s’ils sont parcourus dans le sens contraire, leurs caractéristiques
seront
(=A) (=A)(=4), (—Aa)(—2A)(—a),
(=A)(+ ) (+A) (= A7) (— A

Dans le cas ou un contour fermé pourra se réduire au seul point C
sans franchir aucun des points A, A’, A", etc., nous lui donnerons (o)
pour caractéristique : il est clair qu’on est libre d’introduire ou de
supprimer dans la caractéristique d’un contour des termes (o) en tel
nombre et i telles places qu’on voudra.

On voit facilement que les points A, A’, A”, etc. , restant les mémes
amsi que le point C et les lignes CDA, CD'A’, CD” A”, etc., un méme
contour, parcouru dans un méme sens, n’est susceptible que d'une
seule caractéristique (sauf les termes (0) qu'on peut toujours sup-
primer). Deux contours qui ont la méme caractéristique peuvent tou-
jours se réduire 'un i Pautre sans franchir aucun des points A, A’

[*] On exclut toujours le cas ou ce contour passerait par quelqu’un des points
AL A A7 ete,
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A”, etc.; et, au contraire, deux contours qui, dans quelque sens
qu'on les suppose parcourus, ont des caractéristiques différentes, ne
peuvent pas se réduire 'un & Pautre. Observons encore que si les
lignes CDA, CD’'A’, CD"A", etc., viennent 4 changer de forme, la
caractéristique d’un contour donné restera la méme, tant que ces
lignes ne franchiront aucun des points A, A’, A", etc.

31. De ce qu’on vient de dire et de la proposition énoncée au n° 6,
on conclut que si deux contours fermés passant par le point C ont la
méme cavactéristique, la fonction u, de z, déterminée par I'équation

flu,z)=0
et par une valeur initiale &, choisie parmi les racines de 'équation
flu,c)=o,

acquerra une seule et méme valeur, lorsque le point Z, parti de la
position G, y reviendra aprés avoir parcouru I'un ou lautre de ces
deux contours, ou bien encorc la suite des contours élémentaires
representés par leur caractéristique commune.
Si donc on appelle u,, u,,..., u, les m fonctions de z déterminées
par Péquation
flu,2) =o,

et ayant respectivement pour valcurs initiales les m racines b,, b.,...,
b, de Iéquation
Jlu,c)=o,

il sera facile de savoir ¢juelle valeur prend chacune de ces fonctions,
lorsque le point Z revient en C aprés avoir parcouru un contour fermé
dont la caractéristique est donnée.

Eu effet, substituons au contour proposé la série des contours élé-
mentaires représentés par les différents termes de la caractéristique :
apres que le point Z aura parcouru le premier de ces contours, la
fonction u, aura acquis une valeur b, qu’on saura déterminer, n° 28 ;
il suffira pour cela de savoir quelle est la fonction qui suit ou qui
précede u, dans le systeme circulaire dont elle fait partie relativement
& celui des points A, A/, etc., qui est renfermé daus le contour 6lé-



416 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

mentaire. Soit maintenant b, la valeur que prend la fonction u, apres
une révolution de Z sur le deuxieme contour élémentaire; il est clair
que 1, acquerra cette méme valeur b, lorsque Z aura décrit les deux
premiers. Pareillement, sachant quelle est la valeur 5, que prend z,
apres une révolution de Z sur le troisieme contour élémentaire, on en
conclura que u, acquiert cette méme valeur 4, aprés que Z a déerit
les trois premiers contours. En continuant ainsi, on trouvera la valeur
que prend la fonction #,, quand le point Z a parcouru tous les con-
tours élémentaires dont se compose la caractéristique, ou, ce qui est
la méme chose, quand ce point a parcouru le contour proposé.

32. Prenons pour exemple I'équation

wW—u—+z—o,

dont nous nous sommes déja occupés. Les valeurs de z qui lui fon:

;- . ’ 2 2 N
acquérir des racines égales sont + ~~-, — — et correspondent &

33 3y3

deux points A et A’ situés sur 'axe des a a une distance ————3?/3 de l'ori-
gine des coordonnées et de part et d’autre. Choisissons cette origine (.
pour point de départ de Z et nommons u,, u,, u, les trois fonctions
de z qui satisfont a I'équation proposée, et dont les valeurs initiales
sont respectivement o, + 1, — I. Prenons les droites CA, CA’ pour
les lignes avec lesquelles les contours élémentaires (A) et (A’) se con-
fondent sensiblement, n® 28 : lorsque Z va de C en A par la droite CA,
les trois valeurs de u restent réelles, et de I'équation

du 1
—_— T ————y
dz 1 — 3u’

on conclut que x, augmente, tandis que u, et u, vent en diminuant.
Au point A, on a
U, = Uy,

et, ainsi qu’'on 'a vu plus haut, n® 26, ces deux fonctions forment
autour de ce point un systéme circulaire; par conséquent, aprés une
révolution de Z sur le contour élémentaire (== A), chacune des fonc-
tions u,, u,, a pris la valeur initiale de 'autre, tandis que #; a repris
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s4 propre valeur initiale. On trouve de méme, apres une révolution
de Z sur le contour élémentaire (£ A"), que chacune des fonctions x, ,

7y a pris la valeur initiale de Pautre, tandis que u,

a repris sa propre
valeur initi

ale. De 14 on conclut sur-le-champ la valeur que prend
une quelconque de ces fonctions apres une révolution de Z sur un
contour fermé dont on connait la caractéristique.

Alnsi, proposons-nous de trouver la valenr de u, apres une ré

YO
lution de Z sur le contour

(AN A (A (EA) (= A) (A

ici, comme dans tous les cas ou les systémes circulaives nont quun
ou deux termes, le signe —+ ou le signe — , qui accompagne la carac-
téristique de chaque contour élémentaire, est indifférent. Apres une
révolution sur le contour (= A), u,, qui était d’abord égale & zéro,
a pris la valeur initiale + 1 de 5 la fonction garde cette méme va-

leur aprés que Z a décrit le contour (= A’); ensuite les trois révolu-

tions sur le contour (= A) lui font acquérir successivement les va-
leurs o, + 1, o3 enfin la révolution de Z sur le contour (£ A" fair
prendre & la fonction la valeur — 1.

33. Considérons encore Péquation

wd — (Z — a) (Z — (!')2 = 0

k)

dont les racines deviennent égales pour

z=aet pourz =a. Appe-

3
lons g une des trois valeurs du radical
g

— aa’?; les trois valeurs de
& pour z == o seront

2R — dm —
TV v

g 3
g et ge

Cela posé, prenons pour point de départ de Z Porigine C des coor-
données; puis nommons z, , i, u; les trois fonctions de z
font 4 I'équation précédente, ot qui ont r
mitiales

qui satis-
espectivement pour valeurs

LY Ty
g, ge’ ve .
On voit sans peine que ces fonctions Iy, Uy, u, for

meront un systeme
Tome XV. — Novemsre 1350,
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circulaire relativement au point A, et que les mémes fonctions rangées
dans Uordre #,, u;, u,, en formeront un relativement au point A’.

Si, maintenant, on veut savoir ce que devient u,, aprés que Z a
décrit un contour fermé quelconque, par exemple celui qui a pour
caractéristique

(= &) (4 A"} (++ A) (- &) (— A) (= A) (— A,

il suffira d’observer quapres que Z a décrit successivement chacun des
contours éiémentaires indiqués par la caractéristique, z,, qui avait
«’abord la valeur g, a pris les valeurs

b= j—— I — am o p— 2T — AT —

LAY Tl — Y — JLEAAYS

V= T V1 V=1 V-1 V—1

8¢ » 8¢ » 8¢ » 8¢ v 8. 8¢ y 85

ainsi la fonetion w, se trouve avoir repris sa valeur primitive.

34. Apres avoir montré ce que devient la fonction u,, lorsque le
point Z rcvient a sa position initiale apres avoir décrit un contour
fermé quelconque, il nous faut examiner maintenant quelles valeurs
acquiert cette fonction, suivant que le point Z va de son point de
départ C a un autre point déterminé K, fig. 17, par un chemin ou
par un autre. Nous excluons toujours les chemins qui passeraient par
quelqu’un des points A, A7, A", etc.

Les valeurs initiales des fonctions u,, #,,..., #,, étant toujours
désignées par b, b,,..., b,, appelons h,, h,,..., h, les valeurs
qu'elles acquierent, lorsque Z va de C en K par un chemin déterminé
CMK; il s’agit de trouver quelles valeurs acquierent ces mémes fonc-
tions, lorsque Z va de G en K par un autre chemin quelconque CLK.

Pour cela, observons que les deux chemins CLK, CMK, réunis,
composent un contour fermé CLMC, dontla caractéristique,, que nous
représenterons par (I'), sera connue dés que ces deux chiemins seront
donnés. Or la fonction u, acquerra la méme valeur au point K, soit
que le point Z y aille par le chemin CLK, soit qu’il y aille en décri-
vant d’abord le contour fermé¢ CLMC, puis la ligne CMK; car le
second chemin se réduit au premier sans franchir aucun des points
A, A, AY, ele. Mais on saura, par ce qui précede, quelle est la fonc-
tion z; dont u; prend la valeur initiale b; aprés une révolution de Z
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sur le contour fermé CLMC; on en conclura donc que la fonction «,
acquiert au point K la valeur #;, quand le point Z y arrive par le che-
min CLMC 4+ CMK, ou, ce qui est la méme chose, par le chemin
CLK : c’est la réponse a la question ¢que nous voulions résoudre.

A ce point de vue, le chemin CLK sera suffisamment désigné par la
notation (1) + CMK, dont nous nous servirons par la suite, et que
nous appellerons la caractéristique de ce chemin. Quand, par le pro-
cédé du n” 16, on aura déterminé les valeurs #,, 4,,..., &, que les
fonctions #,, u,,..., u, acquicrent au point K, lorsque Z y va par e
chemin CMK, on voit qu’il ne sera pas nécessaire de recommencer ce
caicul pour un autre chemin quelconque (I') 4+- CMK. 1 suffira d’avoir
effectu¢ le partage des fonctions w,, u,...., 1u,, en systemes circu -
laires relativement a chacun des points A, A", A“, etc.. et alors on
pourra assigner immédiatement quelle est celie des quantités £, , /,....
fy . i laquelle la fonction «; devient égale. lersque 7 a parcouru le
chemin (1) + CMK.

Par exemple, reprenons Péquation

3

I — -+ o= 0y

fiys Tiyy Doy les valeurs qulelles acquierent lorsque le point Z va de (.
en i par un chemin déterminé CMK., Ces quantités une fois calcuiées,
si o veut savoir quelles valeurs prennent nos trois fonctions, lorsque
/. v de C en K par le chemin (= A) (= A’) -+ CMK, il suffit d’ob-
server qu'apres une révolution de Z sur fe contour fermé (== A) (= A",
7y, Hy s 1L, Ontacquis respectivement les valeurs initiales de u,, 1, 0, ;
on en conclut que les valeurs demandées sont 4,. A,. k.

les tonctions u,, u,, u, étant définies comme au n°® 32, appelons

35, On peut rendre plus sensible la marche de la fonction w, en
imaginant un point U dont Pabscisse et 'ordonnée soient la partie
reelle et le coefficient de y — 1 dans la valeur de 7. En méme temps
que 7 déerit une ligne continne, U en décrit une aussi qui est par-
fastement délerminde, si Z ne passe par aucun des points A, A’, A", elc.

Concevons que Z aille de C en K par plusieurs chemins différents :
fa fonction u pourra acquérir des valeurs différentes, et parmi les
valenes Jy diyyoo B, quelle pent avoir pour z =k, on a appris

53
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i distinguer celle qu’elle prend, suivant que Z a snivi tel ou tel che-
min. Par conséquent, le point U pouarra arriver & différentes positions
dans ces différents cas, et, parmi les points H,, H,,..., H,, qui cor-
respondent aux quantités k,, h,,..., h,, on saura distinguer celui
avec lequel U vient coincider, lorsqu’on connaitra le chemin suivi
par Z.

Par exemple, si Z décrit un contour fermé de fagon a revenir a son
point de départ C, il pourra arriver que la fonction « reprenne ou ne
reprenne pas sa valeur initiale : dans le premier cas, le point U aura
décrit Ini-méme un contour fermé; mais, dans le second, il ne sera
pas revenu a sa position primitive.

36. Nous avons toujours supposé jusqu’ici que Z ne passait par
aucun des points pour lesquels la fonction # devient une racine mul-

J(u,z)=o.

Admettons maintenant que Z vienne a passer par un point A, pour
lequel les p fonctions u,, u,,..., u, acquiérent une méme valeur 5.
Avant que Z arrivat en A, ces fonctions avaient pour valeurs p quan-
tités inégales trés-peu différentes de b3 lorsqu’ensuite Z a dépassé le

tiple de I’équation

point A, Véquation

f(u, z)= o

fournit encore p valeurs de u inégales et tres-voisines de &; mais il n’y
a pas de raison d’attribuer chacune de ces valeurs 4 Pune plutot qu’a
Pautre des fonctions #,, #,,..., u, Ainsi, au dela du point A, on
trouve bien encore p fonctions distinctes de z comme avant; mais la
question de savoir laquelle de ces fonctions doit étre regardée comme
la continuation d’une fonction particuliere u,, reste tout a fait indé-
terminée.

L’exemple snivant rendra plus sensible ce genre d’indétermination.
Faisons décrire & Z. a partir du point C et dans le sens direct, un
cercle CLAMC, fig. 18, passant par le peint A, pour lequel les fonc-
tions wu, et u, deviennent égales entre elles, et supposons que ces
fonctions ne puissent devenir égales pour aucun autre point situé sur
ia circonférence ou dans son intérieur. Soit / leur valeur commune

R Y LA L IR AE
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au point A, de sorte que pour z=a, u = b, on ait
df (u, z)

‘ z) = = 0;
L/ (u‘ ’ ) o K du I
mais admettons que, pour les mémes valeurs de z et de u, les dérivies

df(u, zﬁ)‘ df{u, s)
’ dz

se réduisent a des quantités A et B différentes de

7ero, Si 'on fait

TY—1
zZ=a -+ pe v , uy=b+ 5, u, =b+f,,
les quantités 3, et 8, s'annuleront en méme temps que p, et se con-
fondront sensiblement, pour de petites valeurs de . avec les denx
racines de Péquation du second degré

— 1

Aﬁ“‘+BpeT = 0,
ou

B = hp eT\/:,

en faisant

On en conclut
5 V=1 -
u,=b-+ (hp)e*

T4 2T
S V=t
) u2:b+(hp))€ ? .

et si on pose
(hp) =qe '

 désignant un nombre positif et ¢ un angle réel, puis

T2
=v,, o+ = ¥,,

T
9 2 23

0+

on aura approximativement, dans les environs du point A,

u, = h + '/ev'v", 1w, — h ye"i‘/ﬂl.

Prenons maintenant sur la circonférence CLMC deux pomnts L et M
tres-voisins de A | et situés de part et ’autre de ce point. Soit B le point
correspondant & la valeur commune 4 que prennent les deux fonctions
7ty 1y, quand le point Z arrive en A ; lorsque 7 est en 1., ces mémes
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tonctions ont des valeurs inégales correspondantes i des points N et P
voisins de B, et tels, que les directions BN, BP soient sensiblement
daus ie prolongement 'une de autre, attendu qu’on a

Vo — ¢, + 7.

Lorsqu’ensuvite le point Z est en M, les points Q et R, correspondants
aux vaieurs des deux fonctions, sont encore trés-voisins du point B,
et tels aussi, que les directions BQ, BR soient sensiblement dans le
prolongement I'une de autre. Mais comme, en passant du point L at:
point M, on fait varier v de 2= 7w, et qu’ainsi chacun des angles ¢, ¢,

varie de e les directions BQ, BR seront sensiblement perpendi-

cudaires aux directions BN, BP.

Concevous & présent que Z aille de L. en M en passant par le point A
les points U,, Uy, correspondants aux lonctions u,, 1, , et situés d’abord
en N et P, se rapprocheront 'un de’autre, se confondront en B, lorsque
7 arrivera en A, puis se s¢pareront pour venir en Q et R; mais si Pon
attribue le point N & la fonction #,, et le point P a la fonction «,, il
n'y aura pas de raison d’attribuer chacun des points Q et R a une de
ces fonctions plutot qu’a lautre.

En effet, déformons infiniment peu le chemin par lequel Z va de L
en M, de facon qu’il ne passe plus par le point A; selon que le
point A sera en dehors ou en dedans du contour fermé CLMC, il ar-
rivera ou que le point U, ira de N en Q, et le point U, de P en R, ou
que le point U, ira de N en R et le point U, de P en Q.

Pour le voir, supposons d’abord . fig. 19, le point A extérieur au
contour CLLMC | mais trés-voisin de ce contour : prenons sur celui-ci
les deux points L et M trés-voisins de A, de fagon toutefois que les
divections AL, AM fassent un angle trés-voisin de 180 degrés. Alors,
quand le point Z ira de L. en M, 7 diminuera sensiblement de =, et,

par suite, ¢, et v, diminveront sensiblement de 5 : le point U, ira done

de N en Q par laligne NFQ, et le point U, de P en R par la ligne PGR.
Si, au coutraire, le point A est intérieur, Jig. 20, les points L et M
étant pris comme tont 4 I'heure, Pangle - augmentera sensiblement

v . ™
de w, lorsque Z ira de 1. en M; par suite. ¢, et v, augmenteront de 5
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U, ira donc de N en R par le chemin NFR, tandis que U, ira de P
en Q par le chemin PGQ.

Les fig. 18, 19 ef 20 montrent comment se modifient ies lignes de-
crites par les points U, et U,, lorsque le contour CLMC, en se défor-
mant, vient a franchir le point A. Tant qu’il ne le renferme pas, chacun
des points U,, U, décrit une ligne fermée, fig. 19, Pun la ligne SNFQS,
Pautre la ligne TGPRT; ces deux lignes passent tres-prés du point B
et présentent dans cette région comme deux angles droits opposés.

Lorsque le contour CLMC vient a passer au point A, fig. 18, ces
denx lignes se réunissent en une seule pour laquelle le point B est un
point multiple; les branches qui y aboutissent s’y coupent a angles
droits. Les points U, et U, arrivent en B en décrivant les lignes NB,
PB; mais ensuite, comme on 'a déji dit, on peut regarder Pun des
deux a volonté comme décrivant la ligne BQ et 'autre comme tracant
la ligne BR.

Enfin, lorsque le contour CLMC vient & renfermer le point A,
fig. 20, les lignes décrites par les points U, et U, deviennent les deux
parties d’'un méme contour fermé. Ce contour présente un étrangle-
ment aux environs du point B, et les parties qui avoisinent cette
région forment encore comme deux angles droits opposés. Si S et T
sont les positions initiales de U, et de U,, pendant que Z décrira
le contour CLMG, le point U, tracera I'arc SNFRT, et le point U,
arc TPGQS; ce n'est quapres deux révolutions de Z que les points T,
et U, reprendraient leurs positicns initiales S et T ["].

On verra de méme ce qui arrive, lorsque le contour CLMC tran-
chit un point A pour lequel trois fonctions #,, u,, u, acquiérent une
valeur commune 4. Si Uon suppose que les dérivées (Ifii%; {Uiu;

du dz
ne s'annulent pour z =a, u = b, les valeurs approchées de ces fonc-

[*] Si le contour CLMC avait un point saillant, que ce point coincidat avec le
point A, et que les deux portions de contour aboutissant en A fissent un angle égal
a 9, la ligne deécrite parles points U,, U, offrirait encore en B un point multiple ; mais
I"angle des branches qui se coupent en B, au lieu d’étre droit comme dans la fig. 18,

o+ oval 9
serait cgal a4 —.
& 2
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tions pour des valeurs de z voisines de a seront

u,:h—!—(‘/zp)gegv_[,
i gL
u;="b+ (hp)de 3

1, = b+ (ﬁp)ge 3

i
A
I

On en conclura, en raisonnant comme on vient de le faire, que si
le point A est hors du contour CLMC, mais tres-pres, chacun des
points U,, U,, U, décrira une courbe fermée, fig. 21, passant tres-
pres du point B. Si le contour vient & passer par le point A, ces trois
courbes se réunissent en une seule, fig. 22, ayant en B un point mul-
tiple ou passent trois hranches qui s’y coupent sous des angles de
6o degrés. Enfin, si le point A devient intérieur au contour, cette ligne
unigue ne passe plus au point B; mais elle a aux environs de ce
point la forme qu’indique la fig. 23 : pendant une révolution de Z sur
le contour CLMC, chacun des points U,, U,, U, décrit une portion de
la ligne dont il s'agit, de facon que ces trois portions cowposent la
ligne entiere; ce n’est qu’apres trois révolutions de Z que ces points
reviennent a leurs positions initiales.

37. Nous avons supposé, a partir du n° 48, que le coefficient de
la plus haute puissance de u dans le polynéme entier f («, z) était
indépendant de z: mais il est aisé¢ d’étendre la théorie précédente au
cas ou ce coefficient est une fonction entiere quelconque de z. Consi-
dérons, en effet, ’équation irréductible

No” 4+ Pt + Qo™ +...+ 80 +T=o,

ou N, P, Q,..., T désignent des polynémes entiers en z, et propo-
sons-nous, comme nous I'avons fait pour la fonction u, de distinguer
les diverses valenrs que la fonction ¢ peut acquérir, suivant que le
point Z va par tel ou tel chemin de sa position initiale C a une autre
position K.

On ramenera sur-le-champ ce cas a celui que nous avons traité, en
posant

Peop 1 P i [T TA RN R i i [l
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en effet, 'équation proposée deviendra

W4 P - NQu™? 4.+ N*" Sy + N**'T = o,

ou le coefficient de #™ est I'unité. Le polyndme N n’ayant qu’une
seule valeur pour chaque valeur de z, aux diverses valeurs dont la
fonction w« est susceptible correspondront autant de valeurs de ¢ qui
sen déduiront par la formule

v =5
Tout se réduira donc, comme ci-dessus, a déterminer les caracté-
ristiques des divers chemins par lesquels on peut aller de C en K, et,
pour les connaitre, il n’y aura qu'a construire les points A, A’, 4", etc.,
correspondants aux valeurs de z qui font acquérir des racines mul-
tiples & Péquation
"+ Pum ' 4. 4+ N T=o.

Observons qu’il ne serait pas exact de déterminer ces points en cher-
chant les valeurs de z pour lesquelles 'équation en ¢ acquiert des ra-
cines égales : car, bien qu’en général ces valeurs de z soient les mémes,
il peut cn étre autrement de celles qui annulent N; pour ces valeurs,
Péquation en 2 a m — 1 racines égales a zéro, tandis que P'équation
en ¢ a ordinairement une racine infinie et . — 1 racines finies et iné-
gales. Mais on trouvera toujours tous les points A, A’, A", etc., en
joignant aux valeurs de z qui font acquérir a 'équation en ¢ des ra-
cines égales celles qui lui donnent des racines infinies.

58. On a vu que les diverses fonctions «,, 1,,..., u, qui satisfont a
I'équation
I«t"l_"‘Pltyn_.‘ + NQZ{’",‘A +'-‘: (),

se partagent, relativement au point A, en un certain nombre de SYS-
temes circulaives; les fonctions correspondantes

u, U
V)= 5 Vg =5 s vm—‘ﬁ"

N

formeront évidemment des systémes circulaires correspondants et eil
méme nombre. Appelons v la puissance de z — a par iaquelle le

Tome XV. — Novemsre 1850 5)4
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polynome N est divisible, I'exposant entier v pouvant étre zéro, et
faisons

N=(z—a) N;
nous aurons, en désignant par ¢, une des fonctions Piy Vayerey Vins
11
[ z —
(z—a)’ N

d’ou

(z—a)'o,=~

7
Or, tant que le point Z reste dans l'intérieur d’an cercle décrit du
point A comme centre avec la plus petite des distances AA’, AA”, etc.,

, I ;.
pour rayon, on peut deve]opper ¥ €D une scrie convergente ordon-

née suivant les puissances entiéres et positives de z— a; on a vu
d’ailleurs, n° 23, que u étant le nombre des termes du systéme cir-
culaire dont u, fait partie, cette fonction u, peut, dans les mémes
limites, étre développée suivant les puissances entieres et positives de
I
(z— @)”. En multipliant ces deux séries, on aura le développement
I

1 . . o g
de 5 u, suivant les puissances enticres et positives de (z — a)” : nous
A

pOllVOI]S dO]]C écrire
I 2
P

I-u”:: (z,—a)v()n:A —{—B(Z*—-(l) "I—C(Z—a)ﬂ—l‘-.«,

N
A, B, G, etc., désignant des coefficients indépendants de z, et, par
conséquent ,

I 2

—— ——y

v,,:A,(z——a)_y—l— B(z-—-a)” + C(z—a)# + ...

Ainsi la fonction v, se développe comme u,, suivant les puissances

4

entiéres de (z — @)”; mais, tandis que le développement de u, ne
I

. . o . Fid .
contient que des puissances positives de (2 —a)”, celui de v, peut
commencer par un nombre limité de puissances négatives.

AR TR Y RTNRN
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3%. Appliquons ce qui vient d’ctre dit a I'équation
(z—a)(z—a)(z—a")... V" — 1 =0,
ou les quantités a, a’, a”, etc., sont supposees toutes inégales; si V'on
pose

143

b= (z—a)(z—a')(z—a’)...

il viendra

wt — (Z - a)mﬁi (Z _ a/)m—l (Z- e aﬂ)m—l.“ — 0.

l.es points A, A’y A", etc., pour lesquels cette équation acquiert des
racines multiples, sont précisément ceux qui répondent aux valeurs
a,a’,a’, etc., de z.

Appelons w,, uy,..., U, les m fonctions qui satisfont a I’équation
en u, et qui ont respectivement pour valeurs initiales

2T fm ,— (am—2)m ;~—
I — Ve el
g, ge , ge yoies  BC

7

g désignant une des valeurs du radical

vic—ayt{c—a " (¢c—a" "t

On déduit facilement des principes établis plus haut, que chacune de
ces fonctions acquiert la valeur initiale de la suivante apres une révo-

lution de Z sur un quelconque des contours élémentaires (-- A),
.+ A’), etc. Si donc on pose
u, u,

(z———a)(z——a".,.‘ 92:(5—51)(3:4_’)_.'.—"“.’

[

il en sera de méme des fonctions v,, v,, etc.

Dapres cela, si Pon appelle h,, k..., fy, les valeurs que les fonc -
tons ©,, ¥,..., ¥, acquierent au point K, lorsque Z y arrive par le
chemin CMK , et si 'on demande les valeurs qu’obtiennent ces mémes
fonctions, lorsque Z arrive en K par le chemin {+ A)(+ A’} +- CMK,
on trouvera que v, prend la valeur %, ¢, la valeur %,, et ainsi de
suite jusqu’a v,,_, et v,,, qui prenne les valeurs h, et h,. De méme, si
7 arrivait en K par le chemin {— A) + CMK, ¢, ¢,,..., v, acquer-
raient respectivement les valeurs 4,,, iy by

54..
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Ajoutons que les fonctions v, ¥y 4uey ¥, seront développables en

I
séries convergentes suivant les puissances entiéres de (z -- a)”™, tant
que le point Z restera dans l'intérieur d’un cercle décrit du point A
comme centre avec la plus petite des distances AA', AA”, etc., pour
rayon, et que ces développements renfermeront la piissance négative

I

m

(2 —a)

40. Nous n’avons parlé, dans tont ce qui précéde, que des équations
algébriques; mais les propositions que nous avons établies s’appliquent
a Péquation transcendante

Slu,z)=o0,

pourvu que le premier membre f (u, z) et ses dérivées partielles des
divers ordres, prises par rapport a u et a z, soient des fonctions con-
tinues de u et de z, et naient pour chaque systéme de valeurs de ces
variables qu’une seule valeur finie et déterminée. En effet, M. Cauchy
a établi (Nowuveaux Faxercices de Mathématiques, tome 11, page 109
que les valeurs de «. tirées d’une telle équation, varient d’une ma-
niere continue lorsque z varie d’une maniére continue. Or c’est la,
avec les conditions qu’on vient d’énoncer, la seule chose que suppose
notre théorie.

41. On peut encore la généraliser en supposant, non plus

z:x—{—_)'\/——r,
mais

:qo(-%‘;‘)’)+k])<-1',‘)’)\/:—;;

nous désignons ici par ¢ (x, y) et b (%, y) deux fonctions continues
qui ’ont pour chaque systeme de valeurs de @ et de Y, ou, si Pon
veut, pour chaque point du plan xy, qu’une valeur réelle finie et
déterminée. Pour chaque point du plan, I’équation

Slu,z)=o0

fournira encore des valeurs de « généralement inégales, et 'on pourra
se demander ce que devient chacune d’elles en variant d’une maniére

[N I NI R ARRRRARRN RN NN
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continue, tandis que le point qui a pour coordonnées x et y passe
d’une position initiale C a une autre position K.

Dans ce but, on déterminera d’abord les points correspondants
aux valeurs de z qui fout acquérir des racines infinies ou multiples i
I’équation

S, z) =o.

Si f+ g v — 1 désigne une pareille valeur, les coordonnées des points
correspondants seront fournies par le systeme des deux équations

ez, y)=f, vix,y)=g

Si mamntenant on suppose que le point (x, ) aille de C en K par
un chemin déterminé, la valeur que la fonction « acquiert au point K
restera la méme, lorsqu’on viendra 4 déformer le chemin parcouru,
tant que ce chemin ne franchira aucun point pour lequel la fonction «
devienne infinie ou ¢gale 4 une autre racine de Iéquation proposée.
La démonstration est exactement la méme que celle qui a ¢t¢ donnée

plus haat pour lecas de z = + y y— 1.

Ensuite, si en un point A un certain nombre des fonctions de z de-
terminces par Péquation

deviennent égales entre clles, on prouvera encore, comme précéden -
ment, que ces fonctions se partagent en un certain nombre de Sys-
temes circulaires, c’est-a-dire que les fonctions qui composent un de
ces systemes étant disposées convenablement sur un cercle, chacune
(’elles acquiert la valenr initiale de la suivante aprés une révolution du
point (&, y) sur un contour infiniment petit tracé autour du point A.

Les conséquences tirées ci-dessus de ces principes subsisteront done
dans ’hypothese plus générale dont nous parlons,

TROISTEME PARTIE.

42. Appliquons maintenant la théorie qui précede a la recherche
des valeurs multiples des intégrales définies. Considérons I'équation
algébrique

S 2) = o,
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dont le premier membre est une fonction entiere quelconque de u et
de z, et, comme au n° 8, appelons «, une fonction de z qui satisfasse
a cette équation et se réduise a b, , lorsque le point Z, correspondant

4 z =2+ yy—1, part de sa position initiale C. Comme I’a remarqué

k

M. Cauchy, la notation f u, dz n’offre un sens déterminé qu’autant

c
qu'on donne, outre les limites ¢ et k, le chemin CMK par lequel le
point mobile Z est supposé aller de C en K. A la vérité, tant que le
chemin CMK, en se déformant, ne franchit aucun des points A, A’,
A", etc., pour lesquels I'équation

Sflu,z)=o0

I3
a des racines égales ou infinies, I'intégrale f u, dz conserve la méme
c
valear, n° 3 mais §'il vient & franchir quelques-uns de ces points,
I'intégrale pourra changer et acquérir un nombre limité ou illimité de

valeurs différentes.

Montrons d’abord comment, a I’aide des principes établis dans la
premiére partie, on pourra calculer avec telle approximation qu’on

k
voudra la valeur de l’intégra]ef u, dz relative 4 un chemin donné
<

CMK; nous supposons, bien entendu, que ce chemin ne passe par
aucun des points A, A’, A”, etc., sans quoi I'intégrale pourrait ¢tre in-
déterminée. Répétons la construction expliquée an n° 16 et par laquelle
la ligne CMK est partagée en un certain nombre de parties CMC’,
oM e, C"M7CY, ete., fig. 7 : le long de la ligne CMC/, on a, n° 13,

wy=b,+¥,(b,c)z—c)+Fy(b,c)(z—¢c)P+...,

ou le second membre est une série convergente; si donc on appelle V

nk
Pintégrale u, dz prise le long du chemin CMC/, V s’exprimera par
8 i P g p p

ade

une série convergente qu’on obtiendra en intégrant chaque terme de
la précédente entre les limites z = ¢, 2 = ¢’ : on trouvera ainsi
(c (¢ —c)

V=4, (cl—_ C) + Fy (/)4,(,‘) ‘——‘2—0“)‘7 -+ F2<[747 ¢y i T

2
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En appelant V', V7, etc., les valeurs des intégralesf w, dz.

C
f u, dz, etc., prises respectivement le long des chemins C'M’/ (",
C”
C"M”C”, etc., on aura de méme

(¢ —c'y

V="b (c"—c)+F b, c" w—jci + Fy (b, e~ i PR

" — " )2

Vi b (= ) T (5 )

(C”’——— C//)$

+ F, (b, ¢)- T Feeos

etc.
Ces quantités V, V', V”, etc., seront en nombre limité, et en les ajou-
K
r 3 7
tant, on aura la valeur demandée de Pintégrale f u,dz : on pourra
c

souvent faciliter ce calcul en profitant de la faculté quon a de défor-
mer lc chemin CMK , sans toutefois lui faire franchir aucun des points
A, AL A ete.

La méme méthode peut servir a calculer la valeur de Iintégrale

fu, dz prise tout le long d’un contour éjémentaire quelconque, du

contour (+ A), par exemple, qui se compose de la ligne CD, fig. 24,
du contour infiniment petit DNPD et de la ligne DC. En effet, du
centre A, avec un rayon moindre d’une quantit¢ finie que la plus
petite des distances AC, AA’, AA”, AA”, etc., décrivons une circonfo-
rence EQR qui coupe la ligne CD en E. Nous pourrons, sans changer
I’intégrale, substituer au contour élémentaire (+ A) un autre contour
formé de la ligne CE, de la circonférence EQRE et de la ligne EC.
Comme ce dernier a tous ses points & des distances finies des points A,
A, A", etc., rien n'empéchera de calculer la valeur de Fintégrale

fu. dz relative 4 ce contour par la méthode qui vient d’étre exposée.

43. Soient maintenant 1y, u,,..., u, les m fonctions de z déter-
minées par ’équation
S lu, z) =o.
Appelons A,, A_,, A, A", etc., les valeurs de intégrale fu, dz prise

tout le long de chacun des contours élémentaires (+ A) (— A),

.
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{4+ A’), (— A"), etc.; appelons de méme A,, A_;, A, A", etc., les

valeurs relatives 4 ces contours de lintégrale f u,dz, et ainsi de

suite, de sorte que généralement A\’ désigne la valeur de I'intégrale

R

fu,, dz prise le long du contour élémentaire (= A)). Ces quantités,

que nous nommerons intégrales élémentaires, et qu’on pourra cal
culer comme il a été dit au numéro précédent, étant regardées comme

connues, proposons-nous d’avoir I'expression de I'intégrale fu, dz

prise 4 partir du point G le long d'une ligne fermée quelconque

GLMC, fig. 4.
Soit, pour fixer les idées,

(+ A) (= A (+ A7) (= A)

la caractéristique de cette ligne: il suit du n° 10 que Plintégrale

fu, dz restera la méme, si au contour CLMC on substitue la série

des contours ¢lémentaires (+ A), (— A’), (++ A”), (— A). D’un autre
coté, les fonctions «,, u,...., u,, étant partagées relativement aux dif-
férents points A, A', A", etc., en systémes circulaires, on saura quelle
est la fonction dont «, acquiert la valeur initiale aprés une révolution
de Z sur le contour (+ A); supposons que ce soit &, : on saura de
méme qu'aprés une révolution de Z sur (— A’), u, acquiert la valeur
initiale de #,, par exemple : enfin, admettons que z, acquiere la va-
leur initiale de u, aprés une révolution de Z sur (+ A”). Cela posé, la
partie relative au contour (+ A) de 'intégrale demandée sera A,; la
partie relative au contour (— A’) sera A’ ;, et les parties relatives aux
contours (- A”) et (— A) seront respectivement A’ et A_,. L’intégrale

[ui dz prise le long de la ligne fermée CLMC sera donc
A+ AL, + A+ A,
En général, on voit que la valeur de cette intégrale, prise le long d’un

contour fermé passant par le point C, s’exprimera toujours par la
somme d’un certain nombre des intégrales élémentaires A, A_,,

AL, Ay, etc.
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44. Cette premicre question résolue, cherchons # présent les va-
%
leurs de I'intégrale f 1, dz pour les divers chemins par lesquels on
c

peut aller de C en K. Soit CMK, fig. 17, un premier chemin tracé i
volonté entre ces deux points : appelons o, ¢,,.... v, les valeurs des

K P k
intégra]esf u, dz, f u.,,dz,...,f u,dz prises le long de cette
c < c

k
ligne, et proposons-nous de trouver la valeur de Pintégrale f w, dz
(5

relativement 4 un autre chemin quelconque CILK.

Soit, pour fixer les idées,
(=AY (=AY (+ A (— A) + CMK

la caractéristique de ce chemin : conservons les hypotheses du nu-
méro précédent, et supposons de plus qu’apreés une révolution de Z
sur (— A), u, acquiére, par exemple, la valeur initiale de #,. On
pourra, n°® 9, substituer i la ligne CLK la série des chemins repre-
sentés par les différents termes de la caractéristique: alors on trouvera
immeédiatement pour I'intégrale demandée Pexpression

A+ A+ AL+ A+,

2

On voit par la que les valeurs autres que v, de I'intégrale ‘/ u, dz

C

s'obtiendront en ajoutant 4 "une des quantités ¢,, v,,..., ¢, une ou
plusieurs des intégrales élémentaires A, , A_,, A, ., Ay, etc, la méme
intégrale élémentaire pouvant étre répétée plusieurs fois dans cette
somme. Observons toutefois qu’on n’aurait pas, en général, une va-

k
leur de Vintégrale f 1, dz en ajoutant 4 une des quantités ¢, v,,...
c

vn les produits d’un certain nombre des quantités A,, A_,, A’
A,, etc., par des nombres entiers pris au hasard.

gacees

45. Les intégrales élémentaires A,, A_,, etc., Jouissent de quelques
propriétés qu’il est bon de remarquer. Soit #; la fonction dont 1,
acquiert la valeur initiale apres une révolution de Z sur le contour
¢lémentaire (- A); réciproquement, «; acquerra la valeur initiale de

Tome XV, — Novemere 1850. 55
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u; aprés une révolution de Z sur le contour (— A). Les intégrales dé-
signées par A; et A_; ont donc leurs éléments deux a deux égaux et
de signes contraires, et, par conséquent, on a

A_j=— Ay

ainsi chacune des intégrales A_,, A_s,..., A_n, relatives au contour
(— A), est égale et de signe contraire a quelqu’une des intégrales A,,
Agy..., Ay, relatives au contour (+ A), et vice versd.

46. Supposons en particulier que la fonction «; reprenne sa valeur
initiale aprés une révolution de Z sur le contour (+ A); il en sera de
méme sur le contour (— A), et 'équation précédente deviendra

A—-i = — Ai'

Dans ce cas, il suit du n® 11 que la quantité A, est indépendante de
la position initiale C du point mobile Z, c’est-a-dire qu’elle reste la
méme si Pon déplace le point C, et qwen méme temps le contour élé-
mentaire (A) se déforme sans franchir aucun des points A, AL AT ete.
On peut donc regarder A; comme la valeur de Pintégrale [u;dz prise
le long d’un contour infiniment petit tracé autour du point A, par ou
Pon voit que si la fonction #; conserve une valeur finie au point A,
I'intégrale A; se réduit a zéro.

En effet, prenons pour le contour infiniment petit dont il vient
d’étre question, une circonférence décrite du point A comme centre
avec le rayon tres-petit ¢. Pour un point de cette circonférence, on
aura

Y=t

z=a-+pe ,
7 désignant un angle réel; d’ou

dz =y —1 peﬂ/—i dr,
et, par suite,

—_— 27 ,,\/”_'—,
Ai=\f—1p0 u; e dr.

Mais «; conservant une valeur finie pour de tres-petites valeurs de g,

27 T—t .
il en est de méme de l’intégralef u;e Y dr : Vexpression de A;
[s]
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se réduit donc 4 zéro en méme temps que p; et comme l'intégrale A,
est indépendante de p, on en conclut

A":O.

47. 1] y a un cas remarquable dans lequel on peut trouver entre les
intégrales élémentaires des relations dont nous tirerons parti dans la
suite. C’est celui oti, aprés une révolution de Z sur un contour A pas-
sant par le point C et renfermant tous les points A, A’ A", elc., dans
son intérieur, quelques-unes des fonctions u,, u,, .., u, reprennenti
leurs valeurs initiales.

Soit z; une des fonctions qui remplissent cette condition : la carac-
téristique (A) du contour A parcouru dans le sens direct se composera
des termes (+ A), (+ A’), (+ A”), etc., rangés dans un certain ordre.
chacun de ces termes s’y trouvant une fois et pas davantage. 11 est

permis de supposer les points A, A’, A”, etc., nomamés dans un ordre
tel, qu’on ait précisément

(A)={+A)(+ A (+A)..

admettons ensuite qu’apres que Z a parcouru les lignes fermés qui
out pour caractéristiques (+ A), (+ A}, (++ A", (+ A), (+ A,
(+ A”), etc., la fonction u; ait acquis respectivement les valeurs
initiales de «,., u,., u.., etc. La valeur de Pintégrale [u; dz, prise le
long du contour A, sera

A+ AL+ AL+ AL+ ..

De Porigine O des coordonnées, décrivons maintenant une circon-
térence @, dont le rayon R soit plus grand que la plus grande des
distances OA, OA’, OA”, etc. 11 est clair qu’on peut déformer le con-
tour A de maniére a le faire coincider avec cette circonférence sans lui
faire franchir aucun des points A, A’, A", etc. La valeur de I'intégrale
Ju;dz, prise le long de la circonférence ©, est donc encore égale a la
sonime

A+ AL+ AL+ AL+

Mais nous pouvons en trouver une autre expression : en effet, po-

53..
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I ;. .
sons z = —» z' désignant une nouvelle variable, et concevons un

point mobile Z’ dont les coordonnées, rapportées a deux nouveaux
axes O'x’, O'y’, soient la partie réelle et le coefficient de \/— 1 dans z’.

Les fonctions de z désignées par u,, u,,..., ,, deviendront alors des
fonctions de z’, qui satisferont a I’équation algébrique

i) =o

et comme au dela de la circonférence © il n'y a pas, & une distance
finie de l'origine O, de position du point Z pour laquelle I'équation

S(u,z)=o0
ait des racines ¢gales on infinies, de méme en dedans du cercle €,
1 . e
dont le centre est O’ et dont le rayon est il n’y aura pas de position

du point Z’ autre que P'origine O, pour laquelle I’équation

1
¥ <u, {’) =0
ait des racines égales ou infinies. I’ailleurs la fonction u; reprend , par
hypothese, sa valeur initiale aprés une révolution de Z sur la circon-
férence ©; par conséquent, elle reprendra aussi sa valeur initiale apres
une révolution de Z’ sur la circonférence ©'. Le systeme circulaire dont
u; fait partie relativement au point (¥, ne se compose donc que du seul
terme u;, et, par suite, dans U'intérieur du cercle &, cette fonction est
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
enticres et croissantes de z’, cette série pouvant commencer par un

nombre limité de puissances négatives, n® 58. On aura donc, pour un

7 . e N 1
module de z’ égal ou inférieur & —

R
= 0;3" ~7 4 ﬁ,-z"f“ A+ A 4 @i+,

J désignant un nombre entier et positif, et o, Birers iy diy i, €tc., des
coelficients indépendants de z’ : on en conclut que, pour un module
de 7 égal ou supérieur A R, on a

)‘i i
W= oy 4 fiaf T e Y B

oo 1 1 R Y T R PN RN [ ERRRRENRN AN s re
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Si maintenant on veut avoir Pintégrale f u;dz prise le long du
cercle 0, il suffit de faire
2= Re” \/:T [
d’ou
dz=y—1Re V" dr,

et, par conséquent,
) 277 ) —
aiR/—xf elf+1invV—1 dr
0

2x _
+{3,’R—ff e/ V=rdr ...

—— o] P
/‘u,-dz:\w—lv - L ax =oamA; N —1I.
)y -+ KiR (’,TV—'({T'—F)‘,"/‘ dT

[} [§]
. 27"- ———
+&f e~ V-1 dr .
TR !
i /
Nous avons donc I'équation
A+ AL+ AL+ AL+ =anrd iy — 1,

. . . 1 ’ .
ou ).; désigne le coefficient de ;— dans le développement de ; suivant

les puissances descendantes de z, et nous aurouns une équation sem-
blable pour chaque fonction #; qui reprend sa valeur initiale apres
une révolution de Z sur le contour fermé A qui renferme dans son
intérieur tous les points A, A’, A", etc.

i8. Nous avons dit plus haut, n° 44, qu’on n’aurait pas, en gé-

19

k
néral, une valeur def u,dz en ajoutant i une des quantités ¢
c

V;--, vn des multiples entiers pris au hasard des intégrales élémen-
taires. Mais il existe certains groupes de ces intégrales qui jouissent
d’une propriété remarquable : c’est que la somme des intégrales élé-
mentaires composant un de ces groupes, somme qui est indépendante
de ¢, peut étre ajoutée ou retranchée autant de fois qu’on voudra 2

k
une valeur de l’intégralef u, dz, sans qu'on cesse d’avoir une valeur
c

de la méme intégrale.
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K
En effet, soit w la valeur def u, dz prise le long du chemin

(T') + CMK, en désignant par (I") la caractéristique d’un contour
fermé passant par le point C. Séparons d’'une maniére quelconque les
termes de (I') en deux groupes (I") et (I') [I'un de ces groupes pou-
vant étre (0)], de sorte que la caractéristique (I') + CMK puisse se
mettre sous la forme (I') (") + CMK. Soit maintenant «, la fonction
dont u, acquiert la valeur initiale aprés une révolution du point Z sur
le contour fermé (I'); on pourra tracer de plusieurs maniéres un
contour fermé passant par le point G tel, qu'aprés une révolution
de Z sur ce contour, la fonction u, reprenne sa valeur initiale. Appe-
lons (@) et (— @) les caractéristiques d’un pareil contour, selon qu’il
est supposé parcouru dans un sens ou dans le sens contraire. Soit, de

plus, p la valeur de I’intégrale fu,,dz prise le long du contour (®);

cette quantité p pourra s’exprimer, n° 43, par la somme d’un cer-
tain nombre d’intégrales élémentaires, et il suit du n° 12 qu'elle est
indépendante de la position du point C.

k
Cela posé, il est clair que l’intégralef u, dz prise le long des

c

chemins

(T"3(®) (') + CMK,

(I") (@) (®)(I") + CMK,

(T")(®) (@) (@) (I') + CMK, etc.,

(") (=) (1) + CMK,

(I (—®) (— @)(I"} + CMK, etc.,
aura respectivement pour valeurs

p+ w, ap+w, 3p+w, elc.,

—p+w, —a2p—+w, et

k
On voit donc que si a la valeur w de f u, dz on ajoute un multiple
C

entier quelconque de p, on aura encore une valeur de la méme inté-
grale : nous dirons pour cette raison que p est une période de I'inté-

k
gralef u, dz.
€
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VYoici maintenant quelques-unes des questions qui se presentent :

1°. Trouver toutes les périodes distinctes qui appartiennent a une
3
valeur de f u, dz : nous entendons que des périodes sont distinctes,
<

quand aucune ne peut s’obtenir en ajoutant des multiples entiers des
autres; ainsi 2 p ne sera pas une période distincte de p, ni p + q une
période distincte de p et de g.

[a}

2°. Reconnaitre si chaque période p appartient a toutes les valeurs

&
de Pintégale u, dz ou seulement 2 une partie &’entre elles.
8 '
c

5
3°. Déterminer les valeurs de f u, «z qui restent distinctes lors-
[

qu’on fait abstraction des muitiples entiers des périodes.

La solution de ces questions dans plusieurs cas étendus fait 'objet
de la suite de ce Mémoire.

49. Le cas le plus simple est celui ol la fonction « est rationnelle;
alors 'éguation
JS(u,2)=0

est du premier degré, et, par conséquent, ne peut avoir de racines
égales; mais la valeur de u peut devenir infinie pour un certain nombre
de valeurs de z. Soient a, a/, a’, etc., ces valeurs, et A, A/, A", etc.,

les points correspondants; il sera toujours possible de mettre u sous la
forme

E 4 E, E. + 4 Ep
z—a  (z—a)  (z—af T (z—a)
+ ¥ E| Eor.
z—a' (z-—-a’)’+"'+(z___a/)‘m—'
+ E ” E”[ E’r’n"——l \
z—a”+(z——-a'l)’+ +m+ e U(Z},

E, E,, E,,..., E|, E,, etc., désignant des constantes, et o (z) une fonc-
tion entiere de z.

Les intégrales élémentaires relatives aux contours (+ A), (— A,
(+ A"), (= A), (+4A"), (= A"), etc., seront ici indépendantes de la
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position du point G, et auront respectivement pour valeurs
+anEy—1, —anBy—1, +o2nEy—r1,

—onBy—1, 4+onBY—1, —anEyV—1,..

k
Si donc on appelle ¢ la valeur de Pintégrale f udz relative a un

[+
chemin déterminé CMK, toutes les valeurs de cette intégrale seront
données par la formule

vt ony—1 (nE+nE +n"E +..),

n, ', n", etc., désignant des nombres entiers quelconques positifs
négatifs ou nuls.

Les périodes onE V—1, an ¥ V—1, onE’ V—1, etc., seront
généralement distinctes et en méme nombre que les valeurs de z qui
rendent la fonction u infinie; mais il n’en serait plus de méme si un
ou plusieurs des nombres E, TV, E’, etc., pouvaient s’obtenir en ajou-
tant des multiples entiers des autres. D'ailleurs les valeurs de I'inté-

k
rale u, dz seront toujours en nombre infini, 4 moins que les
. i ] ?
[ s

nombres E, I, E’, etc., ne soient tous nuls, auquel cas Iintégrale
n’aurait que la valeur ¢.

Ce qu’on vient de dire de la fonction rationnelle s'appliquerait
également & toute fonction transcendante susceptible d’étre mise sous
ia forme

)

E Ex Em. -3 E, Em —1 ;
+ . —+ s o e o . z),

z—a (z——(z)2 (z-—a)'" 5 —a (zﬂa’j)_';'

& (z) désignant une fonction qui n’a qu'une seule valeur et gui reste
finie et continue pour toute valeur finie de z. Les constantes E, I, etc.,
sont ce que M. Canchy appelle les résidus de la fonction u relatifs aux
valeurs a, a', etc., de z, et les périodes qu'on trouve dans ce cas pour

vk
l’intégralej u, dz sont bien celles qui ont été indiquées par cet

o

illustre géometre. ( Comptes rendus de ' Académie des Sciences,
année 1846.)
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Fy

dz
I 2t
quantités E, E/, etc., sont ici au nombre de deux et ont pour valeurs

les

k
Cherchons en particulier les périodes de l“inlégralef

4y—1 et —y—1, dou résultent, pour Pintégrale, les deux pé-
viodes -~ m et — m; comme elles sont égales et de signes contraires,
ces deux périodes se réduisent & une seule -+ 7. On sait, en effet, que

k
- dz . ops .
les valeurs de l'intégrale f —— sont les différents arcs qui ont A
A -

pour tangente, et que ces arcs sont tous compris dans la formule
v+ nnm, ¢ désignant Pun d’entre eux.

50. Lorsque I'équation
flu,z)=o0

est du second degré en u, les deux valeurs de « peuvent ctre mises

sous la forme
"= E += _P_l_ 27
0 sV T

P, Q, R, S, T, U désignant des polynémes entiers. Supposons, ce qui
est permis, que T et U n’aient pas de facteurs multiples, que R soit
premier avec S et U, que T le soit aussi, et, enfin, que P et Q solent
premiers entre eux; les valeurs de z qui annuleront un des polynomes
0, R, S, T, U, seront celles qui feront acquérir & I’équation

‘f (u L Z) =0
des racines égales ou infinies.

Appelons A, A’ A", etc., les points correspondants aux valeurs de :
qui annulent T ou U, et A4, A, 4", etc., les points correspondants
aux valeurs de z qui annulent un des polynomes Q, R, S, sans an-
nuler T ui U. Désignons par (&= A, (%= A, etc., les contours élémen-
taires qui renferment les points A, A', etc., et par (= 4), (& 4"), etc.,
ceux qui renferment les points 4, A, etc. Enfin, nommons AL, , AL,
AL, AlL,, etc, les intégrales élémentaires relatives aux contours (3= A},
A, ete, et Aoy, Auy, Aoy, A, etc., les intégrales élémentaires
relatives aux contours (= 4) (= 4'), etc.

On voit sans peine que, relativement i chacun des points A, A/,

Tome XV. — Novemsre 1850, 56
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A", etc., les deux fonctions u, et u, forment un systéme circulaire ;
si donc A désigne un quelconque de ces points, on aura, no 45,
(H_ (i) () — ()
A= — A0, A= _ A,
Mais si 'on appelle 4 un des points 4, A4, 4", etc., comme R
apres une révolution de Z sur un contour infiniment petit tracé autour
de 4%, chacune des fonctions u,, u, reprend sa propre valeur initiale,
on aura, n° 46, .
(0 () (0 — . 40
Ay =—~A4Y, 48, =— 49

En regardant ces intégrales élémentaires comme connues, ainsi que

les valeurs ¢,, v, des infégralesfku, dz, ll ‘ u,dz prises le long d’un
chemin déterminé CMK, nous sacurons trouver la valeur de Iintégrale
fku, dz prise le long d’un autre chemin quelconque CLK , dont la
<
caractéristique sera donnée. Proposons-nous maintenant de former des
k
expressions générales qui comprennent les valeurs de f u, dz rela-
<

tives a tous les chemins CLK par Iesq'uels on peut aller de C en K.

Appelons (A) la caractéristique du chemin CLK; soit [+ 4] un
terme de cette caractéristique et n le nombre des termes qui le pré-
cedent. Lorsque le point Z aura parcouru les contours élémentaires
représentés par les n premiers termes de (A), la fonction %, aura repris
sa valeur initiale, ou bien aura acquis la valeur initiale de «,. Dans le

4

premier cas, la portion de Pintégrale f w, dz, qui est prise le long

[

du contour élémentaire [ = 4], sera 4% 5 dans le second cas, cette

portion sera 4Y). D'ailleurs la fonction u, reprenara, aprés que Z
aura parcouru ce 12 - 1°" contour élémentaire, la valeur qu’elle avait
apres les n premiers. On peut donc supprimer, dans la caractéristique
{A), tous les termes de la forme [= 4], et se borner a calcufer la

&
valeur de f u, dz pour le chemin représenté par la caracléristique
.

ainsi simplifiée, pourvu qu'on ajoute i cette valeur une quantité de la



PURES ET APPLIQUEES. 443
forme
F=1[l A+, 4, +1' 4 +..
b A+l A4+ A4+
dlody+ Uy dy+ o+ ld o+ U A+

Lo, Uy Ly Uy &y, Uy, ete., désignant des nombres entiers
positifs, nuls, et méme, si 'on veut, négatifs , pnisqu’on a

(9 4% = — 1949, 18 4=~ 11 49

1l est clair d’ailleurs qu’en disposant convenablement du chemin CLK,
on fera acquérir a ces nombres telles valeurs entiéres qu’on voudra;
il suffira, pour cela, d'introduire dans la caractéristique (A) des termes
de la forme [ 4]

Cette caractéristique étant débarrassée des termes delaforme|==4" |

n’en contiendra plus que de la forme [ A'7], outre le dernier qui est
CMK. Soit

A) =2 A [ AV [ A9 = AP] |2 AT + CMK

la caractéristique ainsi modifiée : & mesure que Z achevera de décrive
chacun des contours élémentaires qui la composent, il arrivera alter-
nativement ou que la fonction z, acquerra la valeur initiale de u,, on
qu'elle reprendra sa propre valeur initiale. Si donc le nombre des

contours élémentaires qui entrent dans (A') est pair, la valeur de
N

} u, dz, prise le long du chemin (A"}, sera
Al e

r 3 B (o O LY
V, = A + AY) + A+ AL .+ AL ey,

et si le nombre dont on vient de parler est impair, la valeur de I'inté-
graie sera

Jet (f o (Y
V,= AL + A:Q + A+ AV AL e,

Appelons B, B, B,, B, etc., tous les résultats qu’on obtient en ajou-
tant une des quantités A.,, AL,, AL,, etc., 4 une des quantités A, ,,
AL, AL, etc.; chacune des expressions V,. V, sera, sauf son der-
nier ou ses deux derniers termes, la somme d’un certain nombre des

56..
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quantités B, B, B, , B_, etc., la méme pouvant étre répétée plusieurs
tois. Ainsi on aura

Vi=mB+mB+mB, +..+ v,,

Vo=mB + m B, + m,B, +.. .+ Ag -+ vy,
m,m,m,, etc., désignant des nombres entiers quelconques, lesquels
peuvent étre positifs, nuls, ou méme négatifs, puisque les quantités B,
B,, B, sont deux & deux égales et de signes contraires. Observons

qa'on a
A+ A_,= o,

et, par conséquent,
AY =AY A, 4 A,
ou la somme Ai_fﬁ + A_, est une des quantités B, B, B, , etc.: linté-

grale désignée par V, peut donc aussi se mettre sous la forme

Vo=mB~+ m B, + mB 4.4 A 0,

k
Pour aveir maintenant la valeur defv 1, dz relativement &4 un

(4

chemin quelconque CLK, il suffira d’ajouter la quantité F 4 I'une des
quantités V,, V,. Il en résulte que toutes les valeurs de Iintégrale

.k
déﬁnie/ u, dz sont comprises dans les deux formules
: ¢
G+v,, G+ A +v,

ou I'on a fait, pour abréger,
G=bLd+0L4d,+1]4] +..+1_, A+ 4+, A
dlods+ A .+l A, Uy A+ ...
+mB 4+ mB +mB +..,
les lettres /y, £y ..., I, 1L oy Ly L,y m, m,m,, etc., dési-

gnant, comme on I'a déja dit, des nombres entiers positifs, nuls ou
négatifs et absolument quelconques. En d’autres termes, toutesles

%
valeurs de intégrale i (z peuvent s’obtenir en ajoutant aux denx
g 1 ]

re
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valeurs v, et A, + v, des multiples entiers quelconques des quantités

AH A; ) A: AR ‘4—17 A»,—l', A”H"'
Ay Ay Ay, A
B, B, B, et

14
. . _ k
Ces quantités sont donc autant de périodes de l’mtégralef w,dz,
C

et toute autre période de la meéme intégrale est nécessairement com-
posée de celles-la; mais elles ne sont pas toutes distinctes, et. en

ayant égard aux équations établies ci-dessus, .

O (i 1 g 0 ¥
A= 40 4= 407 A =—4a), Al =—A).
on reconnaitra sans peine qu’elles peuvent étre réduites aux suivantes :

A, A, A;,., 4., 4d,, A4,,..,
A, Ay, A A, A AL A +ALLL,
Av+ A, A, AY A+ AL,

A, + A, A+ A, A-+AL

AL+ A, AL+ AL

A+ AL, AT+ AL

A+ AT,

etc.

Ces derniéres périodes seront distinctes en général; mais, dans des

3

cas particnliers. elles pourront se réduire 4 un nombre beaucoup
moindre,

11 suit de la remarque faite au n° 46, qu'une période telle que .4,
ou A, est indépendante des limites ¢ et &k et peut étre regardée
comme la valeur de P'intégrale fu, dz ou fu2 dz prise tout le long
d'un contour fermé infiniment petit qui renferme le point 4. Une pe-
riode telle que A+ A, exprime la valeur de P'intégrale f(u,—}— u, dz

prise tout le long du contour élémentaire (+ A}; mais, comme la
fonction w, + u, reprend sa valeur initiale apres une révolution de Z
sur ce contour, 'intégrale dont il s’agit est indépendante de la position
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du point C, n® 11, et peut étre considérée comme prise tout le long
d’un contour infiniment petit qui entoure le point A. Enfin, une pé-

riode telle que A, + A’, est égale a la valeur de Pintégrale fu, dz

prise le Jong du contour fermé qui a pour caractéristique (+A) (+A");
comme apres une révolution de Z sur ce contour la fonction u, re-
prend sa valeur initiale, l'intégrale ou, ce qui est la méme chose, la
periode A, + A, sera indépendante de la position du point C et pourra
etre considérée comine prise tout le long d’un contour fermé assujetti
seulement a renfermer les points A et A’, avec cette condition toutefois
qu’il puisse se réduire au contour (+ A) (- A’) sans franchir aucun
des points A, A’, A", etc., 4, A’, A", etc. On voit done que toutes les
périodes dont le tableau a été donné ci-dessus seront bien indépen-
dantes des limites ¢ et & de l’intégralef * u, dz.

¢

Nous venons de dire que la période A, + A', était égale a la valeur
de I'intégrale fu, dz prise le long d’un contour fermé qui entoure les

deux points A et A’. Soit ADHD' A, fig. 25, une ligne tracée entre ces
points et avec laquelle le contour dont il s’agit puisse se confondre
sensiblement sans franchir aucun des points A, A’, A”, etc., de sorte
que ce contour puisse étre regardé comme formé de la ligne DHDY,
du contour fermé infiniment petit D’E'F'DY, de la ligne D'HD, et enfin
du contour infiniment petit DEFD. On voit aisément qu’il y a un cas

fort étendu ou les portions de I'intégrale f u, dz relatives aux con-

tours infiniment petits DEFD, D'E'F'D’ tendent vers zéro, & mesure
que les dimensions de ces contours diminuent elles-mémes jusqu’a
zéro; ce cas est celui ou la limite du produit (z — a) u,, pour z = a,
et la limite du produit (z — a’)u,, pour z= a’, sont nulles I'une et
I'autre. En effet, pour des valeurs trés-petites du module de z — «, la

fonction u, est développable suivant les puissances entiéres négatives
1

et positives de (z — a)? : si donc le produit (z — a)z, se réduit a zéro
pour z = a, le développement de u, doit étre de la forme

1 1 3
¢, :A(z—a)—;—;—BJ:C(;: —a)?+Diz—a)+ E(z—a)> +....
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Mais il est permis de prendre pour le contour DEFD une circonfeé-
rence décrite du point A comme centre avec un rayon tres-petit ¢ et
de faire sur cette circonférence

z=—a -+ pe’\/—’,
d’ou

dz =y —r1gerV=1 dz:

il s’ensuit que la partie de I'intégrale fu, dz relative au contour DEFD

est égale &

1 3 5
= — 4<Ap2+ %Cp5+éEp5 +...>,

et I'on voit qu’elle s’annule en méme temps que s, comme nous
I'avions annoncé. On prouvera de méme que la portion d’intégrale
relative au contour D'E/'T'D’ se réduit 4 zéro en méme temps que les
dimensions de ce contour. Ainsi, dans le cas qui nous occupe, la
période A, + A’, est la limite de la somme des portions d’intégrale re-
latives aux deux chemins DHD' et D'HD, quand les points I et 1Y
tendent respectivement vers A et A’: mais lorsque le point Z, apreés
avoir parcouru le chemin DHDY, revient suivre le chemin D'HD, en
taisant le tour du point A’, la fonction u, ne reprend pas les valetrs
par lesquelles elle était passée d’abord, mais acquiert les valeurs
qu'aurait eues dans un ordre inverse la fonction u,, en partant du
point D. La somme des portions d’intégrale relatives aux chemins

DHIY et D'HD est donc la méme chose que Pintégrale f(u, — uy) dz

prise le long de la ligne DHDY, et en passant i la limite, on en
conclut que la période A, + A, est égale & la valeur de I'intégrale

f(u, — u,) dz prise le long de la ligne AHA".
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Ajoutons que, dans le cas que nous venons de considérer, la
somme A, + A, se réduit a zéro; car elle exprime la valeur de Yin-

tégrale f(u, -+ u,)dz, prise le long du contour DEFD; or on a, en

prenant pour ce contour la circonférence du rayon g,
Uy +uy =28+ 2D(z—a)+ 2F(z —a) +...,

et, par conséquent,

21 — \
Bpf eV
f(u, +uy)dz=ay—1 +Dp”fme'“‘/__'dr = o.

2T —
+Fp”f esq‘/_[d'r—f—...
a

On voit, de la néme maniére, que la somme A + A', est aussi nulle;
ainsi les périodes A, + A,, A’ + A, disparaissent, tandis que les pé-
riodes A, + A,, A, + A, étant égales et de signes contraires, n’en
font plus qu’une seule distincte.

Lorsque le nombre des points A, A, A”, etc., sera un nombre
pair 272, on pourra appliquer la remarque du n® 47. Dans ce cas,
en effet, chacune des fonctions wu,, w«, reprendra sa valeur initiale
apres une révolution du point Z sur le contour A qui, passant par le
point C, enveloppe tous les points A, A’, A", etc., A4, A', A", etc. La
caractéristique (A) de ce contour contiendra deux sortes de termes
qui pourront s’y trouver entremélés, les uns de la forme [+ A], les
autres de la forme [+ A4/’]. Supposons, ce qui est permis, que les
contours élémentaires (+ A), (-~ A'), (-++A")...., [+ AP, [4- A@»—],
s’y trouvent dans I’ordre oti nous venons de les écrire, sauf les termes
de la forme [+ 4] qui peuvent se trouver entre eux. Appelons
[—s— 4“")] , [+ ,4(“/)] ) [+ A(‘"‘”}] , etc., ceux de ces derniers qui, dans
la caractéristique (A}, ont avant eux un nombre pair de termes de la
forme [+ A9, et [+ AV, [+ 4%, [+ A%"], etc., cenx qui ont
avant eux un nombre impair de termes de la forme [+ A("']. L’équation
du n® 47, appliquée successivement aux deux fonctions «, et u,, nous

(R " Pt G e e " i
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donnera

AP 4 4 e AP - A - A Y 1l
A A AT A = AU AR — ey —
AV d? AV e A a4

A A AL A L ADTY AT =,y —

X et d, désignant les coefficients de iz dans les développements de «,

et de u,, suivant les puissances décroissantes de z

z.

Le premier membre de chacune de ces équations est ia somme d’une
partie des périodes contenues dans le tableau ci-dessus : lorsque 2, el
7. seront nuls, on tirera de la les valeurs de deux de ces périodes ex-
primées chacune par la somme prise en signe contraire de plusieurs

autres, ce qui permettra de rédunire de deux unités le nombre des pé-
riodes distinctes.

31, Faisons maintenant quelques applications de ce qui vient d’étre

dit dans le numéro précédent, et, ’abord, supposons que I'équation
entre u et z soit

(2 —a)u* = I*,

.

h désignant une constante. Appelons A le point qui répond & z =,
et autour duquel les fonctions u,, u, forment un systeme circulaire :

x
intégrale {‘ 1, dz w’aura qu'une seule période A, + A,, qui exprime

Lo

Pintégrale f(u, + u,) dz, prise sur le contour élémentaire (-4 Al

Mais, dans 'exemple dont il s’agit, on a

U, -+ Uy = 0}
il en résulte

A+ A, =o.

K

La période est donc nulle, et U'intégrale f 1, dz n’a que les deux
<

valeurs v, et A, + ¢,.
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On arriverait & la méme conclusion en considérant Iéquation

w* = h*(z— a).

[

52. Prenons ensuite I’équation

(z—a)(z—a)u =h:
appelons A et A’ les points correspondants 4 z = a et 4 z = a’; rela-
tivement 4 chacun d’eux, les fonctions u, et u, forment un systéme
circulaire. Les expressions générales des périodes données au n° 50
sc réduisent ici aux (uatre quantités

Ar+Ay, A+ AL, A+ A, A+ AL
wais , de la relation 2, + 2, — 0, on conclut
Ai+Ay=0, A\+A,=o0,
el, par suite,

Ay + A = — (A, + AL).

Ainsi les quatre périodes se rameénent & une seule distincte A+ A
comume le produit (z — ), se réduit 2 zéro pour z=q, et qu’il
en est de méme du produit (z — a') «, pour z =a’, il suit d’'une re-
marque faite au n° 50, qu’on peut regarder la période A, + 4
comme e:'xprimant la valeur de I'intégrale

7

a v’ o al dz
f (), — uy) s = 2 j u, dz = o 72] e
a a a V(z—a){z—a

prise le long de la droite AA’. Pour eu trouver Ja valeur, posons

a4+ a a—a
= -+ ——z’,

2,

&' étant une nouvelle variable i laquelle on peut faire correspondre
un point mobile Z'. Tes limites de z étant @ ot a’, celles de z’ seront
— L et 41, et lorsque le poiut Z décrira la droite AA/, le poing 2’
décrira la portion de 'axe des comprise entre les deux points qui

répondent & 2'= — 1, z’= 4+ ;. On aura donc
’
\ A @ dz — 07 U odg! a2k U et
2 R 217 —7—7::: EANES */*'*';;7
w Vz—a)(z—d) —1 V22— V—1J— Vi—z

o t i I b o P i t ]
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en supposant que z’ passe de la valeur — 1 i la valeur + 1 par une
auite de valeurs felles et croissantes; mais, sous cette condition, ona

U dg!

— = T
1

P
S V=
:

par conséquent la période unique de Vintégrale f 1, dz est

€

2rh Ll y— 1, car il unporte peu quon
i
y— 1

change le signe d’une période.

on, si Von veut, —
9 b

On peut Pobtenir autrement en observant que les points A, A" sont
ici en nombre pair, et quainsi on peut appliquer la remarque qui

. ~ . . 1 v
termine le n® 30. Les coefficients de — dans les développements de 1,

et de u,, suivant les puissanuces décroissantes de z, sont = h et 7z h;

les deux équations établies a endroit qu’on vient de citer deviennent
done

A+ A, = xanh \/‘:7;, A, +A,==xanh \r'f:l :

-+

on retrouve bien, pour la période A, + AL, la méme valeur
+aonhy—1.
Faisons, en particnli(rr,
a=+1, a'=—1, h=4y—1,

de sorte qu’on ait

et posons

z
f u,dz=v,
Q

u, designant celle des valeurs de « dont la valeur initiale est + 1 pour

z = o. Les diverses valeurs de ¢ sont les arcs en nombre infini qui
ont z pour sinus; en d’autres termes, on a

Z = sin ¢;

la période = a7h v — 1 se réduit ici & 27, ce qui s’accorde bien avec

57



52 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Péquation connue

.;_\

$in(¢ + 2/7) =siny,
ot / désigne un nombre entier quelconque.
Si au lieu de I’ équation
(z—a)(z— a’ut = p,
on eitt considéré celle-ci -

w=h(z—a)(z— a'y,
on eit tronvé de la méme maniere, pour la période unique de I'inté-

2
gr‘a]e[ u, dz, lexpressmn

Lo

53. Passons & I'équation

(z—a)(z—a')(z— a’iu = h*:

la méthode générale fournira pour les périodes de Fintégrale j‘/f u, dz
les nenf quantités l
Ai+A,, A AL A+ Ay, AL+ A, A+ A",
A\ A, A+ A, Ay+ A%, A+ A%
Mais, & cause de la relation
U+ Uy = o,

on a
' Ai+A,=o0, A +A,=o, A+ A= o;

il en résulte

A A=A —A), A 4+A,=—(A"—4,), Ay +A = — (4, — A,
A+ A=A —4A,, A, +A,=A|— A", Ay +A = (A, —A"),
ce qui réduit les périodes précédentes aux trois suivantes :

Aj— A, A A, A — A,

et celles-ci a leur tour, ayant zéro pour somme, se réduisent a deux
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distinctes pour lesquelles on peut prendre

A=A, A —A

17

-1
[

oti, si Pon veut, n° 45,

A+ AL, A+ A

Ces deux périodes peuvent étre regardées, u1° 30, comme les va

al
leurs des intégr‘alesf (tey — uy) dz, j
a

a

i

(& — u,) dz prises le long
de certaines lignes AH’A’, AH”A” menées du point A aux points A’
et A”, et en disposant convenablement des lignes CDA , CIY A’, CD" A",
Jig. 12, avec lesquelles les contours (A), A9, (A”) se confondent
sensiblement, on peut supposer que les lignes ATI'A’, AH"A” sont
précisément les droites AA/, AA”. Alors, si Pon veut exprinier ces
périodes par d’autres intégrales ou la variable passe de la limite infé-
rieare a la limite supérieure par une suite de valeurs réelles et crois-
santes, il suffira de faire dans la premicre

a—+a a —a _,
g 2 -
et dans la seconde
" "
a aq -
2= a—+ " a ",
2 2

z' et z” désignant deux nouvelles variables, Supprimant ensuite les
accents de ces lettres sous le signe intégral, on trouvera que les deux
périodes sont

dz

a1
2h - - =
V(e
—1 2 2 '

Pune de ces périodes serait le produit de 'autre pary — 1.
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54. Supposons maintenant que « soit déterminée par i'équaton
(z—a(z—a)iz—a)z—a ) u*= R,
nous tronverons d’abord les seize périades :
Ag+A,, A A, A+ AL A+ AT
A+ AL, A A, A+ A, A AL,
AL+AL, A AL, AL AL, A+ AT

12
N AL, N AL AT, AT AT

A Taide des équations
Aj+Ay=o0, A|+A,=o0, A+A,=0, A+ A)=o0.
qui se déduisent de la relation
u, + 1, = o,
on réduira ces périodes a six, savoir:

A— AL, A—ALL A—A], A —A,, A —AT, A A

("

La quatricine est la différence des deux premieres; la cinquieme st
la différence de la premiére et de la troisicme; enfin la sixiéme est la
Hifférence de la deaxiéme et de la troisieme ;: de ces six périodes, i}
n'y a donc lieu de conserver que les trois premiéres, savoir :

A, —A,, A, —A", A —A"
Mais les points A, A/, A”, A” étant en nombre pair, on peut appliquer
ici la remarque do n° 47. Supposons ces points A, A’, A”, A” nommés
dans un ordre tel, que le contour fermé (+- A} (+ A’) (4 A”)(+ A"}
puisse, sans franchir ces points, se réduire & une circonférence ayant
Porigine des coordonnées pour centre et les renfermant tous quatre;
observons, de plus, que les développements de u, et de u, suivant les

puissances descendantes de z ne contiennent pas de terme en zi; nous
obtiendrons les deux équations

Ay +A,+ A+ A =0, A,+A+A,+A{=o,
lesquelles, en vertu des relations

Aj+A =0, A +A,=o0, A\+A,—0, A+ A}=o0,

R | 1 e g s RN TERN NN o "
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e réduisent a Péquation unique

A — A+ A —AT=o0.
ou bien

A — A=A, — A — (A, - A

147

De toutes nos périodes, il 'y en a done défimitivement que deus
distinctes, savoir :

A — A, A, — A,
ot st Von veut,

A, A, A AL

On voit, comme au numéro précédent1 que ces deux quantités peu-
v a’
vent ¢tre regardées comme les valeurs des mtégmles] (1, — 1y dz.

I3
’ 1
LIS

/ (2, — u,) dz, ou ce qui est la meéme chose, J w, iz, f
L 2T o ool

vt o '
1,
prises respectivement le long des droites AA’, AA”.

Supposons, par exemple, que 'équation en # soit

(‘I — 22) ‘Cl — A“.! 22) uz e I

ou A est un nombre positif woindre que 1. Prenons Porigine O des

coordonnées pour point de départ de Z; appelons u, celles des deux

valeurs de z dont la valeur initiale est + 1, et nommons A, A’, A", A"
I

les points qui répondent respectivement aux valeurs -+ 1, - PR

1 P . , s

- de z. Alors, pour périodes de l’mtegl‘alef w, dz. nous pour-
- 0

rous adopter les deux sommes A, + A',, A, + A}, ou. ce qui est la

meme chose, les deux quantités

t
-

ook dz » ot
‘),j s e e 2 7_—‘_____A
w1 V=21 —#2) o Vi—2)

ces intégrales étant prises le long des droites AA’, AA”.
De ces deux périodes, la seconde est réelle et ¢gale

il




456 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
Vauire est imaginaire et ¢gale 4

1
+ 3

—— &
2y IJ./; ViZ )i —Fo)

En posant

1
1 — A= k2, 3=y — k%2,

on ramenera cette derniére quantité a la forme

— 2y~

f’ dz
o V(l—z”)(l—k"‘z’)

Si donc nous faisons avec M. Jacobi (Fundamenta nova , etc.)

! dsz ! ds
e ——y [ — — K,
0 \/(I——z")(l—/f’zz) o \/(l—z’)([—k’zz)
ou z est supposée croitre de zéro a Punité par une suite de valeurs

z —_—
réelles, les deux périodes de intégrale f u,dzseront 4K etaK'y— 1.
(]

Posons
z
f u,dz = v;
0

z sera la fonction de ¢ que M. Jacobi appelle sin am ¢ : il suit de ce
qui précede que z conservant la méme valeur, on peut ajouter 4 v des

inultiples entiers quelconques de 4K et 2K'y— 1; en d’autres termes ,
on aura

sinam (¢ + 4 IK + 20'K'y/—1) =sinam v,

let!l désignant des nombres entiers quelconques. On retrouve ainsi
une propriété connue des fonctions elliptiques.
Faisons a présent
1— 22 = 22,

x etant une nouvelle variable : cette variable sera précisément la
fonction de ¢ représentée par cos am v. Dans Iéquation différentielle

dz?
2 __ .9 .
dy = Uy dz—(l—z’)(x——/r’z’),
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introduisons la variable 2 au lieu de z3 il viendra

() 4
3

do? — dx?

on aura donce

@, désignant une fonction de z qui satisfait a Péquation

(1 —2°) (A2 k222) 0 =

St 'on veut appliquer 3 cette intégrale la théorie récédente. on
pphq
prendra pour les points A, A’, A" A", ceux qni répondent respecti-

G ‘,/

vement aux valeurs + 1, 4 AN 1, — 1,

— V- 1, et les deux

periodes seront A, 4 A", A, + 4. La période A, + AL est égale a
Ko
A
Pintégrale qf ' dz prise le long de la droite AA’) ou, ce quj
]

[l
est la méme chose, i la somme de Uintégrale gf w'ydz prise le long
1

oo

W

. ’. ’ k ' .

de la droite AO, et de | mtégrale Q.f w dz prise le long de Ia

(%}
droite OA’, O étant l’origine des coordonuces; on a donc

Ll

. L Y] l k /
. j e S zf e E—
! \/(l—zz)( ,?“"“‘732) o \/(I—Z’}(",?—F VAR

ou les intégrales du second membre sont ce que M. Cauchv

appelle
des intégrales rectilignes. Si Von fait dans la premiere
5 ) ¥ ’

=1 — z'3,

et qu’ensuite on supprime 'accent, on trouve

f" dz f ! dz .
T T = — K|
! ¢(x—z’)(k”+£’z’) 0 \/(1—22)(1——/rzz‘\
et si, dans la seconde, on pose
Fy—=1 ——
z = v ViI— 2,

k
Tome XV. — Decexere 1850, 58
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on trouve de méme

j’ * \/—I dz _ '/ﬁ-_l f‘ dz — K ——-[—
B o= el A N e o 2

il en résulte

&+A;:_ﬂﬁmwvwm

I autre période A, + A’ est la valeur de I'intégrale 2 ', dz, prise

=

I

le long de la droite AA”; on a donce

" - dz o dz
A+ A ::Qf e ._Z/}f _.——AhK.
Y ey ey o R Y o [P

x
Ainsi, pour les deux périodes de Iintégrale f u', dz, on peut prendre

1

les deux quantites
LK, 2 (K —K'y— 1),

et, par conséquent, on retrouve la propriété de la fonction cos am ¢
exprimée par I’équation

cOos am [v + 4IK 4+ 2 I' (K — K'\/:‘l” = cos am ¢.

Soit enfin
1 — k%22 = 7,

y désignant encore ane nouvelle variable : cette variable sera la fonc-
tion de v représentée par Aam¢. L’équation différentielle
dz?
dv? = — 77
(1—2)(1 — k22t

deviendra
dy*

de? = )
A = A (= R

¥ "
v:fuﬁm
I

u', désignant une fonction de z qui satisfait 4 I’équation

(1 —2) (22— k) u'? =1,

on aura donc
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Pour les pomts A, A/, A7, A", on pourra prendre ici ceux qui ré-
pondent respecilvement aux valeurs + &', + 1, — K, 1 de z, et
alors on trouvera, pour valeurs des penodes A 4+ AL A+ AL, les

intégrales rectilignes
j" ! dz
2 P el
CV( =) (2= A
T 4

dz K dz
2 ] —— = — j Nyl
12 V\l——Z") (z:__ﬁ.z) o VI"I"Z'ZV, (\z’——k“

7

La premiere est réelle, et en y faisant
’ y

elle devient

dz
j \/I—'—a /r‘z"_:QK;

la seconde est imaginaire, et, en posant
z= k"2,

elle prend la forme

— L — 4K — 1
hv ‘/, \/I-z’ 1 — k' 2%) \

y
I intégrale f i, dz ayant les deux périodes

2K, 4K V= 1,
on en conclut Péquation
Aam (v + 2IK + 4I'K’ y—1)=Aamv.

qui est également une formule connue de la théorie des fonctions
elliptiques.

On voit que les deux quantités
4K, 4K'y—1
sont des périodes communes aux trois fonctions sin am ¢, cosam v,

Aame; car. pour reconnaitre que 4K’y —1 est une période de

58..
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cos am ¢, il suffit d’observer qu’on a

4K — 2 (0K —aK'V= 1) = 4Ky =T,

7

ainsi, en désignant par o (¢) une quelconque de ces fonctions o une
fonction rationnelle des trois, on aura

o(v+ 41K + 4UK V—1)=o(p).
55. Dans le cas du numéro précédent, les trois périodes
N AL A A, A
ont été réduites & deux en vertu de I'équation

! " "
Ay — A+ Al — A= o;

mais cette réduction n’aurait plus lieu, en général, si la fonction 73
était déterminée par I'équation

(2—a)(z~a')(z—a")(z—a")u? —H* =0,

ou H désigne un polynome entier en z qui n’est divisible par aucun
des quatre facteurs z — a, z —a', z—a”, z— a". 1l sera inutile,

k
dans la recherche des périodes de 1’intégz'alef u, dz, d’avoir égard
<

aux points A, 4', 4", etc., correspondants aux valeurs de z qui an-
nulent H; car chacune des fonctions u;, u, reprendra sa valeur
initiale aprés une révolution de Z sur un quelconque des contours
élémentaires (), (A7), (A4"), etc., et les intégrales élémentaires cor-
respondantes seront toutes nulles. En désignant par A, A, A", A" les
points pour lesquels z a respectivement les valeurs a, a’, a’, a’,
k
on trouvera, comme au numéro précédent, que l’intégrale[ u, dz

<

admet les trois périodes

Aj—A=p, A,___A:;:P"a A — A= p"

Mais la considération de la circonférence décrite de Vorigine des coor-
données comme centre et renfermant les points A, A', A", A", A4, A,
A", etc., nous donnera ici 'équation

Ay — A+ A —Al=ariy—1,

Ty [ERLNERREREE
1
oo 1
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Ol fien

Pr—p'=p'=oriy—1,
N . . 1 , .
2. désignant le coefficient de - dans Je devoloppement de Vexpression

H
e

Ve—aje—a)e—a e ma’)

suivant les puissances descendantes de g, Tant que le polyndme H ne
se réduira pas & une constante, le coefficient ) ne sera pas nul, aun
moins en général; les périodes P’y P"s p” seront donc distinctes et ne
se reduiront 4 deux que dans des cas particuliers.

36. Passons i présent au cas ou la fonetion u est déterminée par
Péquation

Emaj(z—a)(z—a). |z~ an R A

#r désignant une constante eta, a’y..., a™t des quantités toutes
inégales. On trouvera sans difficulté que les périodes de Pintégrale

7.
[ u, z se réduisent aux 7 — 1 suivantes -

LA

Ay Al=p, A=A =p".... A — Ay = poen

Ces périodes seront, en général , distinctes. si le nombre 7z est impair -
i 2 ) ) ! :
mais, s'il est pair, la considération de la circonférence qui renferme
tous les poinis A, A/, A”, etc., conduira a I’équation
” n—-9 —1
’ "
V=N AT Ay, — A = o,
ou bhien
Pr—p +p'—.  +pit=o,

en vertu de laquelle les 7 — 1 périodes se réduisent a n — o distinctes .
savoir :

[) /q p//’ PW,- . p(n—?'

En d’antres termes, le nombre des périodes distinctes est 27, lorsque
le nombre des quantités a, a’, a”, etc., est a7 + 1 on 27—+ 2, sanf
le cas ou ce dernier nombre étant égal & 2., celui des périodes est .
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Observons que les périodes p’, p°, p”, €tc., ne sont autre chose que
les valeurs de l'intégrale

f(u. — Uy dz = 2fu, dz,

prise le long des droites AA’, AA”, AA", etc.
o ’ . . [ A 3, -
37. Le nombre n étant suppose pair, considérons encore ’équation
(z-—a)(z—a)(z— a’y..[z —a"Vju —H*=o0,
ou H désigne nun polynome entier en z qui n est divisible par aucun
des facteurs z — a, 2 — a', 2 — a’, etc. Par les mémes raisons qu’at
ne 55, il sera inutile de tenir compte des valeurs de 3 qui annulent H:

k

les périodes de l’intégralef u, dz seront donc, comme tout a ’heure,
<

les 70 — 1 quantités

\, =N =p, A=A =P A, — A, =p"h.

\
Mais tandis que tout 4 I’heure on avait 'équation

’”/ — P”'*}_PW'—-"-FP(”—U: O,

qui réduisait A 1 — 2 le nombre des périodes distinctes, on aura ici.

u" 50,

p—p +p —t prt =amk V—1,
). désignant le coetficient de;— dans le développement de Pexpression
H
\/(z—~a)(z——a’)...[z—a("”ﬂ]

?

suivant les puissances descendantes de z, et tant que A ne sera pas
nul, les n — 1 périodes resteront, en général , distinctes.

Le coefficient ) serait nul si le degré du polynome H était moindre
7 o> ’ . . .
= —1; alors le nombre des périodes se réduirait a n — 2. Clest ce

ue
q 2

qui arriverait, par exemple, pour Pintégrale

fk(i:i-@z)dz
. e
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P deésignant un polynome du sixieme degré en z; au heu de cing
périodes distinctes, cette intégrale n’en aura que quatre.

Un autre cas ou A serait nul est celui ou les polynoines H et
(z—a)(z—a’.. [z— a”"] seraient 'un et Fautre des fonctions
paires de z, le degré du second étant, en outre, un multiple de 4.

38 11 est aisé de retrouver dans ce qu’on vient de dire les périodes
des fonctions de plusienrs variables introduites par M. Jacobi dans la
théorie des transcendantes abéliennes. Soient, par exemple, u et «’
deux fonctions de z satisfaisant respectivement ainx équations du
second degré,

(z—a)lz—a') (z—a")(z— a"y{z— a")ut — o+ z)

H

.

(z—a)(z —a)z—a")(z—a")(z—~a")u"—(d+ f'z)*=o0;

Zz
l’intégmlef u, dz ayant, comme on l'a vu précédemment, quatre
[

périodes, on peut, sans changer les limites et en disposant convenable-
ment du chemin parcourun par le point Z, faire prendre a cette inté-
grale une valeur aussi voisine qu’on voudra d’une quantité donnée
quelconque. Si donc on pose

z
f wudz — v,
C

on ne pourra regarder z comme une fonction de v, puisque, z restant
le méme, ¢ peut varier par degrés aussi petits quon voudra. Mais si
Pon fait

z 2 z z
f udzs +f wdz = v, f w dz —+—f u dz = o',
c ¢’ ¢ ¢!

z z
les intégrales f udz, f u'dz étant prises le long d’une méme ligne
c [

’

z 2’
CMZ, et les intégralesf ndz, f w'dz aussi le long d’une méme
4 ¢’

ligne C'M’Z', on peut prouver, a Vaide du théoreme d'Abel, que z
et z' sont des fonctions déterminées de v et de ¢’ ; nous poserons donc

z=g(o,v), 3'=2¢'(v,9).
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Concevops maintenant qu’on vienne a changer le chemin CMZ, les
points extrémes C et Z restant les mémes : si 'on appelle p, ¢, r, s les

z
sériodes trouvées ci-dessus de iutéorale wdz, et p’, g, v, s’ les
i 5 ) )
c

z z »
périodes de Uintégrale f ' dz, les intégrales /l wdz, / w dz
o

[ v e

s’accroitront respectivement des quantités
hp +iqg +kr+ s, hp'+ig' + kr' + s,

ou h, k1, { désignent quatre nombres entiers quelconques avant les
memes valeurs dans les deux formules. En effet, pour les deux fonc-
tions « et w’, ies points A, A, A", A”, A sont les mémes; par consé-
quent, tout contour fermé aura la méme caractéristique relativement
a ces denx fonctions.

On voit de la méme maniere que si I'on vient a changer le chemin
UM’ Z, les points extrémes C' et Z' restant les mémes, les deux inté-

,

z' z
grales f 1 dz, f ©' dz augmenteront encore respectivement de
cf c/
quantités de la forme
hp + iqg + kr 4 Is, hp' + iq'+ kv Is’.
Ainsi les quantités z et z’, ou, si 'on veut. les fonctions ¢ (v, ¢'),
q ? ’ ¢ ’ J
9’ (v, »') gardant les mémes valeurs, on peut ajouter 4 la variable ¢
Pexpression
I .
hp +iqg + kr + s,
pourvu qu'en méme temps on ajoute 4 la variable ¢’ Pexpression
hp' + iq" 4 kr' + I’
En d’autres termes, on a les deux équations
o (v+hp+iqg+ kr+ls v+ hp'+iq" + ki’ + [s") = ¢ (v, v},
o' v+ hp+iq 4+ kr+1s, o'+ hp' + g +kr' +1s")y = g'(v, 0.
On retrouve ainsi pour les fonctions ¢ et o’ le caractere de quadruple

périodicité signalé par M. Jacobi dans un Mémoire qui fait partie dn
Journal de M. Crelle ( tome XIIT, page 53) : on voit d’ailleurs ce que

T AETTEER IR
(BRI 1 t R
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sont les périodes p, ¢,y 5. p’y ¢’ r',s'. Appelons A, A’ A", A", AV
les valeurs de Iintégrale f wdz prise respectivement le long des
contours élémentaires (- A), (- A"), (+ A”), (+ A"}, (+ AW™); soient
pareillement A, A7, A7, A7, AT les valeurs de l'intégrale f w'dz prise

le long des mémes contours; on pourra adopter pour ces périodes les
valeurs suivantes :

p=A_N, g=A—A, r=A—A" s=A—A"
pP=A— A’I, g =A— AZ’, r= A,-——Af,, §=A—A"

On peut dire encore que si I'on joint le point A A chacun des points

A’, A", A”, A", les périodes p, ¢, r, s sont les valeurs de l'intégrale

f),fudz prise le long des lignes AA’, AA”, AA", AA", tandis que les

périodes p', ¢', r’, s’ sont les valeurs de I'intégrale 2 fu’dz prise le
long de ces mémes lignes.

La proposition qu'on vient d’expliquer peut étre aisément géne-
ralisée. Solent a, @'. a’, etc., des quantités inégales quelconques au
nombre de 2m ou 2m — 1 : appelons u, ..., u(™ % des fonctions
de z satisfaisant respectivement aux équations du second degré

(z—a)(z—a)(z—a")...u* — (@ + fz+...+ 2" )P =0,
iz—a)(z—a)(z—a).. W= (@+fz+.. .+ =0,

(z__a) (Z—(l') (z_a//>"_ u(m-n)’_ [a(m—2)+ﬁ(ln—2) Z .. g Zm_z]’ —o.

Posons

z z z.’m——z_)
f wds + udz.—l—...+f : udz = v,
c ‘ cm—u

Z(m=—2)

T z
f u'dz + wdz+...+ wdz—= ¢
<

c' c(m—1)

» o= 7' z
l u‘m—2:({z+ f u(m—'l)dz -+ u(m—-2)dz: ‘,(m—z),
vr C’

Tame XV. — Dicevsre 1850, 59
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les intégrales qui ont pour limites ¢ et z élant toutes prises le long

d’une méme ligne CMZ, celles qui ont pour limites ¢’ et z’ étant éga-

lement prises le long d’une méme ligne C'M’Z’, et ainsi de suite. On

pourra regarder z, Z,..., 2" ? comme des fouctions de v, o, 0Pt
et écrire

z=g|v, v,..., i 2 =g v, .., plmR) lyees

zUm = =)o ot ., (=27

51 maintenant on désigne par p, g¢,..., ¢ les am -2 périodes de Pin-
z Z
tégr‘alef wdz, par p’, q',..., t' celles de 'intégrale f u'dz, et ainsi
[

de suite, on prouvera, comme tout i I'beure, que l'on a, pour une
quelconque des fonctions ¢, ¢/,..., @2,

v+ hp wig ...+ 2,
¢ V- bp ig L I =Wy, v, 2|
‘,(m—z) 4 hp(m—2)+ I‘q(m—2;_,_m+ lt(m—a)

h,i,. . ., [étant des nombres entiers quelconques. Quant aux périodes
P95t p's 4’y ete., on les exprime sans peine a ’aide des notations
adoptées précédemment : en effet, soient A, Ay A7, etc., les valeurs

de l'intégrale fudz prise le long des contours élémentaires (+A),
(+ A7), (+ A"), etc.; soient A, A', A", etc., les valeurs de P'intégrale

fu’dz. prise le long des mémes contours, A, A, A’, etc., celles de
Vintégrale fu”dz, et ainsi de suite: on pourra prendre

p=A—A g=A—-A,., t=A— Atzm=2,
pPr=A—A, ¢=A-A".., t= A, — AR

— 4 (2m—2) ___ 4
P[zm N = A(?m—2) - -A(2m—2)"--: ‘]‘ — A(2m-«2) - Azzm——2)7"'7

(2m- 2)

LEm—2 — A(:sm-—z} - A(2m-2>-

On peut dire encore que les périodes p, ¢,..., ¢ sont les valeurs de

Fintégrale zfu dz prise le long des lignes AA’, AA” ..., AARm-2,

[N ' T
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pareillement, les périodes P’ q's..., t’ sont les valeurs de Vintégrale

2fu’dz prise suivant les mémes lignes, et ainsi de suite.

59, Aprés avoir montré comment notre théorie fournit le nombre

x
et lexpression des périodes de l’in_tégralef wdz, dans le cas ou la
c

fonction « dépend d’une équation dn second degré, nous allons en-
core Pappliquer 2 des fonctions déterminées par des équations d’un
degré plus élevé. Prenons, par exemple, équation bindme

(Z — a) (Z - (Z/)... [2- . a(n—i)]um . Hm = o,

oua,a,.., a™" désignent des quantités inégales, et H un polynéme
entier qui n’est divisible par aucun des facteurs z — a, z—a,...,
z—a” " On pourra, dans la recherche des diverses valeurs de

b
f w, dz, se dispenser d’avoir égard aux points 4, 4, A", etc..

correspondants aux valeurs de z qui annulent H; car, apres une ré-
volntion de Z sur le contour élémentaire qui enveloppe un de ces
points, chacune des fonctions #,, iy, etc., reprend sa valear initiale,
et, de plus, les intégrales élémentaires relatives & un pareil contour
sont toutes nulles. Soient maintenant A, A, AL, A es points
yui répondent respectivement aux valeurs a, a's..,a™ " de z; il nous
est permis de les supposer rangés dans un ordre tel, que le contonr
fermé qui a pour caractéristique
(A (+A)(+ A7) [+ A=

puisse se réduire, sans franchir aucun de ces points,
rence ayant l’origine des coordonnées pour
tous.

4 une circonfé-
centre et les renfermant

Pour abréger Pécriture, nous ferons
7 — 1 ’ — [ ’ r
Al_A(_Plv \3_ A'Q_‘[)Qi" s JA‘V!__AI“:/)H.7
r — L " — " n —_— "
Al_‘A1‘[)H Aﬂ_ &Q“P‘g’"-’ Am_'Am—Pms

§,— .\L'("“‘T:P(‘"—'), A,— A(:—'}: ) (2"'—'\),'_‘, A, — A’(:‘l,’: (n—1),

59..
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d’oui il suit, en appelant ¢, r, s des nombres entiers,
3 ry r
A(sq/ _ A(s ""P(s ) _ qu)-

Nous observerons ensuite que les fonctions u, , u,,..., u,, peuvent étre
supposées rangées dans un ordre tel, que chacune d’elles acquiere la
valeur initiale de la suivante apres une révolution de Z sur un quel-
conque des contours (+ A), (+ A'),..., [+ A™"]; cela revient &
prendre
L e v_‘/L"Z\/':'; ﬂ_(m—x)zrr\/—_—,

uy=e w,, u;—=e " Uyyory, Up=28 m u,.
Alors aussi chacune de ces fonctions acquerra la valeur initiale de la
précédente aprés une révolution de Z sur un des contours (— A),
— A",..., [— A”7Y], et on aura par conséquent

(4 (&) (i) (7) (&) (i) &) (4

A = Am 3 A——2 =-—-A A= — A2

- iy Ag PRERY] ~—m:_Am—|-

Enfin nous appellerons ¢,, ¢,,..., v, les valeurs des intégrales

« k k
f u, dz, f w,dz,..., f U, dz, prises le long d’'un chemin déter-
(4 [+

o

miné CMK.

Cela posé, il s’agit d’obtenir les expressions générales des valeurs

k
de Vintégrale f u,dz prise le long d’un chemin quelconque CLK.

[
La caractéristigne de ce chemin étant donnée, il sera aisé d’écrire
ia valeur de l'intégrale : a chaque terme [+ A?’] de la caractéristique
répondra, dans Vexpression de I'intégrale, un terme de la forme

~+ Al?), et, a chaque terme [ — A“'] de la caractéristique, un terme de

fa forme — AE"); au dernier terme CMK de la caractéristique répondra,
dans Vintégrale, un terme tel que -+ v;. Les indices i et j sont des
nombres entiers et positifs qui se déterminent comme il suit : Vindice
dn premier terme de I'intégrale est 1, si ce terme est affecté du signe +,
m , §'i est affecté du signe —; si deux termes consécutifs ont le signe +,
{'indice du second surpasse d’une unité celui du premier; si ces deux

termes ont le signe —, c’est au contraire I'indice du premier qui sur-

[N 1 RN R R A RSN AR RIS RN RN ' "
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passe d’une unité celui du second |*]; enfin, si deux termes consé-
cutifs ont des signes contraires, leurs indices sont égaux.
Admettons, pour fixer les idées, que, dans la caractéristique du

chemin CLK, le nombre des termes positifs surpasse celui des termes

A
négatifs ; il en sera de méme dans Pexpression de I'intégrale f ©, dz.

e
Partageons cette expression a partir de la gauche en parties telles, que
dans chacune d’elles le nombre des termes positifs surpasse de . unités
celui des termes négatifs, sauf la derniére partie ou la différence entre
ces denx nombres peut étre inférieure i m. La valeur d’une quelconque
de ces parties, la derniére exceptée, pourra s’obtenir en ajoutant i la
somine

A4+ A+ A,

. P . / N
un certain nombre de différences de la forme A;’") — Af_"; comuie

d’ailleurs, en vertu de I’équation

uy, + Uy ...+ U, =0,
on a
A/+A +.. .+ A, = o0,

la partie dont nous nous occupons se réduit & une somme de diffé-

. 8) (s) : 3
rences telles que A" — AMY, et peut se représenter en conséquence
par la formule

I ’ AN - (n—1
m_lil)l_!_ (P Y ”P1ﬂ :

-+ l'2 pl2+ 1'2 P”2+ e l(zn—c)p(;_”
+ e e e s

. - e s

+ Lapot Lopn+ 4 10 piiY

m ?

’ ” (n_') ’ »
ou les lettres [, L7,..., I, ', l,,etc., représentent des nombres entiers

positifs, nuls ou négatifs, et pouvant d’ailleurs avoir des valeurs quel-

k
conques. Les autres parties de l'expression de f u, dz auront la
[

[*] I est & peine nécessaire d’avertir que Pindice m augmenté d’une unité doit étre
remplace par 1, et que I'indice 1 diminué d’une unite doit ¢tre remplacé par m.
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méme forme, sauf la derniére: quant a celle-ci, on voit aisément
qu’a une quantité prés de la forme =, elle aura toujours une des
valeurs suivantes :

vl’

A, + v,

A+ A, + vy,

Ay +- A+ A+,

A+ A+ A+

k
Par conséquent, toutes les valeurs que lintégrale f u, dz peut
c

acquérir, suivant que le point Z va de C en K par tel ou tel chemin,
sont comprises dans les m formules

% -+ 9,

w4+ A, + ¢,

w4+ A+ Ay + v,

wHA A+ AL .

On a supposé, il est vrai, que dans I'expression de Pintégrale rela-
tive au chemin CLK, le nombre des termes positifs surpassait celui
des termes négatifs; si le contraire avait lieu, on ramenerait ce second
cas au premier, en ajoutant a Pexpression dont il s’agit une ou plu-
sieurs fois la quantité A, + A, + ... + A, dont la valeur est zéro, et
I’on arriverait encore a la méme conclusion.

On voit par la que les quantités p', p',..., p¢=", p,,..., p& " sont
autant de périodes de Uintégrale j: ' u, dz, et que toute autre période
de la méme intégrale doit étre composée de celles-la: de plus, toutes
les valeurs en nombre infini de fk u, dz peuvent s’obtenir en ajoutant

¢

2 m d’entre elles choisies convenablement des multiples entiers quel-
conques des périodes.
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Considérons en particulier la période Pi=A— A=A+ A

(i+1)3
on voit qu'elle est égale a I'intégrale fui dz prise le long du contour

fermé (+ A)(— A’), et comme, apres une révolution de Z sur ce
contour, la fonction ; reprend sa valeur initiale, on en conclut que
la période p; est indépendante de la position du point C, n° 1. Or,
sans faire franchir au contour /4 Aj(— A’) aucun des points A, A’
A", etc., on peut le faire coincider avec un contour qui se compose de
la ligne D'HD, fig. 25, du contour fermé infiniment petit DFED par-
couru dans le sens direct, de la ligne DTID’, et enfin du contour infinj-
ment petit D'F'E'D’ parcouru dans le sens inverse : Ja période p; peut

donc étre regardée comme exprimant la valeur de 'intégrale fu,-{/z.

relative & ce nouveau contour. Mais le produit (z — a) u; se réduisant
a zéro pour z = a, ainsi que le produit (z — @' ju; pour z = a’'. on
prouvera, comme au n° 50, que les portions d’intégrale relatives aux
contours infiniment petits DEFD, D' E’' DY ont zéro pour limites , et
I'on en conclura qu’on peut regarder p: comme la limite de la comme
des portions d’intégrale relatives aux chemins T HD, DHDY : en d’autres

termes, Ja période p; est la valeur de l’intégmlef(u,- — Uiy )z prise
le long de la ligne A’TIA.

Ce que nous venons de dire de ia période p; peut s'appliquer i
toutes les autres : ainsi chacune d’elles peut etre regardée comme la

)dz.,...,

valeur de I'une des intégrales f(u, — u,)dz, f( u, — u,

/‘(_u,,, — u,)dz, prise le long d'une ligne menée de I'un des points
A’V AY, AU gqu point A.

Les quantités p’, Piveeos PPV sont au nombre de m(n — 1); mais
il existe entre elles des relations faciles 4 obtenir. Comme on I’a déja
remarqué, on a
Wy = Uy ~+ ...+ U, = 0,
el , par suite,
A4 Ay + ..+ A, = o,
A+ A+ .+ A —o,

AT AP e A —

m
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d’ou 'on conclut immédiatement

pi+py+ -+ pPua=0,
P+ Pyt Pn=0,

(n—

pr + pa .+ pi = 0.

On voit que les n —1 périodes Pos Prarers pir peuvent s’ exprimer
chacune par la somme prise en signe contraire de m — 1 autres, ce
qui réduit a (m — 1) (n — 1) le nombre des périodes distinctes.

Rappelons-nous maintenant ce qui a été démontré tout 4 'heure,
que les périodes

’

' r ’
Pis P22 Pasesr Pu

sont respectivement égales aux intégrales

f{u, — u,)dz, {‘(u2 - uy) dz, f(ua —u,)dz,..., f(um——u,)dz,

1%

prises le long d’une méme ligne menée du point A’au point A, et, d’un
“autre cOté, ayons égard aux équations

L o _bm g _m—n.am
uy,=e¢ " w,, u;,—=e " Upyeovy Up=28 " 798

nous en conclurons que les périodes

7

I’ ! I
Pis Pas Psr-oor Pmo

sont respectivement égales aux intégra\es

.

27 — 2EJ

{ ’—‘V:\ 27 ~—'< 27T )
\_1-—6 m Jfu,dz, e ™ F—e ™ ) fu, dz,

_— - 1T 27—

——y—1

/
s Lavet LNy L) A .
e ™ \1—e ™ fu dz,..., e moy—e ™ J Sz,
prises le long d'une méme ligne A'Aj; il en résulte sur-le-champ

2T — W (m—1).27
' —",‘n'\/—l ' —y—1 , Ty ,

i - ’
p.=¢€ p,, p;=e " Pisees Pn=2¢€ i P

o fr I IR IR Y "
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et 'on trouvera de méme

27T dm — (m—r1.2%
)u — Y  m —i " ___ ——m—‘ I "o Tl "
p,=e€ Pi» Pz=—2¢ Py pPa=c¢ P
27 - Gor — (m—2).2m
Bl m Y it g o m Y in—t) o Tm i
pit=c Y pTh=e P Pl e P

Ces relations comprennent les équations

’ ' i
P+ P+ o+ p.=0,
P pL =0,

etc.,

déja établies tout a I'heure; on n’en déduit pas d'ailleurs d'autre
équation propre a diminuer le nombre des périodes distinctes.
Considérons spécialement e cas ot le nombre n des quantités @, a'.
a’, etc., est un multiple de m; alors chacune des fonctions u,, u,...., 1,
reprendra sa valeur initiale apres une révolution de Z sur un contour
termé qui entoure tous les points A, A’, A", etc, et il y aura lien
d’appliquer 4 chacune d’elles la remarque du n°47. En appelant ). le

. 1 ’ :
coefficient de - dans le développement de Pexpression
H
V(z —a)lz—a).. . [z—al)]

suivant les puissances descendantes de z, on trouvera les équations

Ay A+ A AT =amay .

o -

27—
. " n—1) T YTt
A, + AL+ ;\4—!—...—#— A;l =anie " V— i,
’ " (n—1 “ - = v:: e
Ay + A, A+ + A =amke v L

_ {m —~I}.'}7:»/-—]
’ I r—%, . T '— s
Ap+ A +A+ .+ A, = arnke ” V—T,

Yome XV, — DEceunak 1850, 6o
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o, ce qui est la méme chose,

’ " " _4 e
Petpy+pr++pa = amiy= o,
- LN
Pot po+pi+..+pl = —agre V=1,
AT
’ ” " (n_“ 3 B
PitpPs+ pe+...+p, = -— afhe vV — i
m—1) 27 \/.‘_
o ” " (n—1) - ™ —1 P
pt+p2+p3—+""+pm4 = — amle v— -

Ces ri équations se réduisent 4 m — 1 distinctes en vertu des relations
déja établies entre les périodes; car, en les ajoutant membre a
membre, on arrive 4 Videntité o = 0. Si, de plus. le coefficient 2 est
nul, on pourra de ces équations tirer m — 1 périodes exprimées cha

cune par la somme prise en signe contraire de plusieurs autres, et le
nombre des périodes distinctes, qui était (m — 1) (n — 1), se trouvera
réduit & (m ~- 1)(n — 2). Cette circonstance se présentera, en parti-
culier, lorsque le degré du polynome 11 sera inférieur an nombre

. n
entier — — g,
n

I est aisé de voir quelles sont dans ces différents cas les périodes
qu'on devra regarder comme distinctes. En effet, lorsque © ne sera
pas un multiple de m, ou lorsque 7 étant divisible par m, ) sera quel-
conque, on pourra, en vertu des équations

’ 1 y 4 4
Pu=""Py— Poe— Py
" — n " "
Pr1= =P =Py =Py —

" — " " "

Po=—P3s—Ps—Ps~
etc.,

exclure les périodes p,., pi, p%, etc., et les (m — ) (n —1) restantes
seront généralement distinctes. lais si, n étant divisible par m, % est
nul, on aura entre ces périodes restantes les m — 1 équations

i)

' 7t U (n—1)
P1+P2+PQ+---+ [

' ] 11 (r—1}
pP.+ps+p,+...+pn =o,

’ ” iy n—14)
P+ py+ Pt +py —o,

«

/ ” 11 (m—4i _ o:
Pm—| -+ Pm -+ P1 + . pm——s — Y
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d’ou I'on tire

Prm—y

ce qui permet d’exclure
dans le cas général o
VR~ 11(n—1), on peut

== py—p

"
3

1 1
— p3_})4-—"'

" nr
P Py

v "
_Pm_pi—"'_

o

(1
= Py s

Hn—1

— pm

(n—1t:
P

?

(n—1,
/)m.-—-:x E]

encore les périodes p, py,..., p._,. Amsi.
u le nombre des périodes distinctes est
prendre pour ces périodes les quantités

r I ’ . ' ’
Pn ;“2? P3,-~> pm—a’ pm-—za [)m_n
n ” L4 " ”
Pg’ pg’ P47"'! /)m—.Q’ [)m.—" l)m')
" " m nr 124 n
IDU P37 Plj?"'? pm——27 Pm—is pm,
P P Plareees Pm_e- Pm_1s Pms
ete.,
QT g
ou bien. en representant par o Fexponentielle e = )
p'” 5 p’“ (’)2P’1""’ wm—-sp'“ mm—:;P'l .2 ',.4’1 ;
" 2 " 3 " m—3 " m—2 " g "
’v)Pﬁ G‘)Pﬂ (")Pj?"'? ® Pis 0] [)11 fs} !)1,
” 2 m 3, N —2 " e,
P o°p, w¥pl ., w” Py " Epl P
Pl mopy, wd Ploes @ py o yme? P wipy,
ete.

lLorsque le nombre 7 ser

nul, il suffira. pour

a divisible par m et que le coefficient ) sera

avoir les (m — 1) (n — 2) périodes distinctes, e
supprimer la premiére ]igne horizontal
tableaux précédents. Ces périodes se

e dans Pun ou I'autre des deux
ront done

T 2, 3.,," m—3 v m-2 " m—y "
WP W P ® P ® P » P ® '
0" 2,7 3,7 m—3 ,."” m—2 " "1,
. WD W Py W Pis ® P, o .
N [N 3 w -3 LA m—2 v n—A{ 1w
Pio mpl. Piaves P, ® P ® P
(n—1q; 2 4y (n— Mk (4] (n—2;  (r—1 (13 (11—t
g wp Y, WIPTT L, W Py, o Py, o Py

60..
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60). Pour derniére application, considérons I'équation du troisieme

degré
u* —u-+z=0.
Appelons u,, u,, u, les trois fonctions déterminées par cette équation,
L] 2% i

qui, pour la valeur initiale z =0, se réduisent respectivement a o,
+ 1, — 1. On a prouvé, n° 32, que la premiére et la deuxieme de-
viennent égales lorsque le point Z, parti de l'origine O, arrive au

. : ’ ) 2 \ . .. .
point A qui répond & z = -+ 33 aprés avoir suivi la droite OA . et

que la premiére et la troisiéme devienment égales, lorsque le point 7,
parti de T'origine, arrive par la droite OA’ au point A’ qui répond 2

— ;?/—?’ les points A et A’ sont d’ailleurs les seuls pour lesquels

I'équation proposée puisse avoir des racines égales. Supposons, ce qui
est permis, que les contours élémentaires (A) et (A") se confondent sen-
siblement avec les droites OA, OA’; nommons ¢,, v,, ¢, les valeurs des

Vi k k

intégrales / u, dz, f u, dz, [ u,dz prises le long d’un chemin dé-
=0 2] 0

terminé OMK, et proposons-nous de trouver toutes les valeurs que

Av
Pintégrale f u, dz peut acquérir, suivant que le point Z va de Oen K
]

par tel ou tel chemin.

On a vu, n° 32, qu'aprés une révolution de Z sur le contour (A},
les racines u, et u, échangent leurs valeurs initiales, tandis que #; re-
prend la sienne : la fonction u, + u, reprend donc aussi sa valeur
initiale. Par suite, les intégrales fu3 iz, f(u, -+ u,)dz, prises le long
du contour (+ A), ne changeront pas si I’on suppose que ce contour
se réduise 2 une ligne fermée infiniment petite tracée autour du point A;
comme , en ce point, les fonctions u, et u, + u, conservent des valeurs
finies, on en conclut, n° 46,

A, =0, A+ A,=o0.

On reconnait aisément que les intégrales A, et A_; sont composeées
d’éléments denx a4 deux égaux et de signes contraires; il en est de
meme des deux intégrales A, A_,, et aussi des deux intégrales A,, A_;
on a donc

%3._—_,,*\ ; — 0, “\,:’ - A2:A~_,:—“ - A,Az :

) i ' T RN o o
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on trouvera pareillement
T I P ’ I - i
A,=A_,=o0, Ay =—A = A~‘_—~ A_,.

Ou conclut d’abord de ces égalités qu’on peut changer I signe d’un
terme quelconque de la caractéristique sans altérer la valeur de I'in-
tégrale cherchée : on pourra donc se dispenser de mettre ce signe en
évidence. Observons que, sur le contour (A) (A), chacune des fone-
tions 2, u,, u, reprend sa valeur initiale apres une révolution de 7. ot
que les intégrales fu, dz, fu2dz, fu3 dz, prises le long de ce
coatour, se réduisent & zéro en vertu des relations précédentes. Par
conséquent, si dans la caractéristique du chemin quelconque 01K
suivi par Z, on trouve les deux termes consécutifs (A) (A), il sera per-
mis de les supprimer : le méme raisonnement s'applique aux deux
termes consccutifs (A’)(A’). On peut donc suppeser que, dans la carac-
téristique du chemin OLK, deux termes consécutifs quelconques ren-
ferment toujours 'un la leitre A, Pautre la lettre A”.

Alors les trois premiers termes forment nécessairement un des de
groupes suivants :

Ux

(AYA)(A), (A)(A)(A7);
or, apres une révolution de Z sur le contour fermé que représente
I'an ou I'autre de ces deux groupes, la fonction #, reprend sa valeur

initiale, et d’ailleurs I'intégrale j’ui dz prise le long de ce contour

A
est nalle. On peut donc, sans altérer Pintégrale f 2, dz, supprimer
o

les trois premiers termes de la caractéristique du chemin OLK; par la
meme raison , on pourra supprimer les trois suivants, ct ainsi de suite,
jusqu’a ce que la caractéristique soit réduite a une de celles-ci,

+OMK, (4)-+O0MK, (A)+OMK, (A)(A")+ OMK, (A")(A)+ OMK .
K
et les valeurs correspondantes de lintégrale f u, dz, seront

Viy, Ajtwy, Aoy, A4, A+,

On voit donc que, quel que soit le chemin OLK cette intégrale n'a
que, q )
que trois valeurs distinctes qu’on peut présenter sous la forme

Vi, Ajes, Ao
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car de ce que I'équation proposée n’est pas altérée par le changement
simultané de © en — u et de z en — z, on conclut aisément la rela-

k
tion A}, = A,. Le nombre des valeurs de lintégrale f 1, dz étant
o]

limité, il n’y a pas lieu, dans I'exemple qu’on vient de traiter, 4 en
chercher les périodes.
z
En général, l’imégraief udz waura qu'un nombre limité de va-
[
jenrs, et, par suite, sera dépourvue de périodes, toutes les fois que
Péquation entre « et z sera de la forme

S (u)=1z,

J (u) désignant un polynéme entier en « et indépendant de z. En effet,

si on pose
z
f uds =v,
O

dv=udz=uf’ (u)du,

on aura

d’ou
= fuf’(u)du = F(u),

F (u) désignant un polynome entier en «. Pour chaque valeur de z,
le nombre des valeurs de v est donc égal a celui des valeurs de «, le-
quel est limité en vertu de ’équation algébrique

S (u)=z

Je me propose, dans un autre article, d’appliquer 4 de nouvelles
fonctions les principes établis dans celui-ci; mais je crois devoir, ern
terminant, signaler d’une maniere précise les emprunts que j’ai faits
aux travaux de M. Cauchy, et notamment aux remarquables Mémoires
qui font partie du tome XXIII des Comptes rendus (année 1846). On
y lit & la page 700 une définition des fonctions continues, identique 4
celle que je donne au commencement du présent article; mais je ne
crois pas que le savant géomeétre ait énoncé les théorémes des n* 6 et 7,
théorémes qui sont indispensables pour I’étude des fonctions ainsi dé-
finies.

Vest a M. Cauchy qu’il appartient d’avoir expliqué la véritable idée

o Tt N PR e Propernininnee
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qu’on doit se faire d’une intégrale prise entre des limites Imaginaires
et de ses valeurs muitiples : la proposition que j¢ donne & ce sujet,
n® 9, a été démontrée par lui il y a déja longtemps. {Voir le Mémoire
sur les intégrales ddfinies prises entre des limites imaginaires.) Les
théoremes des n* 10, 11, 12, qui en sont des corollaires, reviennent
4 ceux qu'énonce M. Cauchy daus le towe déja cite des Compics
rendus, pages 233 et 6923 ils acquierent seulement une signification
plus précise lorsqu’on sait, par les théorémes des n® 6 et 7 et par
ceux qui sont établis dans la seconde partie du présent Mémoire, dans
queis cas la fonction qu’on integre le fong d’un contonr reprend ou
ne reprend pas sa valeur initiale apres une révolution du point mobile,
JPen déduis le développement en série de la fonction s par une mé-
thode qui est due & M. Cauchy et qu’il a plusieurs fois reproutie
torsque j’ai démontré les propositions que je jui empruntais, c’est que
le voulais les appliquer spécialement aux fonctions algébriques, et
qualors les conditions sous lesquelles elles ont lieu comportent un
“noncé plus net.

Dans la seconde partie, yexamine d’abord fa maniére dont les fone-
Hons u,, u,, etc., échangent leurs valeurs autour des points pour
lesquels I'équation en u a des racines égales ou infinies, ct J’établis a
ce sujet, n° 18-27. des propositions qui me paraissent nouvelles : la
possibilité de partager ces fonctions en systemes circulaires pouvait se
déduire d’un théoréme de M. Cauchy sur les substitutions (Journal dv
’Ecole Polytechnique, tome X); mais la méthode que jai donnée
permet d’effectner réellement ce partage.

Pa rédnction 4 un seul chewin et & une série de contours élémen-
taires de tous les chemins par lesquels on peut aller d’un point & un
autre, la notation que jadopte, et les conséquences que j’en tire rela -
tivement aux valeurs que la fonction acquiert par ces divers chemins ,
e paraissent n'avoir encore été donndées par personne.

Dans la troisiéme partie, qui contient les applications au calcul inté-
gral, je commence par réduire une intégrale définie prise le jong d’un
chemin quelconque 4 une intégrale prise le long d’un seul chemin,
plus une suite d’intégrales élémentaires. Le principe de cette réduc-
tion appartient i M. Cauchy, et le calcul indiqué a la page 788 du
tome déja cité des Comptes rendus revient i celui de mes intégrales
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élémentaires. Mais la notation dont je me sers et emploi des propo-
sitions établies dans la seconde partie me permettent d’aller plus loin
dans le cas oti la fonction u dépend d’une équation du second degré,
ou d’une équation bindme, et encore dans d’antres cas étendus que
je traiterai plus tard : je parviens, en effet, n® 50 et 59, a des for-
mules générales qui comprennent toutes les valeurs d’une intégrale
définie prise entre deux limites données et ne comprennent que ces
valeurs.

Ces formules sont nécessaires, 4 mon avis, pour faire connaitre
toutes les périodes et pour montrer qu’a une valeur quelconqgue d’une
intégrale on peut ajouter des multiples entiers quelconques de toutes
les périodes, sans cesser d’avoir une valeur de la méme intégrale. Des
indications données par M. Cauchy (page 698 du volume cité) on
peut bien conclure Pexistence d’un certain nombre de périodes, et
dans un travail inédit Villustre analyste retrouve de cette manicre les
périodes connues des fonctions elliptiques; mais, en suivant cette
marche, on n’est pas assuré de les obtenir toutes, et 'on ne voit pas
que chacune d’elles appartienne a toutes les valeurs de lintégrale.

Je dois dire encore que les résultats auxquels je suis arrivé concor-
dent avec ceux qu’'a obtenus M. Hermite dans un travail dont U'extrait
se trouve au tome XVIII des Comptes rendus (séance du 17 juin 1844).
Par une heureuse généralisation de la marche qu’a suivie M. Jacobi
pour les fonctions abéliennes, Pauteur obtient les expressions des
périodes des fonctions inverses des intégrales de différentielles algé-
briues; mais, pour bien comprendre la signification de ces résultats,
il me semble nécessaire de prendre pour point de départ la définition
donnée par M. Cauchy des intégrales prises entre des limites imagi-
uaires : c’est a ce point de vue seulement qu'on peut se rendre compte
des valeurs multiples de ces intégrales [*]

{*] Te profiterai de cette occasion pour avertir d’une erreur typographique qui se
trouve & la page 242 du tome XIV de ce Journal : au licu de ces mots, une démonstra-
tion A laquelle j’étais parvenu, i faut lire une démonstration plus simple que celle
Jaquelle j’¢tais parvent.
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