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Addition aw Mémoire sur quelques transniutations des /igm;.s‘

courbes, inséré dans le volume précédent |*|;

Par M. A. CAYLEY.

Je me propose de résumer ici la théorie des courbes du guatrieue
ordre , auxquelles doune lien la premiére de mes méthodes de trans-
anitation appliqu(-e A une conique quelconque.

[’équation d’une telle courbe est de la forme
ax + by +cz4+of\yz+ agyax + 2hyxy = o.
et nous avons déja vu que cette courbe a pour tangentes doubles les
trois droites & = o, ¥ = 0, z = o (droites que nous avons represen-

tées par QR, RP, PQ). Pour trouver les autres propriétés de la
courbe , mettons 'équation sous la forme

R S Ea I e AR

S\ 2
+( \x+\/fj+ /lyz\)zo.

. . . . e f]f sy fZ .
Ty - vy v 3 ]
Puis, en écrivant, pour plus de simplicité, —, YT lieu de .

7, Z. cette équation devient
et de 12, en mettant
af ° ch K
Gi=)=+(G-1)r+(H—)e==m
I’équation de la courbe prend cette forme trés-simple

Ve -+ ]‘+\Z+ yw =o,

(*] Foir le tome XIV, page fo.
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en se souvenant toujours que les quantités x, y, z, w satisfont i
équation linéaire qui vient d’étre donnée. Je représenterai dans la
suite cette équation linéaire par

ax + By + 72+ dw =o.

Il est évident que la droite w = o, de méme que les droites QR, RP,
PQ, est tangente double de la courbe. De plus, ces quatre droites sont
le syst¢tme complet des tangentes doubles, car la courbe a, comme
nous allons le voir, trois points doubles. En effet, la forme ration-
nelle de ’équation est

(=91 + 22+ — 292 —22F — 2XY — 20W — 2)W — 27W)°
— 64 xyzw = o,
et, au moyen de l'identité
(x + 7P (2 + w)? —16xyzw
=@ =P+ )+ (x+ )23 —w?—(r—y)?(z—w?
cette équation rationnelle se transforme en

[ =) — (2 —w)*]?
—4lr+yr—z—wlx+y)(z—w?—(z+w(rx—r?=o0,

Jaquelle fait voir que le point (x = y, 2= w) est un point double;
de la aussi les points (x = z, w = ¥), (x = w, y = z) sont des points
doubles. Remarquons en passant qu’en supposant que les coefficients
2, 3,7, ¢ restent indéterminés, les droites r =y, x =z, x = w
seront des droites quelconques par les points (x =0, y = o),
‘x=o0,z=0), (= o0, w=o0) respectivement, et ces droites une
fois connuies, les droites ¥ = z, z = w, w = y seront déterminées, la
premiére au moyen des poinls () =0, z=0), (y =x,z=ux), la
deuxieme au moyen des points (z=0, w=o0), (z =, w =x), et
la trotsieme au moyen des points (w = o0,y =0), (W =1x, y = x);
et les trois droites ainsi déterminées se couperont nécessairement
en un meéme point. Cela revient au théoréme suivant :

« Les trois points doubles d’'une courbe du quatriéme ordre avec
» trois points doubles sont les centres d'un guadrangle dont les cotés
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» passent par les angles du quadrilatére fourni par les tangentes
» doubles de la courbe. »

Cette propriété des courbes du quatrieme ordre dont il s’agit
(je veux dire celle d’avoir trois points doubles) aurait dii faire partie

du théoréme général donné auparavant pour cette premiere meé-
thode de transmutation.

En supposant que la comque a transmuter passe par le point P, on
aura

a—+—d‘:0,

et il suit de 12 que le point double (x = w, y = w), identique dans ce
cas avec le point P, se change en point de rebroussement, et en méme
temps les droites PQ, PR ne sont plus des tangentes doubles propre-
ment dites, mais ces droites sont des tangentes simp]es qui passent par
le point de rebroussement. Ajoutons que la tangente dans le point de
rebroussement est la droite x == w.

En supposant que la conique a transmuter passe a la fois par les
deux points P, Q, nous aurons

OL—-I—d‘:O, ﬁ—l—d\zo

Ici les deux points doubles (x = w, y = 2), {y = w, x =z). iden-
riques dans ce cas avec les points P, Q, deviennent des points de re-
broussement, les droites QR, RP, PQ ne sont plus des tangentes
doubles proprement dites, mais les droites RP, PQ sont les tangentes
simples qui passent par les points de rebroussement respectivement,
et la droite PQ est la droite menée par les deux points de rebrousse-
ment. Ajoutons que les tangentes dans les deux points de rebrousse-
ment respectivement, sont les droites &x = w et ) = w.

On sait qu’un cercle quelconque peut senvisager comme conique
qui passe par deux points fixes, savoir, les points ou Pinfini, consi-
déré comme droite, est rencontré par les deux droites imaginaires
auxquelles se réduit un cercle évanouissant quelconque. En nommant
ces droites les axes imaginaires de leur point d’intersection, prenons
pour les droites PQ, PR les axes imaginaires d’un point guelconque P,
et pour la droite QR Dinfini. Cela étant, un cercle quelconque sera
transmiuté dans une courbe du gnatriéme ordre ayant deux points de

Tome XV, — SeprTexeRE 1550. &5
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rebroussement aux points ou Pinfini est rencontré par les axes ima-
ginaires du point P, ou, ce qui est Ja méme chose, d'un point quel-
conque, et ayant de plus un point double. Et le point P, comme
point d’intersection de deux axes imaginaires tangents de la courbe ,
est un foyer de la courbe (voyez le Mémoire de M. Pliicker : Ueber
solche puncte die bei curven hohern ordnung als der zweiten den
brenn puncten der kegelschnitte entsprechen , Journal de M. Crelle,
tome X, page 84). Cela suffit pour faire voir que la courbe est un
limacon de Pascal ayant le point P pour le foyer qui n’est pas le
point double. En effet, prenant pour vrai le théoréme : « Les ovales
» de Descartes ont denx points de rebroussement aux points ou
» Pinfini est rencontré par les axes imaginaires d’un point quel-
» conque[*], » comme cela revient 3 huit couditions, et qu’un ovale
de Descartes peut étre déterminé de maniére a satisfaire a six condi-
tions (ce qui fait en tout quatorze conditions, nombre des conditions
qui déterminent une courbe du quatrieme ordre), toute courbe du
quatriéme ordre avec deux points de rebroussement , tels que nous ve-
nons de les mentionner, sera un ovale de Descartes, et si, de plus, la
courbe du quatrieme ordre a un point double, elle se réduira en
limacon (cas particulier, comme on sait, des ovales de Descartes :.
Donc, en résumé, tout cercle est transmuté dans un limacon ayant un
point fixe pour le foyer qui n’est pas le point double, théoréme qui
se rapporie 4 la méthode de M. Roberts pour le cas z =L L’on doit
cependant remarquer que cette méthode est due 4 M. Chasles. Fn
effet, on trouve dans la Note citée de I’ Apergu historigue, non-seule-
ment la propriété des droites de se transmuter en des paraboles, mais
aussi celle des cercles de se transmuter en des ovales de Descartes
(seulement M. Chasles parait ne pas aveir remarqué que ces ovales
étaient nécessairement des limagons), et c’est la lecture de cette Note
qui m’a appris cette théorie de la transmutation des cercles.

En supposant que la conique 2 transmuter passe par les trois points

[*] M. Chasles a remarqué en passant (Note XX1 de I'dpereu historique) que les
ovales de Descartes ont deux points conjugués imaginaires A I'infini, théoréme moins
complet que celui que je viens d’énoncer. Pour la démonsiration du théoréme complet,

voyez la Note a la suite de ce Mémoire.
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P, Q, R, nous aurons
a+0=o0, 3+d=0, y+d=o0;

les points doubles identiques, dans ce cas. avec les points P, ), R,
deviennent des points de rebroussement. et les droites QR, RP, PQ,
au lieu d’étre des tangentes doubles, sont tout simplement les droites
qui passent chacune par deux points de rebroussement. Ajoutons que
ies tangentes de la courbe, dans les trois points de rebroussement
respectivement, sont les droites x — w = o0, y —w =0, z — w =o.

Il y a encore un cas particulier & considérer, savoir celui ou
la conique a transmuter est telle que, par rapport a cette co-
uique, les points Q et R sont situés chacun dans la polaire de l'autre;
on a alors f'= o, cas qui échappe 4 I'analyse ci-devant employée.
On voit sans peine que les deux points doubles / y = w, & = z},
% =w, y = z) deviennenl ici identiques, ce qui donne lien & un
point d’osculation. La droite QR et la droite w = o ne sont plus des
tangentes doubles proprement dites, mais ces droites deviennent
Pune et Pautre identiques avec la tangente dans le point d’osculation.

Note sur les ovales de Descartes.

De Yéquation de ces ovales,

Vr(?l: — 0)2:75 = im v.}rz i 4o,
on tire d’abord

(1 —m?) (x* + ) — 2ax + a* — 12 = amn ya? + ¥,

puis »
(1= m®)? (x* + y*) — fait — m® x{a* + y?)
+ 2 [@® (1 — n?) — n® (1 + m*] (2?4 9%

+ 4a’x® — fa(@ —ntx + (a® —- 1} = o.

Pour trouver la nature de la courbe a Pinfini, mettons a + ¥

X —yi=7y,1=y—1, et introduisons la quantité ¢ de mamere i
rendre 'équation homogéne. Cela donne

= mPEE a1 — m¥)(E 4 ) Enl
= afat (v — m¥) — n? (1 4+ m?)) iy
at B+ Pl —nal@®— ) (E+ 58+ ad— R e g
45..
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Ce qui fait voir, sans la moindre peine, qu’il y a des points de re-
broussement aux points (£ = o, { = o), (y = 0, { = 0), savoir, aux
peints ot l'infini, considéré comme droite, est rencontré par les
droites x + yi =0, x — ¥i = 0, qui sont les axes imaginaires du
point x =0, y =o.

Nous pouvons remarquer, en passant, que I'équation

(I '__ 7’)’12) (1,2 __’_J,Sz> — 2 ax (a2 — 732) — 2 Mn V‘F:F?;

conduit, avec beaucoup de facilité, 3 une auatre propriéte, donnée
par M. Chasles dans la Note déja citée. En effet, en mettant

, n?—a? , m?(n* —1)
A= ————— m=--C p==,
a(m*—r1) a(m® — 1} a

cette équation se transforme en

(1—m?) (x®+ %) — 2a'x + (@' — ') = am' n' Ja? + %,
et par la on voit que I'équation primitive peut se transformer en
Vi —a) + " =mat+ 57+ n'.
c'est-a-dire, il y a toujours un troisieme foyer de la courbe.

Il ne reste qu'a démontrer que la transformée (selon la méthode de
M. Chasles) d’un cercle est toujours un limacon. Soit, pour cela,

r?— asarcosf + ¢ = o

équation du cercle; en mettant ymr au lieu de r, et 6 au lieu de &,

cette équation devient mr — 2a ymrcos 0 + ¢ = o, ce qui donne
{mr -+ 0¥ =aa*mr(1-+ cos@), ou, en mettant » cos § = x et rédui-
sant 4 une forme rationneile,

Im? (x? + y*) + 0* — 2@ mx |’ — 4m?* (& — a®) (x* + r*) = o,
ce qui appartient évidemment 2 un ovale de Descartes. En mettant
¥ = o, ’équation devient
[m?x? + am (@ — 2a*) o + %] (mx — &) = o,
cest-a-dire le point max — ¢ = o0, y=o est point double, ou la courbe
est le limacon de Pascal.




