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MÉMOIRE 

SUR 

LA THÉORIE DES COURBES A DOUBLE COURBURE; 

PAR M. J. BERTRAND. 

On sait que les normales à une même surface jouissent de propriétés 
nombreuses et indépendantes de la surface particulière que l'on consi-
dère. Ces propriétés constituent une partie importante de la théorie 
des surfaces. Je cherche, dans ce Mémoire, à caractériser d'une ma-
nière analogue les normales principales d'une même courbe. Ces droites 
jouissent, comme je le fais voir, de propriétés très-précises et indé-
pendantes de la courbe particulière que l'on considère. En d'autres 
ternies, une surface gauche étant donnée, ses génératrices ne sont 
pas toujours les normales principales d'une même courbe. Les sur-
faces réglées peuvent être, sous ce point de vue, partagées en quatre 
classes : 

i°. Les surfaces dont les génératrices ne sont les normales princi-
pales d'aucune courbe ; 

a". Les surfaces qui ont pour génératrices les normales principales 
d'une seule courbe; 

3°. Les surfaces dont les génératrices sont, à la fois, normales 
principales de deux courbes distinctes; 

4°. Enfin, les surfaces dont les génératrices sont normales princi-
pales d'un nombre infini de courbes distinctes : cette dernière classe 
ne contient que les héliçoïdes à plan directeur. 

Une surface étant donnée, j'indique le moyen de déterminer la 
classe à laquelle elle appartient. 
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Parmi les résultats particuliers auxquels je suis parvenu, je citerai 
les suivants : 

Les normales principales d'une courbe ne peuvent jamais former 
une surface du second degré. 

Pour que les normales principales d'une courbe soient, en même 
temps, normales principales d'une autre courbe, il faut et il suffit 
qu'il existe, entre les deux courbures de cette courbe, une relation 
linéaire. 

1. 

Si les génératrices d'une surface réglée sont les rayons de. cour-
bure d'une ligne tracée sur cette, surface, cette ligne a, en chaque 
point, son plan osculateur tangent à la surface. 

On sait, en effet, que le plan osculateur d'une courbe passe par la 
tangente à cette courbe et par la normale principale. Or ces deux 
lignes sont ici la tangente à une ligne tracée sur la surface réglée et la 
génératrice même de la surface. Elles déterminent, par conséquent, 
le plan tangent qui coïncide, par suite, avec le plan osculateur de la 
courbe. 

Si les génératrices d'une surface réglée sont les normales principales 
d'une ligne tracée sur cette surface, en chaque point de cette ligne, la 
section faite dans la surface par un plan normal à la génératrice a un 
rayon de courbure infini. 

On sait, en effet, par le théorème de Meunier, que le rayon de 
courbure d'une courbe tracée sur une surface est le produit du rayon 
de la section normale menée suivant la même tangente, par le cosinus 
de l'angle que fait le plan de celte section avec le plan osculateur de 
la première courbe. Or la courbe dont les normales principales sont 
les génératrices de la surface a, d'après ce qui précède , son plan os-
culateur tangent à la surface, et le cosinus de l'angle formé par ce 
plan avec celui de la section normale correspondante est, par suite, 
égal à zéro. Il faut, par conséquent, pour que le produit ne soit pas 
nul, que l'autre facteur, c'est-à-dire le rayon de la section normale, 
soit infini. 

En chaque point de la courbe dont les normales principales sont 
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les génératrices d'une surjace gauche, les rayons de courbure de la 
.surface sont égaux et de signes contraires. 

La somme des courbures principales d'une surface quelconque est 
égale, en effet, à la somme des courbures de deux sections normales 
faites, en un même point, perpendiculairement l'une à l'autre. Or, 
d'après ce qui precede, si l'on fait, en chaque point de la courbe 
considérée, deux sections normales, l'une suivant la génératrice, 
l'autre normalement à la génératrice, ces deux sections (dont la pre-
mière est une ligne droite) ont l'une et l'autre une courbure nulle; 
la somme de ces deux courbures, et, par suite, ia somme des cour 
bures de la surface est donc égale à zéro. 

II. 

Le dernier des théorèmes démontrés dans le paragraphe précédent 
permet de décider si une surface réglée peut être considérée comme 
le lieu des normales principales d'une courbe. Il faut, en effet, pour 
cela, qu'il existe sur la surface donnée une série de points pour les-
quels les rayons de courbure soient égaux et de sens contraire, et que, 
de plus , ces points forment une courbe normale aux génératrices. On 
peut voir facilement que cette condition nécessaire est en même temps 
suffisante. Si, en effet, elle est remplie; la section normale à la sur-
face faite perpendiculairement à la génératrice en chacun des points 
de la courbe considérée, doit avoir un rayon de courbure infini. Il 
faut donc que le plan osculateur de cette ligne soit tangent à la sur-
face; car, sans cela, le cosinus de l'angle qu'il forme avec le plan nor-
mal de la surface n'étant pas nul, le rayon de courbure de la courbe 
devrait aussi être infini, ce qui, évidemment, ne peut avoir lieu qu'en 
des points particuliers. Nous sommes donc conduits à nous proposer 
ce premier problème : 

Quels sont les points sur une surface gauche pour lesquels la somme 
des rayons de courbure de la surface est égale à zéro ? 

Considérons une surface gauche représentée par les deux équations 

ι χ = ζφ (α) -f- α, 
j = ζψ(α) + F(a), 
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et, sur cette surface, une génératrice que, pour plus de simplicité, 
nous supposerons confondue avec l'axe des z. Admettons, en outre, 
pour simplifier les calculs, que l'on ait pris pour origine le point de 
cette génératrice le plus rapproché de la génératrice infiniment voi-
sine, et que le plan des ZX soit tangent à la surface à l'origine; on 
aura évidemment alors 

U(o) = o, ψ(ο) = ο, F(o) = o, 
(<p'(o) = o, F'(o) = o. 

Cherchons les points de l'axe des ζ pour lesquels la somme des 
courbures principales est nulle. Ces points sont ceux pour lesquels 
la courbure de la section parallèle au plan des XY est infinie. 11 faut 
donc, pour les déterminer, écrire que la courbe représentée par les 

deux équations 
^y = Zf(a) + a, 

i χ — ζ ψ (a) -t- F (a), 

dans lesquelles on regarde ζ comme une constante, a un rayon de 
courbure infini pour a. — ο. Il faut et il suffit pour cela que l'on ait 
pour cette valeur de a, 

(4) dxd2y — dyd2z = o. 

Or on déduit immédiatement des équations (3 ), 
1 dx — [ζφ'(α) -I- ι]ί/α, dy = [ζύ'(a.)F'(a)] da, 

\ d2χ — ζψ"(a.)d'x2, d2y = [ζψ"(«) -f- F"(a)| dy\ 

et l'équation (4) devient, en ayant égard aux conditions (a), 

(6) ζ2φ"(ο) ψ'(ο) — ζ ψ" (ο) — F" (ο) = ι. 

Cette équation est du second degré. 11 y a donc, sur chaque géné-
ratrice, deux points, au plus, pour lesquels les rayons de courbure 
sont égaux et de signes contraires. Le lieu des points qui, sur la sur-
face, jouissent de cette propriété est donc composé de deux courbes 
distinctes qui peuvent se confondre ou disparaître si les racines sont 
égales ou imaginaires. Si l'équation ( 6) est satisfaite identiquement , 
tous les points de la génératrice satisfont à la condition demandée. 
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Avant d'aller plus loin, nous exprimerons les coefficients de l'équa-
tion (6) en fonction des éléments qui pourraient servir de définition 
à la surface gauche. 

Remarquons d'abord qu'en faisant Ζ —o dans les équations (i), on 
obtient 

χ — a, 

y - Ε (a), 

d'où l'on déduit 

(7) J = F(·^), 

pour équation de la section faite dans la surface par le plan des XY. 
Si l'on remarque que F' (o) = o, on voit que F" (o) est la courbure 
de cette section, et, par suite, la somme des courbures de la surface 
gauche au point de la génératrice le plus rapproché de la génératrice 
voisine, c'est-à dire au point où l'axe des ζ perce la ligne que les géo-
mètres appellent quelquefois ligne de striction de la surface. 

Si nous désignons cette somme par ~ ■+- nous aurons 

(8) »*(»)= È+S' 

la génératrice infiniment voisine de l'axe des ζ a pour équations, si 
l'on a égard aux conditions (2), 

χ — da, 

y = ζ ψ' (α) da. 

Sa plus courte distance à l'axe des ζ est du, l'angle qu'elle fait avec 
cet axe est ψ'(ο)da·, en sorte que ψ'(ο) est le rapport de l'angle de 
deux génératrices infiniment voisines à leur plus courte distance. Mais 
on démontre facilement que ce rapport est l'inverse de la racine carrée 
du produit des rayons de courbure principaux de la surface à l'origine 
des coordonnées; on a donc 

(9! ψ'(ο) = v 

Pour calculer ψ" (ο), qui figure aussi dans l'équation (6), nous 
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allons chercher la dérivée de la fonction - --- par rapport à l'arc 

de la ligne de striction. Commençons par calculer la valeur de cette 

fonction — pour un point quelconque de la ligne de striction. 

Soit une génératrice ayant pour équations 

jr = ζ ψ (α) + F (a), 
χ — ζ φ (a) -+- a; 

les équations de la génératrice infiniment voisine sont 

y = ζ ψ ( a) -+- F ( a) -+- ζ ψ' (α) d α + ¥' (a) da. 
χ — ζ φ (α) -+- α + ζφ'(α)ίΐ?α + da. 

-— est égal·, comme nous l'avons dit plus haut, au rapport de 

l'angle de ces génératrices à leur plus courte distance. Or, en indi-
quant leur angle par 9, on trouve sans difficulté 

= ■ν2+ψ"·+-(/?Ψ'~ Ψ?')' j ι 

Quant à la plus courte distance ε, sa valeur est 

tAf" -+- y'7 -h (φ·ψ' — ψ^') 
on a donc 

1 S2 t ψ'2 -H φ'2 -'r (φ ψ' — ψ j' )' ? 

Pour avoir la dérivée de — par rapport à a, il faut retrancher 

de cette expression la valeur ψ'(ο)2, qui correspond it« = o, et divi-
ser la différence par da, après avoir supposé a infiniment petit et égal 
lui-même à da. Or on a évidemment, en négligeant les infiniment 
petits du second ordre, et à cause des équations (a), 

ψ [da) — ψ'(ο) da, 
ψ'(ί/α) = ψ' (ο) -+- ψ" (ο) da, 
ψ [da) — ο, 
ψ'[da) = ψ" [ο) da, 
F'{da.) = F"(o} da , 

Tome XV. — SEPTEMBRE I85O 
43 
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et il vient par suite, en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, et pour la valeur da attribuée à a , 

— 1 _ [ψ'(θ)ΐ+2ψ'(ο)ψ"(ο)^α]\ 
R,R

2

_ [ψ'(ο)+ψ"(θ)ίί«32 ' 

et si nous retranchons de cette expression ψ'(ο)2, et que nous divisions 
par da, nous obtiendrons sans difficulté 

--rfir = »Ψ'(°)Φβ(0); 

on en conclut, en remplaçant ψ'(ο) par ^
 R R ' 

(ιο) ψ»(ο) = -Ι_5^!ν/-Β.Β.· 

Si, enfin, nous nommons φ l'angle de la ligne de striction avec la 
plus courte distance da de deux génératrices consécutives, et ds l'arc 
de cette ligne de striction compris entre les génératrices considérées, 
on aura 

da = ds cos ψ , 

et, par suite, l'équation (10) équivaut à 

--rfir = »Ψ'(°)Φβ(0); 

Il nous reste à calculer φ"(ο). Pour cela, nous chercherons à dé-
terminer l'angle que nous venons de désigner par φ et que forme la 
ligne de striction avec la plus courte distance des deux génératrices. 
Pour y parvenir, remarquons que la ligne de striction coupe la géné-
ratrice qui se confond avec l'axe des z, à l'origine même des coor-
données. Si donc nous cherchons l'ordonnée du point où elle ren-
contre la génératrice infiniment voisine, le rapport de cette ordonnée 
à la plus courte distance da sera la tangente de l'angle cp. 

Cherchons donc le point où une génératrice quelconque 

χ — % φ («) -+- a, 
y = 2ψ(α) + Γ (α), 



PURES ET APPLIQUÉES. 33g 

est coupée par la ligne de striction, c'est-à-dire l'extrémité de sa plus 
courte distance à la génératrice infiniment voisine, 

χ = ζ φ (α) H- a -t- ζ ψ' (a) da -+- da, 

γ = ζ ψ (a) -h F (α) -ι- ζ ψ' (a) da -4- F' (a) da. 

Or, en cherchant le point où la plus courte distance de ces droites 
perce la première, on trouve, en employant les formules connues de 
la géométrie analytique à trois dimensions. 

φ' — φ -ψ' H— ψ2 φ7 —[— F7 ψ' -f- F' Φ3 ψ' — F' ΐρ -ψ tp 
—■ <j/3 -+- 2 φ7 ψ φ ψ' — γ'2 "Ψ2— ψ'2 — Ψ'2 Ç2 

C'est cette valeur de ζ qu'il faut diviser par da, après y avoir sup-
posé à α la valeur infiniment petite da. Or, en ayant égard aux équa-
tions (2), et procédant comme nous l'avons fait plus haut, on trouve 

»™^=tang9= 4 

d'où l'on déduit 

ί φ" (ο ) = - ψ' (ο)2 tang φ - ψ' (ο) F" (ο) 

! κκ Β η -

Fn substituant dans l'équation (6) les valeurs fournies par les for-
mules (8), (9), (11), (12) pour ses différents coefficients, elle devient 

i ο = | :;;Λ:ιη1? + (± + j_V 1 

(i3) l / d—\ 

L
 1 \cos if ds / R, R, 

Si l'on suppose tang ψ = ο, c'est-à-dire si la ligne de striction coupe à 
angle droit les génératrices, l'équation devient 

'1 '' o — — R R ^ ^ J - -+ ^ + -j^· 

En portant sur chaque génératrice, à partir de la ligne de striction, 
43.. 
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une longueur égale à l'une des racines de cette équation, on obtien-
dra la ligne en tous les points de laquelle les courbures de la surface 
sont égales et de signes contraires. Pour que cette ligne coupe à angle 
droit les génératrices, il faut, dans le cas où l'angle ψ est nul, que la 
valeur de ζ soit constante. Si l'on veut qu'il existe sur la surface deux 
courbes dont les rayons de courbure coïncident avec les génératrices, 
il faut que les deux racines tie l'équation (ι4) soient constantes, et, par 
suite, il doit en être de même de leur produit qui, évidemment, est 

— ; mais alors —j—- est nul, et l'équation devient 

r7R2 \R; + ¥j + ϊγ; + ib ~ °· 

Or cette équation est impossible, car, dans une surface gauche, R, R2 

est négatif et les racines sont, par conséquent, imaginaires. Nous avons 
donc ce résultat : 

Il est impossible qu'une surface dànt la ligne de striction coupe à 
angle droit les génératrices, c'est-à-dire la surface formée par les 
normales aux plans osculateurs d'une courbe, contienne deux lignes 
distinctes dont les génératrices soient les normales principales. 

La formule (i3) peut aussi servir à la démonstration d'un théorème 
connu : 

L'héliçoïde à plan directeur est la seule surface réglée dont les 
rayons de courbure en chaque point soient égaux et de signes con-
traires. 

Pour qu'une surface jouisse, en effet, de cette propriété, il faut 
que l'équation (t3) soit satisfaite pour toutes les génératrices, quelle 
que soit la valeur de z. On doit donc avoir, aux différents points de 
la ligne de striction, 

('5) i + % = 

(16) -!^ = o, 

(17) v'"^r7r2 — - ο. 
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L'équation (16) exige que tango soit égal à zéro ou R
t
R

2
=c»; 

tuais cette dernière hypothèse n'est pas admissible, car il faudrait 
pour cela, d'après l'équation (i5), que R, et R

2
 fussent l'un et l'autre 

infinis en chaque point et la surface se réduirait à un plan. Il faut donc 
supposer 9 = 0, et, par suite, la ligne de striction coupe les généra-

trices à anale droit; mais alors ~ -+- ~ désigne, comme 011 s'en as-

sure facilement, la courbure de cette ligne de striction, et puisque 
cette somme est nulle en vertu de l'équation (i5), la ligne de striction 
est droite, et, par suite, les génératrices de la surface coupent toutes 
une même droite à laquelle elles sont perpendiculaires. 

D'ailleurs l'équation (17) exige que R
(
R

2
 soit constant et que, par 

suite, il existe un rapport constant entre l'angle de deux génératrices 
infiniment voisines et leur plus courte distance. Les plus courtes dis-
tances étant ici toutes comptées sur la même droite et l'angle de deux 
génératrices quelconques étant la somme des angles formés par deux 
génératrices intermédiaires, on en conclut qu'il existe un rapport 
constant entre la distance de deux génératrices quelconques et l'angle 
qu'elles font entre elles, et que la surface est un héliçoïde. 

III. 

Une surface gauche étant définie par sa ligne de striction et l'angle que 
cette ligne forme en chaque point avec la génératrice, l'équation (i4) 
obtenue plus haut permettra de trouver, dans chaque cas, le lieu des 
points pour lesquels la somme des courbures est égale à zéro. Pour 
savoir s'il existe sur la surface une ligne dont les génératrices soient 
normales principales, il suffira de chercher si cette courbe coupe à 
angle droit les génératrices, ce qui se fera facilement dans chaque cas 
particulier. 

Il peut arriver que, pour trouver le lieu des points pour lesquels la 
somme des courbures est nulle, il soit plus simple de 11e pas recourir 
aux formules du paragraphe précédent; nous en donnerons un exemple 
en résolvant le problème suivant : 

Est-il possible que les rayons de courbure d'une ligne forment une 
surface gauche du second degré? 
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Considérons la surface qui a pour équation 

x1 y1 ζ1 

a'1 b* c1 ' 

et cherchons s'il est possible de tracer sur elle une courbe qui ait ses 
génératrices pour normales principales. Cette courbe, si elle existe, est, 
comme nous l'avons vu, le lieu des points pour lesquels la somme des 
courbures principales est égale à zéro. Or on sait qu'en chacun de 
ces points il passe deux génératrices rectilignes. La section normale, 
conduite suivant une d'elles, ayant une courbure nulle, il doit en être 
de même de la section perpendiculaire qui, par suite, doit être aussi 
rectiligne. Les points en question sont donc ceux où deux génératrices 
rectilignes se coupent à angle droit. Or de pareils points peuvent être 
considérés comme les sommets d'angles trièdres circonscrits à la sur-
face; et, en effet, nous avons trois plans tangents perpendiculaires 
deux à deux qui ont ce point pour intersection commune, savoir, le 
plan de deux génératrices et les plans perpendiculaires à celui-la 
menés par chacune d'elles, lesquels touchent nécessairement la surface, 
puisqu'ils contiennent une génératrice. Or on sait que le lieu des som -
mets d'un trièdre trirectangle circonscrit à une surface dn second 
ordre est une sphère qui, dans le cas actuel, a pour équation 

x*-y γ* y- ζ2 = a? -+- b% — c2. 

La courbe cherchée est l'intersection de cette sphère avec l'hyperbo-
loïde. Mais cette courbe ne peut pas couper les génératrices à angle 
droit; pour qu'elle fût, en effet, perpendiculaire à l'une des généra-
trices qui se croisent en chacun de ses points, il faudrait qu'elle fût 
tangente à l'autre, et l'hyperboloïde n'étant pas une surface dévelop-
pable, ses génératrices ne peuvent être tangentes à une même courbe. 

Ainsi donc, les rayons de courbure d une ligne courbe ne peuvent 
jamais former un hyperboloïde. 

Pour répondre complètement à la question énoncée, il nous reste 
à examiner si les normales principales d'une courbe peuvent former 
un paraboloïde. Nous traiterons pour cela une question plus générale. 

Quelles sont les courbes dont tes normales principales sont parallèles 
à un même plan ? 
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Si nous considérons une courbe qui satisfasse à la condition énoncée 
et que, par les différents points, nous abaissions des perpendiculaires 
sur le plan auquel les rayons de courbure sont parallèles, nous for-
merons une surface cylindrique à laquelle les rayons de courbure de 
la courbe donnée seront normaux. Cette courbe est donc une ligne 
géodésîque tracée sur le cylindre, ou , en d'autres termes , une hélice. 
On s'assurera facilement que les rayons de courbure d'une hélice 11e 

forment, dans aucun cas, un paraboloïde. 

IY. 

Nous allons chercher enfin quelles sont les surfaces réglées dont 
les génératrices sont les normales principales de deux courbes dis-
tinctes. Nous déterminerons, pour cela, les courbes dont les rayons de 
courbure peuvent coïncider, en direction, avec ceux d'une autre 
courbe, ou, d'après ce qui précède, les courbes telles, qu'il existe sur 
la surface gauche lieu de leurs rayons de courbure, une seconde ligne 
coupant ces rayons à angle droit, et en tous les points de laquelle la 
somme des courbures de la surface soit égale à zéro. Pour y parvenir, 
nous chercherons quelle longueur on doit porter sur chaque rayon 
de courbure pour obtenir un point pour lequel la somme des cour-
bures de la surface soit nulle; nous exprimerons ensuite que cette 
longueur est constante. 

Considérons une courbe représentée par les trois équations 

{a) x = <fi(s), y = f
2
(s), z = çp

8
(s), 

entre l'arc s et les coordonnées orthogonales d'un point. Supposons 
que l'on ait pris pour axe des ζ le rayon de courbure correspondant à 
ν = o, et, pour plan des ZX, le plan oscillateur en ce point, en sorte 
que l'on ait, pour 5 = 0, 

iûc = o, y=o, z = o, 

1ο) { ώ ~ °' iZT = 0 ' Hs~°' 

[ ds' ° ' ds' " ' ds' 0 

Cherchons la condition pour que l'origine des coordonnées soit pré-
cisément le point où la surface gauche lieu des rayons de courbure, a ses 
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rayons de courbure égaux et de signes contraires. Il faut pour cela que 
la section faite dans cette surface par le plan des XY ait un rayon de 
courbure infini, et, par suite, que la distance de cette section à sa tan-
gente soit un infiniment petit du troisième ordre. Nous chercherons 
donc les deux coordonnées infiniment petites χ et y du point de cette 
courbe qui correspond à une valeur infiniment petite ds attribuée à 

l'arc s, et nous écrirons que le rapport1^ 11e diffère de sa limite pour 

ds — o, que d'un infiniment petit du second ordre. Les cosinus des 
angles formés par un rayon de courbure avec les axes des coordon-

nées, sont proportionnels à -y-p -yp -yy Pour le point qui correspond 

à une valeur infiniment petite ds de l'arc s, et en vertu des hypo-
thèses exprimées par les équations (A), les trois coefficients différen-
tiels peuvent être remplacés par 

(ώτ)0-' {-dFl^+lF-r' -ρ + -^ + ^-Γ; 

les coordonnées des points de la courbe sont d'ailleurs, en vertu des 
mêmes hypothèses, et en négligeant toujours les infiniment petits 
d'un ordre supérieur au second, 

ds, ο, a, 

en sorte que les équations de la normale principale sont 

\ ds1 j„ ( ds' }„ 2 V ds3 )„ \ ds1 )0 1 r. \ ds3 )„ " \ ds> ) „ 2 

C'est dans ces équations que nous devons supposer ζ — o, pour 
calculer les valeurs correspondantes de χ et de y, qui sont 

-
a
(^\ ds-ai^l) HL 

y 1 / diz\ j d"z\ ds'·' 

_ ~a Ll^ ).* + ,)» τ J ~ 7+* UQ. 
^ 1 jd'x\ / d* z\ ds' ' 
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et il faut exprimer que le rapport 
/ d^y d4 γ ds2\ 

- * {s )/' + (,if),τJ -7 + +{*) 

ue diffère de sa limite 

-„(¥) ' 

que d un infiniment petit du second ordre. 
Or, en prenant la différence de ces deux expressions et égalant à 

zéro le coefficient ds, on trouve 

1 jf/ \.\ itl\ +±(±L\ +α(*ίλ (¥A =0, 

et l'on en fléduit 

2 ρ \ ds* ) ο \ f/t3 / » \ ds* ) „ 

Nous allons exprimer maintenant les coefficients différentiels qui 
entrent dans le second membre, en fonction de deux rayons de cour-
bure de la courbe considérée, et de leurs dérivées. 

On a, pour un point quelconque. 

*■<0 H£) MST+OS)· 

En différentiant cette équation par rapport à s, il vient 

ι r/p d-jcd'.v d'1 y d y d2ζ d"z 
r? ds ds2 ds* ds■ ds ' ds2 ds* 

et si l'on suppose s = o, il vient, en vertu de l'équation [h), 

ι do ,d*z\ 
f' ds \ ds* /b 

On a d'ailleurs identiquement 
dx d '1.r dr d'γ dzd-z 
ds ds1 ds ds1 ds ds; 

L XV. — SEI'ÎEÏI-.RE ISV. 44 



346 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
On en déduit, par la differentiation, 

'·» \n?) + ( Λ. ) + {■&) +ï5f + £ïi-+ST = »· 

et, en faisant, dans cette dernière équation s — o. il vient 

< \ j d*x\ 'ï 

En différentiant l'équation (J ) par rapport à s, on obtient la suivante : 

( h\ a άίχ d!'χ s d'y diy .^d'z d* ζ dx d'χ dy d'y dz d'z 

et, en faisant s = o, il vient 

3 d*ζ d'x 

d'où l'on déduit, en ayant égard à l'équation (g), 

^ U·).- .. i· 

Pour déterminer les autres coeificients différentiels qui figurent 
dans l'expression de la longueur a, considérons l'expression de la 
seconde courbure de la ligne considérée. On a, en désignant par Si 
le rayon de seconde courbure, 

dy f d"'z d"χ d'x d'z \ dz /d'x d 'y d'y d'x\ dx ι d'y d3 ζ d'z d- y \ 

R Idyd'z dz d'y\' ! dx d1 ζ dzd'xY' /dy d'χ dxd'y\l 

Si l'on fait dans cette équation s= o, il vient 

1 _ ρ Wi3/«_ „ (d'y\ 

d'où 

(l) (±L\ =.L. 

Si nous différentions enfin la valeur de ™ par rapport à s, et que. 
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dans le résultat, nous supposions s = o, il viendra facilement 

I / rfR\ _ J1 \dsr)„+ 7' \77J„ W/£"J „ 

et l'on en déduit, en ayant égard aux équations précédentes, 

'»> (£).= -£(")λε;(2).· 

En substituant dans les valeurs de (a) les expressions des coeffi-

cients différentiels qui y figurent et qui sont données par les équa-

tions (e), (g), (c)(l),{m), il vient 

rT^TT 

ou, en chassant le dénominateur, et supprimant les facteurs communs, 

\ R ρ R J ds ù2 ds 

On en déduit dp a ρ — p-
dR~ Κα ' 

OR 
dp 1 d R 

ρ [a — ρ) a R 

et, en integrant, 

-^- = CR, 

Co = aCR — oCR , 

011, enfin, en divisant par pR, 

I=T-R' 

Telle est la relation fort simple qui doit exister entre les deux rayons 

de courbure d'une courbe pour que les normales principales soient 

en même temps normales principales d'une autre courbe. Si l'on sup-

pose la constante arbitraire C égale à zéro, il vient 

Ρ = °· 
44» 
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Les courbes dont le rayon de courbure est constant satisfont donc 
à la condition générale, et la longueur qu'il faut porter sur les rayons 
de courbure pour obtenir la seconde courbe dont ils sont aussi les 
normales principales, est précisément égale à ce rayon de courbure 
constant, en sorte que la seconde courbe est le lieu des centres de 
la courbure de première. Cette dernière proposition a déjà été remar-
quée par M. Bouquet. 

VI. 

indépendamment de la relation 

P-B = I' 

qui a lieu entre les deux courbures de l'une des courbes dont les nor-
males principales sont aussi normales principales d'une autre courbe, 
on peut en obtenir deux autres qui permettent d'exprimer les deux 
rayons de courbure de l'une des deux courbes en fonction de ceux de 
l'autre. 

Nommons, en effet, ds,, p
if

 R
( l'arc infiniment petit AB de l'une 

£ 

\ 

0 I 
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de nos courbes et les deux rayons de courbure. Soient ds
2

, p
2

, R,,, 

l'arc correspondant A'R' de la seconde courbe et ses deux rayons de 

courbure; désignons enfin par a la distance constante qui sépare les 

points correspondants des deux courbes. 

Si BO est la direction du rayon de courbure en Β, Ο le centre de 

courbure, AI la direction du rayon de courbure en A, l'angle A'AO , 

que forme A A' avec le plan osculateur OBA , est précisément l'angle 

de deux plans oscillateurs consécutifs de la courbe AB; il est «gai à 

^1· L'angle AOB est l'angle de contingence égal à ~■ 

Or, en désignant par χ l'arc B'K décrit du point Ο comme centre, 

et compris entre OB et OA , on a 

ds, : χ : : p, : p, — a. 

Mais, dans le triangle rectangle A'KB', 

x' = A'B'2 - A'R = ds\ - a2 ̂  : 

d'où 

Us] 

On aurait de même 

ds
2
 = —— l/ds\ — et2 '—, 

ou 

p, //ds,\a a3 

p, //ds,\a a3 

D'ailleurs, si l'on nomme Q l'angle de deux rayons de courbure in-
finiment voisins, il est facile de voir que l'on a 

t tacile de voi 

d'où l'on conclut 

Us, \ / 1 1 ' 
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et, par suite, les équations précédentes deviennent 

,- Ρ· ρ» R? _ fl 

Pi + R? = p\ <\P;+Ryj 

Telles sont les deux équations qui permettent de calculer /5, et R, en 
fonction de pt

 et R
2

. 

Dans le cas particulier où p, est constant et égal à a, les équations 
deviennent 

«= + RJ _ a1 

a' r; _ pl a2 \a] RJ/ 

et l'on en déduit sans peine, 

p2 = — a, 

R= = f 


