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VA AR AR

DES COURBES A PLUSIEURS CENTRES,

ou

DE 1 IMITATION DES COURBES CONTINUES

PAR LA REUNION DE DIVERS ARCS DE CERCLES;

Par M. ov HAYS.

Huygens, Camus, Frézier, Perronet, Bossut, Prony, Gauthey,
beaucoup d’autres géometres, et, en dernier lien, M. Breton, inge-
nieur des Ponts et Chaussées [*], se sont occupés de l'imitation des
courbes continues, par le moyen des courbes a plusieurs centres : au-
cun ne parait avoir remarqué le principe sur lequel repose toute la
théarie de ce genre de courbes ; un exposé sommaire de ce principe ne
saurait donc étre dépourvu d’utilité,

Toutes les cordes LL, MM/, NN/, fig. 1, comprises entre deux

~.

Fig, 1

cercles concentriques NML’ et [I'l”, et tangentes au cercle intérieur,
sont égales entre elles, et se coupent deux & deux en parties récipro-

{*) Description des courbes a plusicurs centres, 1846, in-4°.
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rfjuement égales :
Lo CLCENC, T e=NCy
v o BC=MG,.  L'C=MC;
7 Mo=vwo, nNo'=wmo.

i résu!}tgqley cette propriété que, si des points ¢/, O, C, comme
centres’,"'qifefs (fué soient le othbre et la position des ¢ordes, on décrit
des arcs de cgrcles en prenant les difféyents segments de cordes pour
rayons, ces arcs se réuniront sans jarréls, et auront leurs points de
jonction sur la circonférence NML' du cercle extérieur; cette circou-
férence sera donc le liew géométrique des points de jonction de tous les
svstcmes d’arcs qui peuvent étre ainsi décrits.

Or deux normales quelconques MO et NO, appartenant a une mémne
courbe, peuvent toujours étre considérées comme les segments de
denx cordes comprises entre des cercles concentriques, et si 'on veut
remplacer arc MN de la courbe par deux arcs de cercles qui aient
leurs centres sur ces normales, la partie MN de la circonférence exté-
rieure sera le liew gdométrique des points de jonction de tous les arcs
qui satisferont & la question. Si donc on choisit, sur le cercle extérieur,
un point L pour jonction des deux a;rl'cs, et qu’'on mene de ce point
une tarigente L1” 0 au cercle intérieur, cette tangente déterminera, par
son intersection avec les normales, les centres C et G’ des arcs de
cercles cherchés dont les rayons seront

MC=LC et NC=TLC [*].

¢n obtiendra le centre H des cercles concentriques, soit en com-
plétant les cordes MM’ et NN’ de maniere que

ON' = OM et OM = ON,

et élevant, sur le milieu de ces cordes, les perpendiculaires IH et I'H;;

[*] Connaissant I'un de ces rayons, NC' par exemple, si Pon fait MZ= NC/, et
qu'on ¢lgve la perpendiculaire QC sur le milien de C'Z, son intersection , avec la nor-
male MO prolongéé, déterminera immédiatement le second centre C; mais cette mé-
thode, quelque générale qu’elle soit, n’a pas avantage de montrer, comme les cercles
concentriques, toutes les solutions dont la question est susceptible.
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soit en retranchant MO de NO, et élevant les mémes patperdicilairds .
soit enfin en -divisant langle NOM':en deux: _partigs égales par la
droite IO, et élevant la perpendu,ulau'e KH sur le milien de la corde
MN. Ces quatre droites se couperont au méme peint H, et IH = 1'H
et MH — NH seront les rayons des seuls cercles concentrigtes ¢ui
conviennent aux normales donnees MQ et NO. Comme une courbe
quelconque peut étre divisée, par des normales, en tel nombre de par-
ties que 'on veut, et chacune de ces parties remplacée par deux arcs
de cercles, il s’ensuit que la courbe peut toujours étre imitée par un
nombre d’arcs de cercles réunis illimité.

Pour appliquer le calcul aux courbes a plusieurs centrés, on nom-
pp P o
mera la normale MO, m; la normale NO, 7; et 'angle NOM, 24 et
s g ?
'on aura la demi-corde '
NI = MI'= LI" = " 77",
ia tangente
10=10="""":,

les rayons

. o 'cu_ll., . 5
HI = HI' = HI" = - !
et

NH = MH — (u+m\’+(ﬂ—nu (ot P

i e e w

2
et 'hypoténuse

- n - Ill

OH =

251111

. de plus, on considere le triangle COC" avec le cercle 11'1" qui v
est luscrit, et qu’on nomme IEb tangentes CI'=CI", F; et (/I = (/1" ¢
les rayons CM = CL, R; et CL =N, r; etla différence des angles
OC7C et OCC, 24, on aura les tangentes

Y

Cl=Cl'=T="""cotn cot * -2,

Ry

Cl=0CT"= t:"—)——— cotacot—%;

37..
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les. hypoténuses - ,
RS : (¢ k) LLLL RN Ty

L ow—0 .l o i
"9sin . a2bin
2 L. o

(R —m) cota_
a8

les cotés.

_ a8 —
CO=R—~—r=7T4 t‘:’fz—‘m<cot'5—-:— cotm2 I _ 1),

n—um n—in

CO=R-—m=T+

o —d
<1+ cotacot—?—)=

et
n-—m n-—m

a3
CO=n—r=1t+ = , (1+cotacot‘+ ):
2 2 ‘ . 2

la corde

MN = y(r — m)* + 4 nmsin «,

et la perpendiculaire

— 2
KH = \/nmcos”a—}_— (” 5 m) cot® ¢;

les rayons
MC:LC:Rz'”-:”z—I—T:n_:m+’l~mcotacota_o,
et
. n — Y
NC’:LC’:r:’H_m—t: Tm mcotacota+o;
2 2 2
enfin
R—r_ R—m . m—r
sinoa  sinf@+06)  sin(x—2d)
n —m
=2 n—m\? Te 2
HI — (—~'2————> cot’q = I~
T+t
. 2
d’ou
— — — N\ 2 2
(T‘-”mJ—n-coﬁa)(t—n mcot%c):(" m) (C.OM),
2 2 2 sin «
et

n—m n—m n—m\?2 [cota?
R—m— — n—r— — = ; \)7
y 28In° & 2sin’e 2 sin o

[T} [ 1 ' IR NI N
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formules qui serviront & résoudre tous les cas qui pourront se pre-
senter.

On remarquera encore que les deux angles MON et MIHN sont
constamment égaux : on peut, par conséquent, faire passer un cercle
par les quatre points M, H, O, N, et le rayon de ce cercle est

HM _ (nm)+ (n—m)cota
2KH 4\/4nm cos?a + (n— m)? cot’a

La courbe 4 plnsieurs centres la plus fréquemment employ<e est
celle nommée anse de panier, qui représente une demi-ellipse; on
appelle courbe a 3, 5,7,9, 11, etc. centres 'anse de panier qui est
formée par la réunion de 3, 5,7, 9, 11, etc. arcs de cercles. Tl existe
une relation constante entre le nombre g d’arcs de cercles qui com-
posent la courbe entiere; celui p des centres nécessaires pour décrive
I'anse de panier, et celui [ des normales 4 mener dans chaque quart
de Vellipse pour avoir le nombre d’arcs voulu. Cette relation est
exprimée par les équations

8l+4=q et 41+3=p.

Suivant qu'on aura déterminé un plus ou moins grand nombre de
normales, la courbe entiére se composera de 4, 12, 20, 28, etc. arcs
de cercles, et 'anse de panier qui en résultera sera dite 2 3,7, 171,
15, etc. centres. On voit que le nombre des centres forme, dans son
accroissement , une progression arithmétique dont la différence est 4;
I’imitation de la demi-ellipse ne devrait donc pas donner lien aux
courbes a 5, 9, 13, 17, etc. centres.

Les valeurs précédemment rapportées s’appliquent a toutes les
courbes a plusieurs centres, sans exceptidn : si 'on y joint les données
particuliéres 4 chaque question, on en déduira avec facilité la solution
analytique de toutes celles qui pourront se présenter. On va terminer
par quelques applications des principes précédents, choisies parmi les
plus simples qui peuvent se présenter.

On n’a pas & considérer ici les conditions physiques, telles que
I’élégance des formes, la stabilité des voltes, la surface du débouché;
beaucoup d’auteurs en ont trait¢ de maniére i ne rien laisser & désirer :
on devra, A cet égard, recourir a leurs ouvrages.
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Prosiive 1. Imiter une ellipse, dont les demi-axes a et b soni
donnés, au moyen de quatre arcs de cercles semblables, ¢’est-¢i-dire
de go degrés chacun. '

Dans ce cas, les angles OCC’ et OC'C, fig. 2, sont égaux, et fe

I

.
IS

i oy

Fig. 2.

triangle rectangle COC’ est isocele. On a les normales
n=a e m=h;

les angles _
a=145" et Jd=o0;

cota =1, cot g = cot 22°30' =1 + 2 = 2,4142136,

et I'on en conclut
— b 2 3
HI =2 . et HD:\/fi-bw

2

2

b —-— b — &
R:‘H— 2 cot22°30' =g 4- 27,

2 Ve

et

b a—1¥b — 4
p=210 cot 22°30' = b — £~

2 3 V2

Pour P’anse de panier attribuée a Huygens, les données sont ies
mémes que dans ce probléme, hormis que les deux arcs de petits
cercles sont de r20 degrés et les deux autres de 60 degrés chacun, et
que ¢ = 15 degrés: ce qui donne alors

a—3

cot = cot 15°= 2 + V3 = 3,73205,

cotai—_—;—_—E = cot 30°= y3 = 1, 73205;
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et
: — vo  3a—b4+(a—b)¥3
R:('tlfJ,« q——»écotla": “ gl )V,
2 2 2
r:a_*-b._.a-iéc()t:_’)o”-:E_g-:—(“_b)\/s
2 2 2

Dans les deux exemples, la somme R + r des rayons est constamment
égale, dans le premier, 4 a -+ h somme des demi-axes, et dans le
second, au grand axe 2 a.

Prosrive [ Tmiter une ellipse, dont les demi-axes a et b sont
Adonnés, aw moyen de quatre arcs de cercles, tels que les centres et
les puints de jonction de ces arcs soient sur des perpendiculaires 1.C
ax cordes AD qui réunissent, dans chaque quart de Uellipse. les
exctrémitds des axes.

Bossut démontre, dans ses Eléments de Géométrie, que les condi-
tions de ce probleme rendent la différence de courbure des arcs de
cercles la moins grande qu’il soit possible; en sorte que le passage
d’un arc 4 autre ne saurait devenir, dans aucun autre cas, moins
sensible & ' ceil.

On a encore
n=a, m==0b, oa=45

. P 1
cota =1, sin®a = cos’a =t

Hl =GR = “=%, HD = \/“j” AD — 2 HR = ya' + P

et en considérant les trois triangles rectangles semblables AOD, CGD
et AGC/, on obtient

DO = b AD = ya@@ = B* -1 DG = W =HTVIEE .y o R,

AO =a  AD=vya® + b ;1 AG = "= ez b) TAC =,

d’ou Pon conclut

256
et
@t b — ja— b) Y@ b
2a ’
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Proerimr 111, Tmiter une ellipse, dont les demi-azxes a et b sont
- donnés, au moyen de quatre arcs de cercles, tels que les points de
jonction Lide ces arcs tombent, dans chaque quart de la courbe, sur
Lellipse méme.

Il est évident que le point L doit étre commun & Pellipse et au
cercle concentrique extérienr, qui est le liew géométrique de tous les
points de jonction possibles. L’équation de Vellipse rapportée i ses
axes est

a2J,.2 -+ b2x2: a2b2;

celle du cercle concentrique rapporté aux mémes axes est

[ a—b\2 a— b\ aiy b
) () =

2

Les valeurs de x et de y, coordonnées du point d’intersection L, sont
déterminées par ces deux équations, et elles doivent dépendre chacune
d’une équation du quatriéme degré , puisqu’un cercle peut couper une
ellipse en quatre points différents. Mais on connait deux de ces points,
A et D, pour lesquels on a

xr=a, y=o, et x=o0, y=0b;
on sait donc d’avance que les équations auxquelles on parviendra
seront divisibles par
(x —o0)(x —a) = x* — ax,
ou par
(= r—~b=r'—b,

et qu’elles seront, par conséquent, réductibles au second degré. En
effet, ces équations se réduisent 2

a+byfx* —a(@ —b)x —2a°b=o0

et

a+bPFy* +b(a— by — aab’ = o;
d’ou l'on tire

= 'z”(Za?b’j [(a —8) = Via + by + 4ab |

(AR TN ONEE P g Vi "
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et

e e = b= fa s b Gab).

;(tf—!— b)
Les triangles rectangles LQC et LP(’ donnent

R*=a*+ (R — b+ ‘)"}2
ot
rr=yt+ (r—a+ x?°

D'ou 'on conclut, en substituant et réduisant,

Y g b

el

a4 bpomla—bya o by 4 fab
, .
4«

Dans ces expressions, les signes superieurs sont les seuls qui répeii-
dent a la question; les signes inférieurs se rapportent au quatriem
point d’intersection de Vellipse et du cercle qui lui est étranger.

Les arcs de cercles qui composeront la courbe ont chacun tros
points communs avec l'ellipse; ils en auraient quatre, et, pav cou-
séquent, s’en écarteraient moins encore si, au lieu de lui étre tan-
gents aux extrémités des axes, ils la coupaient entre ces extrémites et
les points de jonction. Seulement alors les axes de la courbe obtenue
ne seraient plus égaux a ceux de Vellipse; le grand axe serait momdre
que celui de Dellipse, et le petit axe serait un peu plus grand. Ou
aurait la limite dans laquelle peuvent étre placés les centres C et (7
pour satisfaire a cette condition, en menant par le point I, une nor-
male LN a Vellipse; tous les rayons compris dans 'angle CLN jou-
raient de la propriété demandée. Pour calculer I'étendue de cette
limite, on sait que, dans Pellipse, la sous-normale

&
PN = — x;
at
done la distance N'A du pied de la normaie a Vexirémité du grand
axe est

e

I ?

. B
Tome XV.— JuiLLer 1350,
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et la différence C'N’, de cette quantité au rayon C'A =r, est

a —

az;bzﬁ""“’": %f”*-?’b-- Via + b2 4 fab | =r— 2.

On trouve de méme que la différence CN est

a’ - p?

—b A P
R—b " y:q@TBa+b~¢m+$P+4M]:%~R‘

Ces différences sont essentiellement positives, et il est fort remarquable

a’ b . R
que les termes ;- €t~ expriment les rayons de courbures extrémes de
Iellipse.
Provrime IV. Imiter une ellipse, dont les demi-axes a et b sont
donnés, aw moyen de quatre arcs de cercles, tels que leurs rayons R

et r soient entre eux dans le rapport des rayons de courbures extrémes
de Uellipse, ¢’est-c-dire 7 a® : b3,

On a toujours I'angle o = 45°, pour lequel

. I
coto =1 et sing—=-—.

V2
Substituant ces valeurs dans la derniére équation générale trouvée
ci-dessus, cette équation devient

(R—a)(b— r) = =2
On a de plus
bR =a’r;
d’ou I'on conclut
R (@ o+ B) = (@ — )y 5 5]
et
p= (0t 4 ) = (a— b) @ T 5.

La différeuce des rayons que donnent les conditions de ce probleme
est en général trop grande, et les courbes qu’elles produisent sont
d’une forme peu gracieuse.

ProsrLime V. Jmiter une ellipse, dont les demi-axes a et b sont

[ R . " [ R L N R R RA R P AN SN SR PSR [ e
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donnes, en partageant chacun des quarts symétriques de la courbe par
une normale MT, fig. 3, qui coupe les deux axes sous des angles

dgawx, et en remplagant chaque section du quart de la courbe par
deux arcs de cercles semblables, cest-a-dire de 22°30" chacun.
Les équations
8l+fL=¢q et 4l+3=p,

dans lesquelles [ = 1, donnent
qg—=12 et p=1;
la courbe demandée se composera donc de douze arcs de cercles, et
sera du genre de celles dites a sept centres.
Ayant formé, a I'un des foyers F, un angle AFV de 45 degrés, cest-
a-dire égal a celui que la normale doit faire avec les axes, et ayvant
pris, 4 partir de autre foyer, une droite

VE =AB = 2a,

qui rencontre en V la droite FV, si F'on éleve sur le miilcu de VI Ja
perpendiculaire SM, et qu'on divise 1'angle FMF’ en deux parties
égales, le point M appartiendra & Vellipse, et la droite MT sera b
normale cherchée , puisquelle est parallele a FV et que

FM + MF' = 2a.
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Par les méthodes précédemment indiquées, on trouvera les centres
H et H des cercles concentriques convenables 4 chacun des angles
AT'M et MTD; on ménera les tangentes CIL/ et C"H'L, de maniére
& ce qu’elles fassent, avec la normale MT, des angles égaux o de
22°30’ chacun; les intersections G, ¢, € et C” seront évidemment les
cenires des arcs cherchés dont les rayons seront AC”, 1.C", M(’ et
I'C =DC.

Pour appliquer le calcul i cette construction, nommant 7’ et i’ les
normales qui forment Pangle AT'M, #” et m” celles qui forment I’angle
MID, R’ et r', R” et r” les rayons cherchés correspondants, s la sous-

. be
normale de Pellipse, dont la valeur est — %5 on aura

at b .
Yo = Tk
L— b2
AT’:n’:aw\/i——_—[; et MT’:m’:;/—:[g;;
a2+ 2 a2_'_ 2
9. /e P X
: MT = n"—= —ﬂ—_i?_ et DT =15 + i_::-_—b;;
¢a2+_bﬁ \/(17—{—!)2

et en substituant ces valeurs dans les expressions générales rapportées
plus haut, on en déduira les valeurs de R’ et 7, R” et r”, et toutes les
autres circonstances du probléme qu’il faudra connaitre.

Il est toujours facile de calculer, par les procédés trigonométriques
ordinaires, la longueuar des rayons des arcs cherchés, et par consé-
quent de résoudre analytiquement tous les problémes du méme genre,
quelque compliqués qu’ils soient; il serail donc superflu de donner de
plus grands développements 4 une théorie qui ne saurait offrir aucune
difficalté dans son application.

On apercoit aisément que le polygone C, 7, ¢, C", A, quel que
soit le nombre des centres employés et le systeme de courbe adopté,
est toujours égal au plus grand rayon CD, et que si le nombre des
centres était infini, ce polygone deviendrait la developpante de la
courbe tracée.

Ce n’est pas seulement a I'imitation de Vellipse que s’applique la
théorie qu’on vient d’exposer; elle convient également, et s’applique
avec la méme facilité, & toute autre espece de courbes, ce qui n’'a pas
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lieu pour les procédés employés jusqu’a ce jour. Ainsi, par exemple.
Ja parabole est souvent employée dans les raccordements des routes
sinueuses | *]; il serait fréquemment commode de la remplacer par
des arcs de cercles, et sans rien changer aux formules générales qui ont

[*] On pourrait, dansce genre, se proposer le probléme suivant :

DPeur droites WY et M'T', lig. 4, étant données, réunir leurs extrémitss M et M por

Fig. 4. /""'

une courbe & trois centres, imitant une parabole dont I'axe soit dans la direction e
paralleles M, M'E'.

Elevant, parles points M et M', des perpendiculaires MD et M’ D aux droites donnees,
ainsi que d’autres perpendiculaires MN et M/ N aux paralléles ME, M'E’; celles-ci se
confondront avee les ordonnées de la parabole aux points M et M, et les premicres
avee les normales. [.a sous-normale s, dans la parabole dont I'équation est

yi=2ax,

est constammient cgale au demi-parametre a. Il en résulte que, si 'on mene NS et N5’
parallélement & MD et & M'D, et que si, par les intersections S et §’, on abaissc, sur
MN et M’'N’, la perpendiculaire AS’, cette perpendiculaire sera Paxe de la parabole i
imiter, et MP et M’P’ seront des ordonnées, puisque PS = P’S’ sont des sous-nor-
males s —= a.

Maintenant, gque, sur axe A8, on décrive une demi-circonférence qui passe , soit
par les points S ef G, soit par les points 8’ et G'; G et G’ etant tels ue

PG = - PM et PG =—=P'M,
V2 V2

on obtiendra, par sa rencontre avec Paxe AS', le point A qui est le sommet de la

courbe , puisqu’on a ausst

AP ou AP’:J:L-
2a

On tracera, comme précedeimmnent, les cercles concentriques H ct ALM, H et AL M,
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été données, cette théorie en fournit les moyens. Il en esi de méme
pour toutes les occasions ot les arts mécaniques ont i faire usage de
courbes qui n’exigent pas une précision rigoureuse, précision qui
serait d’ailleurs presque toujours difficile 4 atteindre.

qui conviennent aux normales AS et MS, AS et M’S’; et par un point C, pris sur axe
de maniére que sa distance P’ G a ordonnée moyenne entre celles des points L et 1,
soit & peu prés égale i s = a, on ménera les tangentes LG et L’ C” aux cercles intérieurs
H et H'; elles détermineront, par leurs intersections avec les normales AS', MD et
M’'C”, les trois centres C, C' et ¢” des arcs de cercles qui composeront la courbe
cherchée.
En prenant
AF='ps— ' PSS = 1s_:ia,
2 2 2 2

on a le foyer F de la parabole; et si Pon voulait imiter la courbe avec plus de préci-
sion , on pourrait diviser la petite branche AM par une et la grande branche AM’ par
deux normales; alors I'imitation se composerait de neuf arcs de cercles réunis qui
s'ecarteraient trés-peu de la véritable parabole, ct les équations qui se rapportent i la
parabole étant plus simples que celles de lellipse, on appliquerait le calcul 4 ce tracé
avec plus de facilité encore qu'a celui des anses de panier.

- s L
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