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Swate du Mémoire sur les applications die symbole [\7;) BE

Pax M. V.-A. LEBESGUE,

Membre correspondant de PInstitut, Professeur A la Faculté des Sciences de Bordeaus.

V.

Sommes alternées des racines primitives de quelques équations
binémes.

Les racines primitives de I'équation bindme x” =1 sont celles x qui
jouissent de cette propriété que x™ =1 ne peut étre satisfaite par
m < p. Cela arrive toujours en posant

27 Lo2m T
x:COS——-’*Slnf\«_I.
P P

Cest cette valeur qu’il faudra supposer & x dans les formules qu
saivront.

On reconnaif facilement que si # est premier & p, x” sera une
racine primitive; au contraire, si z n'est pas premier Py X" wlest pas
racine primitive. Il y a donc ¢ (p) racines primitives, en représentant
par ¢ (p) combien il y a de nombres premiers & p et compris de 1 4 p.

Pour p premier, les racines primitives, en nombre p —1, se distri-
n . / n .
buent en deux groupes: celles " qui donnent (l—) =1, forment le

. . n
premier groupe ; celles x* qui donnent (;) = —1, forment le second.

On peut admettre la méme classification pour p impair et égal au
produit de nombres premiers différents a, b, ¢,..., c’cst-a-dire pour

P=abc....

"]} #oyez le tome XII de ce Journal, page {g97.
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Soient donc
xP=1, P=abc...,
on posera

P
n"—_:A-; o -+ Bgﬁ +... (mod. P),

sous les conditions

P
A--=1 (mod.a), a=1,2,3,.,a—1, etautressemblables;

d'ou il résulte que n, divisé par a, b, ¢,..., donne les restes o, £, ¥,....

de sorte que Yon a ,
(5)= () 6) ()

De la on voit tout de sunite que
P

3~ =5 ()5 ()

et comme

29 . 27

x:cos—P——i—sml—)\/—I
donne

P

xe= cosiafﬂ—sinzaf\/——xzx,, doi 2" =1,
et

P

. 27 . 27 P s 1 b

L= €08~ + Sin — y— 1 = Xy, d'on &l =1,

et ainsi de suite, on aura

2 (%)krmn—_—z (2) xr;lr\y.z (g) xl;lBﬁ.
Mais, comme 'on a
/ a—l mA fa—1\*
S(2) s =Tve B (e (2)5) v,

uu calcul tout semblable a celui du § TV donnera

P—r1\*

S (3)e= (55 e
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il faut remarquer que cette guantité serait nulle si Von avait m non
q
premier a P, car un des facteurs de la somme serait nul.
Pour Véquation x4? = 1, ou P= abc... est le produit de nombres
2
premiers différents, les racines primitives sont données par Pexpres-

sion 2™ ot m est un nombre impair premier a 4P et plus petit. Quant
2 a, c’est, selon la convention,

27 2w T

x:(:054p+sm4pv—-1.

Si Yon partageait les racines primitives en deux groupes déterminés
par les relations

m .
(F) - -~ 1 pour le prermer groupe,

™\ : le second
7 = — 1 pOlll € seconda,

\

on verrait gque, dans la somme
J m
— a\"lq
2 (5)="
. m ’ . .
tous les termes ou ($> — 4+ 1 se détruiraient entre eux, parce que,
x” et xm+>P appartenant au méme groupe, on aurait, a cause de

b —
xt = —1,

xm 4 xm+2P = o.

Pour déterminer les denx groupes de racines primitives x™, on
prendra donc
m—I

[ —— 2 m - 2l Y, 3 3 -
(—1) )= -+ 1 pour le premier groupe.

m—1

(—1) ® <%> = —1 pour le second.

On veconnait alors que x™ et xm=—2F appartiennent a des groupes
différents, de sorte que les termes d’un méme groupe ne se dé-
truisent plus entre eux.

Dans ce cas, on posera

n="P) + Z;Ago. + Z;B%ﬁ ~+... mod. 4P},

Tome XV. — Jory 1850. 28
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sous les conditions
. . P . . .
A=1,3, [[PEEI (mod. @), a=1, 2,3,...,a —~1¥, et ainsi des autres,

Un calcul tout semblable i cefui du premier cas donne

n-—1 Pi—

—_— ’ - —_ k 4A£)mo<
Z(_]) 2 xlnnZZ(_l-) 2 xP),mZ (g)x a el

le premier facteur du second membre, en y faisant X =y, ) — 3,
devient

P P M-

{(—1) 2 (sinlng-—sin&n;—r) V—1=oa(—1)2 (— 2 V—1,

el, comme tous les autres facteurs donnent le produit
w55
- m AT 5 N
(5) AN \/Pr
P—y (p—l)
P —_. 20—} -+
en remplacant (—1) 2 | par ¢ \ 2 » ON aura
m-—1 ni -1 (P"i“])i
—_— m\ \ "3 P
(5) (=) T = (=0 (2) i\ g

Le second membre devient encore nul quand m w’est pas premier
ap.

Pour I'équation 8P =1 P — abc...,a, b, c,.., premiers et diffé-
rents, les racines primitives x™ ne peuvent étre partagées en deux
groupes ni au moyen du symbole (%); ni au moyen de celni-ci

n —t

. m - '
(—1) 2 ($> » car on verrait dans chaque groupe les termes se de-
 F

truire deux a deux. On fera

m? -~ 1

/ g m\ __ ] .
(—1) (.-}; =1 pour le premier groupe,

(— I)._{, (ﬁ) =—1 pour le second,

P [ e L K R AT Lo e g Vi I
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ou bien encore

m—1 i
5 <ﬁ> —  pour le premier groupe,

("'I) ! P

m—1 +nﬁ——1
Sy (e = e sec
(=1 (1_) = —  pour le second.

\

Dans ces deux cas, on posera

n=Pr-+ 8A§a.+ SB% £ +... (mod. 8P,

sous les conditions

: ) P n o

== 1,3,5,7, SA-=1 (mod. @y, *=152> 3,y @ — 1, ctumst des autres,
a

ot Pon trouvera, dans les deux cas,

nt—1
2(,_, ]\ 8 kﬂ) xmn
4 P

(P Ay —1 L ¥
o . 5 ..P; fi 18A'””’”
_,Z( 1) x '"‘2 Ka) x

n—1 n*—3

3 (- N (2) 2

/

Pa—s (PP —1

P
:::S(“Wf_T_ﬂm77"'xPun:£(%>1ﬁA;m7‘u_

et comme lon a

X == cos27T + sin i
=g gp VT

d’ou
xP= cos + sin Ty —1
4 4 )
| .a substitution des valeurs de X donnera, pour le premier facteur,
(P —r

Ek__[) R P

pr—1 Ay
(=) 8 ¥ (=17 (cosf).m 4 sin > Am «--ﬁuf)
( Z( / X 4 I \

i

P —:
Q(——I)T (cosm%— coanz;\
- 4
= 4(—1) 8 sin m= sinms-
49..
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et de méme
Pa—, (Po)y —x

._+ T

2(._ l) 2 8 aPam

P— pPr—; J—1 1y

= {—1) 2 Bof(—=1)>2 8 (cos%)\m—i—sing—'lm V— 1)’
1’—1+P’-r
=2(~1) 2 8 (sinm%—i-sin?)m%) V—1
P—r  p:_,
’ Ve . T ————
=4{—1) 2 8 smm—;:cosmi\/~1;
mais
n~1 iz nm—1 +m"——1 o
. I3 R a . —_—_—
Slnm~:(——]) 2 s San:L7 Slﬂ”lz:(—l) 2 ] L7
2 4 2 4 2
cos - v cosm?_ ( I)m*fflI %
D 5 T —— 7 — {—
477 2 4
Dailleurs 1e produit des autres facteurs donne, i cause de § — 2.4
P2
2 ; —a
et (ﬁ) ::_l) 8 yecey
v P, (P—x)
8 /m\ \"§ 5
=0 (5 TR

de I, pour produits définitifs

w1 mi—y P—1

(c) =0T () e m () i(T)zm,

m—1  md M1 m?_y P :
N\ Ty (m ) 2 g (m (%> qp
(d) X(=1) (F) X = (—7) )i V8P,

Si 'on convient de représenter par p les nombres P, 4P, 8P, 8 P, selon
les cas et de remplacer les symboles

m— mi— g m—i m?—

() 0T (5) TG

s

3 . n . .
par le symbole unique [;], suivant les cas, on aura plus simplement

“m
2|,
Pyr\:
‘m ! miy\Ta ) - < .\ )
Z — X = |y vp, deuxiéme et quatrieme cas,
P P
Ces sommes sont nulles pour m non premier i P.

P—r1\:
=1 () - . .
XM — [~] I * 7 \p, premier et troisieme cas,
P,

{a’)
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Dans ces formules on peut distinguer deux cas, selon que i =y — |
reste ou disparait :

1 P=4Q+1, 4Q—1, 4Q-41, 4Q—1, i disparai,

2% P=4Q—1, 4Q-1, 4Q—1, 4Q+1, iresteala premiére puissance.
- . A .

Or, si Pon appelle A les nombres qui donnent L;—] =1 et B ceux qui

B . . . . ,
donnent == le premier membre des équations (a’) tant

\

; 2 2z i 27 W TN
Zco:, Amp ECosBm - +<ZsmAm P Zsm Bm /,>\/ 1.

on aura, pour les cas ou / disparait,

i 2 an m -
cos Am — — cosBm-—:l—-l ‘n.
2 P Pl BARIR

E;

. 27 . 27
zsmAmé —2 sinBm=— = o,
r r

et, pour les cas ot1 7 reste a la premicre puissance

27 27
‘ZcosAln— —Z cosBm— = o,
([)’7) ‘ P r
\

m

82 sin Am 91)_7— —2 sin Bm 2; — [; vp-

Rien ne serait plus facile que d’obtenir les sommes

2 27 . 27 . 27
Zcos Am=", zcos Bm =, Zsm AmZzZ, Zsm Bm>Z,
P r P I

car ’équation connue aux racines primitives a pour coefficient du
second terme, pris en signe contraire,

. 2 , R 27?\ S
—}-(Zsm Am—;ﬁ—ZSmBm-»/T) V=1

27
)

2%
E cos Aim— +E cosBm-
P 1
on a donc toujours

. 2w . 2
Z sin Am — —+—Z sin Bm Z— = o.
P r
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Pour les trois derniers cas (4P, 8 P), le coefficient du second terme
est nul, car, comme on I’a vu, les racines se détruisent deux a deux;
on a donc

2T 2
Zcos AmZ —6—2 cos Bm2Z — o.
P P

Mais, pour le premier cas, ce coefficient, pris en signe contraire, est

+ 1, selon que les facteurs @, b, c,... sont en nombre pair ou im-
pair (voyez le tome IV des Anciens Exercices de M. Cauchy); ainsi

27 2%
EcosAm? —l—ZcosBm»}—)— = =+ i.

On a donc tout ce qu’il faut pour obtenir les quatre sommes.

i.es formules précédentes se trouvent dans la seconde partie du
Mémoire de M. Dirichlet sur les applications de I'analyse infinitési-
male 4 la théorie des nombres (Tournal de M. Crelle, tome XXI). On
peut aussi consulter les notes du grand Mémoire de M. Cauchy sur Ia
théorie des nombres, 1830 (Mcmoires de I’ Acadeémie).

VI.
Seconde application. — Des diviseurs de z* — D.
ProerLiME. 7 rouver les diviseurs de z* — D?

La solution est donnée dans les n® 147-150 des Disq. arith. En

voici le résumé nécessaire pour l'objet principal de cet article. Le

a

svmbole <Z) facilite beaucoup l'exposition.

1l sera seulement question des diviseurs impairs premiers a D dans
le cas de D nombre positif ou négatif sans facteur carré. Tous les autres
cas s’en déduisent facilement. On supposera

D={—1)2fP, P= abe...r,

# sera o ou 1 selon que D sera positif ou négatif'; 8 sera o ou 1 selon
que D sera pair ou impair. Quanta P, c’est le produit de nombres

oo 1 Vi [T PURE i X
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.., r3 il est de forme 4Q +1 oubQ — 1,

premiers différents a, b,c,.
r de forme 4K — 1 sont

selon que les nombres premiers @, b,c,...,
en nombre pair ou en nombre impair.

1. Un nombre premier impair n est diviseur de z* — D si Yon a

(DY
(_> =1,
n
et il ne lest pas (il estnon diviseur) quand on a

=

i

Ces conditions expriment, en effet, que D est résidu ou non-résidu

quadratique de n.

2. Si Pon pose
Oon aura
Fu effet,

ef comme

ot

on en tirera

(%)= I e ()

n

% 1 expressi b
3. L’expression {~ ) a quatre valeurs qui cor t‘ebpondenr ainsi qul
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suit aux diverses formules dez2— D:

i DI:P:[}Q-{-I, [D:P:4Q~I,
[ JP=—P=—(iQ—y), D=—P=—(4Q+0),
D> o, ‘ » Ty
D<o, | (13)’ (=1) (§>
(2. | (D=sP=2(4040), D=aP=5(4Q—1),
7 /30‘ D:~2P:—A(4Q-I), 4°. D:—zP:—-z([;Q—: [,
{ (=0 (3): (=0 T (7).

Cela suit de la substitution des valeurs de ¢ et g

4. Les diviseurs premiers n et les non diviseurs se trouvent par les
formules suivantes. Posez

° I P .\
1°, 72:A;a+...+R’~_p (mod. P),

()= () ()-(2)

. n=4ACa .. 4R 7o +SPs (mod. 4P),

n—it

ST =) (1))

. n=8A a4+ 8820 1 SPs (mod. 8P),

IR =R G)-0)

i n=8AZo+..+8R%) + SPs (mod. 8P},
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sous les conditions suivantes :

P by - e 1
AEEI (mod. a),..., R-=1 (mod.r), 2=1,24,a =15y p=17 S
@ r

4

P —y —
4A-=1 (mod.a),..., 4R-=1 (mod.r), a=1,2,.,a—T., p==I2 71
-

a

SP=1 (mod.4), v==1, 3;
P .
8A- =1 (mod. a),..., «a=1,2,3..,a —1,.;
a
SP==1 (mod. 8), ~=1,3,5,7.

Il suit de ces formules que n divisé par a donue le reste a; que,
divisé par b, il donne le reste 8, et ainsi de suite; que, divisé par 4
(deuxieme cas), il donne le reste o5 que, divisé par 8 (troisieme et qua-

s . \ D .
trieme cas), il donne le reste ¢. De 1a la valeur de (;) Si Yon veut
n—1 n*—1 !

— =% (D .
donner au symbole & > ¢ ¥ <~”> la valeur 3, il faudra pour le pre-

mier cas que, parmi les facteurs (f\ > (§>77 (P> » il 'y ait un nombre
a b r

pair de facteurs —1; or, pour avoir, par exemple .

/1\)_ 1
o)==

il faut que « soit non-résidu quadratique. 11 faudra donc que, parmi
7, (3,..., p, les non-résidus quadratiques des modules correspondants
a. b,..., rsoient en nombre pair. Pour le deuxieme cas et les snivants,

71 50— 7—1T1 st

la regle sera la méme siles facteurs (—1) » , (—1; § ,(—1)» 8
sont égaux & -+ 1. Mais si ces facteurs étaient ¢gaux a —1, il faudrait,
au contraire, prendre les non-résidus en nombre impair.

Ces formules conduisent a la proposition suivante.

3. Les diviseurs premiers z dec z2— D sont renfermés dans des for-
mules lin¢aires qui sont, suivant les cas:

1 P+ A, 2° 4Px+ A, 3% 8Pa - A, 4% 8Px -+ A,

les nombres

A<LP, A < 4P, A <8P, A <8P,
Tome XV, — Jrix 185%. 29
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étant au nombre de

79(P)y ¢(PY=49(4P), 20(P)=1¢(8PF), a2¢(P)

De méme, les nombres premiers z non diviseurs sont contenus dans
des formules linéaires :

1. P+ B, »° 4Px + B, 3° 8Px -+ B, 4° 8Px -+ B,

B< P, B<4P, B<8P, B« 8P,
en nombre
39 (P 2 (P), 2¢ (P), 2¢ (P

Il faut bien remarquer que A est premier a P, ou 4P, ou 8P, selon
les cas, et de méme pour B; que les nombres A et B forment entre
eux tous les nombres premiers 4 P, 4P, 8P, selon les cas. Quant a
¢ (P), o (4P), 0 (BP), ils indiquent respectivement combien il y a de
nombres premiers & P, 4P et 8 P. Comme il est trés-facile de voir que
les formules Px + A, Px + B, etc., sont en méme nombre, on en
conclut { ¢ (P) pour le nombre des formules Px -+~ A aussi bien que
pour le nombre des formules Px -+ B, et de méme pour les autres
cas.

. .. ] /D ‘DN /D
6. Pour tout nombre composé impair N=nn', (<) = (= /~—, yeees
N R \\Il
ainsi tous les diviseurs composés impairs sont nécessairement contenus
dans les formules

‘A) Pr+ A, APx+ A, 8Pxr -+ A. 8Px +A,
qui contiennent aussi des nombres composés non diviseurs.
Au contraire, tous les nombres composés compris dans les formules
[B) Pr+B, 4Px+B, 8Px+ B, 8Px + B,
sont nécessairement non diviseurs.

7. Si les nombres des formules (A) sont dits de premiere classe et
ceux des formules (B) de seconde classe, tout nombre, décomposé
en facteurs, sera de premiere ou de seconde classe selon que le nombre
des facteurs de seconde classe sera pair ou impair.

e ' 11 [ (I IR R PR T PR SR TR NSO [ n
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. Sownt
a, a, a’,..., tous les nombres de premiere classe;

b, b, ¥,.... tous ceux de seconde classe;

les produits
am, am, a’n,....

bm, ¥m, b"m,...,

contiendront aussi tous les nombres d'une méme classe, savoir, de
premiere classe quand les deux facteurs @, m ou b, m sont de méme
classe; et de seconde classe quand les facteurs @, m ou b, m sout de
classes différentes.

Cette vemarque conduit a la formation des sommes alternées pour
les racines primitives des équations binomes

xP=1, xzi*=1, x8F=r1,

dont il a été question dans le § V.

ViI.

n—1 nt—1

—_— —n\ 1

De la somme V:Zo“ 2z 8 (f’) =

Cette somme renferme quatre cas. Dans le premier d=1,:=1,
elle s'étend & tous les nombres 7 pairs ou impairs premiers a4 P. Dans
le deuxiéme, elle s’étend & tous les nombres impairs premiers A 4P
dans les deux derniers, & tous les nombres impairs premiers a 8P,

1 1
22
en représentant par A tous les nombres de premiere classe et par B
tous les nombres de seconde classe, ces nombres étant calculés par
les regles du § VI.
Cette méme somme se presente dans la recherche du nombre des
formes réduites (quadratiques binaires) avec celte seule différence

Flle n'est autre que

. ‘n\ 1 .,
que. dans le premier cas, la sommez ( Q - gétend aux seules va-

20)..
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leurs impaires de n premiéres a P. Or, si I'on désigne cette somme
ainsi limitée par V', en conservant V pour le cas on la série s’étend
aux valeurs paires et impaires de 7, comme Pon a

21.'\1_12 AN
7)o =2(3) ()5

on reconnait tout de suite que F'on a

7

V=L o v [imt (3]

et c'est, en effet, par cette derniére formule que M. Dirichlet calcule
V" au moyen de V.

L’expression
1 I
25
est formée de parties telles que
1 1
]7;:_—;; —2 Y2 b.’
en mettant, suivant les cas, ppourl, 4P, 8P,

Les parties
X 1

;:z' T 2 pr—+b ’
sout I'une et I'autre infinies et sensiblement égales a

1 T
P e 3 - Y

(les sommes sont prises de & = 0 4 2 — o ), mais la différence

I 1
pr +a mipz b
est finie et s’exprime par arcs de cercle et logarithmes, et il n’est pas
nécessaire pour cela que a et b soient des nombres de classe différente.
L’identité

ol

T—x?

" ) .Z‘k['
:x“—'[x—+— XP -2 - pthne ]7

1I—xf
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donne

vl ,'If“l“‘d‘lt I 1 1 1 1 Ikp:u-——xdll,
,’._7) —_— —+ i = + __A A_,,,,,,;,’__.,, + .,,’,;,-.
, 1T a pta op+-a { —1p-+a o 1~ T

Mais la somnme

5 =%
P

pz-}—a
z2=0

ost infinie, et on ne peut négliger le reste

f‘ Lot dx
r T
o 1— xF

1} nen est ptus de méme quand on considere Pintégrale

1t . pbt
f (« xb )d:c.
o 1— &P

()n peut sans inconvénient négliger le reste

f 1 gkp (J.‘“’_‘ — .Z'b") dx
Qo '

car on a, en supposant @ < b,

@t pd—t b . : v gl
f__.-L — x} = — x“"“ l+ .':,L'.ﬁ:.f;,—t‘,',' L ‘
1— &P 1— x? 1+x+...+xl""

o

de sorte que ¥ intégrale précédente est toujours inférieure a

1
1
f ot dx = o
o kp+a
que le nombre indétermine k rend aussi petite quon voudra.

On voit donc qu’en représentant par. )‘ (ac) la somme

St Tt

en mettant pour A tous les nombres de premiere classe inférieurs & P.
4P ou 8P selon le cas, et de méme pour B les nombres de secone
classe inférieurs 2P, 4P, 8P, 0on2

l lr fla)dx

pf——
] —

V=
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Cest la premiere des méthodes dues a M.
simple de calculer ], somme V par

La décomposition en fractions rat

TIQUES

Dirichlet, 1) est tout aussi
parties.

ionnelles donne, comne Pou sait,

. 2 2
—t ’”*”cosam—~x—cos(¢z—~1)m—1
A . I ’ y2
l—zr ™ 74 , 27 ’
— F—2c08m " 5,
de plus, Ia fonction souys le signez est égale i
25 ( 27:') , 2 27
COS am ——_ X — COS ny Sin aom —- Sin 7 —
2 r) r_
g 27 !
x’~2cosm~.z-+r x’—~2cosm\.z-+1
de sorte que I'on 4
m=p
Fridy T 27 4 2 27 )
— =T Zcosmn — log (.x —2cosmZ 4 | )
I — 2p 2p p ¥z
0 S
Ht=— |
. 27 0
m=p 8N L\
t . 2r
+ - Z S am == ape tang — ~‘~\pq~_ )
Pm*l g I—zcosm="
= P
et, par conséquent, pour x =,

m=p
Pz gy
1 gp

1 2T . ™~
~—Zcosam~logzsm m=
) P

m-—p
m:p
1 . 2w [ man
-+ ~2 Sin am ~(~~ &)
Vg P \2 P
m=ri
Si, dans |

a formule identique, par le déve]oppement,.

m:,7
(A) COS (2p 4 1) k= cos 4 2 sin 4 2 sin 2 mk ,
m—_=7q
on pose
ar
k pmy \T.)
. P
il en résulte

2 —=p

mo—=q

Vit gae oy Lo gy,
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et de meme, la formule

m=—=p
(B) sin(2p + 1)k =sink + 2sink 2 cos 2 mk
n=1
aT
donne pour & = -
m=p
Z cosam — = 0,
m—=1
ce qui réduit I'intégrale précédente &
m—=p m=—=p
s Pl ar Vdx I 27 . T i . 2
(G / — = — - 2 cos am — log sin m — — — E msin am
Jo 1P p P VN 4 P
m=—1 m=1I

On pourrait encore simplifier cette formule, la différentiation de la
formule () donnerait

nl:/)
: sin am 2% = _ ¥ .
(DY . E msin am > = 5 cot ap
m=1

Avant d'appliquer ces formules au calcul de la somme V, il est bon
de donner deux formules qui serviront dans la paragraphe suivant.
Si, dans la formule (C), on change pen p —a, on aura

2w ! \ 2w
cos am — — Cos(p —am-—,
P 2

et la soustraction donnera, au moyen de l'équation | D),

Z=w =0

It
(=]
5y
|
<

Si, dans cette formule, on change p en 2p et que 'on double les

deux membres, puis que de cette équation on retranche la précédente
mewmbre 2 membre, on aura

(—1)* (—1)° T
D e e Tt

prrp—a P sinal
P

Ces deux tormules sont d’Euler (Zntr. in Anal., n® 178"
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Voici maintenant le calcul de la fonction V.
Premier cas. T) > o.

Pour ce cas, a et p — a appartiennent 4 la méme classe
. 27 . 2
sin (p — a)m=— = — sin am —:
g Y

donc, dans la réunion des intégrales (C), les secondes parties se dé-
truisent, et si, dans la sommation des premiéres parties, on réunit
les multiplicateurs relatifs & une méme valeur de m, il suffira de re-
marquer que le cas D > o dépend des formules (@) du § V pour

avoir
v=-23
vp

‘m log sir mr
Pl
Cette formule renferme les quatre de M. Dirichlet, mais il faut mettre
pour p, suivant les cas,
P, 4p, 8P, 8P,

“m
el pour [ — ‘,

wa

n~—-1 m— m—1  mt—

T O

AN /

Second cas. D < o.

Pour ce cas, a et p — a appartiennent i des classes différentes.
Ainsi, dans la réunion des parties qui forment la somme V, les pre-
mieres parties des intégrales (C) disparaissent; de plus, c’est ici le cas
des formules (a”) du § V, de sorte que 'on trouve

V= — [ﬁ] m
Wp) 2 p1
qui contient les quatre formules de M. Dirichlet, en remplacant p

et

m P
—l par leurs valeurs correspondantes aux différents cas.
s

1’emploi de la formule (D) donnerait

V=" cot AT
r 2 P



PURES ET APPLIQUEES. 233
l.e nombre A est de premiere classe et moindre que P, 4P, 8P, selon
les cas.

L.a comparaison de cette formule, qui peut étre nouvelle, avec celle
de M. Dirichlet, donne

Seotal=L3[%]m.
P vp _P

Un cas trés—particulier a é1é exposé dans le tome V1I de ce Journal,
page 143, équation (14).

VI,

f.a sommation de la série V peut se faire encore par une autre me-
thode fondée sur la sommation de certaines séries.

Ainsi, pour le cas de D <o, la sommation rapose sur une propriété
remarquable de la série

Elle est nulle pour x = 03 puis entre o et 7, elle prend la valeur 4
Elle est nulle de nouveau pour & = T; puis de ma a7, elle prend
k13 . . . e .
la valeur — P et ainsi de suite périodiquement.

De cette série on en déduit une autre,

@ n—1

2(__1) S cos(2rn+1)%

oAt

[\]

4

N g
Entre & = 5 et xr = 32 la valeur est —

\ ™ ™
Dex=o0ax=_la valeur est %, pour x = > la valeur est nulle.

™

4

- 3
» pour x == 3 S la valeur

et nulle.
™

4

. 01 . - . ;. -
Entre x =3 - et x = 27 la valeur est - et ainsi de suite périodi-

gquement.
Tome XV. —Jux 1830. 30
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On en déduit encore les deux formules

nt

2 —1) sm(zn—}—x)x
271-1—;-7
-1 AP—x
__Z(_l =t cos(2n+1)i¢-’
2741

qui prennent les valeurs suivantes :

s, s,
Deax=0 3 x:Za o, ,_J:/:;
242
Dexr=" 3 2x=13F, T 0;
4 5 2‘/2’ 2

De x:'}i a x:5§7 o,
4 : 24/9

T ey ™
De -1:5Za x=7z7 éh\/;- o3
De x =174 =287 c T
IS St & e

On pourrait croire, d’ aprés ces énoncés, que les séries précédentes
sont des fonctions dlscontlnueb, et c’est, ce me semble, Popinion
recue le plus généralement. La discussion de cette question sera ’objet

d’un Mémoire particulier.
Ces propriétés de la fonction

sin '>n —+ 1'
SOVC z 2n -1
sont trés-faciles a établir.

Comme
p{x + 2M) =gx et 9+ m) =—9ux,

ii suffit d’examiner les valeurs de 2 — 0ax =m Or,silon pose:

m
4q’

m étant un entier impair moindre que 4¢q,

X =

la substitution donnera, en
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réunissant les termes ou les mémes sinus reparaissent ,

e —1) ’
pix) = sin g [2 it Z4f/l+4]q—l]

mmw A (— »
+ 8in 3 — [2471—1—- 2471%—41!]73]

. \mA )
+sin (29 — [24(114—2(7—' 24—774?'/-#1 I

Or, d’apres la formule d’Euler donnée plus haut, on aura

.. mrw . L,mm mw
51n1——4 sm3———4( sin{2¢ — 1)/.
- & /
o(x) = - 1 4 AT )
: / 4q . 3 . I . =
sint - sin 3— sinf{ag —1)
b bq ‘ 19
Bour m = 1, on a tout de suite
™~
g(x) = >< q = 4—

. ™ .
Pour les autres valeurs de m, on trouvera encore - en raison des
..'.

deux formules

sinf2 k4 1)«
iU 2(Cosaa + cosfa —+...+ cos » ka),

sina
sin 2 Aa : .
: =2 [cosa + cos3a +... cos(2k — 1) al.
sm -
.. .mg
SIn ¢~

Par la premiere, on développera les termes —-, et par la seconde .
sin / »;—-
449
ou simplifiera le résultat. On pourrait aussi supposer m pair.
l.a valeur de ¢ (x) ainsi obtenue, le changement de x en a -

donnera

n—I

, ’ ~ 7' — N L " “’"fﬁ,f‘”
¥ {JC - ').,) o p(x)__Z( ,) :’.”“_.T o
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De méme, si 'on pose
] sin nx
6x)=N(—1) 8 —

n—y1 nte—x

£ (.7c):2‘(—1)_2——‘~ 8 COS”M (7 impair ,

on trouvera

d’ott I'on déduira

G(x):vl_;[q: (.Z‘—l-% ——qo<x+3%>_

et, par suite, les valeurs précédentes.

Cela posé, les formules du § V, relatives au cas de D < o, donnent
n\

pour valeur de (P ) {premier cas),

#Z <'—;—> sin nL'gﬁy

on aura pour la série V,
1 m 1 . amm
V= VI;; E (T?) E ; sin 7z —P-'

iy 13 )
i ou — i selon que I'on a

sin nx . .
Or la valeur dez — pour n impair est

P P
7 - —
n<2 ou >2

Soient m' et m” ces valeurs, on aura donc

7

V=l 2(6) -Z(F));
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et comme, pour ce cas, P = 4Q —1, m'=P —m/, (’% ) = — (";) )
Ve T <l”_'>

2 /P 2 P
On trouverait généralement

n m’
V=sF25

9

en ayant égard aux valeurs de p et [’%—J

Le cas de D > o ne serait pas plus difficile 4 traiter; il suffirait de

partir de la formule

s(onm 4+ 2
chos(zz l)x:—;—log (\COt ;)

e an -+ 1

Voyez pour plus de détails les §§ IX et X du Mémoire déja cité de

M. Dirichlet, sur diverses applications de Vanalyse infinitésimale

2 la théorie des nombres, deuxiéme partie, Journal de M. Crelle,
tome XXI.



