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SUR

QUELQUES APPLICATIONS GEOMETRIQUES

DU CALCUL INTEGRAL;

Par M. Wnuan ROBERTS.

I.

Tous les géometres connaissent la courbe enveloppe des perpendicu-
laires menées aux extrémités des diametres d'une ellipse [*]. L’arc de
cette courbe (M. Talbot 'a montré le premier) s’exprime par une
tonction elliptique de premiere espéece avec 'addition d’une partie algé-
brique, et le périmetre entier est donné exactement par la fonction
compléte. Dans un Mémoire qui fait partie du tome X de ce Journal,
page 177, jai considéré la courbe qui dérive de celle de M. Talbot
d’apres la méme construction que cette derniére dérive de Vellipse,
et encore la série de celles qui se déduisent les unes des autres en con-
tinuant le méme mode de génération. 1l résulte d’une formule que
jai obtenue, que la rectification d’une quelconque des courbes de
cette série dépend de fonctions elliptiques des deux premiéres especes,
ayant toutes le méme module, savoir I'excentricité de I'ellipse primi-
tive; Pexpression pour un arc indéfini contient toujours, bien en-
tendu, une quantité algébrique, qui s’anéantit lorsqu’on prend la
valeur du périmeétre entier.

Je vais démontrer, dans cette Note, une propriété assez curieuse
des périmetres de la courbe de M. Talbot, et de celle qui la suit
immeédiatement dans la série dont il s’agit.

[*] On doit & M. Tortolini d’avoir trouvé équation de cette courbe, qu'il a pre~
sentée sous une forme trés-symétrique. (Journal de M. Crelle, tome XXXIII, page 93.)

Tome XV, — Juix 1850, 27
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11.

Soient deux ellipses ayant le méme grand axe et dont les excentri-
cités b et ¢ sont complémentaires, en sorte que

b+ c?*=1.

Conservons la notation de notre Mémoire, et désignons par S_,, S_,
les longueurs des quadrants des deux premiéres dérivées de Pellipse
a Pexcentricité ¢; et soient 3_,, 3_, les mémes choses par rapport a
l'autre ellipse 4 I’excentricité 4. En prenant pour unité le demi-grand
axe commun des ellipses, voici la formule qui contient 1'énoncé de

notre théoreme,

1 1 3x
Z S_, 2_2 -+ L— Z_, S_2 = —2—'

Pour la démontrer, reportons-nous au tome X de ce Journal,
page 183; on y trouvera pour S_,, S_; les valeurs suivantes, expri-
mées en fonctions elliptiques complétes,

S.,=bF(c), S,=3E(c)— 1+ b)F(c).
Ll est évident qu'on obtiendra les valeurs de 2_,, 2., en permutant
b et ¢ dans les formules précédentes, en sorte qu’on aura
Z,=cF(b), Z,=3E0)— (1+c*)F(®),
d’o1 il suit sans peine que

P83t (A8, =3[FOE®) + FOE(Q) — F)F @) = &7,

en vertu de la relation bien counue de Legendre entre les fonctions
complétes de modules complémentaires.

11T.

On aurait pu arriver au résultat que je viens de donner, sans re-
courir & la théorie des fonctions elliptiques, en employant quelques
transformations simples, et en se servant d’une intégrale double
remarquable , évaluée par MM. Lamé et Chasles.
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Oun peut obtenir, sans la moindre difficulté, les expressions sui-

vantes pour S_,, S_,, a l'aide des formules qui se trouvent dans mon
Mémoire,

__bf _f’“—f—c——-?:cp)dp
- \/1—7‘ r—b

l—'P 1—c¢'nl)

Pour nous conformer i la notation usitée, remplagons r par p. dans
la premiére de ces formules, et faisons dans la seconde

_ 2
co =1 — p’
ce qui nous donnera

(1 bf fl_-b)
v */(‘“'f* f‘—” - \/u—wfﬁ—-b‘\

[l est clair aussi quon peut écrire la valeur de 2, de la maniere
suivante :

b
' o V{Ii—) (B —7

D’ailleurs, on a évidemment

. Y451 —3bpt)do
2= e T T
o V(1—p)(t—0b"g

d’ou, en faisant bp = v,

3)\ —2—~f +bf_ Jv)dv.

Vi — ) (67— v7)

En prenant donc les valeurs de S_,, S_», 2.4, 3_,, données par
les équations (1), (2) et (3), nous verrons facilement que

T L
’ Vit— ) y—b)(r«w)abl——v‘) 2

en vertu de la formule de M. Lamé {tome II de ce Journal, page 167).

Iv.

11 est assez remarquable, ce me semble, que le théoréme que nous
venons d’établir fournisse le moyen d’énoncer trés-simplement et

27..
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d'une maniére purement géométrique, la formule de Legendre- sur
les transcendantes elliptiques complémentaires, ou, ce qui est la
méme chose, I'évaluation de Pintégrale double de M. Lamé. En nous
rattachant 4 la considération des courbes supérieures de la série dont
il s'agit, nous pourrions arriver 4 un énoncé géométrique d’un théo-
reme plus général,, donné par ce dernier géométre dans le tome IV
de ce Journal , page 162. La méthode serait tout i fait analogue i
celle que jai suivie dans ma démonstration de deux théorémes géné-.
raux sur les périmétres de quelques courbes dérivées des hyperboles
conjuguées | *] (tome X11I de ce Journal, page 179). Je ferai observer
ici qu’on peut donner aux résultats qui s’y trouvent une forme ab-
solument géométrique en substituant aux fonctions elliptiques deux
arcs, 'un d’ellipse et I'autre d’hyperbole. Les théorémes qu’on obtient
ainsi sont Pexpression des formules i Paide desquelles Legendre ef-
fectue la réduction des fonctions completes de troisieme espece 4
celles des deux premiéres especes, en supposant toutefois qu’il existe
une relation particuliére entre le parametre et le module. 11 reste
encore a trouver un énoncé géométrique des formules de Legendre
dont il s’agit, dans toute leur généralité, sans aucune restriction.

V.

Il me semble que cette idée de rechercher des propriétés géomé-
triques, qui sont les véritables traductions des formules d’analyse, est
trés-intéressante, et qu’elle n’a pas attiré Vattention des géometres
autant qu'elle le mérite. La formule fondamentale de mon Mémoire
‘tome X, page 178) offre un exemple trés-simple de ce genre. En stp-
posaut qu’on prend pour courbe primitive un cercle rapporté 4 un
point intériear différent du centre, on sait que la premiere courbe
donnée du systeme négatif sera une ellipse; et si I'on procede & la
rectifier & Paide de ma formule (A), en faisant

n= —,

[*] Je prends cette occasion de remarquer que » peut s’évanouir dans S, ou %,
dans ces deux théorémes; S, {ou 3,) exprimera la différence entre I'are hyperholique

infini et son asymptote .
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on trouvera, pour un arc d’ellipse, une expression qui peut s’écrire
ainsi :

aF (k, 0) + BE(k, ¢) + 7,

7, B. 7 étant des quantités algébriques. Cette expression n’est autre
chose que celle que fournit la transformation modulaire de Lagrange.
Flle se présente naturellement, comme on le voit, si 'on regarde
une ellipse comme enveloppe des perpendiculaires menées aux extré-
mités des rayons vecteurs d’un cercle excentrique; on doit remar-
(quer, cn outre, qu'elle comporte le théoréme célebre de Landen| ™.

Cela m’a suggéré la question suivante, que je me suis posée il y a
déja longtemps. On sait que les transformations modulaires d’Abel
et de M. Jacobi donnent pour une fonction elliptique de seconde
espece, E (k, ¢), une valeur qui peut s’écrire de la maniere swivante:

Bk, ¢) = aF (h, §) + BE, §) + 7,

2, {3, 7y étant des quantités algébriques. Quelle est donc la méthode
de description d’une ellipse propre a donner le second membre de
cctte équation comme Pexpression directe de son arc? Toutes mes
tentatives a résoudre cette question sont restées jusqu’ici sans SNCCes.
Espérons que les géometres ne la regarderont pas comme indigne
de leurs talents. Si je ne me trompe, une telle recherche nous condui-
rait 4 la découverte d’une foule de propriétés fort curieuses des sec-
tions coniques.

VI.

Je terminerai cette Nole en mentionpant qu’on peut exprimer geo-
métriquement la propriété bien connue des intégrales défintes, savoir :

N f’ 22 dz f‘ 3P+l 1
-l') > V/'I___ng o ¢l — M - m (P+])

{Lacrosx, Traité, tome IIT, page 413). Cela s'effectue au moyen de
quelques courbes remarquables qui ont attiré Pattention des géo-

WA

[*] La démonstration géométrique du théoréme de Landen, par feu Mac Cullagh.
repose sur cette propriéte de Vellipse.
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mwetres dans ces derniers temps. Fai fait observer { tome XII de ce
Journal, page 448) que si Pon prend le lien des projections orthogo-
nales de l’origine sur les tangentes a la courbe

recosme =1,

et si I’on fait dériver de la nouvelle courbe une série d’autres se suc-
cédant d’apres la méme loi, 'équation de la niéme gopq

m

pmn—y COS( mw )

mll—-l/

Cette courbe se compose d’un certain nombre de boucles fermées
cgales entre elles, et si I'on désigne par S, le demi-périmétre d’une
quelconque de ces boucles, on aura

1 dr
So= [ '—

o I_rmn—l
et si 'on fait r — -t

1 Ue—2
S, = (mn —1) f z;_i[i
[¢]

Semblablement, on trouvera, pour la (n + 1)%m¢ courbe,

I gmrtin—1 o,
——,
o ‘/I — sm

Spy=(nn +m — 1)

®ou Pon déduit sans peine, en ayant égard 4 la relation (4.,
. mnr—4-m—1
/5\ Sn Sn—H = m - 57

théorcme qu’on peut regarder comme un énoncé géométrique de la
formule d'analyse (4).

En se rappelant que les périmétres de toutes les courbes dérivées
de méme ordre, pair ou impair, ne different que par un coefficient
numérique, il est évident qu’on obtiendra un résultat analogue a
Péquation (5) en multipliant le périmétre d’une dérivée quelconque
d’ordre pair par celui ’un autre d’ordre impair.

Dublin, le 28 ociobre 1849.
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