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JOURNAL
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

'MEMOIRE

Sur le nombre de waleurs que peut prendre une fonction
quand on y permute les letires qu’elle renferme;

Par M. J.-A. SERRET.

(Présenté & I'Académie des Sciences, le 2 juillet 1849.)

INTRODUCTION.

.Les géométres qui se sont occupés de la théorie des équations algé-
briques, ont été conduits naturellement a étudier diverses questions
relatives au nombre de valeurs que peut prendre une fonction quand
on y permute les lettres qu’elle renferme. ‘ v

Lagrange est le premier qui soit entré dans cette voie, en démon-
trant que le nombre des valeurs d’une fonction de n lettres est tou-
jours un diviseur du produit 1.2.3...n[*].

Plus tard, Ruffini considéra particuliérement les fonctions de cing
lettres, et démontra, dans sa Théorie des Equations, qu’une fonction
de cinq lettres qui a moins de cing valeurs ne peut en avoir plus de
deux.

Ce théoréme fut étendu ensuite aux fonctions d’un nombre quel-

[*] Mémoires de I’ Académie de Berlin, années 1770 et 1771,
Tome XV. — Janvier 1850, !
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conque de lettres, par Pietro Abatti, compatriote de Ruffini, qu
démontra [*] qu'une fonction d’un nombre quelconque de letires ne
peut avoir moins de cing valeurs, si elle en a plus de deucx.

Tel était I'état de la question lorsque M. Cauchy vint & s’en oc-
cuper. Ce géométre, prenant pour point de départ les travaux de
Ruffini et d’Abatti, publia dans le tome X du Journal de U’Ecole
Polytechnigue un Mémoire trés-remarquable[**] ol se trouve dé-
montré ce beau théoréme qui comprend ceux de Ruffini et d’Abatti :

Une fonction de n lettres qui a plus de deux valeurs en a au moins
un nombre égal au plus grand nombre premier contenu dans n.
On conclut de la, si n est premier, que

Une fonction de n lettres qui a plus de deux valeurs en a aw
moins n.

M. Cauchy donne & penser qu’il chercha & étendre ce dernier théo-
reme au cas des fonctions d'un nombre quelconque de lettres, mais il
ne put y parvenir que pour les fonctions de six lettres. Il a, en effet,
démontré dans son Mémoire, que

Si une foriction de six lettres a plus de deux valeurs, elle en a au
moins sizx.

Enfin, M. Bertrand présenta, il y a trois ans, a4 1'Académie, un
Mémoire qui fait aujourd’hui partie du xxx°® cahier du Journal de
IEcole Polytechnique, et ol il se proposait, comme objet principal,
de démontrer généralement que

Si une fonction de n lettres a plus de deux valeurs, elle en a au
moins n.

On sait que M. Bertrand est parvenu 4 établir ce théoreme en faisant
usage du postulatum suivant :

Si nest >7q, il ¥y a au moins un nombre premier comnpris

n
entre;et n— 2,

Les Tables de nombres premiers ont permis de vérifier Vexactitude

[*] Mémoires de la Sociéeé Italienne, tome X.
[**] Poyez aussi mon Cours &’ Algébre supéricure, page 248.

neep ' ! 1 CUUE b U I R TR TR R R e



PURES ET APPLIQUEES. -3

de ce postulatum pour les valeurs de # comprises entre 7 et 6000 oco,
en sorte que le théoréme de M. Bertrand se trouve démontré par lui
pour les fonctions qui ont moins de 6 000 oo de variables.

M. Bertrand a aussi démontré dans son Mémoire que, n étant > g,

Si une fonction de n lettres a plus de n valeurs, elle en a an
moins 2n.

Tels sont les principaux faits acquis jusqu’a ce jour a cette théorie.
Le Mémoire que j’ai honneur de présenter a I’Académie se compose
de deux parties. Dans la premiére, je démontre, sans avoir recours
a aucun postulatum: 1° qu'une fonction de n lettres qui a moins de
n valeurs, n'en a que deux au plus, si z est > 4; 2° qu’une fonction
de 7 lettres qui a précisément r valeurs est symétrigiie par rapport a
n —1 lettres, & moins que n ne soit égal &’ 6. Dans la seconde partie,
Je démontre : 1° qu’une fonction de n lettres qui a plus de 7 valeurs,
en a au moins 22, siz est > §; 2° qu'une fonction de n lettres qui

. i —1 .
a plus de 272 valeurs, en a au moins —%7 si 7 est > 1a.

Ainsi, a part les cas d’exception que je signale, le nombre des
valeurs que peut avoir une fonction de n lettres est 1, 2, n, an

2{n—1

oun ou un nombre superleur

La méthode dont je fais usage différe essentiellement de celles qu'on
a employées jusqu’ici. Je n’emprunte aux travaux antérieurs que les
résultats relatifs a la forme des fonctions qui n’ont que deux valeurs.
Je crois nécessaire de les rappeler dans cette mtroductlon pour
faciliter Pintelligence de ce qui va suivre.

Lemme 1. Si ‘

V=gyga,b,c,d,., kI
est une fonction de n letires qui prend . valeurs distinctes
Vi Ve, Y,

quand on y permute les lettres a, b, etc., toute fonctzon symétrique

de V,, Vy,..., V., est également une fonction symétrigue des lettres
a,b,c, d,..., k, L
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Cette proposition est presque évidente. (Foyez mon Cours d’Algebie
supérieure, deuxieme Legon.)

Lemme 11. Si une fonction d’un nombre quelconque de lettres r'a
que deux valeurs distinctes, elle change nécessairement de valeur par
la transposition de deux letires quelconques.

Soit

V=gla,b,c,d,. ., kI

une fonction d’un nombre quelconque de lettres qui n'a que deux
valeurs. Prenons trois lettres quelconques a, b, c, et faisons les trois
arrangements

a,b,c; b,c,a; c,a,b.

11 en résultera ces trois valeurs de la fonction V :

o(a,b,c,.),

o, c,a,.l,

o(c,a, b,.:).
Mais comme, par hypothése, la fonction V n’a que deux valeurs
distinctes, parmi les trois qu’on vient d’écrire, il y en a au moins
deux qui sont égales entre elles. Or je dis qu’elles sont égales toutes
trois.

Supposons, en effet, qu’on ait

(\I) ?(“a b’cr'-):qo(b,(/',ﬂ,...);

comme cette égalité doit avoir lien identiquement, on peut y rem-
placer les lettres @, b, c, respectivement par &, ¢, a; il vient alors

(2) 9 (b, cya,.)=29(,a,b,.),

et on voit que les trois valeurs de V que nous considérons sont
égales entre elles.

Si, au lieu d’admettre I'égalité (1), on admet Pégalité (2), en y
remplacant @, b, c, respectivement par b, c, a, il vient

(3) p(c,arb,.) =pla,b,c,..),

ce qui montre que les trois valeurs de V sont égales entre elles.

oy ' ' " R RN NN R N T RN E N RN RN NN NN A KR N o
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Enfin la méme chose a lieu si Von admet Pégalité (3), car en y
échangeant a, 5, ¢, respectivement en &, ¢, a, on retombe sur
Pégalité (1). )

11 résulte de 12 que la fonction V n’est pas changée quand on rem-
place les trois lettres a, b, ¢, respectivement par b, ¢, a.

Nous représenterons, pour abréger, par la notation (@, b) la trans-
position des lettres a et b, c’est-a-dire opération qui a pour but de
changer ces deux lettres I'une avec I'autre. D’apres ce qui précede, la
fonction V ne change pas, si on lui applique successivement les deux
transpositions (@, b), (a, ¢), car leffet de ces deux transpositions
revient au changement dea, b, c en b, ¢, a. '

Supposons que la transposition (a, b) change Ven V, (V, pouvant
etre égal 4 V), la transposition {a, ¢) devra changer V, en V, et, par
conséquent, V en V, ; car faire deux fois de suite une méme transposi-
tion, c’est ne faire aucun changement. Donc deux transpositions (a, /),
(@, €) qui ont une lettre commune produisent sur la fonction V le
méme changement. 1l en est de méme des transpositions (a, ¢), (c, d}
qui ont la lettre ¢ commune, et, par suite aussi, des deux transposi-
tions (a, ), (¢, d) qui n’ont aucune letire commune. Mais la fonc-
tion V n’étant pas symétrique par hypothése, il Yy 2 au moins une
transposition qui change sa valeur; donc toutes les transpositions
devront la changer en vertu de ce qui précede.

Forme geénérale des fonctions qui n'ont que deux valeurs.

On peut, quel que soit n, former des fonctions de 7 lettres qui
n’aient que deux valeurs distinctes,

Soient, en effet, n lettres,
a, b, e, d,.., k1,
et désignons par v le produit de toutes les différences obtenues, en

retranchant de chacune de ces lettres successivement chacune des
suivantes, en sorte qu’on ait

p = (a-b)(a——c)...(av—« NG —c)...(k—1.

Le carré de v est évidemment une fonction symétrique, et, par suite,
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v ne peut avoir que deux valeurs égales et de signes contraires. De
.plus, ces deux valeurs existent effectivement, cav il est évident que ¢
se change en — ¢ par la transposition des lettres a et 5.

Soient maintenant A et B deux fonctions symétriques des n lettres
a,b,c,d,..., k, L La fonction

A + By,

plus générale que ¢, n’a évidemment que les deux valeurs distinctes
A + By et A — Bo. Or je dis que toute fonction de n lettres qui n’a
que deux valeurs, a la forme A + Bo. :

Soit, en effet, V une fonction de n lettres a, b, ¢, d,..., k, I qui
n’a que deux valeurs distinctes, et deSIgnons par V et V2 ces deux
valeurs. Il est évident que la fonction V,v n’a aussi que deux valeurs,
car, d’apres le lemme II, toute transposition change V, en V,, V,

en V,, et ven —v; d’ou il suit que la fonction V, ¢ n’a que ces deux
valeurs

Vo et —V,v
Donc, d’apreés le lemme 1, si I'on fait
V,+V,=A,
V,ve —V,o =8,

A et B seront des fonctions symétriques. Des équations précédentes
on tire

A. B ’ N ’ . ' , A
or — et — étant des fonctions symétriques, on ‘peut écrire plus
2 2 ¢
simplement
V,= A+ By,
A et B désignant des fonctions symétriques, et ¢ la valeur écrite plus
haut.

La proposition que nous avions en vue est ainsi démontrée.
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PREMIERE PARTIE.
PROPOSITION 1.

LEMME.
Soient

Vl’ V2"") VIL’ .

4 fonctions de n lettres a, b, c, d,..., k, L: si les coefficients de
Péquation

(1) fr —V)(x—V)(fx —-V,) =0,

ordonnce par rapport aux puissances de x, sont des Jonctions symé -
triqgues des n lettres a, b, ¢, d,..., k, 1, la Jonction V, ne pourra
acquerir par les permutations de ces n lettres que des valeurs Jaisant

partie de la série
Vi, Voo Vo

En eftet, faisons subir aux lettres a, b, ¢, d,..., k, [ une permuta-
tion quelconque, Véquation (1) ne changera pas, puisque ses coefli-
cients sont des fonctions symétrigues; donc ses racines ne changeront
pas nion plus.

Ainsi, en faisant une permutation quelconque, les fonctions
Vo Voo, V,

sont invariables, ou se changent les unes dans les autres. Ce quil
fallait démontrer.

PROPOSITION 1I.
THEOREME | *].

Le nombre des valeurs d’une Sonction de n lettres est nécessaire-
ment un divisewr du produit 1.2.3... n.

[*] Ce théoréme est bien connu et se présente pour ainsi dire de lui-méme. Si nous
en parlons ici, c’est moins pour en donner une démonstration nouvelle que pour dis-
penser le lecteur d’avoir recours aux travaux antérieurs.
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Soit '
V=g(a,b,c,d, .k,
une fonction de 7 lettres, qui a  valeurs distinctes
Vi, Voo 'V,
Formons I’équation du degré p
(x —V)(@x —V,)...(x —V,) =o,

ue nous représenterons aussi par
¥Y(x)=o,

¥ (x) étant, d’apres le lemme I de Pintroduction, un polynéme en x
dont les coefficients sont des fonctions symétriques des n lettres a,
hye,d,.... k,L

Soit aussi, pour abréger,

1.2.3...n = N.

Formons les N permutations des lettres a, &, c,..., £, I, et rem-
placons les lettres de V successivement par celles de chacune de ces
permutations; on aura N valeurs de V, que nous représenterons par

V., Vu.oo, Vi,
et si Pon désigne par
P’équation
(x—V)(x—Vy)...{x— V) =0,
il est évident que les coefficients de F (x) sont des fonctions symé-
triques des n lettresa, b,c,d,..., k, L. ,

Maintenant F (x) est divisible par ¥ (x); soit p la plus haute puis-

sance de ¥ (x) qui divise F (x), et posons
F(z) = [¥ ()] ¥, (x),
je dis que ¥, (x) ne peut dépendre de x, et qu’'elle est, par suite,

égale a 1. Supposons, en effet, que le contraire ait lieu; ¥, () est une
fonction symétrique de a, b, ¢, d,..., £, [, d’aprés I'équation précé-

v i "o CUURE U IR R O R PRI R ey e
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dente; donc, d’aprés la proposition I, V ne peut avoir d’autres
valeurs que celles qui sont racines de 'équation

¥, (x) = o.

Mais cela est impossible, car cette équation n’a pas les p racines V,,
Vay..., V.3 puisque alors F (x) serait divisible par une puissance de
¥ (x) supérieure a la p*™e, :

On ne peut donc supposer que ¥, (x) soit fonction de x: cette
quantité sera dés lors égale a 1, et 'on aura

, Y F@) =[¥ (@),
ef, par consequent,

* N =up.
Ce qu’il fallait démontrer.

PROPOSITION 1L
LEMME.

Si une fonction de n'lettres a p. + v valeurs, et qi’elle ne prenne
que p. valeurs distinctes par les permutations de m lettres, il y aura
aussi m lettres parmi les n que contient la fonction, dont les permu-
tations lui feront acquérir un nombre de valeurs distinctes égal ou
inférieur a v. '

Soit

V=y¢(a,b,c,d,. . k1)

une fonction de 7 lettres ayant p. + v valeurs, et supposons que par
les permutations des m lettres

g8 M., k, I,
la fonction+V ne prenne que les p. valeurs

_ . Vi, Vyoow V.
Solent aussi

VF+|’ V}l+2" A} V,U.-f-')

les v autres valeurs dont V est susceptible.
Les coefficients de I’équation

(@ — V) (@ =V(x— V) = o,

Tome XV, — Janvier 1850. 2
L]
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sont des fonctions symétriques des n letires a, b, ¢, d,.... k, [;

7

pareillement les coefficients de Iéquation
@ —=V)(x —=V,)...(x —V,)=o0,

sont des fonctions symétriques des m lettres g, #,..., k, {; donc I'équa-
tion qu’on obtient en divisant les deux précédentes, savoir

(@ = V) (® = Vo) (£ = Vo) = o,

a aussi pour coefficients des fonctions symétriques de g, 4,..., &, /.
Par conséquent, d’apres la proposition I, la fonction V.. ne peut
acquérir, par les permutations des lettres g, %,..., k; I, de valeurs

différentes des v suivantes
V/A+H V/L—G-ﬂ,“" V,u+u7
Donc enfin, parmi les n lettres qui entrent dans la fonction V, il y

en a m dont les permutations font acquérir & cette fonction un
nombre de valeurs distinctes égal ou inférieur 4 v. '

Cororratre. En particulier, si une fonctionde n lettres a @ valeurs
distinctes, dont . —1 seulement peuvent étre obtenues par les permu-
tations de m lettres, la fonction est symétrigue par rapport @ m’
lettres. '

PROPOSITION 1V.

LEMME.

St une fonction non symetrique de n lettres, n ‘étant > 4, est
symétrique par rapport a n — 2 de ces lettres, le nombre des valeurs

distinctes de la fonction est n, "—(—”-5:—‘) ou nn—)

Soit

V:q}(a, b, C, d,---,k’ l)

une {onction de n lettres, symétrique par rapport aux n — 2 lettres

c, dy.y ky L

1°. Si cette fonction ne change pas de valeur par la transposition
de P'une des lettres a et b, b par exemple, avec 'une des n — o

*

teoo Yl ' ! [Nl e RTINS E O TR R R SRR RN RN R AR LA Fpaipen i "o
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autres, elle sera symétrique paf"rapport aux n — 1 lettres

b, c,dy..., k, I;

et comme, par hypothese, elle n'est pas symétrique par rapport
aux n lettres, elle aura précisément n valeurs.-
2°. Supposons que la fonction V change par la transposition de
une quelconque des deux lettres a et b avec 'une des n — 2 autres,
et qu’elle ne soit pas symétrique par rapport aux deux lettres a et b.
On formera évidemment toutes les valenrs dout la fonction V est

susceptible, en faisant les n(n — 1) arrangements deux a deux des
n lettres '

. a, b, c, dy..., kI,

et permutant daos la valeur de V les deux lettres a et b successive-
ment avec les deux lettres de chacun de ces arrangements. Or je dis
que toutes les valeurs de v fbrmées ainsi sont différentes.

En effet, les deux valeurs de V qui correspondent deux arran-
gements formés des mémes lettres, a, b et b, a par exemple, ne
peuvent étre égales, puisque I'égalité

ola,b,c,d,... k,l)=0(b,a, c,d,....,k, 1)

exige que la fonction V soit symétrique par rapport a a et b, ce qui
est contre ’hypothése.

Pareillement, les deux valeurs de V qui correspondent 4 denx ar-

rangements ayant une lettre commune, tels que a, beta,c,oua, b
et ¢, a, sont différentes. En d’auires termes; on ne peut avoir

ol@a,b,c,dy,k,l)=9(,c,b,d,.., k1),

ni S
ola,byc,d,, k,l)=19(c,a,b,d,..., k, ). '

1.’impossibilité de ces égalités résulte de ce que le p\renr\nier membre de

chacune d’elles est symétrique par rapport aux deux lettres ¢ et d,
tandis que le second ne I'est pas par hypothése.

Enfin les deux valeurs de V qui correspondent a deux arrange-
: 2.
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ments a, b et ¢, d qui n’ont aucune lettre commune, sont anssi diffé-
' rentes; on ne peut avoir -

olaybye,d,., k,)=9(c,d,a, by, k, 1),

parce que le premier membre est symétrique par rapport & ¢ et o,
tandis que le second ne I’est pas.

On voit donc que le nombre des valeurs distinctes de V est 2 (n — .

3°. Supposons, enfin, que la fonction V change par la transposi-
tion de 'une quelconque des lettres a et b avec 'une des 7 — 2 autres,
mais qu’elle soit symetrique par rapport aux deux_lettres aeth.

Dans ce cas, on formera toutes les valeurs de V en faisant les

n{n—1 .5 . .
i —1) combinaisons deux a deux deés n lettres

a, b, c, d,..., ky L,

et permutant dans la valeur de V les deux lettres a et & successive-
ment avec les deux lettres de chacune de ces combinaisons. Or je dis
que toutes les valeurs de V ainsi forinées seront différentes si- 7 est
supérieur i 4.

En effet, deux valeurs de V qui correspondent & deux combinai-
sons @, b et @, ¢, qui ont une lettre commune, sont différentes; on
ne peut avoir :

@ bye,dyk,ly=9(a,c, b,d,.., k, 0,

parce que le premier membre est symétrique par rapport i a et b,
et que le second ne I’est pas par hypotheése.

. Pareillement, deux valeurs de V qui correspondent 4 deux combi-
naisons a, b et ¢, d, qui n’ont aucune lettre commune, sont aussi
différentes; en d’autres termes, on ne peut avoir® o

gla, bye,d k) =09(,d, a,b,.., k1),
parce que le premier membre est symétrique par rapport aux n — 2

lettres ¢, d,..., k, I, et que le second ne I'est pas par hypothese si
nest > 4.
n{n —rt

On voit donc que le nombre des valeurs distinctes de V est —heets
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Remdrque. La démonstration de ce dernier cas suppose essen-
tieljement n>4; car si 'on a n= 4, on ne peut plus dire que
Pégalité
via,b,c,d)y=1¢9(c,d, a,b)

soit impossible. Cette égalité peut, au contraire, avoir lieu; cela
arrive en particulier pour la fonction

ab + cd,

et pour une infinité d’autres.

Cororrairk. Si une fonction de n-lettres symétrique par rapport

an — 2 lettres a n valeurs, elle doit étre symctrique par rapport a
n — 1 letires.

PROPOSITION V.

LEMME.

Si une fonction de n letires n'a que deux valeurs par les permuta-

tions de n — 1 lettres, elle a 2 ou 2n valeurs par les permutations de
toutes les lettres, n étant > 3.

Soit
V=g¢(a,b,c,d,.. k1

une fonction de » lettres, n étant > 3, qui n’a que- déux valeurs par
les permutations des » — 1 lettres

b, ¢, d,.., k, [

en désignant par ¢ le produit des différences de ces n — 1 lettres denx
a deux, en sorte qw’on ait ’
p=(b—c)(b— d)...(k = 1),

N

V aura la forme
V= A + By,

A et B étant des fonctions des n lettres a, b, ¢, etc., symétriques par
rapport aux n — 1 derniéres.



14 J QURNAL DE MATHEMATIQUES

Cela posé, je distinguerai deux cas suivant que la fonction A est
symétrique ou non symétrique par rapport aux 7 lettres.

1°. Si A est symétrique par rapport aux n lettres, V a précisément
autant de valeurs que Bv; mais le carré de Bo est symétrique par
rapport aux n —1 lettres b, ¢, d,..., k, [, donc il a n valeurs, ou une
seulement §'il est symétrique par répport 4 toutes les lettres. Par
conséquent, Bv ou V a 2 ou 2n valeurs. . \

2°. 8i A n’est symétrique que par rapport aux 7 — 1 lettres b, c,
d,..., k, 1, faisons les n transpositions

(@, a), (a,bd), {(a,c),..., (a, 1),
et désignons par . . BN
AI; Aﬂa""' An

les valeurs qui en résultent pour A; par

B‘I b] B2"" ? BII
les valeurs correspondantes de B qui peuvent étre égales entre elles,

et par
Vs Vageeey ¥y

celles de v. On aura ces 2 n valeurs de V, les seules que cette fonction
puisse avoir,
' Ay =By,

A, = By,

Ap® B, 03
et je dis que ces 2 n valeurs de V sont différentes si n est > 3. En
effet, si 'on avait, par exemple,
A, =B,v, = A, = B,v,,
il en résulterait

A — A, =E= B0, By

or le premier membre n’est pas nul, et il est symétrique par rapport
aux n — 2 lettres ¢, d,..., k, I; B, et B, sont également symétriques par

' [ I R W
[T v i e " SR R R R e N R R R RN RN E IR IR SRR AR IR [
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rapport a ces lettres, tandis que v, et v, changent de signe par la
transposition de deux quelconques de ces 7 — 2 lettres; Végalité pré-
cédente est donc impossible si 7 — 2 est au moins égal & 2, Clest-
a-dire si n est > 3. '

La fonction V a donc 27 valeurs.

CoroLratre. Si une fonction de n lettres, n étant > 4, a deux
valeurs seulement par les permutations de n — 2 lettres, le nombre
des valeurs que cette fonction peut prendre par les permutations de
toutes les lettres est égal a 2, ou supérieur a n.

Soit {

V=9¢@a,b,c,d,. k1)

une fonction de # lettres, n étant > 4, qui n'a que deux valeurs par
les permutations des n — 2 lettres

¢, dy.., k, L

[Yapres la proposition qui précéde, comme on suppose 2 — 1 > 3, la
fonction V aura 2 ou 2 (n — 1) valeurs par les permutations des n — 1
lettres ‘

b, ¢, d,..;, k, L

Dans le dernier cas, le nombre total des valeurs de V est- supérieur
a n. Si, au contraire, la fonction V n’a que deux valeurs par les per-
mutations des n — 1 lettres

b, ¢, dy.., k, I,

elle en aura 2 ou 22 par les permiutations de toutes les lettres.
Le corollaire est donc démontré.

PROPOSITION VI.
LEMME .

Si une fonction de n lettres, non symétrique, a un nombre impair
de valeurs distinctes, il est impossible qu'elle prenne toutes les va-

leurs dont elle est susceptible, par les seules permutations de n — »
lettres. '
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Soit . )
V=y9¢l(a, b,c,d,. ., k,!{)

une fonction de n lettres ayant un nombre impair p de valeurs dis-
tinctes, et supposons qu’elle puisse prendre ses . valeurs par les seules
permutations des n — 2 lettres

c, d,.., k, L
Représentons ces p valeurs par

(1 9i(a,6,...), (@, b0,y oula, b,..)

1l est d’abord évident que la fonction V ne peut étre symétrique
par rapport aux letires @ et b, car toutes les valeurs qu’elle peut
prendre seraient symétriques par rapport a4 a et b, et, par consé-
quent, cette fonction serait symétrique par rapport a deux lettres
quelconques, ce qui est contre I’hypothése.

Cela étant, faisons dans les fonctions (1) la transposition {a, b),
elles deviennent ’

(2) pbia,), ealbia), pulba,.).

Les fonctions (1) étant distinctes par hypothese, les fonctions (2) le
sont aussi, et comme la série (1) comprend toutes les valeurs de V,
les, fonctions (2) ne différeront pas des fonctions (1); d’ailleurs les
termes de méme rang de ces suites ne peuvent étre égaux, puisque la
fonction V n’est pas symétrique par rapport & a et b. Supposons donc
que l'on ait

‘ oy (a, b,...) = (b, a,...),
en changeant a et b 'une avec autre, il vient

o, (b,a,.)=p.a,b,.);

d’ou il suit que les termes de la suite (1) peuvent étre groupés deux a
deux , de maniére que les deux termes d’un méme groupe se changent
’un dans Pautre, par la transposition (a, b). Or cela est impossible,
puisque . est un nombre impair. La proposition est donc démontrée.
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PROPOSITION VIIL.

LEMME.
Si une fonction de n lettres

V=g9gla,b,c,d..k )

prend toutes ses valeurs par les seules permutations des n — 2 lettres
e, dy., k, I,
le nombre de ces valeurs est double du nombre de valeurs que prend
la fonction ,
X =[x —¢la,bec,d..k Di[x — b, a,c,d, ..,k 0],
par les permutations des n — 2 lettres ¢, d,.... k, L.

On voit, comme dans la proposition précédente, que la fonction V
ne peut étre symétrique par rapport aux letires a et b, et que les va-
leurs de V peuvent étre groupées deux 4 deux, de maniére que les
termes d’un méme groupe se changent 'un dans 'autre par la transpo-
sition {a, b). 1l résulte de la que les valeurs de V peuvent étre parta-
gées en deux séries de la maniére suivante

¢ (@, ), @a(@; b ‘P,u(a,b)»
9, (b, a), 9a (b, @)seers ‘P,;(b’”)-

Cela posé, la fonction X ne peut acquérir que les . valeurs suivantes,
par les permutations desn — 2 lettres ¢, d,..., k, [, -

(e — gule, B [ — 7 (b,
[x — ¢a(a, b)] [x — 9. (b, a)l,

................

car toute permutation des lettres ¢, d,..., k, I qui laisse ¢, (a, b) inva-
riable, ou qui la change en ¢, (b, a), laisse invariable ¢, (b, a) ou la
Teme XV. — Tanviz 1850. 3
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change en ¢, (a, b); et de méme toute permutation des lettres ¢,
d,..., k, 1 qui change ¢, (2, b) en 92 (a, &) ou en 2 (&, a), change
aussi ¢, (b, a) en ¢, (b, a) ou en 9 (@, b).

De plus, les 11 valeurs de X, écrites plus haut, sont différentes , car
’il n’y en avait que p’ de distinctes, (' étant < u, en multipliant ces
u’ valeurs et égalant & zéro le produit, on aurait une équation dont
le premier membre serait une fonction symétrique des 7 — 2 lettres
¢, d,..., k, I, et dont les 2 41" racines seraient les seules valeurs dis-
tinctes de la fonction V (propasition I), ce qui est impossible, puis-
qu'on a supposé ce nombre de valeurs égal & ap. ‘

Il est donc démontré que le nombre des valeurs de la fonction V
est double du nombre des valenrs que peut prendre la fonction X par
les permutations des 7 — o lettres ¢, d,..., k, L.

PROPOSITION VIII.
THEOREME,

Une fonction d’un nombre impair n de letires, qul & moins de n
valeurs distinctes, ne peut en avoir plus de deux.

Je vais démontrer généralement que si le théoréme a lien pour les
fonctions de n —» lettres, il a lieu aussi pour les fonctions de 7 lettres; -
et comme il est évidemment vrai pour les fonctions de trois lettres » il
sera vrai aussi pour les fonctions de cing, de sept, etc., d'un nombre
impair quelconque de lettres.

Soit .

V=9(a,b,c,d,.., k, 1)

une fonction de 7 lettres qui a moins de n valeurs distinctes, n étant
un nombre impair au moins égal 5.
Soient « et b deux lettres quelconques, et faisons toutes les permu-
tations des 7 — 2 autres lettres : ’
¢, dy., #, I,

t

sans changer la place ni de a ni de b; comme nous admettons qu'une
fonction de n — 2 lettres qui a moins de 7 — 2 valeurs, ne peut en

. ! ceea Ve
[ 1 ( 1" : e R N L e N RN KN F RN RN R AR LA [AERRR RN 1 '
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avoir plus de deux, le nombre des valeurs de V résultant des permu-

tations des n — a2 lettres ¢, d,..., k, I sera nécessairement I'un des
. quatre suivants

I, 2, n—2, n—j.

" Nous allons faire successivement ces quatre hypotheses.

1°. La fonction V est syme’tmque par rapport aux n — a lettres
c,d,..., kL : -

Alors elle aura, d’apres la proposition IV, n ou "_(”T"'_), ouzn(n—ri)
valeurs distinctes. Cette hypothese n’est donc pas admissible puisque V

a moins de n valeurs.

2°. La fonction V a deux valeurs par les permutations des n — »
lettres c, d,..., k, L.

Alors, d’apres le corollaire de la proposition V, la fonction V n’a
en tout que deux valeurs, puisqu’elle en a moins de 7.

3°. La fonction Va n — 2 valeurs par les permutations des n — o
lettres ¢, d,..., k, L.

Alors, d’apreés la: proposition VI, il est impossible que la fonction V
n’ait que n — 2 valeurs par les permutations des 7 lettres, parce que
n — 2 est un nombre impair; elle en a donc 7 — 1. Mais alors, d’apreés
la proposition III (corollaire), la fonction V est symétrique par rap-

5 - 7 (7 —1) \
port a n — 2 lettres, et, par conséquent, elle a n, ——ounn—i
valeurs. Cette hypothése est donc inadmissible.

4°. La fonction V a n — 1 valeurs par les permutations des n —
lettres ¢, d,..., k, L.

Comme la fonction V n’a en tout que n—1 valeurs, d’aprés la pro-
position VII, la fonction :

X=[x—9a, b,e,d,...k,)][x — (b, a, ¢, d,..., £, 1],
a '% valeurs pai- les pe‘rmutatibns des 7 — 2 lettres ¢, d,..., A

Mais on a

n—1

<n--a,

2
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et nous admettons qu'une fonction de n — 2 lettres qui a moins de
n — 2 valeurs, n’en a au plus que deux, donc la fonction X a une on
deux valeurs seulement, et, par conséquent, on doit avoir

n—1

=13 ou =2,

2

¢est-a-dire

n=3 ou n=>,.

Nous avons supposé n > 3, donc I’hypothése que nous discutons en
ce moment est inadmissible, 2 moins que 7 ne soit égal & 5. Mais elle
Pest encore dans ce cas, car une fonction de cing lettres ne peut avoir

quatre valeurs par les permutations de trois lettres, a cause que 4
n’est pas un diviseur du produit 1.2.3.

- Conclusion. On voit que la seconde de'nos quatre hypotheses est
seule admissible, et, par conséquent, si la fonction V a moins de 7
valeurs, elle ne peut en avoir plus de deux.

PROPOSITION IX.

THEOREME,

Une fonction d’un nombre impair n de lettres, qui a précisément
n valeurs, est symétrique par rapport a n — 1 lettres.

La démonstration suivante suppose 7 au moins égal a 5, mais pour
les fonctions de trois lettres, le théoréme est presque évident [ *].

Soit
V=g(a,b,c,d,.. k1)

(*] Soit
V=¢{a, b,¢)
une fonction de trois lettres qui a trois valeurs. Si V n’est pas symétrique parl rapport
aux deux lettres a et &, soient V, et V, les deux valeurs que prend cette fonction par
les permutations de ces lettres, et V, la troisiéme valearde V; on a

v3: (Vl+v‘z+v3)‘_(vl+vl),

&0t il résulte que V, est symétrique par rapport & a et b. Donc V est symétrique par
rapport 4 deux lettres.

vy ' B C I R R R L B R L L L LR L R Rs R R R R RN R R R R R R AR TR PR
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une fonction d’un nombre impair n de lettres, qui a précisément
n valeurs.

Soient a et b deux lettres quelconques, et faisons toutes les permu-
tations des n — 2 autres lettres

¢, d,.., k, I

il en résultera_pour V un nombre de valeurs qui sera I'un des sui-
‘vants
1, 2, 3,.., (n—2), (n—1), n

Mais, d’aprés la proposition VIII, #n — 2 étant impair, si ce nombre de
valeurs est inférieur 2 n — 2, il est au plus égal a4 2, ce sera donc I'un
des cinq nombres

1, 2, n—2, n—1, n

1]

Nous allons faire ces_cinq hypothéses.

1°. La fonction V est symétrique par rapport aux n — 2 lettres
Cy gy byl

Alors, d’apres la proposition IV, le nombre des valeurs de V ne
peut étre égal & n que si cette fonction est symétrique par rapport a
n —1 lettres.

2°. La fonction V a deux wvaleurs par les permutations des n — 2
lettres ¢, d,..., k, L. ’

Cela est impossible d’apres le corollaire de la proposition V.

3°. La fonction V a n — 2 valeurs par les perinutations des n — a
lettres c, d,..., k, L

Alors, d’apreés la proposition I11, la fonction V ayant en tout z va-
leurs et n’en ayant que n — 2 par les permutations de n — 2 lettres,
a une ou deux valeurs par les permutations de n — 2 lettres. Par
conséquent, le nombre de ses valeurs ne peut étre égal a n, que si
elle est symétrique par rapport a n — 1 lettres.

4°. La fonction V a n — 1 valeurs pa: les permutations des n — a
lettres e, d,..., k, L. '

Alors, d’apres la proposition 1II, la fonction V est symétrigue
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par rapport a n— 2 lettres, et, par conséquent, elle ne peut avoir
n valeurs que si elle est symétrique par rapport & n — 1 lettres,
d’aprés la proposition IV.

5°. La fonction V prend ses n valeurs par les permutations des
n—2lettresc, d,... k, 1.

Cela est impossible, d’apres la proposition VI, parce que 7 est un
nombre impair. ’

Conclusion. La premiere, la troisieme et la quatrieme hypotheses
sont, comme on voit, seules admissibles, et quelle que soit celle qui
a lieu; la fonction V est nécessairement symétrique par rapport 4 n —r
lettres; ce qu’il faliait démontrer.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Une fonction d’un nombre pair n de lettres qui a moins.de n valeurs
ne peut en avoir plus de deux, si n est supérieur a 4.

Ce théoréme n’a pas lien pour les fonctions de quatre lettres; et
c’est précisément parce qu’on peut former des fonctions de quatre
lettres qui n’ont que trois valeurs, qu’on peut résoudre I'équation
générale du quatriéme degré. '

Soit i

V=g¢l(a, b,c,d,. kI

une fonction d'un nombre n de lettres pair et supérieur 4, et sup-
posons que cette fonction ait moins de # valeurs.
Si on considére V comme fonction des 7 — 1 lettres

b, ¢, d,.., k, I,
et qu’on permute ces lettres, on obtiendra un nombre de valeurs dis-
tinctes de V, qui, étant par hypothése inférieur a n, sera I'un des

suivants
‘ I, 2, 3,., n—a2, n—ru.

Mais, d’aprés la proposition VIII, comme n —1 est impair, ce nombre

\
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de valeurs ne peut &abaisser au-dessous de 72— 1, sans étre égal a 2
ou 4 1 ; donc le nombre des valeurs distinctes de V résultant des per-
mutations des n — 1 lettres b, ¢, d,.. k,lestlun des trois suivants
1, 2, n—I.

Examinons ces trois cas.
i°. La fonction V est sjmétrique par rapport aux I — 1 lettres

b,cydys by L i
Alors, elle a évidemment 7 valeurs, ce qui est contre I'hypothese;
2 moins qu’elle ne soit symétrique par rapport a toutes les lettres, et,

dans ce cas, elle n’a qu’'une seule valeur.
2°. La fonction V a deux valeurs par les permutations desn— 1

lettres b, ¢, dy.., K, L.
Alors, d’apres la proposition V, la fonction V a 2 ou

30. La fonction Van —1 valeurs par les permutations des n — 1

lettres b, ¢y d oy ky L

Dans ce cas, comme 72 — 1 €st impair, la fonction V est symétrique
par rapport 4 n — 2 lettres, d’apres la proposion IX, et alors, d’apres
la proposition 1V, elle a an moins 7 valeurs.

Conclusion. Puisqu’on suppose que V a moins de n valeurs, et que
cette fonction n’est pas symeétrique, le second des trois cas précédents
est seul possible, et alors la fonction V a deux valeurs seulement. Ge

qu’il fallait démontrer.

2 n valeurs.

PROPOSITION XI.

THEOREME.

Si une fonction d’un nombre n de lettres pair et supérieur aba
n valeurs, elle est symétrique par rapport a n— 1 lettres.

Y

Soit
-:_go(a,b,c,d,...,k, l)
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une fonction de 7 lettres qui a précisément 7 valeurs. On suppose
n pair et supérieur A 6. ‘

Soient @ et & deux lettres quelconques, et pPermutons les n — o
autres lettres

¢, dy, k, L

suivants .
I, 2, n—a, n—1i, p,

Nous allons faire ces cinq hypotheses.

1° La fonction V est Symétrique par rapport aux n — 5 letires
¢yd, .k, L

Alors, d’aprés la proposition 1V, elle ne Peut avoir n valeurs que
si elle est symétrique par rapport 4 z — 1 |ettres. ,

2°. La fonction V a deyx valeurs par les permutations des n — 4
lettres ¢, dy..., kL.

Cela est impossiblerd’a\prés le corollaire de 1a proposition V, car
alors la fonction v n’aurait, en tout, que deux valeurs, ou elle en
aurait plus de ».

3°. La fonction V q n—, valeurs par les permutations des p — ,
lettres ¢, d, ..., k1

par rapport a z — 1 lettres.

4°. La fonction V a n — valeurs par les perimutations des n — ,
lettres cyd,... kL ' -

Dans ce cas, d’aprés la proposition 11I, V est symétrique par rap-
portan— o lettres, et, par conséquent, elle ne peut avoir » valeurs
que si elle est symétrique par rapport 4 n — 1 lettres.

5°. La fonction V a4 » valeurs par les permutations des n — ,
lettres ¢, d, ..., k, L. , :
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Cela est impossible d’aprés’la proposition VII, car alors la fonction
[x~9¢(@,b,c,d,..k,D][x —gb,a,c,d,.. k, )]

aurait, par les permutations des n — 2 lettres ¢, d,..., k, {, un

- N > 4 : , 4 .. 7 ot
nombre de valeurs égal A 5>’ €€ qui ne peat étre, puisque - est
<n-—a2,et >a.

Conclusion. Le premier, le troisicie et le quatriéeme cas sont seuls
possibles, et 'on voit que la fonction V ne peut avoir 7 valeurs, que
si elle est symétrique par rapport a rz — 1 lettres.

Remarque. La démonstration ne sapplique pas aux fonctions de
six lettres, pour lesquelles le théoréme n’a pas lieu.

" DEUXIEME PARTIE.

PROPOSITION XII.
LEMME.

Si une fonction de n lettres est Symétrique par rapport i n — 3
lettres, mais qulelle ne le soit pas par rapport a n — 2 lettres, le
nombre des valeurs de la Jonction n étant > 6, est

=

1.2.3 ’ 3 ’ 5 ou n(n—1)(n—oa).

rln—tin—2) alr—1)in—2)  n{n—1){n—2)

Soit ’
V=9la,b,c,d, .., k1

une fonction de n lettres, n étant > 6, symétrique par rapport aux
n — 3 lettres
d,..., &k, [,

mais qui ne soit pas symétrique par rapport i n — 2 lettres.

Le nombre des valeurs que la fonction V peut acquérir par les
permutations des trois lettres a, b, c¢, devant diviser le produit
1.2.3, est I'un des quatre nombres 1, 2, 3 ou 6. Nous allons exa-
miner ces quatre cas. ‘

Tome XV. — Jaxvien 1850. 4
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1°. La fonction V est symétrique par rapport aux trois lettres
a,b,c.

On aura toutes les valeurs de la fonction V en formant les "_Vl_l—%(’;’_—i)

combinaisons trois 4 trois des n lettres 2,0, ¢, d,..., k, [, et permu-
tant dans V les trois lettres a, b, ¢ avec les trois lettres de chacune de
ces combinaisons. Or je dis que toutes les valeurs de V ainsi formeées
sont différentes si # est > 6. Il suffit, pour le prouver, d’établir
Pimpossibilité des égalités
olayb,c,dye, f,8,.,k, 1) = p(dyb,c,ase, fy85 k1),
A\

pla,b,e,d,e, o8,k 1) = o(d,e,e,a, by f,g,..., k1),
ola,b,c,d, e, fr8, mk, =0 e [, a,b,e,g,...,k1).

Cette impossibilité résulte de ce que les seconds-membres sont symé-
triques par rapport aux letires a et g, tandis que les premiers membres

ne le sont pas. La fonction V a done ri"——_[—lz—)(———g—?l valeurs.

On voit qu’il est nécessaire pour la démonstration que la fonction V
renferme sept lettres au moins.

2°, La fonction V a deux valeurs par les permutations des trois
lettres a, b, c.

-Si Pon pose
‘ p=(a—b)(a—c)b-—rc),
la fonction V aura la forme ,

V=A 4+ By,

A et B étant des fonctions symétriques de a, b, ¢. En outre, comme V
ou A + By est une fonction symétrique des n — 3 lettres d,..., &,

= et que cette fonction se change en A — By par la transposition de
deux des trois lettres a, &, ¢, on voit que A et B sont nécessairement
des fonctions symétriques de d,..., &, {. On obtiendra toutes les va-
leurs de V en faisant les combinaisons trois & trois des n lettres a,
b, ¢,d,..., k, I, et remplagant dans la fonction

A 3= By,

[ ' : P yroo IR R RN T R N RN RN N R e N e
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les lettres «t, b, ¢ successivement par les lettres de chaque combinaison
- . . , nin—1)n—2)
trois & trois. Le nombre des valeurs ainsi formees est 2-—(’1——2——‘3————

n{n—1){n—2

ou 2), Il n'y a plus qu’a montrer que ces valeurs sont

différentes.
Représentons simplement par

9 (a, byeyd, e, [y 850 ky 1)

’une ou ’autre des valeurs A &= By; on prouvera, comme précédem-
ment, que les égalités

¢(a,b,c,d, e, fr gy ks l) = o(d,yb,c,a, L - ly,
?(a5b7 Cad7 evf;g»"'ska l>: cp(daea c, a7b1fag;'"'1/f’7 l)’
v, byc,dye, [ 8y k,)=o0(d,e,f,a b, Cygrn ks l),

sont impossibles, parce que le second membre de chacune d’elles est
symétrigue par rapport aaetg,et que le premier ne I'est pas par
hypothese.

nin—1)(n—2)

3 valeurs distinctes.

La fonction V a donc effectivement

30. La fonction V «a trois valeurs par les permutations des lettres
a, b,c.

Dans ce cas, elle est symétrique par rapport a deux des trois lettres
a, b, c. Supposons que ce soient b et ¢. 1l est évident qu’on obtiendra

nin—1 .. .
toutes les valeurs de V en formant les L;——) combinaisons deux &

deux des 7 lettres a, b, c,..., k, [, écrivant ensuite devant chacune de
ces combinaisons, successivement chacune des 1 — 2 lettres qui n'y
entrent pas, et permutant enfin les trois lettres @, &, ¢ de la fonc-
tion V, avec les trois lettres qui composent chacun des arrangements
ainsi formés. '

. nin—1i)ln—2
Le nombre des valeurs de la fonction V est alors -L——?)—(fﬁ—?-)--

4e. La fonction V @ six valeurs par les permutations des lettres
a,b,ec. '

.
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Dans ce cas, la fonction V change par une permutation quelconque
des trois lettres a, b, c. On voit alors ajsément quelle a autant de
valeurs qu’on peut faire d’arrangements de 7 Jetires trois 4 trois, c’est-
a-dire n (n — 1) (7 — a),

La proposition est donc démontrée.

PROPOSITION Xi1I,

LEMME.

St une Jonction de n lettres, n étant > 5, a deux valeurs par les
permulations de n — o lettres, le nombre lotal des valeurs qu'elle peut
prendre par les permutations de toutes les lettres est o, an, n (n—1)
ou 2n(n — 1)

Soit ‘

V=v9¢(@,b,c,d,.., ky 1)
une fonction de 7 lettres qui n’a que deux valeurs ’
V17 szv

par les permutations des 7 — o lettres ¢, d,.. kL

La fonction
‘ (r~V,)( — V.,

ou x désigne une variable indéterminée, est symétrique par rapport
aux n — o lettres ¢, d..., k, 1, etsi elle Pest aussi par rapport a toutes
les lettres, la fonction V n’a que les deux seules valeurs V, et Y.,
d’apres la proposition I,
Si la fonction
(x — V«) (£ —V,)

n’est pas symétrique par rapport aux n lettres @, b,..., k, [, le nombre
de ses valeurs sera, d’aprés la proposition 1V, n, @ ou 72 (n —- 1).'
Désignons-le par p., et soient '

(®— V)@ —vy,
@ sV,
(x — V&) (x — \Z9R
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ces u valeurs elles-mémes. Voild p. produits qui sont, par hypothese,
différents; je dis de plus que deux d’entre eux ne sauraient avoir un
facteur commun. En effet, supposons, s’il est possible, que, les deux
premiers des produits (1) aient un facteur commun, que V'on ait, par
exemple, ’

.

(2) . Vi=V? ou =V

Les deux fonctions V! et V2 ont chacune deux valeurs par les permu-
tations de n — 2 lettres, et comme on suppose z > 5, parmi les n — »
lettres dont les permutations font acquérir deux valeurs A V!, il y en
a au moins deux qui font partie des n — 2 lettres dont les permuta-
tions font acquérir deux valeurs & VZ. Si I'on transpose les deux lettres
dont nous parlons, les fonctions Vi et Vi, Vi et V3 se changeront
I'une dans Pautre (introduction}; par conséquent, Pégalité (2) conduit
a celle-ci ‘

Vi=V: ou =V

1Y

?

ce qui est impossible, car autrement les deux premiers des pro-
duits (1) seraient identiques, ce qui est contre I'hypothese.

Maintenant le produit des fonctions (1) est une fonction symétrique
des n lettres a, b, ¢, d,..., k, l; de plus, tous les facteurs linéaires
de ce produit sont différents; donc, d'apres la proposition T, la fone-
tion V a les valeurs distinctes

74 1 2 79 j L o
Vi, Vi, VI VI, ViV,

29
dont le nombre 2 p. est égal A 2nouan{m—1,, onaan(n—ri).
La proposition est donc démontrée.

Cororratrg 1. Sila fonction V a 2n valeurs, on a p.=mn, et, par
conséguent (proposition IV), la fonction

(x — V) (x —V,),
deja symétrique par rapport aux n — 2 lettres ¢, d,..., k, L, lest par

rapport a n — 1 lettres. Donc, d’apreés la proposition 1, V, considérée
corhme fonction de ces n — 1 lettres, n'a que les deux valeurs V, et V,.

Cororraire I1. Si une fonction de n lettres n’a que deux valeurs



30 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

- par les permutations de n — 3 lettres, et qu'elle ait en tout plus de an

valeurs, elle en a aussi plus de @, sin > 6. 3

Supposons que la fonction .
V=9gla,b,ec,d,., k1), -
-
ait deux valeurs par les permutations des » — 3 lettres d, e, ..., k, L
Dapres le lemme précédent, en considérant V comme fonction des
n—ilettresb, c,d,e,..., k,1, le nombre de ses valeurs sera

2, 2(n—1), m—1)(m—2), ou a(n—1){n— 2).

Si la fonction V n’a que deux valeurs par les permutations de &, c;
d,., k, I, elleen a 2 ou 27 par les permutations de toutes les lettres
( proposition V). )

Si la fonction V a 2 (rn — 1) valeurs par les permutations de &, c,
d... k, I, elle n’a que deux valeurs par les permutations de 7 — 2 de
ces 12 — 1 lettres, d’aprés le corollaire T qui précede, et, par consé-
quent, elle en a 2 ou 27, ou n(n — 1), ou 27n(n — 1) par les per-
mutations des 72 lettres.

Donc, puisqu’on suppose que la fonction V a plus de 27 valeurs,

. . . 1. nin—1)
elle en a au moins (n — 1) (n —2), C'est-a-dire plus de —(*2——): a

cause de 72 > 6.

Remarque. Par un raisonnement tout semblable & celui qui nous a
servi & démontrer le lemme qui précéde, on pourrait déterminer
exactement le nombre des valeurs d’une fonction de n lettres qui a
deux valeurs par les permutations de n — 3 lettres. Mais, comme ce
qui précéde suffit pour I'objet que jai en vue, je n’entrerai pas dans
de plus grands détails.

PROPOSITION XIV.
LEMME.

Le nombre des valeurs d’une fonction de n lettres ne peut étre égal
an-hsin estalafois plus grand que 6 et que b + 4.

o e r v noow L N L R R R R R NN I R R R T e e
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Soit '
V=gla,b,c,d,...k,1)
une fonction de 7 lettres ayant  + h valeurs.
Le nombre des valeurs que prend V par les permutations de n — >

lettres ne peut étre & la fois supérieur 4 2 et moindre que n — .
puisqu’on suppose . — 3 > 4, ce sera donc I'un des h + 5 suivants

i, 2, n—2a, R—1,.., n+h—1, n+h

Mais si la fonction V a, par les permutations de 7 — 2 lettres, un
nombre de valeurs égal & 'un des suivants

n—2, B—1Iy., n4+h—02, n+h—1,

il y a aussi n — 2 lettres dont les permutations lui font acquérir un
nombre de valeurs égal ou inférieur a 'un de ceux-ci

A2, h+1,., 2, 1,

d’apres la proposition 111, et comme h —+ 2 est < n — 2, on voit ue
si la fonction V a n+ & valeurs, il y a n— 2 lettres dont les per-
mutations lui font acquérir un nombre de valeurs égal & 'un des trois

suivants
1, 2, n—+ h.

Nous allons démontrer que ces trois cas sont impossibles.

1°. La fonction V est symétrique par rapport a n — 2 lettres.

lors, d'apres | ition 1V, ell A Ch RN =

Alors, dlaprés la proposition 1V, elle a n, =——— ou n(n - 1}
valeurs.

Le premier cas est donc impossible, puisque, par hypothese, le
nombre n -+ h des valeurs de Vest < 2n — 4.

2°. La fonction V a deux valeurs par les permutations de n — 2
lettres. '

Ce second cas est impossible, car, daprés la proposition XIill, le
nombre des valeurs de V serait égal & 2 ou au moins égal &4 2 7.

3°. La fonction V prend ses n + k valeurs par les permutations de
n — a lettres.
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Cela est impossible, d’aprés la proposition VI, si n+ A est un
nombre impair. Je dis que cela est encore impossible si 7 + % est pair.
En effet, si la fonction V prend toutes ses valeurs par les permuta-
tions des n - a lettres ¢, d,..., k, I, elle ne peut étre symétrique par
rapport & a et b, d’apres la proposition VII, et la fonction

XN=lx —9(@b,c,d,....k, ][t —v,a,c,d,.., k, 1],

a, par les permutations des n — 2 lettres ¢, d,..., k, [, un nombre

n+4h n--h
> s <n-—2 et

n — 2 > 4, donc la fonction X ne peut avoir qu'une ou deux valeurs
seulement par les permutations de ¢, d,..., &, I, et, par conséquent,
la fonction V n’aurait que deux ou quatre valeurs, ce qui est contre
la supposition.

de valeurs égal a

- Mais nous avons supposé

ILa proposition' énoncée est donc démontrée.

PROPOSITION XV.
THEOREME.

Le nombre des valeurs d’une fonction d’un nombre n de lettres
supérieur a 6 ne peut étre ni n -1, ni n+ 2, ni p + 3. '

En faisant successivement s =1 et .= 2 dans l'énoncé du lemme
qui précede, on voit immédiatement que le nombre des valeurs d’une
fonction d’un nombre n de lettres supérieur 4 6 ne peut étre n -+ 1
nt n -+ 2. )

En faisant & = 3, on voit pareillement que le nombre des valeurs
d’une fonction d’un nombre 7 de lettres supérieur 4 7 ne peut étre
égal & n + 3. 1l suffit donc, pour achever la démonstration du théo-
reme énoncé, de prouver que ce dernier résultat a lieu encore quand
n =17, cest-a-dire que '

Une fonction de sept lettres ne peut pas avoir un nomhre de valeurs
egal a dizx.
Soit
V=ola, b, c,def g
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une fonction de sept lettres, et supposons qu'elle ait dix valeurs.
Le nombre des valeurs de la fonction V, par les permutations de

cing lettres, devant diviser le produit 1.2.3.4.5, et ne pouvant étre
ni 3 ni 4, sera 'un des nombres suivants

I, 2, 5, 6, 8, io.
Mais st le nombre des valeurs de V, par les permutaﬁous de cinq lettres,
est 6 ou 8, il y aura cing lettres dont les permutations feront acqué-
rir 4 la fonction un nombre de valeurs égal ou inférieur a2 4 ou a 2:
il y a donc nécessairement cinq lettres dont les permutations feront
acquérir & la fonction V un nombre de valeurs égal 4 'un des quatre
suivants

Examinons ces quatre cas.
1°. La fonction Vest s sy metrique par rapport a cing lettres.

Alors elle a, d’aprés la proposition 1V, 7,21 ou 42 valeurs, ce
qui est contre ’hypothése.

2°. La fonction V a dewx valeurs, par les permutations de ciny
lettres.

Alors, si elle a plus de deux valeurs, elle en a au moins 14, d’apres

la proposition XIII, ce qui est contre Phypothese.

3°. La fonction V a cing valeurs par les permutations de cing
lettres.

Alors elle est symétrique par rapport a quatre lettres. Si elle est
symeétrique par rapport a cing lettres, elle a'7, 21 ou 42 valeurs
(proposition 1V}, sinon elle en a 35, 70, 105 ou 210 ( proposition XI11),
ce qui est contre Uhypothese.

4. La fonction ¥ prend ses dix valeurs pur les permudations de .
cing lettres.

Soient ¢, , e, f, g ces cinq lettres, la fonction

\

X=[x—ola,b,c,d,e,f.g)[x—olh,a,c,d, ey [ gl

Tome XV — Janvizr 1850, A
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aura cinq valeurs par les permutations des cinq lettres ¢, d, e, f 8>
donc elle est symétrique par rapport 2 quatre de ces lettres. . equa-
tion

X=o0

. ayant pour coefficients des fonctions symétriques de quatre lettres, o,
e, f, g par exemple, ses deux racines seront les deux seules valeur
que peut prendre V par les permutations de ces quatre lettres. Ainsi
la fonction V n’a qu’une ou deux valeurs par les permutations de
quatre lettres. Or la fonction V ne peut étre symétrique par rapport
aux quatre lettres d, ey f, g, car ellen’aurait qu’une ou cinq valeurs
par les permutations des cing lettres cx'd, e, f, g, tandis que nous
avons supposé qu’elle en a dix. La fonctlon ¥V ne peut pas non plus
avoir deux valeurs par les permutations des quatre lettres d, e S 8
car , d’aprés la proposition XIII, elle en aurait deux seulement ou au

moins douze par les permutations de six lettresik ce qui est contre
Phypothese. . -

v

Il est donc démontré qu’une fonction de sept lettres ne peuat avoir
dix valeurs.

PROPOSI'I‘ION XVL

LEMME.

Si une fonction d’un nombre n de lettres supérieur a 8, prend
toutes ses valeurs par les seules permutations de n— 2 lettres et si
elle a plus de deux valeurs, elle en a au moins 2n + 4.

Supposons que la fonction

V=yg(a, b,c,d,. k1) :

prenne toutes ses valeurs par les seules permutations des 7 — 2 lettres
¢, d...., k, L

On ‘a vu (propositions VI et VII) que la fonction V ne peut étre
symétrique par rapport aux lettres.a et b, et que le nombre de ses

,..
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valeurs est pair. En outre, en désignant ce nombre par 2p, la
fonction

X =[x — ¢(as b,y dyeosy kD] [2 — 9B, @, €, d s K, 1]

a un nombre de valeurs égal & p par les permutations des n — 2 lettres
c,d,..., k, L

Cela étant, si le nombre p. est inférieur a n — 2, il doit étre égal
a1 ouia; dansle premier cas, la fonction V n’a que deux valeurs.
Le second cas est impossible, car la fonction V qui contient plus de
huit lettres aurait un nombre de valeurs égal a quatre.

Je dis, en second lieu, que le nombre p ne peut étre égal a n — 2;
en effet, si cela était, la fonction X serait symétrique par rapport a
n — 3 lettres, a cause de n — 2 > 6, et alors, d’apres la proposi-
tion 1II, la fonction V aurait un nombre de valeurs égal a 1 ou a 2
par les permutations de n —3 lettres,

dy..., k, 1

par exemple. Si la fonction V est symétrique par rapport aux r — 3
lettres d,..., k, {, elle a n — 2 valeurs par les permutations des 7 — 2
lettres ¢, d,..., k, lyonadonc ap =n — 2, ce qui est en contradic-
tion avec notre hypothese par laquelle p=n — 2. La fonction V a
donc deux valeurs par les permutations des n — 3 lettres d,..., &k, ;

mais alors, d’aprés la proposition XIII, la fonction V considérée
comme fonction des n — 1 lettres

b, ¢, d,..., k, I

" o
aurait deux valeurs seulement, ou elle en aurait au moins 2 (rn—1);
ce qui est contraire & hypothese.

Eufin, le nombre p ne peut étre égal nia n — 1, ni an,nian-+i,
d’aprés la proposition XV, donc il est au moins égal A n + 2, et, par
conséquent, le nombre 2p des valeurs de V est au moins égal
an -+ 4, §il est supérieur & 2. Clest ce qu’il fallait démontrer.

R TR AT TN
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PROPOSITION XVII.
THEOREME,

\°. Stune fonction d’un nombre n de lettres supérieur a 8 a plus
de n valeurs, elle en a au moins 27

2°. 87 une _fonction d’un nombre n de lettres superieur a 8 a an
valeurs, il Y a n — 1 lettres dont les permutations ne font acquerir
a la fonction que deux valeurs.
Soit
V=¢(a,b, c,d,'...,k,l)

une fonction de 7 lettres, et supposons que cette fonction ait plus
de n valeufg, mais n’en ait pas plus de 2.

D’aprés la proposition précédente, la fonction V ne pourra prendre
toutes ses valeurs par les permutations des z — a-lettres

c, dy.., k, L

Désignons par . le nombre de valeurs. qu’elle prend par les permu-
tations de ces n — o lettres, et par p. -+ v le nombre total de ses va-
leurs, Dapres la proposition I1I, il y a n — 2 lettres dont les permu-
tations font acquérir 4 la fonction V un nombre de valeurs égal ou
inférieur A v: dailleurs la somme u + v n'est pas supérieure a 2n,
par conséquent, des deux nombres et v, 'un au moins est inférieur
ou au plus égal 4 n. ’

Donc parmi les n lettres de Ia fonction V,ilyena n — 2 dont les
permutations font acquérir a cette fonction un nombre de valeurs au
plus égal & n, et méme au plus égal a n — 2, puisque, d’aprés la pro-
position XIV, une fonction de 7 — o lettres, si n est > 8, ne peut
avoir » — 1 ni n valeurs. Par les permutations des 7 — 2 lettres dont
il s’agit, la fonction V a donc

I, 2, ouw n—a
valeurs. Examinons ces trois cas.

1° Lu fonction V est symétrique par rapport a n — o lettres.
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Alors, d’apres la proposition IV, si 'V a plus de n valeurs, cette
. . . n(n—1)
fonction en a au moins 2.
2°. La fonction V a deux valeurs par les permutations de n — a

lettres.

Alors, d’aprés la proposition XIIT, cette fonction, si elle a plus de
deux valeurs, en a au moins 2 7.

3°. La fonction V a n — 2 valeurs par les permutations de n — 2
lettres.
.

Dans ce cas, la fonction V est symétrique par rapport & n — 3 lettres.
Si elle n’est pas symétrique par rapport & n — 2 lettres, elle a au
moins 2= 1) (2 — 2

1.2.3
symétrique par rapport a n — 2 lettres, et qu’elle ait plus de n va-

(n—1)

. n N . .
leurs, elle en a au moins S d’apreés la proposition 1V.

valeurs, d’_aprés la proposition X1I. Si elle est

Conclusion. Dans aucun des trois cas qu’on vient d’examiner, la
fonction V n’a en méme temps plus de 2 et moins de 2n valeurs.
Dans le second cas seulement elle peut avoir 2z valeurs, alors elle n’a
que deux valeurs par les permutations de n — 1 lettres {corollaire 1.
proposition XIII). La proposition est donc démontrée.

PROPOSITION XVIIJ.
THEOREME.
Le nombre des valeurs d’une Jonction de n lettres ne peui étre
égal niaon +y,nidan+a,nidan+ 3,sin>8.
Soit
V=ygla,b,c,d, ., k1)
une fonction de n lettres, n étant > 8, et supposons que le nombre

des valeurs de cette fonction, que je représenterai par o + v, soit égal
a Y'un des trois nombres

an+1, an—+2, an+ 3.,
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D’aprés la proposition XVI, le nombre des valeurs que prendra V
par les permutations de n — 2 lettres, ¢, d,..., &, I par exemple, doit
étre inférieur & . + v; je le représenterai par u, et alors, d’apres la
proposition III, il y aura » — 2 des n lettres a, b, ¢. d,..., k, {, dont
les permutations feront acquérir 4 V un nombre p’ de valeurs égal ou
inférieur a v. Comme la somme p v est au plus égale 2 2n + 3,
'un des nombres g et p’ est nécessairement inférieur ou égal a4 n + 1,
donc il y a n — 2 lettres dont les permutations font acquérir a la fonc-
tion un nombre de valeurs égal ou inférieur & n+ 1; ce nombre de
valeurs sera, par conséquent, 'un des suivants .

1y, 2, —2, HR—1, R, N-+I.

Mais n — 2 étant > 6, la fonction V ne peut avoir ni n — 1, ni 7, ni
n -+ 1 valeurs par les permutations de n — 2 lettres (proposition XV),
donc la fonction V a

I, 2, ou 7—=2

valeurs par les permutations de n — 2 lettres prises parmi les 7.
a, b, ¢, d,.., k, L
On va voir que cela est impossible.

1°. La fonction V est symétrique par rapport a n — 2 lettres.
(r—1)
|

Dans ce cas, elle a 7 valeurs ou au moins proposition 1V,
cest-a-dire plus de 222 + 3, si n est > 8; ce qui est contre 'hypo-
thése. ’

2°. La fonction V a deux valeurs par les permutations de n— 2
lettres. :

Alors elle ne peut en avoir plus de 27 sans en avoir au moins
n(n — 1) (proposition XIII), ce qui est contre 'hypothese.

3¢. La fonction V a n— 2 valeurs par les permutations de n — >
lettres.

Elie est alors symétrique par rapport a n—3 lettres, et si elle a plus
de n valeurs, elle en a au moins ”(—”2:9 (propositions 1V et X11), ce
qui est contre Ihypothése. '

La proposition est donc démontrée.

o r‘ [ W) SR IR ER T M e gy R L e
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PROPOSITION XIX.
| LEMME. |

Si une fonction d’un nombre n de lettres supérieur a 10 a plus
de deux valeurs, et quelle prenne toutes ses valeurs par les per-
mnutations de n — 2 lettres, elle a au moins fn valeurs distinctes.

‘Soit

V=g¢g(a,b,c,d,..k1)
une fonction de 1 lettres ayant plus de deux valeurs, et qui peut
prendre toutes ses valeurs par les seules permutations des n — 2
lettres i

dy.., k, L

»

Désignons par 2p. le nombre de ces valeurs qu'on sait étre pair, et
considérons, comme dans la proposition XVI, la fonction

X =[x — (@, bycrdys k, Dl [x —¢(braye,d, s kD],

qui prend p valears distinctes par les permutations des n — = lettres
¢,d,....k, L. On a vu, dans la proposition XVI, que (o est au moins
égal & n+ 2 si nest > 8; nous allons montrer actuellement que u. est
au moins égal & 27 si n est > 10.

En premier lieu, le nombre p. des valeurs que prend X par les per-
mutations de 7 — 2 lettres étaut supérieur & 7 — 2 est an moins égal
a an — 4 (proposition XVII).

En second lieu, je dis qu'on ne peut avoir p =27 —4. Supposous,
en effet, que . soit égal & 2n —4; alors, d’apres la proposition XVII,
la fonction X aura précisément .deux valeurs par les permutations
de n—3 des n— 2 lettres ¢, d,..., k, L. Soient X, et X, ces deux va-
leurs; la fonction X, X, sera symétrique par rapport a n — 3 lettres,
et, par conséquent, d’apres la proposition I, la fonction V, qui est
une des racines de I'équation du quatrieme degré

X, X,=o0,

aura au plus quatre valeurs par les permutations des 7 — 3 lettres d,...,
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A, {; d’ailleurs ce nombre de valeurs ne pouvant étre ni 3 ni 4, est
nécessairement 1 ou 2; donc la fonction V a 7 — 4 ou 2 (7 — 2) va-
leurs par les permutations des n — o lettres ¢, d,..., k, l, car on sup-
pose qu'elle en a plus de deux. On a donc » p=n—2o0u =19 (n-—2),
ce qui est contre Phypothése, , :

Enfin, daprés 1a proposition XVIII, le nombre [~ ne peut étre égal
niasn—3, nidon—a,niian— I, puisqu’on a 7 — 2>8; donc
P estau moins égal & an, et, par conséquent, la fonction V 2 au moins
47 valeurs. ’

PROPOSITION XX.

THEOREME.

St une fonction d'un nombre n de lettres supérieur a 10 a plus de
an valeurs, elle en a au moins 4n.
Soit
V=9¢(a,b,c,d,.., k1

une fouction de rn Jettres, ayant plus de 27 valeurs, # étant > 1o,
Sotent a et b deux lettres quelconques, et permutons les 12 — 2 autres

¢, dy.., k, L

Si, par ces permutations, la fonction V prend toutes ses valeurs,
elle a au woins 47z valeurs, d’apres la proposition précédente, et le
théoreme est démontré, Supposons donc que la fonction V ne puisse
pas prendre toutes ses valeurs par les permutations des 7 — o lettres
¢y d,...; k, I Appelons u le nombre des valeurs de V résultant des
permutations de ces n — o lettres, et g+ v le nombre total de ses
valeurs; rappelons enfin qu’il y an— 2 lettres dont les permutations
font acquérir & V un nombre p’ de valeurs égal ou inférieur 4 y, _

Supposons d’abord que I'un des nombres {~ et ¢’ ne surpasse pas
n'— 2, il sera alors égal & I'un des trois nombres

1, 2, #n— 2,

Dans le premier cas, la fonction V étant supposée avoir plus de 27

Crtepaeaee cee e
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. nn—1 \ . \
valeurs, en aura au moins ¥, c’est-a-dire plus de 47 a cause de
n>io.

Dans le second cas, la fonction V a au moins n(n — 1) valeurs; et
enfin, dans le troisieme, comme elle est symétrique par rapport a

n—3 lettres, elle a au moins ”—Qz:—') valeurs [*].

Suppoéons maintenant que chacun des nombres et p.' surpasse
n— 2. Alors n — 2 étant- > 8, ces deux nombres seront au moins égaux
a 2 (n — 2) (proposition XVII). ,

Si 'un des nombres . et @’ est égal & o (n — 2), la fonction V a deux
valeurs par les permutations-de 7 — 3 lettres, d’apres la proposi-
tion XVII, et, par conséquent, comme elle a plus de 2z valeurs, elle

en a aussi plus de "—("-;:—]—) (proposition XIII, corollaire 1I) et, i for-
tiori, plus de 4 7.

Enfin, d’apres la proposition XVIII, aucun des nombres p. et p’ ne
peut étre égal A 27 — 3, ni A 21— 2, nid 27 — 1 ; si donc p et P
surpassent 2 (n — 2}, chacun d’eux est an moins égal & an, et, par
conséquent, leur somme p + p/, et, a fortiori, la somme p + v, qui
représente le nombre des valeurs de V, est-au moins égale 4 4n.

Donc, dans tous les cas, la*fonction V a au moins 47 valeurs, si
elle en a plus de 2n.

PROPOSITION XXI.

THEOREME.

Une fonction de n lettres qui a plus de an wvaleurs, en a au

(n—1)
2

. n - 3 [
moins sinestegal a 13 ou a 14.

-Soit :
V=g¢la,bh,c.d,. k1)

une fonction de n lettres ayant plus de 27 valeurs (on suppose n =13

[*] Ce raisonnement est le méme que celui de la proposition XVII.
Tome XV. — Janvier 1850. 6
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ou 14), et permutons les n — 2 lettres
. c, d,.., k, I

Nous distinguerons deux cas, suivant que la fonction V prend ou ne
prend pas toutes ses valeurs par les permutations des 2 — 2 lettres

c.d,.. kL

1°. Supposons d’abord que la fonction V prenne toutes ses valeurs
par les permatations des n — 2 lettres ¢, ..., 4, L, et désignons par
2 4. ce nembre de valeurs qui sera au moins égal 4 4n, dapreés la pro-
position XIX. Nous avons déja vu que lafonction

X=[x—gla,b,c,d,..k, D][x —¢(b,a,c,d,...kl

a p. valeurs par les permutations des n — 2 lettres c,d,.... k, 1, et,
comme on a p.> 2(n — 3), p sera au moins égal 2 4 (n — 2); en vertu
de la proposition précédente, par conséquent, le ngmbre 2 p des va-
leurs de la fonction V sera au moins égal & 8 (n — 2) et, par suite,

, . . r{n—I1 ! y s
superieur a %s car on suppose n = 13 ou;14. Le théoréme: est

donc démontré dans ce cas.

2°. Supposons que la fonction V ait u + v valeurs et qu'elle ne
prenne que p valeurs distinctes par les permutations de ¢, d,... kI,
soit aussi p’ le nombre égal ou inférieur 4 v qui, d’apres la proposi-
tion III, représente ie nombre des valeurs que prend la fonction V

par les permutations de n — 2 lettres. ;

{

« X . . \ . , . i s g
Par un raisonnement identique a celui du théorémé précédent, on
fera voir que si I'un des nombres p et u’ ne surpasse pas 2 (n — 2)

(r—1)
2

. S n
la fonction V a au moins

H
valeurs, Supposons donc p. et ' su-
périeurs & 2 (r — 2); alors n — 2 étant égal 4 11 ou 2 12, la fonc-
tion V, qui a plus de 2 (n — 2) valeurs par les permutations de 72 — 2
lettres, en aura au moins 4(n — 2). Par conséquent, chacun des
nombres . et u’ est au moins égal & 4(n — 2), et, par suite, la fonc-
. . - T nin—1
tion V a au moins 8(n — 2) valeurs, c’est-d-dire plus de nlr—1),
comme dans le premier cas.

La proposition est donc démontrée.

oy ! . " SO e
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PROPOSITION XXII.
THEOREME.

Si une fonction d’un nombre quelconque n de lettres supérieur a
, . nin-—1
12 a plus de 2n valeurs, elle en a au moins —(2—«)

Je vais démontrer que si le théoreme a lieu pour les fonctions de
n — 2 lettres, il a lieu aussi pour les fonctions de 7 lettres, et, comme
on vient de P'établir pour les fonctions de 13 et 14 lettres, il le sera
généralement. ’

Soit

V=gla,b,c,d, . k1)

une fonction de n lettres, n étant > 14, et permutons les n — 2
lettres .
. c, d,.., k, L

Comme dans le théoréme précédent, je distinguerai deux cas, sui-
vant que la fonction prend ou ne prend pas toutes ses valeurs par les
permutations de ces 7 — 2 lettres.

1°. Supposons que la fonction V prenne toutes ses valeurs par les
seules permutations des n — 2 lettres ¢, d,..., k, I, et considérons la
fonction

X=[x—9@,b,c,d,...k,D][x—ob,a,c,d,.., k L)

si o désigne le'nombr‘e des valeurs que prend la fonction X par les
permutations des n — 2 lettres ¢, d,..., k, I, 'V aura 2 u valeurs, et
comme on suppose 20 > an, ce nombre sera au moins égal a 4n,
d’aprés la proposition XIX, et, par ‘conséquent , la fonction X aura
au moins 27 valeurs, c’est-a-dire plus de 2 (n — 2) par les permuta-
tions des n — 2 letires ¢, d,..., #, {; donc, puisque la proposition
énoncée est supposée vraie pour les fonctions de n — 2 lettres, Ia
(n —2)(n—3)

fonction X aura au moins e valeurs par les permutations
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de ¢, d,..., k, I, et, par suite, la fonction V aura au moins

(2 —1)

’ T . n
(7 — 2) (n — 3) valeurs, c’est-a-dire plus de ——,—» car on suppose
n > 14. Le théoréme est donc démontré dans ce cas.

2% Supposons que la fonction.V ait y -+ v valeurs, et qu'elle ne
prenne que y. valeurs par les permutations des n — 2 lettres ¢, d,...,
ky L. ’ \

Soit p’ le nombre, égal ou inférieur & v, des valeurs que prend V
par les permutations de n — 2 lettres.

Comme dans les deux propositions précédentes ot jai employé le

méme raisonnement on fera voir que si l,’un des nombres et 1’ ne
*
rn{n—1)

surpasse pas 2 (n — 2), la fonction V ne peut avoir moins de

valeurs. Supposons donc w et p’ supérieurs a 2 (n — 2) : alors, comme
on suppose le théoréme énoncé vrai pour les fonctions de » — 2 lettres,

. ,  (r—2Y(rn—3
chacun des nombres p et u’ sera au moins égal A (—”)2—~———£’—l—-———); par

conséquent, la somme f -+ v, qui représente le nombre total des
valeurs de V, sera égale ou supérieure i (n — 2) (n — 3) et, & fortiori,
(r—1)

r - «
supeneure a -—2-—-

La proposition est donc démontrée.

Vo 1 i T R I R N R R R R EE RN R R I KR IR RN KRR AR e s



