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SUR LES SURFACES ISOTHERMES LT ORTHOGONALES;

Paie M. Ossiay BONNET.,

Extrait, par Uautcur, d'un Mémoire présente i 'Académie des Sciences,
2™" semestre 1849.)

Dans un Mémoire appartenant an tome VIII de ce Journal, M. Lamé
a démontré, qu’a Vexception du cas des surfaces cylindriques el
coniques, les seuls systémes triples de surfaces isothermes et ortho-
zonales sont les systemes formés par les surfaces du second degré; [ai
depuis simplifié la démonstration de M. Lamé (voyez le xxx* cahier du
Journal de U'Ecole Polytechnique), en [aisant usage d’une propriété
que ['al reconnue appartenir & toutes les surfaces susceptibles de faire
partie d’'un systéme triple de surfaces isothermes et orthogonales, et
d"aprés laquelle, sur une méme ligne de courbure de ces surfaces, le
rayon de courbure correspondant varie proportionnellement au cube
de Pautre rayon de courbure principal ; néanmoins, la démonstration
de M. Tamé est encore trés-compliquée. Je me propose, dans ce se-
cond travail, de montrer que P'exactitude du théoreme peut étre mise
hors de doute par des considérations extrémement simples.

Soit un systeme triple de surfaces isothermes et orthogonales que
I"appellerai le systéme (A); considérons les trois surfaces particulieres
(qui passent par le point M de I'espace. Les trois lignes d’intersection
de ces surfaces formeront trois axes courbes des coordonnées dont le
point M sera I'origine; peur fixer les idées, nous désignerons, avec
M. Lamé, ces axes des coordonnées par les noms d’axes des s, des s, ,
des s,, relatifs au point M, les surfaces comsidérées étant dés lors les
surfaces des §,5,, des ss,, des s5,, relatives au méme point; enfin, je
représenterai les rayons de courbure des surfaces coordonnées par
Ty €2)y (25 €)5 (75 1), Vindice étant toujours cclui de la coordonnde
tangente a la section principale correspondante, et le signe qui accom-
pagne les rayons de courbure étant + ou —, selon que le centre de

~
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courburs de la seciion principale est ou non du ¢oté des coordonnées

positives,
Ceci posé, on aura d’abord les neaf formules de M. Lamé -
! (l—‘— . d 1
L LA _7»—l'i_,‘;).
ds, — y \¢ /) ds, e (ﬁ/ o/
. l{i ([.i
i\(é,' c, 1 1 T ) T 1 ( 1 1
——— T — - > T e T o _— - b
ds 7o\ Y ds, e \y, o, J
dl , \ da
s, . I 1 L “:if —_— 1 L . E
ds, V2 <c._, /,) ’ ds ¢ (7 ‘ )
di di I I I
[4 '}'1 _ 1t I
ds, -+ ds T e? V' e ’
at al L )
. p 7
DY _ o _
. ds, ds, el + : Y12 ’
dz d 1 ' I
- .
2 7 = —_

qui expriment que les surfaces considérées sont orthogonales; puis les
suivanies dues & M. Bertrand :
Z c _ Tt [ o 13 f"

— =1 = i i
L 7z ! €, 7 ! ¢ 71

(C) = 1,
dont deux seulement sont distinctes, et qui donnent aisément
\ . “ —
) CCLCy + Y72 = 0,
en meme temps qu’elles permettent de transformer les relations (@
comme il suit :

/ {li (/~l—
4 I ¥ 1
—_— I —— i
ds, cc ds, AT
'
\ a2t d—
(f} e 1 7 — I
I ey —— I -y
s ¢y ds, Vil
- !li
C, 1 L I
= N m— DT e
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cnfing, celies-ci, que Jai données dans mon premier Meémoire

1 i
( o~ Y d— Y
c . ,J,, o9
ds ~ eq T
1 1
P ol — N o — o
o e 3 B 3
ds, ey e, 9.6
1 1
o — . ! — "
! € 3 72 3
A, Y
s C, s, 7200
1 1
! od — o -
7 ¢y 24
— (= — et - -
g s 2 iy e /) ¢
1 I
o d o -
3! T T Y I
z 2 s ofs, e ¢
i I
i o o -
[ . v LG 29, 2 2
Y et A el
y, ols., c. ¢ o o,

On déduit immédiatement de ces différentes formules plusieurs
conséquences importantes; d’abord les formules {¢) et («/} montrent
que, parmi les trois surfaces passant par up méme point de Yespace,
v en a deux pour lesquelles fes rayons de courbure principaux sont
de wéme signe, et une pour laguelle ces rayons ont des signes con-
traires. En effet; il est impossible que, pour deux de ces surfaces; les
ravons de courbuare principaux soient de signes contraives; car si, par
exeniple, et ¢, étaient de signes contraires en méme temps qae g,
i ¢, le premier membre de la premicre des relations (¢} serait né-
calif, tandis que le second est positif; en second lieu, les trois sirfaces
ne peavent avoir fears rayons de courbure principaux de meéme signe
enr Inorelation fd) | qui peut s’écrire ainsi

i oy (‘-_.‘
R
Y S
aurait alors son premier membre positif; ainsi il faut nécessairemenst
que deux dis trois surfaces passant au point M aient leurs rayons de
conrbure principaux de méme sigue o gue w trotsieme les ait de

5i..
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signes contraires. Cette premiere propriété permet de distinguer une
des surfaces des deux autres; tachons maintenant d’établir de méme
une distinction entre les denx surfaces gui ont lenrs rayouns de cour-
bure principaux de méme signe. Supposons que ces surfaces soient ia
surface des s,s, et celle des §$,, et formons pour la premiere surface
les deux expressions

pas X x ,
/ (&) 1 VIR 7 I [ |
lk — T = - - = T T - _—
N > ds ¢l - N ¢y ¢* ’ s M c* % 7”

- , . N . L5}
qui, d’aprés les formules (8), ne different que par le factenr 2 et
) t

sont, par conséquent, de méme signe; puis, pour la seconde surface.
les deux expressions analogues,

I I
' = 2 1 (ZT‘ 2 T AR
k) T2 et _(_’._._‘._4__,. L
( A, oo g s T a gt

Si nous ajoutons la premiére des expressions (k) a la premiére des ex-
pressions (k), il viendra, en se rappelant la derniére des relations ‘3),
et puis les relations (/) et (¢),

(A L N RO 2 il

72¢ £ ¢ T 7 e Yyt
= pmmemd [ e V]
=T e T aaira (o) =e
i 77 2 720 r \ y

Cela montre qi’en excluant d’aboid e cas ot ces expressions seraient
nulles, les expressions (/) et les expressions (k) ont des signes con-
traires 5 aussi les deux surfaces qui ont leurs rayons de courbure prin-
cipaux de méme signe peuvent aussi étre distinguées 'une de autre.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours que les surfaces
des s, 5, et des ss, soient celles pour lesquelles les rayons de courbure
principaux sont de méme signe, et que la surface des s, s, soit telle,
que les deux expressions (%) aient le méme signe +; de plus, nous
fixerons la partie positive de I'axe des s, de facon que les rayons de
courbure ¢,, v, de la surface des $1 8, soient négatifs, et la partie posi-
tive de Vaxe des s,, de maniére que le rayon de courbure 7, de la sur-
face des ss, soit aussi négatif, le rayon de courbure ¢ conjugué en sur-
face étant des lors positif; quant i la partie positive de 'axe des s,,
elle se trouvera déterminée par cela méme, car il faut qu’en se pla-
cant suivant la partie positive de Paxe des s, les pieds sur la surface

" | 1 AR ] (AR AN EER LR R R NN v e
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des ¢, 5,, on ait la partie positive de Paxe des s, & gauche et la partie
positive de Paxe des s, 4 droite.

Prenons maintenant le systeme particulier de surfaces isothermes et
orthogonales, compos¢ d’ellipsoides et ’hyperboloides i une et i deux
nappes de mcéme centre et de mémes foyers, que Jappellerai le sys-
teme (A"). Considérons les trois surfaces de ce systeme qui passent par
un point quelconque M’ de Pespace. les trois lignes d'intersection de
ces surfaces formeront trois axes courbes de coordonnées dont le
point M’ sera Vorigine; nous désignerons ces axes par les noms d'axes
des ', des &, des s, relatifs au point M, les surfaces considérées étant
dés lors les surfaces des 5, ¢, des 5,4 et des s's’ relativesau méme point:
enfin, je représenterai les rayons de courbure des surfaces coordon-
nées par (7', ¢, (7 ¢'), 1y, ¢)), Vindice étant toujours celui de la
coordonnée tangente & la section principale correspondante, et le signe
rqui accompagne les rayons de courbure étant + on —, selon que le
centre de courbure de la section principale est ou non du coté des
coordonndes positives.

D’abord nous anvons, entre les rayouns de courbure (v, ¢},
s €5 ) ¢y et lears variations, des formules analogues aux for-
mules (ai, (B), (), (), {e), (f), (g) et qui se déduiront simplement de
ves dernicres en donnant un accent aux lettres ¢, ¢4, oy 7, V1y Y2 s
5, $,, §2; nous appellerons ces nouvelles relations les égalités (a'), (&',
Y, (dY, (€, (S, 18" en second lien, st nous supposons que la
surface des s, 8", soit un ellipsoide, la surface des 5’5" un hyperbo-
loide & deux nappes, et la surface des s’y un hyperboloide & une
nappe, les deux rayous de courbure principaux 7', ¢, seront de
méme signe, de méme que ' et ¢, et les deux autres 7/, ¢’ de ces
rayous de courbure auront des signes contraires; on pourra done
fixer la partie positive de Paxe des s” et celle des s', (ce qui déterminera
aussi la partie positive de Paxe des ), de facon que ', ¢, ', soient
négatifs. Cela étant, je dis que les deux expressions

T I
d—+ . d —-
i 2 ! 70 1 < 2 O
— =+ st my T

PR g PO

, ¢ s’ o2 ot

{’ﬂ

ds’

seront positives et que 'on poura déterminer les éléments [*] qui

[*1 Ces ¢léments, aw nombre de cing, sont, par exemple, les distances focales de
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fixent la grandenr des surfaces du systéme {A") passent par le point M/
de facon que on ait les cing relations

T Ca= 0y =, o =l s T

poui les points M et M,
Pouar le faire voir, il est d’abord nécessaire d’obienir Vexpression des
J I

-

Cee [ r v f",

différentes quantités ¢, Vi € —
Rapportons la surface des | ¢, relative au point M" & trois axes
rectitignes rectangulaires, et supposons que les parties positives 31'X,
MY, M7 de ces axes soient respectivement les tangentes au point M’

des axes des o, ), s, relatifs & ce point, ces tangentes étant d’ail-

leurs dirigées dans le sens positif des ccordonnées courbes , oA
I’équation de [a surface sera

O a , o, a’ Iy .,
R S S R I S T P
/ 2 5 2 g
car il faut que, pour x = o, ¥ = 0, on ait
oz dz %z
ol 'y RerRee & 2N =i § ] mo e T (),
o dw dy ’ dx dy

puisque le plan des a2y est le plan tangent a Porigine et que les plans
des zx et des 2y sont les plans des sections principales au méme point.
Dans Péquation (1) les coefficients a et @’ sont égaux évidemment aux

P ] s
valenrs que prennent pour x = o, » = o les dérivées secondss =
otz

)
oy

» et, par conséquent, representent les inverses des rayons de cour-

bure ¢, et v, ;5 qnant aux antres coefficients 5. &, o io dis qu’ils
3 /. ’ } ? bl J I
s expriment facilement en fonction des rayons de courbure /., ¢/, et

r/j—

1 .. “, o, I . _
de Iz variation — Prenons, en effet, équatien genérale
g

(£h

2o 0= 45— pgt} - =

@ [ g2) e (1 2 2] = [ %) s o] ==

le

deux des sections principales des surfaces et les axes majears de ces mémes surfaces.
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de Ia projection sar le plan des xy des lignes de courbure de la sur-
tace (1), p, ¢

i
i

., r. s, ¢ avant la signification ordinaire; différentions
cette :'fqual'i()n par mpport a &, en naus mppe]nnt que s doit étre
rempiace par sa valeur déduite de T'équation (1), et dans le résultat

o (!}"
amsons K= o, 3 /o, <

de

de courbure tangente 4 M’ X et du point M’ de cette ligne ., il viendra
simplement

— 0, ce qui exprime qu'il s'agit de Ia hgne

ol

mais, par Pequation (1), on voit aisément que fa valeor de — nemn

Lt
a == 0, 3 == o est égale & a. b, donc
diy b
det T a—da'

. . dy - PYRNTANE .
d'aillewrs, puisue —= est nul an point M/, -—— représente peur ce
L dr T odrt

point Uinverse du rayon de conrbure de la projection sur o pian
des ay de la ligne de courbure, et, par conséquent, Finverse du
ravon de courbure de la section normale déterminée dans la surface
des &', par le plan des y; ainsi

T alh

e T a—a
On trouverait de méme

v all

, - @ —a

Ce qui montre déja que b et I’ sexpriment aisément en fouction de
72 €y et de a et @’ vu e, et . Occupons-nous maintenant de ",
Considérons wm ellipsoide infiniment voisin de ellipsoide .:* et
ayant les mémes foyers que iui; soit
‘a 5 Y a' PN Ja” \ Y
z:(——’,—anz)x'—’r— —+oimp oyt ) s
\ 2 R Fi .0 J

{2 :

A .

I B mxy (b oz b+ Em)yz+ emx ' my - i,
ol m représente un parametre infiniment petit, Iéquation de cette
surface, et tichons d’abord de déterminer les valears des constantes

forr .

wy o, o' 5, L £, ¢, . Pour cela, prenons en méme temps que les
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deux surfaces (1) et (2) un nouvel ellipsoide infiniment voisin de
Iellipsoide (1) et homothétique avec lui, dont 'équation aura la forme
a/

4
— 2+ Vxz+ byz+ m,
2

s=lar Ly
2 2
m' représentant unc constante infiniment petite. La distance des deux
surfaces (1) et (2) sera, pour un point quelconque, d’aprés une for-
mule connue, égale a
(vx? 4o y' a2+ B ay + P ay+ Byz+cax+ce'y+1)m
= V(ex + 02+ (@’ y + bz +- (@"z+4 b x4 by — 1} ’

et, par conséquent, pour le point M’ égale & == m; de méme la
distance des surfaces (1) et (3) sera, pour un point quelconque, égale &

m!

3
—+ \/(rz.z,- + 45 4 (a'y 4 bz 4 (@7 - b+ by — 1)

el, par conséquent, pour le point M’ égale & = m'; or on sait, d'aprés
une propriété bien connue dans la théorie de Pattraction, que le
produit des deux distances précédentes doit étre le méme pour tous
les points de Pellipsoide (1), cela exige évidemment que I’on ait, pour
tous les points de cette surface,

¢x2+021]'2+0,”22+ﬁ”x‘)' _}_ﬁrxz_{_ﬁ‘),z_,_ X - E’]"*{—I
= (ax + Wz + (@y+ bz) + (@"z + b'x + by — 1)%,

c’est-a-dire que cette derni¢re ¢quation coincide avec I'équation (17,
d'ou 'on déduit aisément

o = - [)r2 __ aa”, o — a'? - bz o [l.'ﬂ”, e [)2+ b/2,
B =a2bb, = o2al, ff=12ab,
¢ = — 20, ¢ = — ab.

Reprenons maintenant la surface représentée par 'équation (2), et
cherchons ses rayons de courbure principaux au point ou elle est ren-
contrée par P'axe des z, c’est-a-dire au point dont les coordonnées
sont x = o, y = 0, z = m. D’abord, par la forme méme de I’équa-
tion (2), on reconnait que les valeurs de il =p, d g, Lz $,

dzx dy dx dy
déduites de cette équation, sont infiniment petites du premier ordre

par rapport a m, au point considéré; de telle sorte qu’en négligeant

! ' T AR VErrra [ RN RNRERE] o . "
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le carré de ce parameétre, ’équation générale

Rt — s — Ry + p? —}—765[(1 -+ ¢ r
+ ({4 pP+ P = o,

2pgs + (14 p?l ]

au moyen de laquelle on détermine les rayons de courbure princi-
paux pour un point quelconque, se réduit

Rirt —R(r+t) +1=o,

daws e cas parvticulier considéré, et donne, par conséquent, pour les
rayons e courbure demandés,
I e

R=-- R'=—-.

r I3

. \ P d o
On voit par la que tout est ramené a calculer les valeurs de et

?

—, déduites de Iéquation (2), pour x = o =0, z=m. Or,
y? q 4 ’.

différentiant deux fois par rapport & x, faisant x = 0, y = 0, z = m,
et négligeant les infiniment petits du second ordre, on trouve sans
difficulté

2 (b0
el am a—+ (aa” + 2%+ 2b'c + v o) m,

1—a’m

de

ou, en substituant & z et ¢ leurs valeurs trouvées ci-dessus,
r=a-+ (2a*— aa") m;

on trouverait de méme
t=a+ (2a%—a'a" )m,

de telle sorte qu'en reprenant les notations employées plus haut,
nots avons '

L 1
d—~ d —
Cs 2 g 7 ’2 [
_—_—— =2 — da —_— = 2 — .
ds a ? ds a aa
1 1
(l—, o e
e, Sy ¢ 1 .
Ainsi @’ peut se déduire de 77’- et de a = - ou bien de % et de
s Y £
a = L.
7
Tome XIV. — Novemsre 184y. [
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Maintenant que nous connaissons @, a’, a’, b, b en fonction de ¢,

-

/

! r c . , . 7 I ’
Yoy €4y ¥y == 1l est bien facile de démontrer. comme cela a été
21 12 {7 7 :
/ / s

énoncé ci-dessus, que expression

3
A~ ,
. o, 2 ] IS
0/ = - L,
R PR e e
et, par suite, 'expression
1
d— ,
7, 20 o,

s’ . ; ¢’ + ,//; e

sont positives, et qu’il est possible de déterminer Pellipsoide repre-

i
o —

7

T T - ' N J o cy ‘o I3
senté par P'équation (1) de facon que ¢,, v,, ¢,, 7,, —= soient égaux

d-
(23

respectivement a v,y Y, ¢y, Y4, a5

En effet, exprimons que I'équation (1) représente un ellipsoide. il
faudra pour cela écrire d’abord que la surface i un centre, ¢est-i-
dire que I'on a

<<'
aad'a’ — a'b* — ab* 7 o.
~

Or, en remarquant que

1 i
a= 5, a=—,
Cy 7
puis, que
I a P/ ¢ I
b=l == %), m=
Te N a; YEER T (o

c’est-a-dire, d’aprés les relations (¢'),

enfin, que

1" 1 ' [ T (R T Y RN AR [ RN TR R I v
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{.ette relation revient a

2 ) C, 1
T T O T
TI ('.27 'rl (lé’ '/I 7/- CZ ‘

Aussi nous pouvons déja conclure que expression (£') est différente
de zéro; en second lieu, si nous rapportons la surface représentée par

I'équation (1) & son centre, ce qui change cette équation en
— aa’

a a’ a’

2 2 2 i -
St i T2 Yaz 4 by = .
2 2 “ 2(aa'a” — ab*— a’' b’?)°

2
il taudra {woir, par exemple, la Gdométrie a trois dimensions de
/ VU AN P > ] ] 7 \
M. Leroy, page 156}, pour que cette surface soit un ellipsoide . que
'équation
Sema)s—d)—d = bl —a— b —a)=o
ait ses trois racines de méme signe que le second membre

— aa’
2 (aad’ @’ — ab*— a' b’

Or Péquation en s ayant une racine comprise entre @' et «, comine on
le voit aisément, et, par conséquent, négative, d’apres les hypotheses
faites sur les signes de ¢, et de 7/, cela ne peut étre qu’autant que

—aa’
2(aa’a" — ab>*— a' b'?)

est aussi négatif, par conséquent, qu’autant que
aad’'a’ — ab® — a'b"”

est positif, on bien, en se rappelant la valeur de cette expression et

le signe de +/,, qu'autant que

I
d — .

c, 2 1 v, 1
B T s S I -
ds’ c? e d,

est positif; d’ailleurs cette condition, qui est nécessaire, est aussi
suffisante si «a'a” — ab* — o' b'* est positif; la substitution a la place
de s dans Péquation en s des différentes valeurs — o , @/, a, o, donne

successivement les signes —, 4+, -—_ -+, ce gui prouve que cette
' 5o
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équation a ses trois racines ncgatives. De tout ce qui précede résulte
que I'équation (1) ne peut représenter un ellipsoide qu’autaut que
a, a', a’, b, b’ sont tels, que

d, 2 L 7,1
LA

/2

[
N
-
=~
i)

1 €

soit positif, mais qu’une fois cette condition remplie, on peut prendic
arbitrairement @, @', a”, b, ¥, et, par conséquent, de telle sorte, que
Pon ait

I I

d—+ d—

S o) e o e R €r __ _&
Cy == Ly, [T YT O =G ds’  ds

Je dis maintenant que, par cela méme que on a pour les points M
et M’ les relations précédentes, les surfaces des s, s,, des 5,5, des ss,,
relatives au point M, coincident respectivement avec les surfaces des
sy 5y, des &, 5, des ¢’ s, relatives au point M’. En effet, a cause des re-
lations {c) et (¢"), les six rayons de courbure ¢, ¢,, ¢,, Vs> Yis 72 Seront
égaux aux six rayons de courbure ¢', ¢, ¢y, 7, 7., 75 pour les
points M et M'; puis, & cause des relations (¢) et (), (f) et (f7), (g},
(@) et ’g"), (@), les dix-huit accroissemients des rayons de courbure
5 €1y Coy Y5 Y1y Ju cOTTEspondants i des déplacements infiniment petits
effectués sur les axes des s, s,, s,, relatifs au point M, seront égaux res-
pectivement aux dix-huit accroissements des rayons de courbure ¢/, ¢,
Cos 7'y Y15 7ss dus & des déplacements égaux effectués sur les axes des
s’y 815 85, relatifs au point M. Cela montre que si Pon prend successi-
vement, a partic du point M sur les axes des s, s,, s, relatifs & ce point.
des longueurs infiniment petites Moz, Mg, M, et, a partir du point
M’ sur les axes des &/, &, ¢, relalifs & ce point, des longueurs M/,
M’ m';, M, vespectivement ¢gales, les six rayons de courbure ¢, ¢,,
€2y 72 o 72 s€ront égaux aux six rayons de courbure ¢/, ¢\, ¢, 7/,
71+ 2 pour les points m et m/, m, et m, my et ;. D’un autre coté,
dy, (lr/'[
@ A
tions (¢) et (¢'), que de ¢, ¢, 7,, . On peut donc conclure que ces
variations sont égales quand elles se rapportent aux points m et m'.

Or, si p est le point ot P'axe des s relatif au point m, rencontre

les variations ne dépendent respectivement, d’aprés les rela-

o 1 1 ey PR e T : "
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Paxe des s, relatif au point m, et u’ le point ou I'axe des &' relatif au
point »/ vencontre Paxe des s, relatif au point n/, il est facile de
voir que on a

o= m'u et mywo= m' !y
car
Munz. Mm , Mo M m
meypo= Mm + ——-5 'y =M+~ ———,
7 v
WM. Mm . A N N
dnyueo= Mm o+ ——— il o =Ml - S
3 ' 44

Cela montre que le rayvon de courbure 7, pour le point 1 est égal an
| \ 1 !

rayon de courbure 7, pour le point ', d'ott résulte que la variation
vy, 1 . , . g (1'/'| ! . .
- bour i point mz, est égale i la varigtion =5 pour le point .
Cela étant, on a aux points m, et n, les mémes relations entre les
rayons de courbure ¢, ¢y, ¢, 7, 71 72 € €4, €507, Y Y, quon avait
primitivement aux points M et M, ¢’est-i-dire

i

N Y ot oy e ) . ([(/] o r/'/‘|
3 Cy= C'“ ('2”‘0-_), /‘"/7 /l -— /1: /2*“[’27 T— ’;,/A,f"

et 'on pent conclure que si, siv les axes des 5. 5,,s, relatifs an
point m,, on prend successivement trois longueurs infiniment petites
M, By, Ry puis, sur les axes des s', s, 5, relatifs au point 2,
des longueurs w1/, ', n'y, m', 1t respectivement égales , les six rayons
de courbure ¢, ¢, 3, 7, 7, 72 seront les mémes que les six rayons
de convbure ¢, ¢, ¢,, v/, 7,, ¥, pour les points n et ', n, et 2/,
n, et #,. On verrait de méme qu'en prenant sur les axes des s, s, s

a

relatifs an point 2, des longueurs infiniment petites n,p, 2, py, 7, p,.
et sur les axes des &', &', &, relatifs au point 7/ des longueurs respec-
tivement égales 7', p', 7 py, 1, P, , les six rayons de couwrbuve ¢, ¢, ¢,
7> 1s {2 sont fgaux aux six rayons de courbure ¢/, ¢, ¢, V', Y1, Y,
pour les points p et ', p, et p,, p, et p,, et ainsi de suite ; de telle
sorte quon peut conclure généralement que les six rayons de cour-
bure ¢, ¢y, ¢;, v, 71> 72 sONt égaux aux six rayons de courbure ¢/, ¢
o 7' 7y 1> pour deux poinls queicongues N et N’ situds, Pun sur
Paxe des s, relatif au point M, Pantre sur Paxe des &, relatif au
point €, et tels, que ave MN = ["arc M'N". Ceci démontré, je dis gne
Faxe des s, relatif au point M et 'axe des s, relatif au point A\’ sont
superposables. En effet, soient, comme tout & heure, sur la pre-
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wiere ligne, une suite de longueurs infiniment petites Mm,, wm, n,,
7y 5o, et sur la seconde, des éléments égaux M'mi',, we, v/, P
Appelons r le rayon de courbure an point M de la ligne M, n,p,...,
et o Vangle que ce rayon de courbure fait avec la tangente au point M
de 'axe des s relatif & ce point; on aura, d’apres le théoreme de

Meunier,
r r

e - = C
cos o L sin o +

/1y €, s€ rapportant au point M; de méme, on a

»r , r’ ,

- Y. . ——— =
cos 2’ {1 sin o’ e

7y et ¢y se rapportant au point M', r’ étant le rayon de courbure de la
ligne M'm; 7, p'\... au point M, et o I'angle de ce rayon de courbure
avec la tangente au point M’ de P'axe des &' relatif 3 ce point. De la on
conclut, & cause de y, =7, ¢, =7/,

r=r" e o=v¢.

On voit par la que si Pon fait coincider I'¢lément M’m’, avec 1’élé-
ment Mm,, et la tangente au point M de P'axe des s relatif & ce point
avec la tangente au point M’ de 'axe des & velatif A ce point, I'élé-
ment ', 1, coincidera avec I'élément i, 7n,; mais en appelant r, le
rayon de courbure de Mm,n,p,... au point m, et a, Vangle de ce
rayon de courbure avec la tangente au point m, de I’axe des s relatif
a ce point, puis r'; le rayon de courbure de M'm, 7, p',... au point
my, et o, Vangle de ce rayon de courbure avec la tangente au point
m'; de Vaxe des &' relatif & ce point, on démontrerait de méme que
re =1y, & = d,. Done, par cela méme que les deux éléments n, n,,
m,n, coincident, il en sera de méme des éléments suivants np,,
17, py, puisque d'ailleurs axe des s relatif au point m, et I'axe des s’
relatif au point #/, coincident ¢videmment; ainsi de suite pour tous
les éléments. Ainsi les deux lignes Mm,np,.., W 7 p/ ... peuvent
coincider. La conséquence précédente se déduisant uniquement de ce
que U'on a pour les points M et M’ les relations

c=c, ¢,=¢ = ey —f ey — ey du Y,
T BT G=G Y=Y hT b=, =

et ces relations étant évidemment satislaites pour les points m, et m'
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¢t de méme pour tous les couples de points respectivement situés siy
laxe des s, relatif au point M et Vaxe des &, relatif au point M, a
égale distance de M et M, on voit sans peine que les différentes hignes
de courbure d'un méme systeme de la surface des s, 5, relative an
point M, coincident respectivement avec celles de la surface des +, &,
relative au point M', par conséquent, ces deux surfaces sont éeales.
On démontrerait de méme successivement I’égalité des surfaces des s s,
et des s's', et celle des surfaces des 55, et des 5's,. Donc les différentes
surfaces du systéme (A) coincident avec celles du systéeme (A’) et sont,
par conséquent, des ellipsoides et des hyperboloides & nne et & deux
nappes, de méme centre et de mémes foyers.

Nous avons écarté, des le début, le cas ot on aurait
4 ;,I' 2 1 e
.2 oo

EIRR
Si cette relation avait lieu et que, par conséquent, la variation (—% pt
étre déterminée en fonction des rayons de courbure ¢, ¢y, ¢y, 7 71 72
seulement, il faudrait prendre pour le systéme (A’) le systeme triple-
ment orthogonal et isotherme formé par des paraboloides de mémes
foyers; I'on aurait aussi

Comme on le voit, en exprimant, par la marche indiquée plus haut,
que le paraboloide qui sert de surface des | s, n’a pas de centre, et
alors ddterminant les quatre parametres arbitraires qui fixent la
grandeur des trois paraboloides passant par le point M, de facon que
Pon ett

62:(/"27 ')’»:'}'/“ 72:7127 (:1:("/1?

on aurait en méme temps

et 'on prouverait alors, comme plus haut, que les surfaces du sys-
teme (A) doivent coincider avec les surfaces du systeme (A3, de maniere
que, dans ce cas, les surfaces du systéme (A) seraient des paraboloides
de mémes foyers.
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Dans la démonstration précédente, on supposait nécessairement
qu’aucun des rayons de courburec, ¢,, ¢y, 7, 7,, 72 D€ pouvait étre
constamment infini; en effet, plusieurs des relations dont nous avons
fait usage n’auraient aucun sens dans 'hypothése contraire. Ainsi notre
démonstration ne s’applique pas au cas ott, parmi les surfaces ortho-
gonales et isothermes, il ’en trouverait de développables. Or, on peut
voir d’abord qu'une surface développable ne peut faire partie d’un
systeme triple de surfaces orthogonales et isothermes, sans étre un
cone ou un cylindre; en effet, une pareille surface developpable doit
pouvoir étre divisée en carrés infiniment petits par ses lignes de cour-
bure, c’est-a-dire par ses génératrices rectilignes et les trajectoires or-
thogonales de ces génératrices; appliquons la surface sur un plan, les
carrés ne seront point altérés, il faudra donc que les trajectoires ortho-
gonales des génératrices rectilignes quisont des développantes de Paréte
de rebroussement de la surface deviennent des cercles ou des droites,
et cela ne peut étre évidemment que si la surface développable est ou
un cone ou un cylindre.

On voit, par la, qu’indépendamment des systémes de surfaces ortho-
gonales et isothermes formés par les surfaces du second degré homo-
tocales, il peut y avoir d’autres systémes ot il entre des cones ou des
cylindres,, mais qu’il n’y a que des systémes de cette espéce.

Je terminerai par une remarque qui, je crois, n’a pas été faite.
On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systeme de
cylindres & génératrices paralléles soient isothermes, est que les traces
de ces cylindres sur un plan perpendiculaire aux génératrices et les
trajectoires orthogonales de ces traces puissent découper leur plan
commun en carrés infiniment petits ; d’aillears tout systéme de cylindres
isothermes fait nécessairement partie d’un systeme triple, orthogonal
et isotherme. 1l existe pour les cones une condition analogue: pour
que des cones de méme sommet soient isothermes, il faut et il suffit
que leurs traces sur une sphere, ayant pour centre le sommet de ces
cones et les trajectoires orthogonales de ces traces, puissent découper
la sphére en carrés infiniment petits, et tout systétme de cones iso-
thermes fait partie d’un systéme triple, orthogonal et isotherme.



