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PURES ET APPLIQUEES.
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Sur la convergence des séries qui se présentent dans la théorte

du mouvement elliptique des planétes ;

Par M. PUISEUX,

Professeur a Ia Facult¢ des Sciences de Pesancon.

Soient r le rayon vecteur d’une planéte, u 'anomalie excentrique,
v 'anomalie vraie, ¢ I'anomalie moyenne, e 'excentricité de 1'orbite.
Laplace a démontré le premier que les séries qui expriment r et ¢
suivant les puissances croissantes de ¢ sont convergentes pour toutes
les valeurs de cette derniére quantité inférieures 4 une certaine limite;
cette limite est déterminée par une équation transcendante et a pour
valeur approchée 0,66195.... Laplace arrive a ce résultat en montrant
que, dans Pexpression de x, chaque terme d’un rang trés-élevé i est
au plus égal en valeur absolue & une quantité de la forme

e

A et ) désignant des quantités finies indépendantes de i; alors il ern
conclut que la série est convergente tant que 'on a e <. 1l applique
un procédé analogue a la série qui exprime ¢.

M. Cauchy a traité la méme question d’une autre maniére, en
s'appuyant sur un théoréme dont Ianalyse lui est redevable, savoir.
qu'une fonction est développable en série convergente suivant les
puissances entieres et croissantes de la variable, tant que le module de
cette variable est inférienr an plus petit de ceux pour lesquels la
fonction et sa dérivée deviennent discontinues. M. Cauchy détermine
ce plus petit module dans le cas ou I'anomalie moyenne est égale

L™ . , .
4 ~» et il retrouve le nombre 0,66195..., donné par Laplace; ais
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il me semble que cela ne suffit pas. 11 n’est pas évident, en effet,

que si les séries qui expriment r et ¢ sont convergentes pour ¢ = 1;7
elles le seront encore pour foute autre valeur de {; car si la suppo-
sition de § = ;i fait prendre i certains termes leur valeur absolue
maximum , elle en annule d’auntres; de plus, elle rend les uns posi-
tifs, les autres négatifs. On concoit, 4 priori, que le plus petit mo-
dule de e, pour lequel r, ¢ et leurs dérivées deviennent discontinues,
doive dépendre de &, et il me parait nécessaire de démontrer que ce

. . . T
plus petit module est minimum pour £=73s alors seulement on

pourra conclure que les séries dont il s’agit sont convergentes, quel
que soit §, pour les valeurs de e inférieures 2 0,66195.... La dé-
mounstration dont je viens d’indiquer la nécessité est 'objet de cet
article [*].

En vertu des formules connues

. cosu — ¢
u—esinu=2~¢, r=a(1—ecosu), CO$v= —

1—ecosu

u, r et v sont des fonctions de e et de &; en regardant § comme

constant, on a

du sin & dr  ale—cosu) dv _ (2— e cosu — €%)sin u
=, == T e B .
de 1—ecosu’ de 1—ecosu de Vi— e (1—ecosu)

On conclut de li et du théoréme de M. Canchy que les développe-
ments en séries ordonnées par rapport a e de u, r, v et aussi de r",
sin mu, Cos mu, sin my, cos my resteront convergents tant que le mo-
dule de e sera inférieur au plus petit des modules de cette quantité

pour lesquels on a
{ —ecosu=0, oubien 1—e*=o0.

[*] Dans la marche suivie par Laplace, on n’a pas besoin de celte démonstration
et on a de plus 'avantage de trouver expression approchée d'un terme de rang €leve,
ce qui permet d’apprécier la rapidité avec laquelle la série converge. Mais Laplace est
obligé de traiter séparément les séries qui expriment 7 et v, et ses raisonneinents de-
vraient étre encore modifiés pour chacune des quantités &, sinmu, cosmi, sin mv ,
cos mp , 1™, etc., tandis que le théoréme de M. Caachy s’applique 4 la fois & tous ces

développements.

[ .
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Si donc on détermine les inconnues x et y par les deux équations

(0) [ —xcosy=o0, y—xsiny=4§,

et qu’on appelle % le module de celle des valeurs de & qui a le plus
petit module, les séries dont il s'agit seront convergentes taunt que
le module de ¢ sera moindre & la fois que h et que Punité.

T .y A
Dans le cas de £ = on trouve aisément /i = 0,66195..., nombre

- v - . o
plus petit que 13 s1 je fais voir que quand & a une valeur autre que -»

k ne peut étre moindre que 0,66195..., il sera donc établi que les
séries en question sont convergentes, quel que soit ¢, tant que fe
module de e est inférieur 4 0,66195.... .

Remarquons d’abord qu’on peut, sans changer le module de x.
supposer dans les équations (1) ¢ compris entre zéro et ms car si Uon
v fait

t=¢ +okn, y=y -+ 2kn.
k étant entier, il viendra
1 —xcosy =o, y' —axsiny' =,

équations ou x a les mémes valeurs gne dans les équations (1, et ou
2’ peut étre suppose compris entre zéro et 2 7. Si, maintenant, £ etait
plus grand que 7. on ferait

=g, y=rn—y", x=-—1.
ot il viendrait

1 —x"cosy’=o0, y'— x'siuy =¢".

équations pareilles aux équations (1) et ou & est compris entre 7éro
ot 7. 11 est vrai que les valeurs de x” sont de signes contraires a celles
de a; mais leurs modules sont les mémes. Je supposerat donc, dans
ce qui suit, & positif et moindre que 7.

Représentons par ¢ -+ By —1 celle des valeurs de x tirées des
équations (1 dont le module k= y2f &+ @@ est le plus petit; soit

-~

A
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7+ ¢y —1 la valeur correspondante de y. On déduit de ces memes
équations
1 A i

» ou bien g 4+ —1 = —_—
cos y By cos('y-{—o“\/—l)'

X =

il en résulte

a—fBy—1=—— 1

et, par conséquent,
S 2*+ 2 ou A
(2\) ? 1 4

femend e ee———

w —
005(7‘*‘3\/-1)005(7‘“5\/—') 6‘”‘-!-0*“4—200527

T e

¢ désignant la base des logarithmes népériens. D’un autre coté, en
éliminant x entre les équations (1), on trouve

siny’

cos y

C—r=—
"ou bien
£ d‘\/——l— sin {7+8V‘:) 25in 2y + (29 — (—29) V—1
— ey — — 1= MV _ - ’
= cos (3 + 8y 1) c”—}-c““—!—zcosz-y

ou encore, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires

3 Em = — 2si1327

() L] / 02d+c»20+2co527’
szo‘_c-~gd‘

(*) d= —.

e2% 29 +2cos2y

[’équation (4) admet la solution ¢ — 0; mais ce n'est pas celle qui
répond au plus petit module de x; en effet, il en résulterait d’apres

la formule (2),
1

h? — 2

T T /= m———y
I cos2y cos®

d’ou % > 1, tandis qw’en supposant ¢ différent de zéro, on a, en verty
des équations (2) et 4),

AL . :
T e __—2d (24 (2d)

=+ 1.2.3 +1.2‘3.4.5

dou & < 1.

o TR PINREOE S
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On peut donc diviser I'équation (4) par ¢ et I'écrire
29 —2s o o— 4 (29 (29 ’
c*? +c - +.2C082/—4[‘+1.2.3+ “l"‘i"s—4—'5—‘~
alors I'équation (3) devient
sin 2.7
(@o7 T

2(1+m+...-J

{5 C—v=-

formule dont les conséquences nous seront utiles.

Elle nous montre d’abord que la différence entre ¢ et 7 est en va-
leur absolue moindre que é Distinguons ensuite denx cas, selon gue
< est plus grand ou plus petit que . Dans le premier cas, comme e
est positif et moindre que #, y sera compris entre — ; et @i mais
sin 2 y étant négatif en vertu de 'équation (5), y ne peut tomber entre

’ T o \ 1 ’ . .
zéro et >: il ne peut étre non plus entre — 5 €t zéro; cav soit, §'i] est

. y ars . T .
possible, y = — ', ¢’ étant positif et moindre que 57 On aurait
.o sin 29 )
=] -+ / - [ (26)2 " !
24+
1.2.3 )

d’o11 il suivrait
sin 29’
2

4 < > a7y < sinay,

ce qui est absurde. Ii faut donc que 7 soit compris entre g et =, et

comme &, par hypothese, surpasse v, on en conclut que ¢ surpasse = :
* 5, par nyp » Surp 7 1L que & surpasse -

ainsi, lorsque & — v est positif, & — g ’est aussi.

Dans le second cas, c’est-a-dire lorsque ¢ est moindre que 7y, 7 est

. . . ’ I . . ’ cee g
necessairement comprs entre zéro et 7 + 55 Mmais s 2.y etant posmf en

vertu de 'équation (5), 7 ne peut tomber entre Z et 73 il ne pent étre
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non plus entre w et 7 + é; car soit, s'il est possible. y=mn -+ 7, 7" étant
positit et moindre que éﬁ on aurait

- sinzy’

,Yr—i——ﬂ'—u.:: l, (26‘}’ :'
217 i
) 1.2.3

-

Q’on il suivrait, comme tout i ’heure, V'inégalité absurde
27’ < sinay’.
- . . ’ ™ .,
11 faut donc que 7 soit compris entre zéro et —, et comme Z est, par

-
-

hypothese , moindre que 7, on en conclut que & est moindre que >:
. . P 1 . - 3 . .
ainsi, lorsque £ — v est négatif, £ — - Pest aussi. On voit donc que

.. . . . P R
$ — 7 est tonjours de meme signe que & — —» de sorte qu'on peut
faire

- /~ 7’)

c—y=0(z 1)
g étant essentiellement positif.

Ceci établi, revenons aux équations (1); en y regardant { comme
variable, la seconde nous donne

(1 — x cos )d—z——sin'(g—l
N )fdc Ja't_ K

nu, en ayant égard i la premiere,

. dz
—sny =1,

_dﬁ__ 1
dy smy  t—y
D11l encore
D Y Yo S R Yoo [ R P2 Y e}
dg . dy (—y—S8y—1 (f—9)+&

T PO e e e
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Cette équation se décompose dans les deux suivantes :
do _ a(t_,——“/)—pz?
TR (T S
d@ . ‘B(g—-'ﬂ—i— 15.
A E—gF+
il en résulte

dt (c—qy+o

wda by _ () (=),

ou bien

-y

dh _ ht—7) ho . 1r"\'
5-3)

R R i o N (RS L
R . , . . .
On conclut de 1a que £ croissant de zéro a > le module £ ira en di-
. . . . ™ . .
minuant, et qu’ensuite, ¢ croissant de - a 7, le méme module ira en

3 s K .
augmentant. Il est donc minimum pour ¢ = -, ce que nous nous pro-

posions de démontrer.




