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Loantégration des équations différenticlles du mouvement o un

nombre quelconque de points matériels ;

Par 4. LIOUVILLE [*].

1. Dans une Note qui fait partic des Additions & la Connaissance
des Temps pour 1849 [**], j’ai montré comment on peut intégrer les
~quations différentielles du mouvement d’un point libre. dans un cas
tres-¢tendu qui comprend en particulier tout ce qu’Euler et Lagrange
ont donné relativement au mouvement d’un mobile soumis & I'action
de deux ou de trois centres fixes. Je vais appliquer ici la méme ana-
lyse aux équations du mouvement d’un nombre quelconque de points
matériels m, m', m”,... que d’abord je supposerai libres aussi. Ces
points libres seront rapportés a trois axes Ox, Oy, Oz, rectangulaires
ou obliques , comme on voudra; mais apres avoir décomposé la foree
qui sollicite chaque point du systeine en trois autres parallelement i
ces axes, nous admettrons que les valeurs de ces trois composartes
s'expriment par les dérivées partielles, relatives aux trois coordonmnees
correspondantes du point, d’une certaine fonction donnée U des coor-
données x, y, z, &, ¥', z/,... de tous les points m, m', m”,..., laquelle
fonction restera ia méme pour tous ces points et ne dépendra pas du

[ "] Ce Mémoire a déja paru, il y a deux ans, dans la Connaissance des Temps. Comne
il fait suite & des recherches insérées dans ce Journal et sur lesquelles nous aurons
encore & revenir plus tard, nous avons cra devoir le reproduire ici.

[**] Voyez aussi les deux Mémoires sur quelques cas particulicrs o les €quations du
mouvement d'un point matériel peuvent s’intégrer, insérés aux tomes XI et XIT du
fournal de Mathématiques. La Note citée n’est qu’un extrait du sesond de ces deus
Mémoires .

Tome X1V. — Aour 1849, D
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temps. Les équations du mouvement seront ainsi :

diz __dU
m le—-gtij,

i1ldi:€{—£]7

dt’ dy

(1] d*z _ dU
m-(k—)__;i;,

,, ,da dl

(m - = T

i
[

ca v o r e h et

Si les coordonnées sont rectangulaires, U désignera ce que M. Jacob
nomme la fonction des forces; et Pon voit que ’hypothése ou nouns
nons placons consiste alors & admettre que le principe des forces vives
ait lieu. Si les coordonnées sont obliques, ce principe de mécanique
cessera, en général, d’étre applicable. Mais comme, daus ce second
cas, la forme analytique des équations (1) se trouve étre la méme que
dans le premier, la signification géométrique et dynamique des quan-
tités dont les équations se composent étant seule changée, il est clair
que la méthode méme qui conduit & lintégrale des forces vives dans
le premier cas (et qui repose sur ce fait, qu’on obtient dans les denx
membres une différentielle exacte, en ajoutant les équations (1) apres
ies avoir multipliées par les facteurs respectifs adx, 2dy, etc.
conduira encore, dans le second cas, a ure intégrale algébriquement
semblable i celle-la; ce que Von doit comprendre facilement sans
qu’il soit nécessaire d’y insister.

2. Au reste, pour marguer mieux encore le point de vue purement
analytique o1 nous voulons nous placer dans ce Mémoire, et aussi
pour donner 4 nos calculs plus de symétrie et d’élégance, nous chan-
gerons un peu la forme des équations (1). Nous substituerons a ces
équations (1) le systeme d’équations que voici :

/ dix, __ dyu
mn, *;Etz* = Ra

d*x, _dU
(2) n, W = d_’.,l’,‘.)’
m; Lz, __dU

Eoder dzr;
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OU My, My,..., iy sont des constantes, et U une fonction des va-
riables x,, &;,-- .5 &, MAlS NOD de la variable indépendante ¢. Dans fa
question de dynamique indiqueée, Pindice i deviendra égal au tripie du
nombre des points mobiles, ¢ désignera le temps; &, Xy X3 seront
les coordonnées du premier point; &, X5, Lo celles du second:. . :
Lo gy Xiyy X celles du dernier : de plus, on aura m, = N, = "y
m, = ;== Mg, etc., et my, My, etc., seront les masses en mouvement.
Mais on pourra, dans tous les cas, se débarrasser des coefficients "2,.
M,,..., M;, en remplacant

respectivement par
T, A X,

\/ m. \/’ m, \/ _1;2“ ?

et on aura ainsi, au lieu du systeme des équations (2), le systeme.
nn peu plus simple,

i iz, d i
der T dx )
dr. dU

3 T dns
oz dU
T dx,

que jemploteral désormais exclusivewent.

3. D’apres un théoréme de M. Jacobi, I'intégration du systeme (3
composé de i équations différentielles ordinaires . dépend dune solu
tion © de I'éguation aux différences partielles

; (49N ’.’L",Y.4_ (e LU ke
4> (rl.rl i (\(‘ll; d.r,-» =2 (U }’,1

\
\ ] /

contenant, outre la constante arbitraire &, qui entre déja dans Pequa-
tion (4), i — 1 autres constantes arbitraires o, , %z5--- s Gimys distinctes
de celle qu'on peut toujours introduire par simple addition dans la
fonction ©. Tine telle solution etant trouvée, les intégrales du

33..
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systeme (37 seront

; (l(:)_ 7
| — =
[ de, i

de
&z, = Po

<\5\
do .
dai_‘ — [di-e
<o _ t-+ ¢
dh — ° ’

Gi: Baseess Ficas ¢ étant de nouvelles constantes arbitraires qui com-
pletent avec o, Uayeery %iny, £ le nombre 27 On aura aussi les équa-
fons intermédiaires suivantes

[ dz R

dt T de,
dx., _ 28]
(6 T dn
dr; __de
T dx,

dans lesquelles Pintégration est, si ’on peut s’exprimer ainsi. effec-
tuee a moitié, et qui, combinées avec I’équation (4). reproduisent
Iintégrale connue

'(1.2:‘>'-3 (112)2 ‘da\ 2 \

— = — ) = a (U -+ A

(,ﬂ \Z) Tt +(m ( )

7

Nous pourrions renvoyer, pour la démonstration. au Journal de
M. Crelle ou au tome IIT de notre Journal de Mathématigues .
page 81; mais nous aimons mienx rappeler ici en pen de mots le
procédé fort simple par lequel M. Jacobi établit ce beau résultat.

4. Fn différentiant, par rapport a chacune des constantes arbi-
raives oy a, L gy, Péquation donnée aux différences partielles

] (Ao’ 2 19\ 2 e ¢ .
ey (L—) -+ (f—) 4 ((Tr =2(U~ 7).

‘. dex,

Tt e s (R RN

',.u,. ' t
i
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dont le second membre est indépendant de ces constantes, on ern
deduit les 7 — ¢ équations nouvelles

Ao de do  dre de e

— e i e )

dr da dr, dx, du, dx, ! dry dz, d, ’
40 d'e de  d'e d® de —0

dz, dz, dx, -+ Az, duydz, et dz; dade, 0"
e de dO  Jd'e de de

A T T o e b e e e — ),
Az, da; da, dz, do; dz, dx; du; dzx,

Considérons maintenant les ¢quations finies (5), qui fournissen! ..
Xy, 2; en fonction de 7, et des constantes Uiy Gageeey Lisin [,
Cosooos Bicyy 2y ko 11 faut prouver qu’en partant de ces équations .,
revient aux équations (3) par I'élimination des constantes. En les diff: -
renfiant par rapport a £, nous en déduirions les valeurs des dérivees

dx, dr. .,
sy .

A A e

Mais en nous bornant d’abord 3 chercher les rapports de ces deri-
vées. nous n’aurons besoin de différentier que les i — 1 premiéres

WO g de__ A8
dz, TN T P2 do, , =i
car dans les équations diftérentielles
e dr Cdre de, 450 dr, B
dadv, A dde, de U RTE wm  O
d @ da, S da, ‘ dF @ i,

—_—— e P Tt -
du.dr, dr Ada,dre, de W du,dr; ot U
d*@ i d*o  dz, d'e e,
—————— — S yelin e O

du,__ edr, dr do, _, dr. dt o, ddx, dr

th 'y a point de terme qui ne soit multiplié par une de ces déviyvees,
Or ces ¢ — 1 derniéres équations reviendront aux 7 — | équations gue
nous avons précédemment déduites de I'équation aux différences piat=

ticlles (4). st Pon suppose les rapports dont il sagit éganx o cenx e
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guantités
de de d®

S ey ——
dx, dx., dx;

Il faut donc qu’on ait

dr, de dry o ae dox; s de
dr d.z*,? dt

=ATT wm T a)”

5 étant un certain facteur commun.
Pour déterminer ce facteur, je différentie, par rapport a ¢, I'équa-

tion
de

;[‘]: = ¢+ ¢,
ce qui donne
d*e dx, d:® dr, n d-e dr,
Thdz, dr T dhdz, @ T dhds, A T
et, par conséquent,
de d*e de d*e + +d® d'e ) —
“\dz, dhdx, dz, dhdx. U dep dhdx ) T

Mais en différentiant 'équation aux différences partielles (4), par
vapport a k, on trouve
‘d® d‘e de d:o de Jd°e
L | =
((l.r\ dhdx, dx, dhdz, dzx, dhdz;

en sorte que le coefficient de 2 est égal a unité. Donc aussi L= 1.
et, par suife,
de, d® dx, d e de,  de

T dm) e am T T
On voit déja par la que les équations (6) résultent des équations (5},
par I'élimination des constantes arbitraires 3,, f35,..., Bimy, & 1l reste
a prouver qu'en éliminant, en outre, o, Gay...y %inys k, on arrive
aux équations différentielles (3).
Pour cela, je différentie, par rapport & t, les équations

de, de dr, de de; de
T T dw A T dz. U de T dz

"

! I R T Y S TR LR PR DY FERURRRERN U
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ce qui donne, pour chaque indice y.,

‘l:x‘.,, _ d'@ dx, d*e  dx, 1 d'o  da;
dt* — dx dz, dr {l‘r,v dx., dt e d.z:uz; -

d’ou1, en remplacant les dérivées de x,, Xg,..., x,; par leurs valewrs.

dir, Jo d'® de  d*e de de

T Dededn T dmdeyda T dxde, duy

Le second membre est la dérivée partielle, par rapport a x,, de

Vexpression
i d@‘)ﬂ (d @\ 2 d(-)‘}‘l‘
2 | \dw, - (({‘I;'g e (\dar,-l B :

¢gale & U + ki, d’apres V'équation (4). On a donc

(l*.r‘," _dU
der T dx”
/J.
et, en donnant a u les valeurs successives 1, 2,... i, on rewroine,
comme nous Pavions annoncé, les équations différentielles (3}.

5. Pour intégrer les équations différentielles (3), nous n'avons donc
qu’a chercher une solution contenant i — 1 constantes arbitraires ;.
Ugy...y Zi_y, OU, COMME ON dit, une solution compléte de I'équation
aux differences partielles
, "(l(-])\)? (‘d@)z de\* .

i — ) + {5 coe =92 (U - .
\4) kdm,, 7, -+ -+ ) \l + /I\

(l.l‘,'

Or je me propose de montrer ici qu'on peut obtenir aiséinent une
valenr de ® convenable toutes les fois que U est de la forme

—_ : Silpn)
U= (p— p2) (pr—ps)e--(pr—p1)

S2(p2)
(p:—p1) (pr— pa)---{pr— i)

Ji(p:) ,
(oi— po) (pi —pa)---(pi — pima)

+

(60 falpa)s-os fi(ps) désignant des fonctions quelcongues de leurs
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variables respectives, et ces variables ¢,, P2ses p; Teprésentant les 7
racines de I'équation

R S I

86— a, p—a, o —

7) =1,

qui est de degré i par rapport a ¢, et ou a,, a,,..., a; sont des con-
stantes auxquelles on peut donner une fois pour toutes telles valeurs
qion voudra. En posant généralement

)= —e)(p —pa)lp—p), o (o) = .

la valeur de U & laquelle notre théoréme sapplique s’exprimera plus
staplement comme il suit :

=Ll Sle) | file)
o'(p) 9" (o) o (o0

Mais il faudra se souvenir que si les numérateurs f, (p4)s etc., sont des
fonctions de la seule variable marquée entre parentheéses, il n’en est
pas de méme des dénominateurs - ¢ (py)» par exemple, n’est pas une
fonction de g, seule; on a

¥ (00 = (e = pa) (or = pa) (0 — )
c’est une fonction de toutes les variables Py Pasemes -

6. On sait et il est facile de vérifier que les constantes a,, a,...., a,,
quand elles sont réelles et rangées dans un ordre de grandeurs crois-
santes entre — oo et -+ o0, servent de limites aux TaCes g, fy,...y .
qui sont des lors toutes réelles aussi; la premiere racine p, est com-
prise entre a, et a,, la seconde g. entre a, et a,,..., la derniere o,
rutre @; et + o .

Dans tous les cas, on forme aisément les expressions de x,, a, ...,
Xi €D 1y Oy 5wy pi Pour trouver x, par exemple, posons g =, + u
dans Péqualion (7), puis chassons les dénominateurs et faisons passer
tous les termes dans un seul membre; enfin ordonnons par rapport
aux pussances descendantes de u : en écrivant seulement le premier
et le dernier terme, nous aurons

w4 — (a, — a,) (a, — ay)..(a, — ajaxi=o,

» 1 1 1 B N I RN R P KN R R RN RN RRN AR RN
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i.a comparaison du dernier terme de cette équation avec le produit
(pr — @) (p2 — a))o-(pi — @)

des racines u ou p — a, donne donc

2t (= @) (p—a) (p—a). {pi— @),
17 (ar—a,) (a; — a,). -(ai—a1)
iy aura de méme

(6 — ) (pr—a3) (ps — @a)e . (pi — ata) .
(@ — @) (a;— a). (a;— a,) ’

o (p—a)(p—a)(py—a) . (pi—a)

xre= (@ —ai)(@:—ay).. fai — ay)

Les variables x,, &, ,..., &; s’exprimant ainsi au moyen de g, p,,..., f,
on peut substituer a ces variables primitives o\, &,,..., a; les variables
nouvelles p,, py,..., pi 11 en résultera une transformation de P’équa-
tion aux différences partielles (4), qui nous fournira la démounstration
de notre théoréme. Mais pour effectuer commodément cette transfor-
mation, il faut chercher d’abord en p,, pa,...; g, dpy, dpss..., dp; la
valeur de ,
dx? + dx} +...+ dx?.

Nous rappellerons donc le procédé connu i Iaide duquel le calcul
dont nous parlons s ‘effectue rapidement.

7. En prenant la différentielle logarithmique de

(pr—a) (p:— a) (ps = @).. (pi— @)

x?=
1 (@2 —a) (@ — ar). . (ai—a)
on A
2d d dp, dp;
2de e e
Ty pr— @ p2— @, pi— &,
d’onr
dx, = o (——(ip—l~ -+ —ilﬁL o+ ﬂ'__),
2 f—a, 09— &, pi—a,

on aura de

Tome XIV. — Aovt 184g. 54
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En faisant la somme des carrés pour former la valeur de

doe? + dx? 4.+ dx?,

on trouvera donc des termes affectés de dp}, dpl,..., dp?, et dautres
ou figureront les rectangles dg, dp,, dp, dp,,...; mais les coefficients
de ces rectangles seront nuls. En effet, le coefficient de dp, dp,, par
exemple, sera ’ ’

[ ad + i NEp—— i J
(p—a)lp—a)  p—a)(p—a) " 7 (p—a)(pr—ay ]’

]

or, si 'on pose successivement p=p. et p=p, dans I'équation {7},
dont ¢, et p, sont racines, il vient

2 2 2

L I/
pr—a, pr—a, p—a; -

3 z3 x}

—— + —+ — 4+ 13
p2—a; Pr—a, p2—a;

d’ot1, par soustraction, on tire sans difficulté

2 2 2
x x5 xZ,

1 ———————————— = )

: -+ A :
(p—al(po—~a) " (po—a:)(p.—a.) (pr—ai}(p— a;)

Les coefficients des rectangles dp,dp,, etc., sont donc nuls, et ]a
valeur de

dx? + dx? +.. + dx?
peut s’écrrre

pide} + p.dp? +...+ pidp?,

en faisant, pour abréger,

.......................................

8. 1l reste 4 mettre pour x?, x3,..., x? leurs valeurs dans Pis
P2y--y pi- Mais la substitution directe donnerait un résultat assez
compliqué, qu’on peut ensuite, il est vrai, ramener par différents

UL 1] 1 ' ' " L RN N SRR RN RN NRR RN} T
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noyeus a une forme plus simple. [artifice suivant que )'emprunte
% un Mémoire de M. Hoedenkampf. inséré dans le Journal de M. Crelle.
conduit au but plus rapidement.

Considérons I’expression générale

z} x x
1 — - — .
p—a  p—& p—

— —_—

et supposons d’abord que p y reste indéterminée. Si I'on prenail
pour p une des racines py, Par- -2 fi de Véquation (7), cette ex-
pression §'évanouirait; mais elle ne sera plus nulle, et représentera
une certaine fonction rationnelle de p, si on laisse p quelconque. En
réduisant au méme dénominateur les fractions qui la composent,
on pourra la mettre sous la forme

o K
(p—ay)(p—a) .. (p—ail

I"{g) étant un polynome de degré i. Or ce polynome F(g) dont
$'évanouir pour p = py, == Par 0 P pi; donce il est de la forme

et 'hypothese de p = % montre, en outre, que A = 1. Yen conclus
que Vexpression citee

p—a P:-ﬂ 0 —a;
revient a

(p—po) lp—pa)-oelp —ee
(P—"a\) (P—'d;} . ‘(P—ai>‘

Maintenant difiérentions, par rapport 4 p. ces deux quantités que
nous venons de trouver égales, et posons o=, apres la différen-
tiation. Nous aurons, d’un cote, la dérivée

UL SR
(—ay " (p—a)

.

(P! b ai):'
qui est ainsi égale a 4p,, et, d’un autre coté, la dérivée égale

(g —pa)- - (g1 —pi)

Tpo—a) (p—a:)- - Jdpo—ad

b

'
—-—
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a laquelle 1a fraction

lo—p)lp—p). . .(p—pi)

AL AT ) — )

(p—a)lp—a). "(s—ay
conduit tres-facilement, parce quil suffit de différentier le facteur
P — i, les autres termes contenus dans la valeur compléte de la diffe-
rentielle s’évanouissant pour p =p,. On a donc

‘ (r—pa). (o1 —p0)
A — 5
AP lov—a) (oo~ ). (o —ay)

i

ou, sil'on veut,

= ¥ip)

P e

€n posant, comme au n° 3,

\ o) — P2lp)
Ple)=(p—p) (p —pah. (s —p) ¢'p)= %(,P :

et, de plus,

blp)=4 (P‘— a)(p—a,)...(p —a,).

De ménie

_ e Y
P = i) Pi= e

9- Maintenant, ayant
dx} + dxe? +.. .+ dx? = pidp? + padp? . 4 pidp?.
ou, pour abréger,

2dxz=3p dp?,

le dis qu’on en conclut
!

{0\ 2 do 2
(&) =255

\

de telle sorte que I'équation aux différences partielles (4), qui. a I'aide

An signe 2, pent s’éqrire

Z(L@Y: 2(U + 4).

(/.1." v

O U i e e



PURES ET APPLIQUEES. 260

~era transforinée en

Z?(zm ) =2(U 4 a,

¢est-i-dire en
1o\ ? do\? do\?2 - .
8 —l<i—> + = ——) +...+-~'—(i—) =2 (U—+ &l
poNdp P2 \dp:, Pi\dp )

Plus généralement, si I’on avait
g P

gt 4+ gudal +. .+ qidx? = pde? + padled + .+ pyder,

Ol
Zq,ud'rg - EP,,. dto%a

fes coefficients ¢, 4., ..., ¢, étant des fonctions quelconques e a, .
Zyy. ... X, 11 en résulterait

1 /de\? 1 /do\*
27 (w,) =25 (%)

La démonstration de cette proposition (au moyen de laquelle on
opere un changement de variables en substituant 4 x,, @....., a; de
nouvelles variables g, ¢,,..., p; 4 'aide desquelles s'expriment ., ,
Xy.oooy Xy et par suite, toute fonction © de Xy Xy,yen., ) se déduit
des regles ordinaires du calcul différentiel. Tl est bon cependaut d’entrer
dans tous les détails du caleul. '

En remplacant dx,, dx,, ..., dx, par leurs valeurs, savoir:

dx, dx,
da, = ;{?({P' + —;1—;—‘1@2 4 —po,-,

o 9 1.7 (4 i
d.n:% dp, + %dp., - (—idp[,

dans Pequation

Jrdx} - gyt + . g da? =pidet + pydpy ... pido?,

(LA

=t comparant les deux membres, on en conclura deux groupes ¢ éqir-
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tious comprises, les unes dans ce type

9 ) ((l.z‘, N2 -+ /(1.1'2)2 ' Iy Tdx; \? ,

J -— - i\ ) = Py
‘ I\ 2p,) ~ T\, (@) =
et les antres dans celut-ci

dr, dz, dz, dzx. dx; dx;

(]42?;3—5-*‘([2[—1?#%? + g5 =0

{10
' dp,dp,

Dans ces deux équations, on peut donner a I'indice . une quelconque
des valeurs 1, 2, 3,..., {, apres quoi on prendra, dans la seconde, -
pour v une des valeurs restantes, de maniére & n’avoir jamais v = p..
Pour chaque valeur de g, il y aura i équations, une du type (g), les
autres du type (10).

On peut observer qu’a cause de la symétrie des formules on aurait
de méme

i \ /{[‘5‘ 2 ) /dpz 2 ' ldPi 2__

oI p,(ﬂ‘ "1—,09\'(7"— *1—+‘I),(dT —(/‘U'.
M \ ”y \ K

et

;o dp, ds, de, dp, dp; dg;

(2 P, @, TP e, TP, T

pour v différent de p.

Maintenant je différentie, par rapport a p,, I'équation identigue
P‘M = P/.L’

mais en regardant, dans le premier membre, g, comme une fonc-
tion des variables x, , x4,..., 2;, qui, 4 leur tour, dépendent de p,,
044 .-, pz ON trouve ainsi

‘ZP‘U_ dx, d[‘;.t dx. . C ‘[P‘,,, dx,

(a3

—= - - =I.
dzx, dp[u dz, dpuv - d; d{’y

L.a méme ¢quation identique p, = p,, différentiée par rapport 4 g, .
Vindice v étant différent de ., fournira aussi
dP‘UA dl‘. _{ZP/L dx o . dP[L d.r,

) B dp, Tdmdp, T @ dp, =

' ' 1 1" B NN RN T N N Y R O TR SRR o
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;
Les équations (13) et (14). en laissant fixe Vindice p., et donnant &
l'autre indice v toutes les valeurs dont il est susceptible, serount en
nombre 7; elles déterminent, comme il était aisé de le prévoir a priovi,
les [ dérivées
dp, dp, dp,,

PERRI

b rens k]
dx, dr, dx;

quand on suppose connues celles de x,, x»,..., x;, par rapport a ¢,,
0Ozy---5 pi- En les résolvant, on obtiendrait les valeurs des dérivées doni
il s’agit; mais, a 'aide des formules (g) et (10}, je puis vérifier de suite
(qu’on a généralement

. (!P‘u _ qs dxs
(15) Az, ~ p,dp,’
c’est-a-dire
”P,u.__:fl_lﬂf_\, Doy __gr das Lo _ 41 i
dr, ])‘u‘ dp‘u dz, Py dP/L dx; Py dP/J. l

en effet, si 'on substitue ces valeurs dans les équations (13) et (14,
et qu'on muitiplie ensuite par p,, on aura des résultats identiques
avec les formules (g), par conséquent des résultats exacts.

On tire de la, réciproquement,

/
de, P, Af,  dr, P, dp, dr; P90,

W——(;_ dzx, ' %‘: - q- (/;,’ (Tp—— q; d, :

moyennant quoi les formules (g) et (1 o) fournissent

. do 2 2o \ 2 do.\"
(16: L (e e () =
g \dx, q: \dz; | ¢: \dx; Py
et
: 1 dp, do, gy dp, dp, 1 4o, dp,
—_ e e e o _—— — = 0}
([7) q, dz, dx, B q.dz, dx, + q: dx; dr; 03

et il est clair qu'on doit avoir de meme

(18) ;(ﬁji,a(-’ﬂu +L<€’f,f)”:;.
poNde ) ps dpz) R AN '

et
1 (l.x‘v‘ dx, p dx, dx, f (1‘1-‘}/_ dr,

(19) P R P P O P
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Nous pouvons a présent nous occuper des dérivées d’une fonction
quelconque © , et démontrer I'égalité des deux quantités

I d@)2 1 /de 2+ L1 'd @\ 2
q dx, +q-z dax, - q. (2;: ’

/

1 <d(-)“\‘ 4 I d®)2 o I (d®>2
p\dp)  pa\dp T pi\dp

On a, pour un indice quelconque s,

£t

do _ de dy, , 4o dp, do dp;
;Z-Z‘T-—%-I—ITL—ST—CE([J ./p(ﬁ

a1 fde\?
qs \dx,
puis donnons & s les valeurs successives 1, 2, 3,..., i, et ajoutons les
résultats. 1l y aura des termes de deux especes: les uns contenant le

1

|
Formons donc la valeur de

. ok de\ 2
carré d’une dérivée, comme (W> ; les autres un rectangle, comme
L

o do - . do \ 2
‘2 22 Le coefficient de (dp > sera

d‘r‘m [l;oz M

I (IP}'— 2 I clpp 2 i diap' 2
a(a) +;(E +.+E ey ’

uantité égale 3 —, d’apres la formule 16). Quant au coefficient de
q g8 7 p

M

lo deo £ S . T EIerY
“=- 2=, il se réduira 4 zéro par la formule (17). Le résultat définitif

7;; do

Y

sera donc, d'une part,
I d®)2 ( (d@ 2 1 /de\?2
~|==) + = (5) .. {22},
q, \dx, q: \dx, g \dz;

/ A
et. d’autre part,
1 /de 2+l 'd®)2 1 fde\?
i) 57 o+ (@)

ces deux quantités sont donc égales, ce qu’il fallait démontrer.

10. Lorsqu'on a i1 =¢2=..=¢; =1, ce qui arrive, comme on
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I'a vu, dans la question que nous voulons traiter, Panalyse préceé-
dente transforme I'une dans I'autre les deux quantités

‘de\ 2 do\?2 4 de\?
(d—;l + d.T;») e d.l',' :

t (d(-)\2+ 1 <(l® 2+ Lt (cl®>

P dPi) P2 sz,‘ T sz
Elle permet donc, comme on U'a déja dit, de remplacer Vancienne
equation

o {9\ 2
A “n
A <(1.l‘1>

par l'équation nouvelle

. 1 [de\? 1 jde v fde\? g
‘8. Pﬂx(‘?f;) +P2 (ll{z ) +,..+ flP:) = 2(U + A).

N

25

et

+ (@)l I (’1—(9‘)2 =o(U+h

dx, dzx;

En mettant pour p,, p,..., p; leurs valeurs données au n® 8, savour:

_de) o gle) o vl
Po=rpy PP P

I"équaltion (8) devient

Yio) (do b (ps) [dO ip) (do ]
g p)(dpu) - v\o)(d“) T Y (lp,() =2(U+h.

On lui donnera une forme plus commode encore pour notre objet eu
remplacant les variables g,, pa,..., p; par d’autres variables Z,, C.. ...
Z; lides respectivement a celles-la par les formules

o,
— 1l

oo . ol
:({gl, »——f:"j:([gw..., - &— '——_:d;,u
Vibio, Viis: VI lei
en vertu desquelles on peut regarder {, comme une fonction de ¢, .
ou p, comme une fonction de ¢,, & volonté, et de mewme g, et J,
comme des fonctions P'une de autre , etc. L'équation en © sera alma

20) LIk ) : d(—)‘)ﬁ 4

1 /de
sol\a) T valE (

1/5) = aU-+h,

w,o,}

Tome X1V, — Aotr 18ig 35
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et la démonstration dn théoréme énoncé au n° 5 en déconlera immé-
diatement.

274

En effet, on a va dans ce numéro que

p(p)=(p —o:)(p — pa)...{p — p:).

En effectuant le produit, ¢ (p) est donc un polynéme de degré ¢ et
le coefticient de ¢%, dans ce polynome, est égal a Punité. On a done
par les propriétés connues des fractions rationnelles :

1 1 L
¥ (o) " ¢ (p) ¥ (p:) ’
Il p: A
A B =
¢ (p) ¢ (p) ¢ (ps) ’
——f)i‘” ~+ ——‘f‘ﬁ “+... _‘,:'_2 = o,
¥ (p) " ¢'(p) ¥ ()
o SN
e e T YTl T
I s’ensuit que, dans ’hypothese de
U =7 + L) Siled)
o) dpy) 9 (p2)
qui est celle de notre théoreme, on satisfera i Péquation 20} en
prenant
(dort . 2 i—2 i PR
l(—fg—‘) =y R 20, + Gy i+~ oy P+ 2”6’1 —+ Zj,u,’),

A

quelles que
® une valeur
M. Jacobi,

En faisant, pour abréger,

I Y e Y A Y A ho=' = (o).

[de\? 9

(d_c =0 h %y Py - Oy p2 .

de\? o ) ,

ag) T F T %P 250} g g 2h05 4= o
i

sotent les constantes o, Gy
convenable et propre i fournir, d’aprés la

les intégrales du systéine des équations différentielles 14,
Notre théoréme est done démontré.

ot

T p5 2R - af, ()

,"\\‘0,' i

v Oy De 1a résulte potr
regle de

i
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]th
5 (p)) + 2fi o) = Fy (Fo)
% (o) + 22 (p2) = Faipas

w(e) + ofi (o) = Fi (il

st rétablissant 0y gy, g au leu de Gy, &yseeny Gy OD voit que la valeur

de 9, fournie par notre analyse , peut s’écrire
PN LGB P LT R RV A
= [do\/ g+ e/ gn oo 1BV

f.es intégrales des équations (3), qui en résultent par fles formules ),

sont
1. ? ds. (l’/,'
" ‘-_rp___l:;:: ‘ pa—— 'l‘—-—._'— ... f—jz_:_.-_{_::?::\: 2 fe‘ -
JVETe )b Ve (e JVE (o) ¥ pi
n.dp. Oy el L; 114 5
”T"\—:i:—‘—f —+ __-_{____———A_d" A f—;::-‘_‘-*—————[ L = = 2 Ifj‘l
JVF i (p) VE () b () VEi(pi) & (#)
M o,
f = 2 {51, -1

-+ e S
’\F fpi) b igr.

)"”"d 3
A R S

’ vE (o) 3 (p)

o

11. On sera peat-ctre curieux de counaitre aussi la forme que
, p; les équations intermédiaires 6% du n® .

prennent €n Ly, fa, -
dux, de

SAVOIT
el o doe ., - de
e T 117.7/,\7 e T dx, ’ de T dw;

Oy parviendra aisément, el 'on obtiendra un résultat simple si o

~ rappelle les formules {16; et (17) du n* 9, qui, dans notre hypo-
Lese actuelle de ¢y = ¢y = ... ¢, = 1. s réduisent respectivement a

4
Fedo \2 dp 2 do \ 2
Vi ) -+ w 4 + o ) — ,l_.
dx, dx.. ; "o dr, / r
55
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el
’{'D,u dp dp do dp zlpy
3 e e A X
(22) dx, dzx, dr, dx, ' -+ dzr; dz; ’

» étant différent de ;1. Nous n’aurons pas besoin des formules conju-

guées a celles-]a :

s (e ()
=) ) e ) =
P dPl P2 sz Pi d{’i ’

dx dzx dx dx dr dx
Loz . X -+ - 1 r__ o
P dp, dp, P dp, do, e pi doi dp; ?

qui se déduisent de méme des équations (18) et (1g).

On a
dp, __ dp, dx, dp, dx, dp, dxz;
dt — dz, dt ' dzy dt T du; di
Donc
g, _(Ip‘ de do, dO© dp, (1(9‘
Al dz, dz, | dmy dz T ey
mais
rl@____d@ dp. de  p. Ao dp;

dz, d_p; dz, t—l? dx, e ;l—_p, dx,

48 _ de dp, dae dPg+ d® dp,
dz.— dp e, dp. dm, T dp .

..................................

rl@___d@) dp, do dp, 40 do;
d.r,_EE dz; 2‘;;; dz; fo,— dz;
. d . .
En substituant ces valeurs dans celle de E?’ il vient

7

zlp,_d@) dp\ 2 e\ 2 do\*
= (&) (&) o (2

de (dp, dp, dp, dp, dp, dp)
i\t @t n. . T )
do (/dp, dp; dp, dp, dp, dp;

dp; \dz, dz, * zeda, T dmdn )

Y 1 N [T T R I \
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¢ 7

T Ao , N . : .
Le coelficient de -+ est égal & — en vertu de la formule (21}, et les
a

1 74

autres sont nuls par la formule (22); par suite

do, 1 de
de rdl de
dp, dp; Ly - du,
Les valeurs de —,.... — se déduisant de celle de - par de simples
dt dt dt

changements d’indices, nous ponvons en conclure gue le systeme des
équations intermédiaires (6) se transforme ainsi

{ dgy 1 de
AT podp,

du, 1 dO

_ = =

\‘2-5 ; e Pz s

de 1 de
de = p; ;{77,

Cette transformation est générale. Quand on prend en particubier,
comme ci-dessus ,

6 = /ldlo, \/}%g—g:—; —%—fdp‘.' \/%‘E‘% + .+ l (/:01' v:;(\i’ﬂ

«lle donne
pyaic)
dt " p Vo V(e

de. 1 /¥ (s)
w =V T

//lﬂ, . 1 F,IPLA
dr " piV Y (a)

vt bien. 4 cause des valeurs de py, ps,..., p; données an n® 8,
Ao, _ VB (p) ¥ (p)

—————

dr ot
dp. _ VF(p) b (p2)
dt =y
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{)ir trouverail les meémes résultats en différentiant les équations
mtegrales écrites 4 la fin du numéro précédent, puis résolvant pa
rapport i

s, dp, dp;
T Y e A B T
VEp) b (ol VE(e) $(m) VF (645

considérées comme de simples inconnues, les équations

dg, dop. dp;
= L = - ~+... ',’.:.:_:;‘_‘;"“'* = O,
VE o) dip)  VF (p) bl e VE (g d{p

Pl(lp( : Pz({p: I W;Pfilf‘z___ = 0.
VE )b (e v (p) b (5 VFi{e)die)

; iwzd R i—t /
LY S
VE(pgv o v {e)d(p vE g bl

pi—td " pi dp. Ry

= = e = R

VE ()b {p)  VE(pidis)

que cette différentiation produit. La résolution des équations du pre-
mier degré dont nous parlons s’effectue avec facilité, par un procédé
connu, da a Lagrange, et 'on retombe sur les formules ci-dessus,
en se rappelant que

S A N e (e e
glp)=1(p—poip fa)e-Af - pit
12. l.a considération du cas particulier ot Pon prend

,‘/;(‘01:\‘:0, fﬁ(Pﬂ\:Oav ./i(ﬂpi\E ==,
est-a-dire

UC=uo,

con:duit aux mtégrales sous foruie aigél)rique des équations différen-
tielles que M. Jacobi nomme abéliennes. Dans ce cas. les Agria -
tions (3) se réduisant i

dia, d:r. o or
- . = .. —:‘{)7

7+ dt* dt*

sintegrent immdédiatement, et donnent

x,=ht +e¢,, xy=bot +yy.. x,=bil + ¢,

' 1 o VirpE 1 s [N [
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bry Dayeoey byy €4y Cayenny €; étant les constantes arbitraires. On en

74

de-

duira / équations finies entre fis Pry-ey pi €t ¢, en remplacant a,,
Xyyr., x; par leurs valeurs en py, 04,..., p; tirées des formules du n© 6.
Or ces équations, intégrales du systeme (3), ne peuvent manquer de

revenir au fond aux intégrales qu’on tire des formules du n® 10
v faisant, d’apres I"hypothése actuelle,

Jilpd =0, folps) =0,y [filp) =0,

©1, par cons¢quent,

B, () = Ba(p) == F:(p) = = (p).

S

La forme, il est vrai, sera tres-différente; mais la relation établic

entre 6,, gg,..., g; et ¢ devra rester la méme. Fn posant, pour abriger.

Alp) = ymip)dip),

les formules citées donnent

dp, p, dp; i
fwa +fi(.0-!‘ e fA(Pi}‘ =2f

[P"IP\ pudp: I L
S TS T A T

"o dp, i dp. v dp “
L Rl Ay Al e kT
P o B Py LPi

L W oo
ATy AN = <.
s ) e ) =

Ces intégrales compligquees doiveut revenir, nous le répétons,
intégrales de forme plus simple

xy=bit 4+, Xy= bt ey, xi=bit+ ¢,

en exprimant, bien entendu, les constantes arbitraives b,, b,,...,

TN

by

Cis Cayony € AU moyen de oy, oy 5oy %isyy, By Bayey By, 8, f B S

'on met de coté I'équation

o e +/‘;°’-;'4P o [E e,
kS e .. —t = e
atp) ) ala) 5 (or o
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la seule de son espece ou ¢ figure, les i — 1 équations qui precedent
celles-la, et qui, par la différentiation, produisent ces équatious
ahéliennes

d lo, ]
et ST i o,
alpi A(py a(e:) ’
du, u.dp idp;
P_/—‘"‘ s e P_r_{’ O,
e Ap) Alps)
[ o =¥ dg l:——-z .
AN O SR T
Afsy) A(ps) A(p:)

devront revenir de méme aux { —1 équations en X, x,,..., &; (tic
'on obtient par I'élimination de ¢ Ces équations entre x,, z,,..., x,
sont donc les intégrales du systeme des équations abéliennes que je
viens d’écrire; elles renferment i — 1 constantes arbitraires f3,, f£,,...,
f3.-+ qui n’entrent plus dans les équations différentielles : je ne parle
pas de la constante ¢ qui, étant jointe a ¢, a di disparaitre avec cette
variable. Quant & a,, 6,,..., ¢;,, £, on les regardera ici comme des
quantités données. Et 'on doit remarquer que le polynéme = (g) ¢(p),
contenu sous un radical carré dans A(p), est un polynome de degré
2.{ — 1 absolument quelconque; en effet, on a

ey =4(s —a)lp —a).(p —a).

w(p) = Oy - Uy p it 0y (2 B

et rien v’empéche de donner a a,, a,,..., 4;, @, ts,..., 0, £ des
valeurs quelconques, méme imaginaires.

Les équations entre x,, as,..., 2, qui servent d’intégrales 4 nos
équations abéliennes, sont linéaires par rapport a x,, x, ,, x;. Les
formules du n° 6 donnent d’ailleurs pour les carrés &%, x2,..., x? des
expressions rationnelles en p,, g,,..., g; enti¢res et symétriques relali-
vement a ces nouvelles variables, et méme exprimables linéairement
par leur somme g, + p, +...+ p;, la somme de leurs produits deux &
deux, celle de leurs produits trois & trois, etc. Cela étant, élevons au
carré les valeurs de x;, ay,..., #; en x,, lesquelles sont de la forme
A, -i- B, puis éliminons entre les équations résultantes la premiere
puissance de x,, en laissant subsister les termes qui contiennent x*.

1 i 1 RN Trrpregire R RN NN WA [N "
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Nous trouverons ainsi i — 2 équations du premier degré en x?, x%.....
x?, lesquelles, lors de I'introduction des variables p,, Pay-s Pis TEStE-
ront du premier degré par rapport 4 la somme de ces nouvelles
variables, et aux sommes de leurs produits deux A deux, trois A
trois, etc. Pour compléter le nombre { — 1, on ajoutera & ces { — 2
equations une des équations primitives, x, = Ax, + B par exemple.
ou plutot on en tirera I'équation

(22 — A2x? — B?)? = [AB* 22,

qui est du second degré par rapport a4 x?, x2, et pourra étre réduite
4 ne contenir, relativement a p,, p,,..., p;, qu’une fonction entiere du
second degré de deux des sommes symétriques citées plus haut.

Cette forme des intégrales des équations différentielles abéliennes =
été récemment signalée par M. Jacobi, ainsi quon peut le voir dans
le Journal de M. Crelle, ou au tome XI de notre Jownal de Mathé-
matiques, page 342. L’analyse précédente y meéne naturellement.
Mais il est juste d’ajouter que c’est encore M. Jacobi qui a indiqué,
des 1839, la transformation généralisée des coordonnées ordinairves
en coordonnées elliptiques, c’est-a-dire le passage des variables x, |
Zyyeey &; auX variables p,, py,..., g;, dans des équations différentielles .
en nombre quelconque, du genre de celles que la dynamique fournir
pour le mouvement d’un point matériel abandonuné i la seule impul-
sion d’une vitesse initiale, comme 'ayant enfin conduit, sans le secours
du théoréme méme d’Abel, aux intégrales sous forme algébrique des
¢quations abéliennes[*]. Les travaux divers qui ont paru depuis sur
ce sujet ne doivent pas faire oublier la source primitive et féconde de
la découverte.

Il nous reste 4 montrer comment on lie entre elles les constantes

[*] Foyezle Journal de M. Crelle, tome XIX, ou notre fournal de Mathématiques,
tome VI, page 267. Le Mémoire trés-court, mais plein de choses, anquel nous ren-
voyons traite des différents usages d’une transformation aralytique remarquable ;
c’est celle de x,, @,,..., x; en p,, Pase - - pi- 11 2 ét¢ lu & I’Académie de Berlin,
le 18 avril 1839g. Depuis cette époque, M. Jacobi lui-méme et d’autres géométres sont
revenus plusieurs fois, surtout dans le Journal de M. Crelle, sur la question des
équations différentielles abéliennes.

Tome X1V, — Aour 184g. 36
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arbitraires qui entrent dans les intégrales algébriques des équations
abéliennes et celles qui sont contenues dans leurs intégrales transcen-
dantes. Pour plus de symétrie, nous conserverons la variable ¢, ou,
si 'on veut, nous Pintroduirons dans le systéme abélien, en rétablis-

sant Péquation
P dp, f o dp
L =+ ¢,
f Afe,) Alei)

que nous avions d’abord mise de coté. Nos équations différentielles
seront ainsi:

Ao de e
ale © Afe) T T A(py T 7
e dp, padp, pidp;

—_—— e —— —_— 0
A A T A T O

P dp g dp, o dp,
a(e) " Al TR T
P e dp ¢ dp;

SRR =dt
Y CY RPN Py ’

et 'on en déduira, par un procédé de Lagrange, déja rappelé a Ia

fin du n° 11,

dn_ A(n)  de_A(e) | du _ Alw)
dt — §'(p)  dt (p) de ¢/ ()

Désignons par k,, k,,..., k; les valeurs arbitraires de iy P2seey pi pOTF
t == o. Les valeurs de

do, de .., H
a’ @’ a’

pour ¢ == o seront de suite déterminées par ce qui précéde en tonc-
tion de k,, ky,..., k;, et I'on pourra aussi former aisément celles de

, dzx, dx, dz;
Loy Tayeess Xy = e R

1 RN e IR TR
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t'ela posé¢, nous aurons, d’une part, les intégrales transcendantes

#od oy Fr dey fi de,
— - —_— —— =0,
YGRS S o a(e)

I\l
2 ooidp Proq.dp. % pody
f 'l,‘i+f {,\—I—...—%— LR =,
A, A\P‘) ks Akc" k‘, A (Pl)

2 7] . . .

Ve e dye Pigi—dg,

f A +f £ +...+f b TH = o,
k, a(ed) i, A (o) a(si)

K, .
P P i Pi a1
¢t de “vde i dp
f L ‘—+f et e e A =1,
(NG , Ae) ko a(e)

ou ky, kyyeoy ki sont les constantes arbitraires de l'intégration, eft,
Jautre part, les intégrales algébriques

xy = hbt+c¢,, X,= hol 4+ Cageevs Ty = bt + oy,

dont les constantes ¢y, Cas--vy Cis b,, byy..., b, 5 expriment pat iy, Fayeoen
k;, puisqu’elles représentent les valeurs de

) ' dx, dzx, de;
Xyy  Hygaeres iy e -{-i—{'a g7
pouy { — O.

Nous nous en tiendrons la, pour le moment, sur la question des
équations abéliennes. sauf & y revenir peut-étre une autre fois. Nous

ne parlerons pas méme des conséquences que peut offrir Véquation

Pt dp [‘P‘;“‘ do. f{»ﬁ"‘ doi . )
———— R e T { - E
{‘ St CJ Al s "

dont le second membre s'exprime algébriquement, ni de celles qu'en
peut obtenir en considérant I'intégrale

éi&lj Zz{\ﬁ‘_’ fo be :Q(_()i‘ )
ILA(PJ dPi + a{ps d‘dﬁ et Alpp (/.olr s

ou y (p: désigne une fonction rationnelle quelconque de p. A vanuse Je

dp, dt de. de dp; dt

OB IO A NIl
36..
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cette intégrale devient

f[",i)—k Lley "J‘”—)J dt ;
e " 9 (e o' (p).

fe coefficient de dt, sous le signe [, est une fonction rationnelle et
symétrique de Pis P2reees piy qui deviendra une fonction rationnelle de
Ty Xyyeoy 2y, et enfin de Z, puisque g,, P2s--.y p; sont les diverses
racines d’une méme équation 3 coefficients rationnels en x,, Tayenny Xy,
et que d’ailleurs Lyy Loy...y a; SODE deg fonctions linéaires de ¢. Notre
intégrale ne dépendra donc que de quantités algébriques et loga-
rithmiques; ce qui devait étre, en effet, d’aprés le théoreme d’Abel.
Mais n’insistons pas ici la-dessus. Notre but était de donner la dé-
monstration dy théoréme duy n° 5, qui nous parait nouveau et im-
portant. Ce but est rempli. Nous devions naturellement dire ensuite
quelques mots des fonctions abéliennes; maijs i faut mettre fin 4 des
détails qui, en se prolongeant, nous écarteraient trop de notre sujet.

13. Le théoréme don§ peut, au reste, se généraliser de Ia rug-
niére snivante, I] s’agit, on se je rappelle, de trouver une fonetion @
vérifiant Véquation aux différences partielles

de\: de\? doyz .
P ()

¢t contenant, outre |a constante /4, i — | constantes arbitraires %y,
%35--+5 @;_, distinctes de celle qu’on peut toujours introduire dans 6
par stimple addition. Or voici un cas tres-étendu on Pon obtiendry
cette fonction ©.

Concevons qu’on ait exprimé les variables indépendantes X, ,
L.y x; de Pégnation (4) par d’autres variables Pisfase. s fiy en
nombre égal, qui les remplacent, et que de cette maniére Péquation 4
At été transformée en une autre équation de la forme

. (@>2—+— = (fl@)gﬂ—...—}- L (@Y: 2(U+ &),
£ \ag pe \dp, P \dg

Fr> Pzse ..y p; étant des fonctions de Pis Pasee, . Cela suppose déja
que les nouvelles variables ¢, , P2:---: i D sont pas prises au hasard ,

. O [EEREEERERERNRREE]

oo
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sans quoi le second membre contiendrait, outre les carrés

de\? de\? (d(-)>2
71?. , ) T

des dérivées de 8, les doubles produits

d0 doe de de
(-[Ed—p,:, d_Pl’d'_P{, P

Mais nous admettrons de plus qu’en désignant par
i (e)s T3 (), MTi(e),..., I(p)

e certaines fonctions de g, on ait

s o)+ ST (pa) ot 2T () = o,

T [ L

;Hf(F‘) }:H§<P2)+'--+;HF(PU =0,

Uiy - P

;Hl, '(p.)+];;n‘2«(P2)+...+;1] a) = 0.
~t

I

i / I ¢ f 3
~II' (p,) +;H2(Pw) ‘*‘*“"‘/L,‘_Ht (2:)

Cela étant, si la valeur de U peut se mettre sous la forme

U:J(I'(Pl)_*_f?(.”?)_’_..__)L_J_tx_(ji/'~
P P2 P

quelles que soient d’ailleurs les fonctions Jole), /o @)y ooy [ (o)
dont chacune ne renferme gu'une seule variable , on aura, pour
retuphir les conditions demandées, la valeur de © qui se deéduit des
cquations saivantes :

de - , . f— 4 c R
(T{lj =a, (o) +.. .+ 2., 1 "\Pl)““flk“ﬂ\ﬁi:‘"*‘?/i(ﬁﬁ*

(;ﬂ_)' = I (on) et o T1 () + 2 R TE, () - 2fa 6.

...................
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La démonstration de ce théoréme n’a pas besoin de développements.
On vérifiera aisément qu’avec la valeur de © indiquée les conditions
auxquelles on devait satisfaire sont remplies. Mais il reste a trouver
les systemes de variables g,, g5,..., p; qui jouissent des propriétés
que nous supposons ici; et la difficulté de cette recherche donne
heaucoup de prix au théoréme particulier du n° 5, qui fait connaitre
un de ces systemes.

14. En disant enfin quelques mots du mouvement de points .,
m', m”, etc., unis entre eux par des liaisons exprimables a Iaide d’équa-
tions entre les coordonnées, nous nous bornerons au cas ou le principe
des forces vives a lieu.

Exprimons d’abord, comme le fait Lagrange dans la Mccanique
nnalytique, les coordonnées x, y, z, &', y’, etc., de tous les points m,
m’, etc., par des variables indépendantes g, , g,,..., p;, de telle wa-
niere que les équations de condition données en x, y,z, x', etc,,
soient satisfaites d’elles-mémes, le nombre des variables g,, g,,..., ¢,
#tant naturellement égal au nombre des coordonnées diminué du
nombre des équations de condition. Et supposons ces variables telle-
ment choisies, que la valeur de la force vive soit de la forme

dp \*® dp.\ 2 de\2
P (‘;,;) +[)2 <—d—t) *i"..."r—])i(gt—) H

¢'est-a-dire ne contieune que les carrés dp}, dp3, ..., dp? des diftéren-
tielles, affectés de coefficients quelconques p,, p,,..., p;, fonctions
de o,y pay..es piy €t noN les rectangles dp, dp,, dp, dps . etc. Soit U
la fonction des forces. Les équations du mouvement seront, cette fois,

dp,

er T () =t 2 ) 22

dt adp \dt)] T adp \de) T dp
do,

) d.P:Yt— 1 dp, 'dpl\z 1 dp; 'dp,-\z dU

(24) _ 7 ;z;_.(E, et a(\—;, 2
dp;

d'/)‘Tz __vdp, (dpl\)‘-!_‘_ 1 dp; 'ﬂp,—)j dU

7 T saghar) tetaa )

! ! 1 TEU i
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mais leurs intégrales continueront 4 s’exprimer par

do de de dO
::ﬁn Tm:ﬁz""’ dar :ﬁi—n I—I/T:tf—+—=_

(25)

z,

@ étant encore une solution complete d'une équation aux différences
partielles , savoir de Péqguation

L i /de\2 1 [dO\? 1 [de)\? ; ;
20 —{— — eV =0 (U+h),
t‘ P (dm) > (dpz) - P (\dpl) > ):

qui est toute semblable a I'équation transformée du numéro prece-
dent, en sorte que la solution dont on a besoin s’obtiendra dans les
circonstances déja indiquées, c'est-a-dire lorsqu’on pourra vérifier les
équations

[ L () + L M () oo 2 DT () = 0,

P 3 l
\1-:—.“%(?‘)—‘—}_:?[13(?2)-{—..+I—::II;2(pI)-_—O’
(27) {
LI (p) + T (pa) oot T (1) = 0,
P 1 P 2 P ; (p:.
, } )
”—;—,Hq (P')—*-};}HLQ(P?)+"‘+;H1‘(Pr‘7= 1,

et qu'en outre on aura

4 et

(28) U :Ji;()f‘_} fﬁl(f!) fz}()p,-)

Dans cette hypothese, on pourra toujours déterminer © par les
formules

i fde\? / F ¢
(d_f.l) :a.ll}\p,)—i—...-k ai—lni (P')+lhn1(P‘)+2-/'(P')’

(29) G%j

d®?
)

oy T3 (g} oo iy N5 (pg) + 2 AT0, (py) + 2 o (po)-

o . . . .

|

ay T (pi) oot i T (p0) + 2RI () + 2 fi(pe)-
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Quant aux intégrales intermédiaires, elles sont

36! dp, 1 do  dp, I d© dp; 1 d©
30 L “p. __ — ;

AT pode & T pdp T W T pdp

et en les combinant avec Péquation aux différences partielles, on en
dédnit, en particulier, l'intégrale suivaute :

L dp\2 /th (dp,\ 2

{ i o -+ p; (22} — ’
3] P'(dt) +p2(\.dt e P‘((It 2(U_'_k)’

! \

qui répond au principe des forces vives, et qu’il est d’ailleurs ais¢ d’ob-
tenir directement. Ce théoréme subsiste en analyse pure, quelles que
soient les fonctions p,, P2seeos P de gy, pyy.., pyy et lors méme que 'on
donnerait 4 ces fonctions des valeurs incompatibles avec la nature de
notre probléme de dynamique. Il est d’ailleurs analogue i celui du
n” 3, et se démontre par des calculs du méme genre [*]. En différen-
tiant les équations

e _{; de P ae d6
,T; ~— {“1

_— = Tt =Py, 5 = 4z,
dy. — P20 ey ak :

Jar rapport a ¢, dont o,, g,,..., 5, sont des fonctions en vertii de ces
i P 3 Ly Poseovy py

equations mémes, on a un premier groupe d’équations, qui, com-
pare i celui qu'on tire de Iéquation aux différences partielles

de\ 2 I (d(-)‘ 2
T e+ ===} = a(U A,
dp:) pi \dpf) ( /:

1 7(1(-)‘)2 1/
pidp, P:<

en la différentiant successivement par rapport aux constantes Ly
Zayes %4y b, donne d’abord les équations intermédiaires

dp, de dp, [240) dp, _de

Pear =g Prg =g b dr = dn)

Cousidérons une de celles-ci, la premiére par exemple. En la différen-
tiant. nous aurons

J dg

PL—

U _wedp  ae de. | d'e dp
A T dg W T dgdnar T dpdp, dr’

[ *] Citons a cette occasion un Mémoire de M. J. Binet » inscté dans le Journal de
PErole Polytechnigue

" [NECN [EERERYERRRERS i
[T} ' : ' v [T T NN 1
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Mais en différentiant, par rapport a p,, I'équation aux différences
partielles

1 [dO\? I d(‘)Y 1 (de\® __ .
LY (@) o @) =

ou trouve

1 do d'0 1 d6 d°® T 1 do d°e
P odp dp'f P2 dpa dp, dp: ot p: Api dp.dp,

1 dp, d@»2 1 dp, <d(-)j2 1 dp; (d@)‘z dU
=—— |7 IR o e R L U I T
aptdp <dp. + 2 pt dp \dp:/ 2p? do, \dgi dp,

d’ou 'on conclut, en ayant égard aux équations intermédiaires ,
d*® dp, d*0  dp, d*e dp;
o
dpi dt dp, dp: dt dp,dp,- dt

1 dp, [dp\? 1 dp; (dp:\? 1 dp; (dp\* dU
- | —_ — —— | — —+ —— |~ —_—
2 dp, (rlt) + 2 dp, dt) Pt 2 do \ dt + dg;

7

Ponc

d
(l.p.—E

de _1dp dpi\?2 1 odp; (dpi\? dU
p7 —az;(*a?) He T S Tzﬂ ST

(’est la premiere des équations différentielles du second ordre (24),
et Von arriverait aux autres de la méme maniére : le théoréme est
donc démontré.

15. Considérons comme exemple le cas particulier tres-simple ou
les quantités p,, pa,..., pi sont toutes égales entre elles, et ou leur
valeur commune p est de la forme

p=F,{p) + Falpa) -+ Fil g
il faudra prendre alors

U= f‘l(P|)+ﬁ(f)2)++f;‘P1‘
E‘I(PI}+F2kPQ)++Fl\PI)

et en adoptant cette valenr de U, Pintégration s offectuera facilemeni.
in effet, on satisfera aux équations de condition {27 entre les fonc-

Tome X1V, — Sertemsre 1849 37
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tions IT en prenant d’abord
Hll(Pl):Fl (PJ’ le (PZ) =F, (\{)2),..., nf(Pi) = Fi(Pe}:

et en donnant aux autres fonctions 1 des valeurs constautes, telles:
que 'unité positive pour

] (Pi)’ I3 (Pz):-“ N i (Pi~|)a

I'unite négative pour

1, (f2), 3 (es) e, T (pi)s

et zéro pour celles qui restent. La fonction ©, dont les intégrales
dépendent, sera déterminée par les formules

(Ge) =0+ ahF, (o) + 2/, (o).

de\ 2 —
(W\} =y — 2, + 2AF, (p,) + 2/, (g,

[d @\ 2 .
(d{?) =ty —ay+2hF, (p,) + 2f, (p,),

" de \? ) oy ‘
(do- - ai—-{ - ai—2 -+ 2 hFi"‘ (Pi*') + 2 = (\Fi‘*‘/,
V=
‘'de\ 2 P

( o :——G![_._Fg}lFi(‘oi,)ﬂ*zji(P[);

\ap;)

je me dispenserai d’écrire les intégrales elles-mémes.

16. Au reste, dans le cas particulier qui préceéde, et dans quelques
autres encore, les ¢quations différentielles proposées (24) peuvent
s'intégrer d’une maniére A la fois directe et simple par la méthode
suivante [ *]. En prenant, comme nous le faisons ,

PAr=pPr=..==p = P

e e T T T e e I

[*] Cest celle que jai employée dans mon premier Mémoire sur quelques cas parti-
culiers ot les équations du mouvement d’un point matériel peuvent s'intégrer. { Jour-
wat de Mathématiques, tome XI.

" f f LU e iy g
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les équations (24) se réduisent 4

P‘
ol p—-
dt __ ia’p d(z) (elp;\ 2
A T 2 dp, ”((lt «F <_(E) -
a.p2
dt __tdp '(dp|>2 "dp,- 2]
T ‘-;(m[ @) teeet (i;) ™
rl./)i‘o—'

. _ 1dp a’pl)2 ’ , /rlr;,-)‘r

°t, enayant egard & I'intégrale connue

30 Iz (2;)2-_[) ({flf;> + ((1P> =2

qui devient ici

A0

—— .

dU

—

o

1

A3’

dp\ 2 do,\* 1o,
I)[(;,P,) +<7[;) S _4_(fdﬁt) J:Q\‘_U_*_;LT

ol met ces équations sous la forme

r/p
dr 1 dp dl
oG RsURl <
d [—IE '
A U
ot —_p P2 0y
de
d.p—
G =1Ly
de P dp; do;

1. considérons I'une quelconque d’entre elles.

]

ag,
dt 1 dp
dt Y2 dp

d.p
U+ k) +5 "L

en la multipliant par 2pdp,, nous en déduirons

dp? d.p(U+h
L S N AL
P e =2 dop, da,
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Si donc la dérivée
_r{.p (U4
dp;
e réduit a une simple fonction de la variable correspondante g,
Pintégration Seffectuera de suite. Cela aura évidemment lien dans
notre hypothese de

p == F4 (pl) -+ P‘g (Pg) “+ ...t Fi(Pi)7

g="7 (pr) = fo(po) -t filpd)
- F‘(Pr) +F2(P2)+-..+Fi(f’i).

«t, en 'adoptant, on aura les intégrales suivantes :

2 4pi . 1
pz 757 = 2./4 (gd) + 2 hF, (Pi) + Gy,
163 . ‘
pr s = afy(p) + 2hF, (ga) + Cay
, dei ) ‘
p* s =i (p) + 2R (pi) + Lo
o1t Gy Cyyenrr C; sont des constantes dont la somme doit étre nulle a
canse de

(e (4 dp*) (U« b
(7 () e )

(1 satisfera i cette condition en prenant

,()

Gy =« Gy == g — &yseeey Cioy = iy — Cice Gi= — Giie

et alors o, Gu,..., %, deésigneront des constantes tout a fait arbi-
tratres.

En égalant entre elles les diverses valeurs de dt gqin résultent de
nos intégrales , nous aurons

i
dt = — ﬂ.__f_‘_‘c_*___ﬁ
Vafip)+ 2kF (p)+ C

pde

Vafi(p) +2hFa(p) + G

_pdp

VaT ey = o hF (s + G
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13e la ou déduira d’abord des équations entre fy, pa,..., iy Ol les
variables seront séparées, et qui s'intégreront immédiatement, savoir:

dp, . do, ete
V27 (7)) +2hF (p)+C,  V2f(p:)+2AF.(p)+C

En wettant ensuite pour p sa valenr dans la formule

pdg
Vaf(p)+2hF(p)+C

ot =

«t transformant le résultat de la substitution a Paide des équations
Jéja obtenues, on trouvera facilement

Filp)de,
\,/?,ﬁ (o)) +2hF (p)+-C

Fole)de

V‘?‘f.'(f‘:\l-F 2AF, (.LJ) -+ (.

dr =

-+

N Filo)do,
V2fi(pi)+ 2 hF, (Ff)+ C

1¢i encore les variables sont séparées. Les intégrales completes g
resnltent de ces calculs sont, du reste, les mémes que donunent les

formndes du n* 14.

£7. Pour donner un second exemple de cette méthode directe , consi-
dérons le cas ou Py, pa,..., pi S€ partagent en deux groupes p,,
Puoooos Po € Puiy s Pumase -5 Pis de quantités égales entre elles. Dési-
enons par p la valeur commuue des quantités composant le premier
groupe. et par ¢ celle des quantités composant le second groupe,
en sorfe que
pPr=pa= = Pu=Pp

Pori = Porr = = Pi =f-

Admetions. de plus, gue les valeurs de

p: pU: ’;



204 - JOURNAL DE MATHEMATIQUES

solent de {a forme
P=Fp) +F(ps) +...+ F, (0.,
PU=J(p) + falpa) + + fu(ps)

P= )+ alpa) o 4 ().

Je dis quon pourra, dans ce cas, intégrer les équations différen-
tielles du second ordre (24).

D’abord les formules du n® 14 sont ici facilement applicables, et il
est bien ais¢ de satisfaire aux équations de condition (27) sur lesquelles
la_méthode du numéro cité repose. Mais je ne m’arréterai pas a écrire
les valeurs des diverses fonctions 1, et laissant de coté les détails re-
latifs & ce premier procédé, je ne développerai que les calculs de ia
méthode d’intégration directe du n° 18, en ayant soin pourtant de
ramener les résultats a la forme méme sous laquelle I'autre méthode
les donnerait de suite. Cela suffira, en effet, pour rendre manifesie
Paccord des deux méthodes.

{.es valeurs que nous admettons pour Pis Pase--y pi €t U sont toutes
indépendantes des derniéres variables Puits Opras .-+, pir Daillenrs
P> Pas---» pi forment deux groupes distincts (p) et (g). Cela posé, il
est aigé de voir que les équations différentielles (24) se partageront auss
en deux groupes. Pour tout indice s compris dans la série 1,2, 3,..., .
on aura ‘

/ s,

{ p -
S(pdi-ifﬁ (40 o (Y s (]
39t dr T ade |\ dr ) dt T \ dt
: tdy | dpy..i\? ’ ((lpi 2 dU
? '*—*?:El—lﬁf;l‘(*dt \ - 71?\) —’—(;;-7

tandis qu’il viendra, pour fes indices suivants :

. rlPU,A—& di"uT: de;
ad.q - .

t dt 3
[33) — =0, ——— =0, ..., = 0.

Ces derniéres équations sintegrent et donnent

dp,

dPu..q_:
— ] ——-
Adt

30 Ao, ¢
Y Vi = Mg s

o =G,

-
7 Cogaseons

i ! (g ' EEREREE] N o
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Corts Curzy - o o, C; étant des constantes arbitraires. En posant donc,
pour abréger,

(30 Copy +Co o+ +C =0,
I

et se rappelant intégrale

31) P (%)‘ P2 k%)z BAEEE el ( [1;,)2 =2 (U + A,

qui devient ici

[l{‘i‘ : e B d{htz _ o .
(7,—) +...—- d[/ ]+qt(—~——> “+. +(7{(—) ,l““l’ - f

on en conclura a la fois

#

- o N\ 2 ([P N2 o\ 2 ¢
519} ot ) + ‘ e ) PN (\ 2 ) ‘,12
et
o de\ /da e ¢
o ) e )=

Portant donc ces valeurs dans équation (32), on aura

(3& A vndp o Uk) (j_) Lt 1dg C . 4t

dt - ;d(h \ 1z 128 2 dp_ q* i r[la‘-

et en multipliant tout par 2 pddpg, il viendra enfin

(la d B )
12 M A 1o i . ¥ .
30 . p* ‘{f“f/p.,-[)“‘l' + hp (A(/ ’
Jusqu’ici, nos calculs subsisteraient en prenant pour Py g et U des
fonctions quelconques de o, , g,,..., p,. Mais si la composition de ces
quantités, ou plutot de la quantité unique

» U+ Hyp - Clg’

est telle, que le coethicient de dg, daus le second membre soit une
tonction de la seule variable g, il est clair que I'on pourra effectuer de
suite une intégration. Or cela arrive pour toutes les valeurs 1, 2,.. . u



296 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
de s, lorsqi’on prend, comme nous le faisons,

p=F(p)+Felps+...=F, (5,

pU=filpd+ falp) 4o+ fulpss

[/ - N
;: q"l (Pl) -+ #2(?2)"’—'--4_ (!4;1.([4/1,)“

On trouve en effet, alors,
2

d g o r s
d.p* 22 =dp|af (o) +2hF (p) — CY ()],

\

et, par suite, on obtient, en intégrant et donnant successivement >
Pindice s toutes les valeurs dont il est susceptible

'. 2d0‘

PP =2 i lp) 2 hE (p) — Gy (p) + Gy,
| ow_;;fzgfg(p(_,)ﬂugkpg(pg)_.c%(papcz‘.
{40) e |

240 : .
P g =2 ulp) + 2 A, () — € () + Co

Les coustantes G, C,,..., C, ne sont pas entierement arbitraires; car.
en ajoutant ces derniéres équations, et comparant le résultat =
équation (37), il vient

C,+Cy+...+C, =o.
)n satisfera a cette équation de condition en prenant
Ci=ay, CG=o,—a,..., C,u-a Oy Uy gy C,u: Dy

eta,, 0y,..., 00, seront de véritables constantes arbitraires. Ladopterai
désormais ces valeurs de C,, G,,..., C,, et, de plus, je ferai

~ i ~ ; /
C/L—}—l = VU, (J,u+2:\/a-,u+|7'“7 Ci:Vat—1 ’
et, par conséquent,

C:a,,—f—a,u,, + . Gy

ce qui aura I'avantage de nous ramener aux constantes «, , oty,... o;_,,

[ I [ s s [EER AT RRNRI oo o
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du n” 14. Les équations (34) deviendront ainsi

Pu — dP/-L-r-:_ dr"— .
T~ = N% G =V g )= e,

P’un antre coté, en posant, pour abréger,
2f(p) +2h F(ps) — Cs (py) + G, = i (ps),

les équations (40) donneront

m ————

s m—  dp d \
P';{?—— \/(Dl(Pc), Pa = \/(Dg(pg),. ey P = \/(l)ﬂ(pﬂlr.

En égalant les diverses valeurs de que toutes ces équations four-
nissent, on a

de = T _ 1% gdp;
Ve @
er
di — P _ pdps ___ pdp,
Vo(m) Vo (o) ve, (p,)

On aura donc, entre g,, P2y pu d’une part, et Crats

Fpraresy Py
"antre part, des équations telles que

() R,
—_— ) — T s 4y T
Vo (e Ve (p) Ve, {(p.)
et
(42) dPF_‘H = e =..== ,d—i—,a
o \/“F \/1,'l+( Ve,

lesquelles s’intégreront immédiatement, puisque les variables y sont
séparées.

Pour lier le premier groupe au second, et aussi pour obtenir la
valeur de ¢, on partira de

Tome XIV. — Serrevrre 184q. 38
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et, a cause des valeurs de p et‘?], on en conclura

Wpsi _ 4ilo)dp | balpdde +-J.Jp<(.o,,,;vdp;.

Var — Vo(e)  Yo(e) el
et
° i d L 5 Py | F dFl
de =Fledden | Eolpdde F,(p)
Ve (p) Vo () Ve (o)

"o, en vertu des formules déja obtenues,

dP/I..H . ‘!JI/PI) d{’l + ‘HP_'(Pz\) dP‘: -+ + pp(F,u) d‘ay'

Vo Veln) | yle) Vo, (s
et
o F /] 74
(44) de = Flodder | Feloddpr | Tale)de,
\/(I)'(P‘) vq)z(Fz) vq)‘u.({)‘//.)

équations ot les variables sont séparées. Quant & p, .4,y pi, ils s'ex-
priment au moyen de p,.,, en intégrant les formules (42), comme ¢,,
G3r-.-y 0, au moyen de p,, en intégrant Jes formules (41). Toutefois st
I’on veat, on aura encore

dnolu..gz — "-I)l ({J:)dpl 4 "1‘»‘2 (Fz) d{Jz ... .‘IJ,U, (P[L) dp,u .
Vaws  Voi(p) V& (p) Ve, ()

dor _ Wilpdde | halpdde (e o
Veer  Vo(p) V() Ve, (p.)

Je n’aurais pas du reste ajouté ces derniéres équations, que le
svsteme
Lol dPU._H dP/.f.+z . ch
(42 B =l == ——=
\/“/’- ¢1‘V-+1 \/“:'—x

remplace avec avantage, si elles ne se présentaient pas d’elles-mémes,
lorsqu’on exprime nos intégrales 4 P'aide des dérivées d’'une certaine
fonction ©. En effet, toutes les intégrales qui résultent de la considé-
ration des équations a variables séparées que nous venons d’obtenir,

1 ' 1 1 R KT I TR TR T LT T
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peuvent secrire ainsi
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do

@ - do e ~ dv
ol

R ol TR I el L L=

3.y Buyeers i, ¢ étant les constantes introdnites par Vintegration,
et © désignant une certaine fonction de gy Byueis Oun %y Tagees iy IR
SAVOLF :

/

0 = | 'a'p, Vo, (la,\ - fa’p2 v(_ﬁ;zif\p;} + . f do, \/5;('(—0.,,\

= Gy \v"DC‘L, + Py \/"0-;/.-&-1 e PN G-

Cest a4 ce méme résultat que conduirait 'emploi des formules du
no L4: car il est aisé de s'assurer que la valeur de 0 vérifie équation
aux différences partielles (26).

Je pourrais encore ajouter d’autres exemples de nos deux mé-
thodes; mais ce qui précede suffit, et je me réserve d’ailleurs d’y re-

venir s'il se présente plus tard quelque nouvelle application offrant
n intéret particu\ier.




