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SECONDE NOTE

SUR
LA CONVERGENCE DES SERIES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE,

Par M. PUISEUX,

Maitre de Conférences a PEeale Normale,

Dans un précédent article de ce Journal (Février 1849, je me suis
proposé de démontrer que ia limite des valeurs de Pexcentricité, pour
lesquelles les séries du mouvement elliptique des planétes restent con-
vergentes, est un minimum dans le cas of Panomalie moyenne est
egale & go degrés. J 'ignorais alors que cette question elit déja été vé-
solue par M. Cauchy dans un Mémoire sur le calcul des limites, qui
fait partie des Fwercices d ‘dnalyse et de Physique mathématique
(année 1841). M. Cauchy est encore revenu sur ce sujet dans une de
ses derniéres lecons i la Faculté des Sciences de Paris, et il a donné
du théoréme dont il s’'agit une démonstration 4 laquelle jétais par-
venu; je vais essayer, avec I'autorisation de Iillustre professeur, de
Pexposer ici.

En conservant les notations adoptées i la page 35 de ce volume, ii
s'agit de déterminer, entre les limites zéro et x, la valeur réelle de ¢
qui reud minimum le plus petit module de x pour lequel on a a |a
fois les deux équations

(1) Y —xsiny=¢,
(2) 1 — & cosy = o.
Nous établirons d’abord |a proposition suivante :

Soit Z une fonction imaginaire de la variable réelle z; le module
de Z croit ou décrott, lorsque z augmente, suivant que la partie réel/e

s . 1 dZ .. 3 .
de ] expression 70 est positive ou nregative.,
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S le logarithme du module
diminue en méme temps ¢

Eu effet, appelons de 7, de sorte que
ce module augmente ou jue 83 soit, de plus.
P un angle réel; nous pourrons faire

7 =e5*°F V=i
Différentions par rapport 4 = les deux membres de cette égalité; puis
divisons-les par Z, i} viendra
v dL ds dp ——
i il S
. : d3 s . 1 dZ .
On voit par la que —- est égal i la parhe réelle de 5 - et quainst.
z augmentant, § croit ou décroit suivant que cette partie réelle est

positive ou négative.
nmeédiatement le corollaire suivant:

De cette proposition résulte 11
rs de z pour lesquelles le module de 7 est un maximuin
. . . 1 dZ
rtie 1éelle de Vexpression 7 - =0 et
Z dz

d (v dL
dz 771;)

Les valeu
i wn minimum annulent la pa

il y a mazximum ot minimum., suivant que la partie réelle de

est négative ou positive.

s maintenant aux équations (
aviable réelle {3
| minimum annulent donc

Revenon 1) et (2): en vertu de ces
équations , X est une fonction de la v les valeurs de §
qui rendent le module de 2 maximum Ot

. . 1 dx . . , . o .
la partie réelle de - T Mais les mémes equations différenti

ées par

rapport a ¢ nous donnent
dr

—sin)‘ile xsilly‘jz—acos]';:0°
dr ’ e dr ’
d’ou
dx 1 dy cosy _ 1 N 1
dt sny dt Tan'y sty '1'»-'4)”

et, par conséquent ;

3
£ -
3 x di asiny ry—75

()
3.,
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Pour que Ia partie réelle de i—% soit nulle, on voit que celle
de y — ¢ doijt Pétre aussi, c¢’est-a-dire qu’on doit avoir
=8+ oy )

o désignant une quantité réelle, Cette valeur étant substityée dans
‘équation

i4) (]~§)cos]~sir1j:o,

o

qui résulte e Pélimination de x entre e équations (1) et 1a), j]
viendra

PV—1 cos (€ + p\/t‘l) — sin (§ + PV —1)= o,
ou bien

[0v=T1 cos (evV=T) - sin (ev="1)] cos¢
= [P V— 1 sin (F V?I) + cos (,0 \?I)J sing,

Le premier membre contenant le facteyy V—1, tandis que le second
membre est réel, chacun d’eux dojt étre nul séparément amsi, pour

que le module de 4 SOit maximump oy minimum, il fayut qu’on ait
a la foig

51 {[Pv:'r c0s (py =71) — sin (Fv=T)|cost— o
| lov="T sin (=7} + 08 (sy =) sin £ — o,

La quantité PV — 1 cos (p v'?}) —=sin (g — 1) Pouvant se megipe
sous la forme

4

K] L3
E+£F\+:l ‘OM,+_...).
7 ..

\

oV — 1

QI o~

1 5 1.2.3

on voit qu’elle pe sera pas nulle, 4 moing que p ne soit nul . jey deux
facteurs

V=1 cos (p \/’:T) — sin (p \,’:T) ,

PV:‘ I sin (p V —

1) + cos (ev—T),

e peuvent done étpe mils 3 Ia fois; il en est de méme de sin £ ot (e
cos £ Par conséquent, pour que les équations (5) soient satisf'aires?

T [ D o P e
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il taut qu’on ait

oy — 1cos gy — 1) — sin (py—— 1)=o0. sinf=o;

ou hien

gy — 18in (p\/— ;)+cos(p\:— 1) =0, cos{=o.

- . ™ , . . 1
La denxieme hypothese nous donne § = , et I'équation qui déter-

mine ¢ pouvant étre mise sous la forme

¢ Lo ! & —
50 i ie3 e vsgs T

on en conclut g = =+ 1,1996...; Péquation (4) nous donue ensuite

cos® y = ; !
h _]‘--ﬁ(:yv:;‘)zi*_l_l_.oz

et, par conséquent,

1 e

e =1 =0} x==H=yiP—1 y—1= 20,662 y— 1.

cos’ y

Pour savoir si ce nombre 0,664... est un maximuis ou un minimun
du module de a, il faut déterminer le signe de la partie réelle e

Iexpression a4t di) :or 1l suit de équation (3
Xpression Ty ) ‘ P hequation 2,
d 1 rl:c\) o 1 dy = Y=Ly e
zliar) = {r— 21 \dt T - T e

cette quantité est positive, puisque & surpasse Unnité : ¢est donc un
minimum qu’on vient de trouver pour ie module de x.

On a vu qu’on satisfait aussi aux équations (5) en posant

oy—1cosloy—1) —sinloy— 1) =o0. sin

oy

= 0.

drorc il suir

C=ooun, g=o0, y=ooumnm, xI==;J.

lei la valeur du module de &, a savoir 'unité, est nécessairewent

. . .. o s
HIL maxnnuam , puisgue ce module est minmauim pOUI' [ R S AN T
N 2
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devient maximum ou minimum pour aucune autre valeur de I com-
prise entre o et 7.

Aiusi la limite des valeurs de I’excentricité pour lesquelles les séries
du mouvement elliptique restent convergentes, décroit de 1 4 0,603...,

5 I3 . T ” ~ . .
quand § augmente de zéro i 5+ et croit de 0,662... a 1, quand 7

L

augmente de - a 7.

SR ]

Soit AB le grand axe d’une ellipse donnée : si Pexcentricité est
inférieure 4 0,662..., les séries en question seront convergentes pour
toute valeur de 'anomalie moyenne; mais il n’en sera plus de méme
si 'excentricité surpasse 0,662.. . Dans ce cas, il existera sur la
courbe quatre points C, D, C/, D/, placés deux a deux symétri-
quement par rapport a 'axe AB, et tels, que les séries seront conver-
gentes pour les parties CAC’, DBD’ de Iellipse, et ne le seront pas
pour les parties CD, C'D’. On voit aisément que les points C et D
répondent a des valeurs supplémentaires de 1'anomalie moyenne.
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