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MÉMOIRE 

Sur Γéquation différentielle à laquelle satisfont les séries 

ι ± iq H- 'λ (f =t aq'3+....., 

a \Jq H- 2 yV-l- ay/7S5+... ; 

PAU M. C -G.-J. JACOBl. 

; Extrait du Journal de M. CBF.I.I.E, tome XXXIV. —Traduction de M. PUISEUX.) 

Le problème de définir par une équation différentielle une fonction 
donnée est, en général, indéterminé; car, au moyen de l'équation 
qui a lieu entre la fonction et la variable indépendante, on peut 
transformer l'équation différentielle d'une infinité de manières. Mais le 
problème devient déterminé si, la fonction n'étant pas algébrique, il 
s'agit, comme on le sous-entend ordinairement, de trouver une équa-
tion algébrique entre la variable indépendante, la fonction et ses 
dérivées. Parmi toutes les équations différentielles de cette sorte aux-
quelles une même fonction satisfait, il y en a une de l'ordre le moins 
élevé possible et dont les autres se déduisent par la differentiation. 
L'est de celle-là qu'il sera question dans ce Mémoire quand on parlera 
de l'équation différentielle à laquelle une fonction satisfait. Si l'on 
rend le premier membre rationnel et entier, le second étant zéro, le 
plus haut exposant dont se trouvera affectée la dérivée de l'ordre le 
plus élevé sera appelé le degré de l'équation. 

On n'a pas de méthode générale pour reconnaître s'il existe une 
pareille équation différentielle finie entre la fonction et la variable 
indépendante, ou pour la trouver, en supposant qu'on soit assuré 
de son existence. Dans le cas seulement où la fonction satisfait à une 
equation différentielle linéaire, on a quelques procédés généraux 
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pour s'en assurer et former l'équation différentielle elle-même. Si l'on 
considéré en particidier la série 

y — t + a q + %qi 2 q9 -h.. 

dont la loi est si simple, il n'y a, malgré cette simplicité, aucun 
moyen de reconnaître, par la considération de la série elle-même, si 
elle peut être définie par une équation différentielle finie, c'est-à-dire 
par une équation algébrique entre la variable indépendante, la fonc-
tion et ses dérivées. Et, s'il est possible de trouver une pareille équa-
tion à l'aide de la théorie des fonctions elliptiques, à quelles consi-
dérations indirectes et compliquées ne faut-il pas recourir! On est 
obligé de montrer d'abord que les quantités^· et q peuvent s'exprimer 
en fonction d'une troisième variable k à l'aide des équations transcen-
dantes 

•
?
 s/«l ν' ^

s

'
n

 ■-·* 

- Ι _4L= 
, I Jo ν cos2 ψ -h f Sin2 φ 
]oS~ = - —rr ' 

Je, v'i — k'ûn'y 

Bien que les méthodes variées de la théorie des fonctions elliptiques 
permettent d'abréger la démonstration de ce théorème remarquable, 
on n'y parvient cependant que par une longue chaîne de propositions 
délicates. Cela fait, on prouve que le numérateur et le dénominateur 

de l'expression de log ^ satisfont l'un et l'autre à une même équation 

différentielle du second ordre, où k est la variable indépendante. Alors 

il devient possible d'exprimer en y et k le rapport —et, par 

suite, de remplacer, dans l'équation différentielle du second ordre qui 
a lieu entre y et k, les dérivées de y prises par rapport à k par 
d'autres prises par rapport à q. On obtient ainsi une équation qu; 
détermine k au moyen de y et de ses dérivées relatives à q. Enfin, par 
une nouvelle différendation et par l'élimination de k, on trouve entre y 
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et ses dérivées prises par rapport à q, une équation du troisième ordre 
et du second degré, qui est l'équation différentielle demandée. Rela-
tivement à y et à ses dérivées, elle monte à la quatorzième dimension : 
aussi, malgré tout ce que nous savons sur les formes quadratiques, il 
serait sans doute difficile de la vérifier par la substitution immédiate 
de la série. Je veux donner ici, avec quelques détails, le calcul assez 
pénible qui conduit à cette équation différentielle, dont la complica-
tion contraste singulièrement avec la simplicité de la série proposée. 

La substitution 

cosiy = Δ sinô = -i c i — k sin2 ii> = — -

ou l'on a 

/,■' — \ ι — k2. Δ = y ι — k2 sin2 ψ, 

lionne 
'/·} dy 

V1-k² sin²Y= 

et., par suite, les équations 

1 ! ' 

/ Ady = k'²/dy 

/ cos²Y dy = k² / dy/A 

/ cos²y dy /A = k'²/ sin² dy/A 

ou les intégrales, comme dans tout ce qui suivra, doivent être sup-

posées prises de ο à ^tr. Si l'on désigne la fonction complete de pre-

miere espece par 

K = / dy// 

η 11 a 

K = / dy / V 
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En différentiant ces trois intégrales par rapport à A:2, et ayant égare! 
aux formules (i), on obtient les équations suivantes : 

d . A
2

 2 J Δ
:Ι

 2 A'
2 J Δ 

~~d~F ~ ΈΊ J F ~~ 2 A A'2 J ν ' 

RF.A- 2 A',/ Δ
3

 2 A' J Δdy 

La dernière se trouve aisément, si l'on observe que d.k2 =— d. A'2 

On a, de plus, en ayant de nouveau égard aux équations (i), 

d. / k²cos²dydQ/ 

d/1/kA 

d. k²sin²ydy= d./ 

= 1/k²sin Ydy dskjs dcos 

Si donc on pose 

Κ — -π . A, ΑΚ = -π.Α,, Α'Κ = -π.Α
2

, 

et, en outre, 
k²/COS

2

A DO I ,, 

i /A4 = ^π.Β,, 

τ J -τ- = ϊπ·Β2> 
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on aura 

1'· 

dA 1 dB 1 
d.k·' a*3*3 ' d.P a ' 
dA I dB I 
ZT1 al7' 1 ' ~U- ~~ ~ al1 ( ' 
dA2 = 1 dB2 = I 
17F ~ ~ TF 2' </.C — a A'1 2" 

La première de ces équations montre que A satisfait à l'équation dif-
férentielle du second ordre 

d'k²kk² dA/ dk² = 1/4A 

ou . en faisant, pour abréger, 

±£ = *.\ος»=άΙ, 

λ Γ équation différentielle 

~ = jk2k'2A. 

Cette équation différentielle ne change pas , quand on ν change 
k en k'. La quantité 

K' = F
 D

' — 

en est donc aussi une intégrale. Des deux équations 

W = ik>k»L, d-£- = lk>k>'K>, 

il suit 

klm-^lF = 0< 
et, en intégrant. 

Α1ί~ΚΎΓ~=α' 

ou α est une constante. Cette équation peut être écrite 

d.* d.* A α A α 
h ~ Â3 OU 17F ~ fr'k". A 3 

Tome XiV - J>;·» 1819 24 
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La traction = peut se développer pour de petites valeurs 

de A en une série ordonnée suivant les puissances positives de A2, et 
commençant par l'unité; d'où il suit, par l'intégration, que, pour les 

petites valeurs de A, la valeur de — = —— est, aux quantités près de 

l'ordre A2, 
α log A2 -h β, 

β désignant une nouvelle constante. Euler a trouvé les valeurs de a 
et de β dans les Opuscula varii argumenti, savoir : 

α=~~, fi = log 4-

Eu substituant la valeur de a, et posant 

log? = -Tr = - — 
on trouve 

(3) d. log q = 1 111 

ou encore 

(3 bis) d. log k²/k'² / dlog q = A², 

Si, à l'aide des formules (3), on introduit la différentielle de loge/ 
à la place de d. A2, les formules (■?) deviennent 

(4) 

dA = 1/2 NA², DB\ d log q = 1/2k² k'² A² 

dA1 =1/2B1A², dB= 1/2 

dA2/dlog q = -1/2 B²A22, dB²= 1/2 k²/ 

Si donc on pose 

A — c, A, — c , A
2
 _ c r 

et qu'on indique par des accents les dérivées des fonctions C, prises 
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our rapport à iog (/, 011 aura 

>/· 4cm:"= ~AsA'a, 4 c* c, =
 F

, 4C|C
S
 = p-

Je remarque maintenant, que, si dans l'expression 

v 4 ^ *~Ή ι — ι 
ν 4 ^ ι ~f*·ι 

on substitue pour h les trois quantités précédentes 

-k²k², k'²/ k 

■η prenant pour la deuxième le radical négativement, on trouve 

-
 //·'

 /(

 ' 

c'est-à-dire, d'après les équations (3 bis), les trois quantités dont W>-

iogarithines ont pour différentielles 

A2r/logry, A2r/logcy, AjUMogiy, 

on bien 
d log q d log q Λ log q 

C. ~ " (f;C² 

nais 011 a 

dlog V4h + 1 = dh=dlog 

Si donc on substitue pour h dans ^
h +

 ^ les trois valeurs (à), on 

obtiendra 
d log q d log q d log (j 
C²c; ' ~~cf~' 

Il suit de là que la même équation différentielle 

<; ! (t log C3
 C" = ν 16 C3 C" + 1 '-ψ-

a lien pour les trois quantités C, <_4, C
2

, pourvu qu'on prenne le 
radical négativement quand on met C, à la place de C. En rendant 

a 4·. 
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cette équation rationnelle, on trouve, pour les trois fonctions 

Γ — -IL Γ — _Ϋ_ Γ —
 Π 

2 Κ 2*K ^ 2 / K. 

la même équation différentielle du troisième ordre et du second degré 

(7) C2(CC" + 3CC")2 = C"
J
(t6C

8
C" + ι). 

Si l'on pose 

C= y-² 

et qu'on indique encore par des accents les dérivées de y prises par 
rapport à log q, on trouve successivement 

(y — — 2 y~
%
 y'·, C = — ay~

3
 y" + 6y~* y'

2
. 

C" = — ajr* y'" + iSy-'fy" - y y~'° y'\ 
et, par suite, 

CC" + 3CC" = - a j~
5
 f" + 3o y-" y'y" - 6o y' y

n

. 

Alors l'équation différentielle (7) devient, en la multipliant par1/4 16 

(8) (y
2
y'" ~ (5 jy'y" -f- 3oj·'3)2 -t- 3a (yy" — 3jr'

2
;

3 

= y'°(yr" - VT 

Aux trois valeurs de C correspondent trois valeurs de y qui satisfont 
à cette équation, savoir : 

V2K/r, V2kK/r, Vk 

Si donc 011 a égard aux développements en séries ordonnées, suivant 
les puissances de q que la théorie des fonctions elliptiques fournit pour 
ces quantités, on obtient le théorème suivant : 

THÉORÈME. Si l'on désigne par y une des trois séries 

1 ± Kj + aq* ± aqé -+- 2q" ±l aq
2s

 -h..., 

2 {\Jq 4- \Jq
9
 + sjq™ + γ!q*

9
 -4- ...), 

et. qu'on prenne Ί log 7 pour la différentielle constante, il existe entre 
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y et q l'équation différentielle suivante du troisième ordre et du second 
degré, 

(y* d'y — \5dyd2y -f- 3ody3 f -+- 3a(yd2y — 3dy'1'3 

— y10 (yd2 y —■ "idy2)2 (rflogiy)2. 

Les deux series 

i + iq + iq" -+- 1 q% -+- ... = y/^3 

1 - iq + iq> - 2
?

s -+- ... = y/——, 

qui satisfont toutes deux à l'équation différentielle précédente, se dé-
duisent l'une de l'autre par le changement de q en — q. Plus générale-
ment, comme l'équation différentielle (8) ne contient pas la variable q 
elle-même, mais seulement des différentielles prises par rapport à log<y 
on peut, de chaque expression de y qui satisfait à cette équation, en 
déduire une autre par la substitution de aq à la place de (j, α étant 
une constante arbitraire. Si dans la série 

2 γ/γ (1 + f + f + (Γ + 'Γ + ■ · ·) =V2kK 

qui est une solution de l'équation différentielle (8), on change q en — q. 
ce qui revient à poser α = — ι, cette série se trouve multipliée par 
une racine huitième de l'unité. L'équation différentielle (8) ne doit 
donc pas changer quand on y multiplie y par une racine huitième de 
l'unité, c'est-à-dire que les dimensions de ses termes, évaluées par 
rapport à y et à ses dérivées, doivent différer entre elles de multiples 
de 8. Et, en effet, par rapport à y et à ses dérivées, les termes du pre-
mier membre sont de la sixième dimension, tandis que ceux du second 
sont de la quatorzième. 

L'équation 

d log q= 

reste la même, quand 011 y change q en q"\ et en même temps > 

en -^=. fou G en v«C). Il suit de là que, étant donnée une jonction 
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qui .satisfait à l'équation différentielle (8), on en déduit une autre qui 

satisfait à la même équation, en multipliant la fonction donnée par \Jm 
et changeant en même temps q en q'n. 11 faut doue que, dans chaque 
ferme de l'équation (8), la somme des ordres des dérivées, moins le 
quart de la dimension de ce terme évaluée par rapport à et à ses 
dérivées, soit toujours un même nombre, ou que la différence entre 
les sommes ries ordres des dérivées dans deux termes quelconques soit 
égale au quart de la différence de leurs dimensions. C'est bien ce qui 
a lieu, car le quart de la différence des dimensions des termes du 
premier et du second membre est 

|('4 - 6) = a, 

et la difference extre les sommes des ordres des dérivées est de même 

6 — 4 — '->·· 

On démontre, dans la théorie de la transformation des fonctions 
elliptiques, que, par le changement de q en qm, m étant, un nombre 

rationnel quelconque, la fonction complète Κ (et par conséquent aussi 
\ 

C — est multipliée par un facteur qui est une fonction algébrique 

de k. Soit g ce facteur; il suit de ce qui précède que l'équation diffé-
rentielle (7) étant satisfaite par la fonction C, doit l'être aussi par la 

fonction ^=· Il y a donc une infinité de cas dans lesquels deux inté -

grales de l'équation (7) peuvent se déduire l'une de l'autre, en multi-
pliant l'une d'elles par une fonction algébrique de k. Si, en général. 

on désigne par f un facteur tel que jC = mis à la place de C, 

satisfasse encore à l'équation (7), on peut trouver, comme il suit, 
l'équation qui a lieu entre ce facteur f et le module k. 

L'équation différentielle (7) entre C et q a été trouvée par f élimi-
nation de k2k'~ entre les équations 

4C²C"= - k²k", dlog - k²k'² 



PURES ET APPLIQUEES, m ι 

tout la seconde est une conséquence de l'équation 

d\og~ = dl = p~· 

Uelle-ci nous donne pour une fonction quelconque π . 

D= fc 

Si S on pose 
D=/.C. 

et qu'on indique par des accents les dérivées de D et de j prises par 
rapport à log y, comme on l'a fait pour les dérivées de y, C et te. il 

vient I)" — j G" ■+- xj'CJ + j"C. 

tin a donc 
4D²D" = - 4f4 

« - i/'ec> ^ k)· i*. 

dt / f² = dlogq/ D² 

Si l'on fa'.t 
ρ -4,/^

2
^ + 47

â,
2--H

î 

et qu'on suppose la fonction j déterminée île façon qu'on ait 
d loc H dl 

V4H+ I 

on a les deux équations 
(ivn»_ii fMoiîH _^lo

K
7 

V4H + 1 D² 

Si l'on élimine H entre ces équations, on obtient entre D et q une equa-
tion différentielle qui est la même qu'on a trouvée entre C et q. D'un 
autre côté, si l'on substitue dans l'équation (ίο) la valeur de H donnée 
par la formule (9), 011 obtient entre f et k une équation différentielle 

du troisième ordre , qui. en faisant 
/ = IosïA, 
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k,, — Λ< ! devient 

W(§)'= h*+ 4 H·, 

et où la lettre H, en vertu de l'équation (9), désigne la quantité 

(13) 4 k²1 / ² d²f / dk² + 4k1 f3 

Comme la fonction 

I> = 4 

est une intégrale de l'équation (7), pourvu que ^ soit une intégrale 
de l'équation (12), de même et réciproquement la quantité 

f — — D 

sera une intégrale de l'équation (12), si D est une intégrale de l'équa-
tion (7). En effet, quand on pose 

4D3 D'' = H, 

l'équation (7), à laquelle D satisfait, se change dans l'équation (10). 
Si donc on détermine j par l'équation 

D=^=/C, 

011 obtiendra pour H, en différentiant deux fois, la valeur (9), et. en la 
substituant dans l'équation (10), on trouvera l'équation différentielle (12). 

Il suit des équations (3 bis) et (5) qu'on peut, sans changer '/log<7 

et l'équation (7), mettre j,~ et k
2
 à la place de — p-

t

, pourvu qu'en 

même temps on change K. en A*K et &'K. Si donc J(k,) désigne une 
quelconque des intégrales de l'équation (12), non-seulement 

£/(£)· 
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mais encore les fonctions 

2ÉK^( *'=)' ï/s' Κ^ 

seront des intégrales de l'équation (7). Réciproquement, si D est une 
quelconque des intégrales de l'équation (7), les fonctions 

— D, ^D, —D 

seront des intégrales de l'équation (12), pourvu que dans cette équa-
tion A, représente respectivement les quantités 

F' ~ F' ~
k

 ' 

L'équation différentielle (12) est satisfaite par une infinité de valeurs 
algébriques de J qui ne diffèrent que par un facteur numérique des 
valeurs du multiplicateur M qui se présente dans la théorie de la mul-
tiplication des fonctions elliptiques. L'équation algébrique entre le 
module donné A et le module transformé λ étant connue, le carré 
de ce multiplicateur est donné rationnellement en k et Λ par la formule 
générale 

(14) M² = (y - y) dy/ n(k-k) 

ou η désigne, l'ordre de la transformation. Outre cela, on a, entre les 
deux premières dérivées de M par rapport à A et la première dérivée 
de λ. l'équation différentielle 

1 V M (k-k²) d²M/dk + (1-3k²) dM/dk - kM + ydy / mdk=0 

Dans les Funrfanienta (page 77) on a déduit des équations (14 ) Ο 
1 5), par l'élimination de M, l'équation différentielle du troisième ordre 

qui a lieu entre deux modules susceptibles d'être transformés l'un dans 
l'autre. Mais si entre les deux mêmes équations différentielles on éli-
mine au lieu de M le module transformé λ, on obtient pour y'ra.M la 
même équation différentielle qu'on a trouvée ci-dessus pour y, et qui 
est indépendante de l'ordre de la transformation On peut, en effet, 

TomeXIV. — .Ui> 18.19. 
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en posant 

λ'2=ι-λ2, l — log ~i 

remplacer les deux équations (i4) et (t5) par les deux suivantes : 

!.(E 
tr 4 AU k2 k'2

 4- 4 M
3
 ) = - λ3 λ'2, 

d log § ² = d log - y² u= dl 

Mais si l'on fait 

H — — λ2 λ'2, / — \n.M , 

les équations (9) et (10) reviennent aux équations (16); les fonctions 

yTJ.M sont donc des intégrales, et des intégrales algébriques, de 

l'équation différentielle entre fet h\ = j^· 

Les équations différentielles en C et jr, établies plus haut , ont été 
déduites de l'équation différentielle linéaire du second ordre dont k 
et K' sont des intégrales particulières , combinée avec l'équation 

d log q = d. -rK' = d k² 

Si l'on met pour Κ et K.' les deux intégrales completes de la premiere, 
savoir : 

Q = η Κ h- y - ι b¥J, Q' =a'K' + v - 1 h'K , 
i! vient 

d. = aa' + bb'. k²k'² 

Il suit de là que, dans les équations différentielles trouvées entre 
K, k et q, on peut, au lieu de K et de log^f, mettre généralement les 
quantités 

Q/Vaa' + bb' et - rG' 
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L'intégrale complète des équations différentielles [η) et (8) est donc 

fournie par le système des deux équations 

(17) 
C 1/2 = y = V 2/r( a K + V - I b k) 

loir q — -, 

où a, b, a!, b' désignent des constantes arbitraires, et 011 les quantités R 
et K/ sont des fonctions données d'une troisième quantité k, savoir, les 
jonctions elliptiques complètes de première espèce pour les modules k et 

V 1 ->·. 

En posant 
K' 

"Κ =Γ' 

d'où il suit 

t/ = 1 + 2ί 4- 26 + 2 e -h , 

on déduit de la seconde des équations (17), 

i°g h = r=-,—' 

et, par conséquent, 

r = a log q + V1- 1b' 

La valeur complète de y, exprimée en x, devient 

y = V a - v - 1 br. (I + 2 er) 

Si dans ces formules on met a, b, a', b\ au lieu de 

a b a' b' 
yW'-l-éè'' sjaa'-c-bb' \jaa! H- bb' sJaa'-\-bb' 

25.. 
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et qu'on fasse 

q = et\ log f
/ — ^ Ρ ? 

on obtient Je théorème suivant : 
La série 

y = I + 2 erp 

satisjait. à Véquation différentielle du troisième ordre 

= y 10 (yd² - 3 dy ²) 
~y<0{ yd2 y — 3dy2)2 π2 dp2, 

dans laquelle dp est la différentielle constante , et l'intégrale complète 
de cette équation différentielle est 

y = I+ 2 er + 2e + 3e 
où 

r= ap -h V—1 b' 
a' + \j—ι b ρ 

et où a, a', b, b' désignent des constantes arbitraires, mais assujet-
ties toutefois à vérifier la relation 

aa' + bb' = \, 

On peut déduire ce théorème du premier théorème donné plus 
haut, en démontrant : 

Que si, ayant jait np = logq, on désigne par y = j'{p) une inté-
grale particulière quelconque de l'équation différentielle (8), et qu'on pose 

/·= ——y___—ι ou aa -h bb — ι, 

la jonction 
y = f(r) 

sjn' -f- y/ — ι bp 

est l'intégrale complète de l'équation (8). 
C'est ce qu'on démontre aisément comme il suit .· 

L'équation différentielle (8), quand on y fait y = C 3, se change 
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dans l'équation différentielle (71, qui résulté, comme nous l'avons vu , 
de l'élimination de II entre les deux équations 

4C²C"= II, dlogH / V 1+ 4H 

Si l'on pose 
log 7 = πρ, 

et qu'on prenne pour C une intégrale particulière quelconque de 
l'équation différentielle (7), 

C = ç(p) = Lj\p)\ % 

les deux équations précédentes deviennent , en se servant, pour indi-
quer les dérivées, de la notation de Lagrange, 

4
φ
.Ρ;'φ"(ρ;=π*Η, ^ 

En écrivant r à la place de p, 011 aura à la fois deux équations de la 
forme 

4
fM

· =rdr/ y()r² 

Soient a, b, a', b' des constantes pour lesquelles on ait 

aa' -+- bb' — 1, 
et 

r = & p + V - 1b', dr = 

puis 
ψ(ρ) = (α'Η- y - ι bp)<p{r) : 

on trouve, en différentiant deux fois, 

ψ'(ρ) = V - ι àtp(r) -4- —-^4=— ■ 

Y(p) = y"( r ) / ( fi) 

et, par suite , 

'Κρ)'Ψ"(ρ) = φ (Ο1 ?"'('')· 
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D'anres ceia , et en ayant égard à la formule 

dr d ρ do 
t\rf [a -\-\j-—1 bffts/{r)' Ψ'sfj' 

on voit que les deux équations 

= r²H , , d log = rdr / s 

se changent dans les deux équations toutes pareilles 

r² h , dlog H = rdp , 

Il suit: de la que la fonction 

ψ (ρ) = (a' -h y— 1 bp) ψ(/') 

est, aussi bien que ψ (ρ), une intégrale de l'équation f 7 ; ; donc aussi la 
fonction 

- 1/2 = f(r) 
\'a' 4- \/—1 bp 

est une intégrale de l'équation (8) ; et ce sont bien là les intégrales 
complètes de ces deux équations différentielles,puisqu'elles contiennent 
trois constantes arbitraires. 

On a vu, ci-dessus, que la série 

ay/y + 2 y/f + 2 y/iy25 H- 2 y/p + . . . 

est une intégrale de l'équation (8). On peut donc, au moyen du théo-
rème qui vient d'être démontré, déduire aussi de cette série l'intégrale 
complète de l'équation (8), et il faut que l'intégrale ainsi trouvée com-
prenne l'intégrale complète qu'on a obtenue sous une autre forme. Il 
est donc toujours possible de déterminer les constantes a, b,a', h' 
dans l'expression 

r = a0 + V- 1 b 
de sorte qu'on ait 

1+ 2 e + 2 e r + 
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La théorie (les fonctions elliptiques enseigne que cette détermination 
est possible d'une infinité de manières. Il résulte , en effet, de la théorie 
des formes en nombre infini de la transcendante Θ [*], que l'équation 
précédente a toujours lieu, lorsque les nombres a, A, ab' étant des 
entiers positifs ou négatifs, a, a' et b sont impairs, et que les restes 
de la division de a! et de b par 4 sont, inégaux. Le signe de la racine 
carrée qui forme le dénominateur dans la formule précédente, dépend 

de la valeur de la quantité désignée par ̂  ^ dans la théorie des 

ces/dus· quadratiques. On peut arriver de deux manières à cette déter-
mination du signe, soit au moyen d'un développement en fraction 
continue, soit à l'aide des sommes considérées par Gauss, dans le 
Mémoire intitulé : Summatio serierum quarundarn singula; ium. 
L'équation précédente aura toujours lieu en supposant a et b impairs, 
pourvu qu'on multiplie un de ses deux membres par une racine hui-
tième de l'unité. Si les nombres a et b sont l'un pair et l'antre itnpait, 
on a l'équation 

e 1+ 2 e ri + e ro + 2 e 

ou t? désigne une racine huitième de l'unité, et ou l'on doit prendre 
le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que des deux nombres 
a' et b l'un est pair et l'autre impair, ou cpie tous deux sont impairs. 

Les développements en série qui précèdent supposent que les parties 
réelles des quantités ρ et r sont négatives. Si ρ remplit cette condi-
tion , mais qu'elle n'ait pas lieu pour/', on peut multiplier les constantes 
a et // par \ — G et diviser les constantes a' et A par \ — i, de façon 
qu'on ait toujours 

aa' -l- bh' — \ . 

et que r se changeant en —r acquière une partie réelle négative. 
Pour des valeurs réelles quelconques des constantes arbitraires a. a', 

* J'ai develop])..; cette théorie dans plusieurs leçons faites à l'Université de Kflenigs-
herg, et je nie propose de la publier dans une autre occasion. 
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b, />', si la partie réelle de ρ est négative, celle de r sera aussi toujours 
négative. En effet, si l'on pose 

ρ — — Po + pt ν — 1 ï 
on aura 

^(ep\ -f- é,) y'—-ï 
a — bp ι — bp„ y — ι 

_ p, + y/— I [{et— bf><) («pi + b
t
) — abpl ] _ 

fa' -+- bo,)' i1 pj 

d'où résuite la proposition qu'on vient d'énoncer. 


