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MEMOIRE
Sur Uéquation différentielle a laquelle satisfont les séries
L= 92 4+ 9qg' 2= 2¢° +...,
ayVq + 2\ 2 yg
Par M. C.-G.-J. JACOBL

. Extrait du Journal de M. Crrire, tome XXXIV. — Traduction de M. Puiseux.)

Le probleme de définir par une équation dittérentielle une fonction
donnée est, en général, indéterminé; car, au moyen de I'équation
qui a licu entre la fonction et la variable indépendante, on peut
transformer I'équation différentielle d’une infinité de manicres. Mais le
probléme devient déterminé si, la fonction n’étant pas algébrique, il
s’agit, comme on le sous-entend ordinairement, de trouver une équa-
tion algébrique entre la variable indépendante, la fonction et ses
dérivées. Parmi toutes les équations différentielles de cette sorte aux-
quelles nne méme fonction satisfait, il y en a une de Pordre le moins
élevé possibie et dont les autres se déduisent par la différentiation.
Uest de celle-la qu'il sera question dans ce Mémoire quand on parlera
de TPéquation différentielle 4 laquelle une fonction satisfait. Si I'on
rend le premier membre rationnel et entier, le second étant zéro, le
plus haut exposant dont se trouvera afiectée la dérivée de Pordre le
plus élevé sera appelé le degré de I'équation.

On n’a pas de méthode générale pour reconnaitre §'il existe une
pareille équation différentielle finie entre la fonction et la variable
indépendante, ou pour la trouver, en supposant qu’on soit assuré
de son existence. Dans le cas seulement ot la fonetion satisfait & une
équation différentielle lincaire, on a quelques procédés généraux
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pour s’en assurer et former ’équation différentielle elle-méme. Si I'ow:
considere en particulier la série

y=i-+o2qg+2q" 4+ 2¢"+..,

dont {a loi est si simple, il n’y a, malgré cette simplicité, aucun
moyen de reconmaitre, par la considération de la série elle-méme, si
elle peut ¢tre définie par une équation différentielle finie, c’est-a-dire
par une équation algébrique entre la variable indépendante, la fonc-
tion et ses dérivées. Et, sl est possible de trouver une pareille équa-
tion a Paide de la théorie des fonctions elliptiques, 4 quelles consi-
dérations indirectes et compliquées ne faut-il pas recourir! On est
obligé de mountrer d’abord que ies quantités y et ¢ peuvent s’exprimer
en fonction d’une troisieme variable £ 4 Paide des équations transcen-
dantes

il 9 d?
A Veost o o Aisin’ g

—. :
7 T

j _:.'_i[:l,’ﬂ:,;::'_

A V1— ksin‘e

Bien que les méthodes variées de la théorie des fonctions elliptiques
permettent d’abréger la démonstration de ce théoréme remarquable,
on 1’y parvient cependant que par une longue chaine de propositions
délicates. Cela fait, on prouve que le numérateur et le dénominateur

. - I .o \ ~ r .
de Pexpression de log; satisfont I'un et 'autre & une méme équation

différentielle du second ordre, ot £ est la variable indépendante. Alors
dlogq
dk
suite , de remplacer, dans I'équation différentielle du second ordre qui
a lieu entre y et k, les dérivées de y prises par rapport a4 A& par
d’autres prises par rapport 4 ¢. On obtient ainsi une équation qu;

L

détermine £ au moyen de y et de ses dérivées relatives & ¢. Enfin, par

il devient possible d’exprimer en 3 et & le rapport » el, par

- une nouvelle différentiation et par I’élimination de &, on trouveentre y

oy I . I R T R TR T e

>
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et ses dérivées prises par rapport a ¢, une équation du troisieme ordre
et du second degré, qui est 'équation différentielle demandée. Rela-
tivement a y et & ses dérivées, elle monte a la quatorziéme dimension :
aussi, malgré tout cc que nous savons sur les formes quadratiques . 1l
serait sans doute difficile de la vérifier par la substitution immédiate
de la série. Je veux donner ici, avec quelques détails, le caleul assez
pénible qui conduit 4 cette équation différenticlie, dont la complica-
tion contraste singuliérement avec la simplicité de la série proposée.
l.a substitntion

Al qm W R cOs I P . 7
cosl = e sing = =¥, Vvi— k*sin? b=

ou 'on a
S N —
AM=y1—h. A= vyi—Kksin’y,
donne

A . dy

Vi— At sin?d A

?

et. par suite, les équations

/
f Ady — ke [,
\ fsm 9 ({? fcos u (/u)
) fu)s’op ey V/f,zf‘s'mz? dv.y}
A

ou les intégrales, comme dans tout ce qui suivra, doivent étre sup-
. . P T ;o S . .
posees prises de o a ST Si Ton designe la fonction complete de pre-

riere espece par

[N NI
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En différentiant ces trois intégrales par rapport a 4%, et ayant égard
aux formules (1}, on obtient les équations suivantes

dR sin® q)dcp i cos*gdy
d.F T A 2% A’
d. kK 1
d.F* T2k Ax—gu’ﬂfﬁ\dﬁo
d. K I cos’pdy I siny do
dokt T 2k A T 2k A
La derniere se trouve aisément, si 'on observe que . A* =— d . k2.

On a, de plus, en ayant de nouveau égard aux équations (1),

k% cos® o d;
d'f COZ? ! d'fC(;sqj(K A>da‘) 1 {*/ cos* cos’e’ (* d.
si
_ g __f< ¢ ?)d?_ g

d.k d. Kk T a A A3 2] A

df Ado f\/ — sin? cpdcp , do
__,f?

.k d. k? 2 ke

d sin? 9 dq)
& sin’g do s . sin‘ ¢ [cos’e
— : {. d
d.f‘, A cos’e /r,g f 4 sin 2 By \/ Tz ¥ sintgdy

AR - d. k" d. i
o A'sin*e dy -+ sinfodo) 1 {'dq;
EYE 2 A YN

Si donc on pose

K:én.A, A‘K:%TE.A” k’K:éﬂ‘Az,

et, en oulre,

. {cosedy 1
A-f 5 —27T'B’
1 I
ZfAdgo :;TL'.B,,

&k [“sing dp 1
Ff A = 37 B

[l | ' 1 VL S i I "
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I aura
A . 1 dB . IA'
dF T ok d.k T a2t
| dA, 1 dB, . 1
2 Py CE L v ey (L
dA, i dB, I
\d e FB“ d kT z/r'*AB‘

I.a premiére de ces équations montre que A satisfait  I'équation dil-
térentielle du second ordre
dA
d. k2R
d.k'

—aF M

o . en faisant, pour aliréger,
d.k? A
1 Véquation différentielle

d?A 1 ,
o= Zk“kﬁA.

Cette équation différentielle ne change pas, quand on y change
k en k. La quantité

en est donc aussi une intégrale. Des deux équations

d’A i d*K’

Yo _Yy2pr g
f1/2_4l‘]f A, dl* _4/‘l‘ K’
il suit
d'K/ , diA
A — R =0
et, en integrant,
dK’ ,dA
A 71— — K '71- e/ 2

ou 2 est une constante. Cette équation peut étre écrite

. K . &
) A @ . X_ x
7 NaE T R A

Tome X{V. — Juy 134g. 24
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. . 1 w?
La fraction ey o TP
de £ en une série ordonnée suivant les puissances positives de A*, et

commencant par 'unité; d’ott il snit, par I'intégration, que, pour les

peut se développer pour de petites valeurs

. K’ K’ .y
petites valeurs de 4, la valeur de = %K est, aux quantités pres de

Pordre &%,
alogh® + f,

iz désignant une nouvelle constante. Euler a trouvé les valeurs de z
et de £ dans les Opuscuda varii argumenti, savoir :

Z=— £ = log4.
En substituant la valeur de «. et posant
logg = — =& — 2K
K A
on trouve
d.logg i I !

(3

d.k T AT T OFRAY T BAT
ou encore
A.z

1

dog — . log — v
g d.log ZZR [¢ ng,j s d.loghk: Az
{3 bis) dlogg ~— 7 dlogg — T dlogg T T

Si, a Vaide des formules (3), on introduit la différentielle de log ¢
a la place de d. &%, les formules (2) deviennent

dA 1 B .

(—:—BM, ,f_#,_:i/fz/{le,,

dlogg 2 dlogg 2
L, dA 1 dB | VA
A i 9 1 N
4 —_— = — . — e 5
() dlog g ;‘,B'A‘ ’ dlogqg 2 & AT

dA, . 1 9 dB, 1 k* 3

dlog’[_—;B2A2’ dl()gq_;-/rT‘ 2°

Si donc on pose
&>
1 I 1
A —_— 67 ;A‘ — C—l? A;_, f— (—:;:

et qu’on indique par des accents les dérivées des fonctions C, prises
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pur rapport A Eog §, on aura
RO — kR GCIC = GGG =

Je remargue maintenant que, si dans Yexpression

Vih+1—1
Vil 141
om substitue pour h les trois quantités précédeutes

A.Vz A
— k2k!2, F' -A'.TE’

‘n prenant pour la deuxiéme le radical négativement, on trouve

I 1 ;
- 7:,—7 ‘A__Tg, /fz,

esteidire, dapres les équations (3 his), les trois quantités dont te-
arithmes ont pour différentielles

toe

Atdlogq, Ajdlogg Adlogy,

an bien
dlogg - dlogg - logy,
I C c:
nals on a
\”m; —1__ dh d log /14‘

({ lOg - . = e T T ——
ik 10 EGh+1 Wik
dlogh

<) donc on substitue pour dans '*_"\/4 — les trois valeurs (), on

abtiendra
dlogq dlogg dlogqg
R A

I snit de la que la méme équation différentielle

~3 i m - log
6) dlogG*C =16 CC —i—l{—Ffﬁ
ntitées C, C,, Gy, pourvu qu'on prenne le
a la place de C. fn vendant

Q).

a heu pour les trois qua
radical négativement quand on met C,
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cette équation rationnelle, on trouve, pour les trois fonctions

Yes v ™ ~ ™
C, = 24K’

C=

2K’ T o G
ia ménie équation différentielle ( u troisieme ordre et du second degre
(7) C*(CCr + 3C’C”)2 = C”2(16C3 C" + 1).
St oy pose
C = J”z-,

et qu'on indique encore par des accents les dérivées de y prises par
rapport i log 7> on trouve successivement

U=—2p2y, C=—hppy 6yt

(] _ — 2].—3 J,-/// L 18‘)’—"“}",)‘!” . 24 J,._sj,./s’
et. par suite,

CC” 4 3CICI/ —_ 2]-—5Jf"’ . 30].—6]/]w — ().O‘}” 7‘]‘/3_

Alors I'équation différentielle (7) devient, en la multipliant par i}*‘s.
8 iy~ Sy y + 30 y312 4 39 (ry” — 3y
( ) P — )/.“)r:ff// — ")’-J.I2}2‘

Aux trois valeurs de C correspondent trois valeurs de J qui satisfont
a cette équation, savoir :

2K \/2 K 2 A K
o T r

Si donc on a égard anx développements en séries ordonnées, suivant
les puissances de 7 que la théorie des fonctions elliptiques fournit pour
ces quantités, on obtient e théoréme suivant -

Trakortme. Si lon désigne par y une des trois séries

TE2g+ag =000 29 £ agr
(Vo Vg e Vg L),

et qion prenne o logq pour la di erentielle constante, il cxiste entre

" O s [N N RN R RPN
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y et q Uequation différentielle suivante du troisiéme ordre et du second
tlegre,
(72 y — 1 5dyd? y + 3ody*? + 3a(yd? y — 3dy*¥
= y'°(yd® y — 3dy?)* (dlogq)*.
Les deux séries
[+ 29+ 2¢* +2¢° + ... = E—I—{a

™
2 #K

ped

1—2q+2q‘—2q9+...:\/

qui satisfont toutes deux a I’équation différentielle précédente, se dé-
duisent 'une de lautre par le changement de g en — ¢. Plus générale-
ment, comme 'équation différentielle (8) ne contient pas la variable ¢
elle-méme, mais seulement des différentielles prises par rapport a logyg.
on peut, de chaque expression de y qui satisfait a cette équation, en
déduire une autre par Ja substitution de g a la place de ¢,  étant
une constante arbitrairve. Si dans la série
- ) . 2K

2\ (1+ g 0+ G g ) =
(ui est une solution de I'équation diftérentielle (8), on change g en —¢.
ce (ui revient a poser ¢ = — I, cette série se trouve multipliée par
une racine huitieme de P'unité. L’équation différentielle (8) ne doit
donc pas changer quand on y multiplie y par une racine huitieme de
Punité, c’est-a-dire que les dimensions de ses termes, évaluées par
rapport & ¥ et a ses dérivées, doivent différer entre elles de mnltiples
de 8. Et, en effet, par rapport & y et a ses dérivées, les ternzes du pre-
mier membre sont de la sixieme dimension, tandis que ceux du second
sont de la quatorzieme.

1.’équation

dlogq = - Ao d

A.zk/a (3—1‘{)1 — ‘~2‘-,!)rl

™

reste la méme, quand on y change ¢ en ¢, et en méme temps »

4 1 4 - : \ ’ , .
en —— (ou C en ymG). 1 suit de 1a que, dtant donnée nne fonction

Vo
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qui satisfait a Uéquation différenticlle (8), on en déduit une autre G
satisfait a la méme équation, en multipliant la _fonction donnée par \4/ 1
et changeant en méme temps ¢ en g™. 1l faut donc que, dans chaque
terme de Péquation (8), la somme des ordres des dérivées, moins le
quart de la dimension de ce terme évaluée par rapport 4 y et a ses
dérivées, soit toujours un méme nombre, ou que la différence entre
les sommes des ordres des dérivées dans deux termes quelconques soit
cgale au quart de la différence de leurs dimensions. C’est bien ce qui
a lieu, car le quart de la ditférence des dimensions des termes
premier et du second membre est

I

4(14 - 6) —_ 2,

et Ia différence extre les sommes des ordres des dérivées est de meme
6 — 4=

On démontre, daus la théorie de la transformation des fonctions
elliptiques, que, par le changement de ¢ en g™, m étant un nombre

rationnel quelconque, la fonction compléte K (et par consé uent aussi
q que, CT q

. [ e . . .o N . I
C = :ﬁi) est multipliée par un facteur qui est une fonction algébrique

de #. Soit g ce facteur; il suit de ce qui précede que I’équation diffe-
rentielle (7) étant satisfaite par la fonction C, doit Pétre aussi par la

1

tonction N Il 'y a donc une infipité de cas dans lesquels denx inté-

grales de I’équation (7) petvent se déduire Pune de Pantre, en mulu-
pliant 'une (’elles par une fonction algébrique de 4. Si, en général .
on désigne par f un facteur tel que fC = 5{;9 mis a la place de C,
satisfasse encore & I'équation (), on peut trouver, comme il suit,
Uéquation qui a lieu entre ce facteur f et le module £.

q q

I"équation différentielle (7) entre C et ¢ a é1é trouvée par Pélimi-
nation de 4?4 entre les équations

4OC" = — frpr, Mg BA"_ dlogy
Vi— Gk @

e Pose - o



PURES ET APPLIQUEES.

Aont ia seconde est nne conséquence de Viquation

gl

it [ log

Celle-c1 nous donne pour tne fonction quelcongue 16

. . Iu du
2 = (R e =
(P dlogyg dl
5: Von pose

D=f.C.

et quon indique par des accents les dérivées de D et de J prises par
rapport a logg, comme on I'a fait pour les dérivées de y, G et 1. i
vient

‘)u :}l(;u - ‘)"/v((;/ “"]Il(‘

On a done

3Ty — rofh 2 2 342 ’l-(P.f'
4D D = — 4] 2kt~ _/;j G fl—lzg(/
. g i f
— / G L2 L2 / a ('__‘
41 Kk 1. di?
dl dlogy
72T T
S Vo tact
nopa k2R / 3‘1"./ —H
) —if 4 T

et quion suppose la fonction f déterminée de tacon guon an

o dlogh ol
10 o e
’ AT A
on o les deux équations
. {logH ! log
v A =H, e coed.
VAH D

i 'on élimine H entre ces équations, on obtient entre D et ¢ une equa-
tion différentielle qui est la méme quon a tronvee entre G et ¢. D'un
autre coOté, si l'on substitue dans Y équation (1 o) la valeur de H donnee

par la formule (g), on obtient entre f et kune équation differentielie
du troisieme ordre , qui. en faisant

i —=log k.,
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A2 :
=Ky,
devient
\ 2 gy (dHN\? :
12 A;{/ﬁ(i,{\l) :H2+'4H3,
et ou la lettre H, en vertn de Péquation (9), désigne |a quantité
. - 2 gy dif s Gk
I'}) 4A1j Z{,T+4l{.4'/ dﬁ[ mﬁﬂ
Comme ]a fonction
nf
b=’%

est une intégrale de Féquation (7), pourvu que f soit une Intégrale
de éguation (12), de méme et réciproquement |4 quantité

Sera une intégrale de I'équation (12), s D est une ip tégrale de Péqua-
tion (7)., En effet, quand op pose

4D* D" — H,

Péquation (7), & laquelle D satisfait, se change dang Péquation (10).
Si donc on détermine S par Péquation

on obtiendra pour H, en diff¢rentiant deux fois, g valenr (9), et. en Ia
substituantdans]’équation (10),0n trouvera Péquation diffe’rentie“e(rz).
Il suit deg équations (3 61'5) et (5) qu’on peut, sans changer f/logq

. N A
et Péquation (7), mettre 27"3 €t £ a la place de — 770 Pourvu qu’en

méme temps on change K en kK et kK. Si done J k) désigne une
quelconque des intégrales de Péquation (12), non-seulement

T k2
2K \77 )

P [ tt [ LN N R Porv vy e "
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mais encore les fonctions
LY . T g
sk ( A-~>’ S )

seront des intégrales de I'équation (7). Réciproquement, si D est une
quelconque des intégrales de I'équation (7, les fonctions

2kK 2/ K,

b, —D

27

2K
__—D’
™

seront des intégrales de V'équation (12), pourvu que dans cette équa-
tion A, représente respectiveruent les quantités
o =

L’équation différentielle (12) est satisfaite par une infinité de valeurs
algébriques de f qui ne différent que par un facteur nuinérique des
valeurs du multiplicateur M qui se présente dans la théorie de la mul-
tiplication des fonctions elliptiques. 1. équation algébrique entre le
module donné 4 et le module transformé A étant connue, le carré
de ce multiplicateur est donné rationnellenient en £ et 4 par la formule
générale
O — ¥k

ik — k3

f.l{})‘ Y E—

ou n désigne Vordre de la transtormation. Outre cela, on a, entre jes
deux premieres dérivées de M par rapport a k et la premiere dérivie
de X. Péquation différentielle

dM . g dM
i UL

|2 =0

NG M (k — &%) st

Dans les Fundamenta (page 77) on a déduit des équations (14} et
“15), par Pélimination de M, Péquation différentielle du troisieme ordre
qui a lieu entre denx modules susceptibles d’étre transformés U'un dans
Iautre. Mais si entre les deux mémes équations différentielies on éh-
mine au lieu de M le module transformé )., on obtient pour V.M la
méme équation différentielle qu’on a trouvée ci-dessus pour f, et qui
est indépendante de I'ordre de la transformation On peut, en cffet,

Tome XIV. — Juiv 183q. 2%
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£n posanl
A2

N1 — 32, [ = ]ogza.

remplacer les deux équations (14) et (15) par les deux suivantes :

= — A,

| (_ AN AR e )

dr
2 dlog —»¥:  dl
LYy S G T E

(16}

(d!og

Mais si I'on fait
H= —3*¥?, /J= V.M,

les équations (g) et (10) reviennent aux équations (16); les fonctions

vi. M sont donc des intégrales, et des intégrales algébriques, de

. . el =

Péquation différentielle entre f'et 4, — o
Les équations différenticlles en C et y, établies plus haut , ont été

déduites de I'équation différentielle linéaire du second ordre dont 4

et K’ sont des intégrales particulieres, combinée avec équation

— K’ d.4*

v
Si on met pour K et K’ les deux intégrales completes de la premiere
savoir
Q=aK+y=1hK, Q=aK +y 1K,
il vient
—nQ’ _ {aa’ + bb'yd. k

I suit de 1a que, dans les équations différentielles trouvées entre
K, A et ¢, on peut, au lieu de K et de log ¢, mettre généralement les
f[uantités

9 ~Q

- et _—

y;za’ Y Q

T et (RN TN ENER [ EERERNERRRNNET) [T e
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L'intégrale compléte des équations différentielles (7) et (8) est donc
fournie par le systéme des deux équations

‘ JE

) J— -

) (@K 4+y—16K")

rol=

yaa b6

wla' K +y—1 6K
logg = — Se R V1T R
! aK 4 V—1bK

7

otva, b, a', b désignent des consiantes arbitraires , et oie les quantités K
ot K sont des fonctions donnces d'une troisiéme quantité k, savoir, les
Jonctions elliptiques completes de premiére espece pour les modides k et
vi— A

En posant
d’on 1l suit
EI—Q Tr o Tr
\/_: L ne™ ol e

s

on déduit de la seconde des équations (17),

oy Ll =)
&1 a—v—1br
et, par conséquent,
R log g —+ V—1b'm a T b= (aa’ -+ bb'Yw
foed e P! — N\ — = e—=
:z’w—i—\/—lblogq v a x4\ —1blogg

l.a valeur compléete de y, exprimée en &, devient

a— \'_——__1 br

I =V Veacov

[ mr gmr Qrr
-K1+ze aet e L),

Si dans ces formules on met a, b, @, &, au lien de
a 6 a’ v
Jaa 550" yaad 480 yaa' + b Vad + 05
2b..
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et quon fasse
g=e"" log g =mnp,

on obtient le théoreme suivant :

La série

4t ¢

%p g
Jy=1+2e +a2e " 4ae 4.,

satisfait a I édguation différentielle du troisiéme ordre
(r*dy —1dydyd?y + 30 A+ 32 yd?y — 3dyry
:].40( }‘112_}‘ . 3(1]2)2 2 dp2,
dans laquelle d p est la différentielle constante , et Lintégrale complete

e cetie équation différenticlie est

Tr Gwr T
1+ 2¢ —f—ze“ +2c’9-“+...

e

\/‘a’ -+ \/:T bP

J =

ou
- ap—+y—1 b

a4 \—1 bo

etoua,a,b, b désignent des constantes arbitraires, mais assujet-
ties toutefois a vérifier la relation

aa’' + bl =1,
On peat déduire ce théoréme du premier théoréme donné plus
haut, en démontrant :

Que si, ayant fait np = logy, on désigne par y = f{p) une inte-
grale particuliére quelconque de Léquation différentielle 8), et qu’on pose

o 1 .
r= [—llii/:_—j—, ou aa'+ bb =1,
a + \/—x bp
la_fonction
S(r)

\/(z’ -+ \/:—1 b 2
est Uintégrale complete de Usquation (8).
Cest ce qu'on démontre aisément comme il suit

L’équation différentielle (8), quand on vy fait y= C*;‘, se change

. T Vo
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dans Péquation différentielle (7), qui résulte, comme nous I'avons vu,
de ’élimination de 11 entre les deux équations

4 COr =11 , (fi logi — d l(‘)g q
J 7 2
Viequ C

Si 'on pose
logg=rg,

et qu'on prenne pour C une intégrale particuliere quelconque de
I’équation différentielle (7),

C=g(p)= s

les deux équations précédentes deviennent, en se servant, pour indi-
quer les dérivées, de la notation de Lagrange,

hoo? (i =mH, 5o =

‘n écrivant 1 a la place de p, on aura & la fois deux équations de la
forme
dlogH, mdr
o) ¢"(N=nH,, —=—== .
CP() ‘P ( ; LI \'/1+4H1 ?(,.)1

Soient a. b, a’', b des constantes pour lesquelles on ait
b ) 4

aa + bbb =1,

et
V1 b 4
* = TN \/,_i b v dr= —*——*if"*——;?
a +y—1bo (al—i—\/——lbla)
puis

b(e)=(a"+v—1hp)oplr):
on trouve, en différentiant deux fois,

gl
a 4 y—1 b

V(o) =\ — 1 bg(r +

et, par suite,

Y ¢ (p) = @) ¢ ir).
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DYajires ceia, et en ayant égard i la formule

dr dp do

e T 7 —— P YRS
gr)? (& +y—1 bp)'q:(r)‘ bl

on voit que les deux équations
folr ) = o, Al e
Vi+4H, 9l
se changent dans les deux équations toutes pareilles
dlogH,  ndp
Vit 4o, $ief

A0l V(o) =m*H,,
It suit de |4 que la fonetion

Glp)=(a + v=1bp)o(r)

est, aussi bien que ¢ (g, une intégrale de I'équation {7); donc aussi lu
fonction

[4(p)] 7= el

est ane intégrale de I’équation (8); et ce sont bien ti les intégrales
completes de ces deux équations différenticlles, puisqu’elles contiennent
trois constantes arbitraires.

On a vu, ci-dessus, que la série

2\’/&—!—2\‘/{/”—%—2\‘/&?‘%—%—2@—;—...

est une intégrale de I'équation (8). On peut donc, au moyen du théo-
reme qui vient d’étre démontré, déduire aussi de cette série intégrale
compléte de I'équation (8), et il faut que P'intégrale ainsi trouvée com-
prenne l'intégrale compléte qu’on a obtenue sous une autre forme. 1l
est donc toujours possible de déterminer les constantes a, b, a,d
dans P'expression

PRINY ’
, ai4-y—1 b
a +vV—1bs
de sorte qu’on ait
Tr 4 . 25
I+2(}Tl—{—2ﬂ4’n +2(:~) + .. v QTE =

vy ! T R R R NN NN (R R RN RN R R TR



PURES ET APPLIQUEES LGy

L.a théorie des fonctions eliiptiques enseigne que cette détertamation
est possible d’une infinité de manieres. 1l résulte | en effet, de la théorie
des formes en nombre infini de la transcendante © [*], que 'équation
précédente a toujours lieu, lorsque les nombres a, 5, @', & étant des
entiers positifs ou négatils, @, @' et b sont impairs, et que les restes
de la division de @' et de & par 4 sontinégaux. Le signe e la racine
carrée qui forme le dénominateur dans lu formule précédente, dépend

; e g, fa
de la valewr de la quantité designée par ("b
residus quadratiques. On pent arriver de deux manicres i cette déter-

> dans la theorie des

miation du signe, soit au moyen d’un développement en fraction
continue, soit & Paide des sommes considérées par Gauss, dans le
Mémoire intitulé : Swnmatio serierum quarundam singula:inm,
I 'équation précédente aura toujonrs lien en supposant « et b impairs .
pourvu qu’on multiplie un de ses deux membres par une racine hui-
tieme de Punité. Siles nombres a et b sont 'un pair et Pantre impair,
oii a Péquation

T ]7.';_._ G ,
2 a we T/ Qe
6‘.‘+2€ 9_:“_ 2 ¢ 4+ g gm

v + \«’i;pr

ou 9 désigne une racine huitieme de 'unité, et ou Pon doit prendre
te signe supéricur ou le signe inférieur, suivant que des deux nombres
@’ et b Pun est pair et Pautre impair, ou que tous deux sont impairs.

Les développements en série qui précédent supposent que les parties
réelles des quantités p et r sont négatives. Si p remplit cette condi-
tion, mais qu’elle n’ait pas lieu pour r, on peut multiplier les constantes
et b pary — 1, et diviser les constantes @’ et / pary — 1, de facon
gqu’on ail toujours

aa’ + by = 1.

et que 7 se changeant en — s acquicre une partie réelle unégative.
Ponr des valeurs réelles quelconque.s- des constantes vrbitraires a. a’,

* Vaidéveloppe cette théorie dans plusieurs lecons faites a P Universite de Kaenigs-

herg, et je me propose de la pubher dans une autre occasion.
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h, ¥, si la partie réelle de p est négative, celle de r sera aussi toujours
négative. En effet, si 'on pose

=== 0o+ PyN— i,
on aura
__ap+(ap +b)y—1
@ — bp — bp V/:

. w V=1 [([@—bp) iap + b)— abp} ]|
o (@' + bo) + & p}

d’ou résuite la proposition qu’on vient d’énoncer.



