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THESE

SUR LES BRACHYSTOCHRONES;

Par M. ROGER,

Eléve Ingénieur des Mines.

Le probleme des brachystochrones a été autrefois 'objet des re-
cherches d’'un grand nombre de géometres, parmi lesquels nous cite-
rons Jean Bernoulli et Euler. En prenant ce probléme pour sujet de
these, nous avons dd naturellement reproduire beaucoup de résultats
sonnus; mais nous pensons du moins avoir présenté quelques détails

nouveaux, quant a ce qui concerne les brachystochrones sur nne
surface donnée.

Des brachystochrones dans le cas de la pesanteur,

1. Le point mobile peut étre libre ou assujetti a4 se mouvoir sur
une surface donnée. '

Dans le premier cas. la brachystochrone (que nous nommerons
alors brachystochrone absolue) est, de tountes les courbes que lon
peut faire suivre au mobile pour qu’il se transporte (sous I'influence
de la pesanteur d’un point de Pespace 4 un autre point . la courhe
pour lagquelle le temps total du mouvement est un minimum.

Dans le second cas, le temps de la descente sur la brachystochrone
est simplement un minimum relativement au temps que mettrait le
mobile a descendre sur une autre courbe tracée aussi sur la surface
donnée.

Dans les deux cas, le point de départ et le point d’arrivée peuvent
c¢tre ou donnés de position, ou seulement assujettis & se trouver sur

Tome X11I. — Fevrien 1848. 6

TR



42 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

des courbes on des surfaces déterminées; nous les 'supposerons tow-
jours par la suite donnés de position.

Considérons d’abord le cas ou le mobile est libre.

On aura pour la vitesse de ce mobile &4 un instant quelconque,

s —
v ou d; = \/Qg(z—— Zy)

z, étant 'ordonnée du point de départ; et I'intégrale qu’il faudra
rendre un minimum sera la suivante :

f‘l ds
z \/2_5,’(3-—50)

En appliquant les régles du calcul des variations, on arrive sans
peine aux deux équations
dx L dy

- —_ = C,:
ds\/z—zu ’ d.s'\/z—zo v

d’on I'on déduit une équation de la forme

dy _

= a
dx ’

équation d’un plan vertical. Le mobile devra donc se mouvoir dans
le plan vertical qui passe par le poiht de départ et le point d’arrivée;
la brachystochrone sera donc la méme courbe que si le mobile était
assujetti a rester sur un plan vertical donné, cas que nous examinons
ci-apres (n°® 2).

Supposons, en second lien, que le mobile doive rester sur une
surface , dont nous représenterons I’équation par '

A Flx,y, 2 = o;
cette équation sera l'une des équations de la brachystochrone. La

seconde équation, donnée sans difficulté par le calcul des variations,
est la suivante :

d
l ~flj‘——-— .dc—{»v,y

. dsyz—z, s Vz— 2,
B) dF — T d4F

dx dy
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Au moyen de 'équation (A) on pourra réduire Péquation (B) a une
equation différentielle du second ordr:e entre deux variables. L’inté-
grale de cette équation du second ordre contiendra deux constantes
arbitraires qui permettront de se donner arbitrairement le point de
départ et le point d’arrivée.

Je vais maintenant étudier les propriétés des brachystochrones
vonsidérées sur certaines surfaces en particulier.

Cas ou la surface donnée est un plan vertical.

2. Nous prendrons ce plan pour plan des xz: son équation ser:
donc ¥ = oj; et, par suile, on aura

dF dF
P
L’équation {B) nous donnera done
d.
(1 —‘_—f—— = 0,
ds \Vz — z,
d’ou
. dx
e ——=— = coustante,
ds \z — 2,

ce qui est V'équation différentielle de la cvcloide.

3. Jen'ai pas a examiner ici les propriétés géométriques de ia bi-
chystochrone, qui sont celles de de la cycloide; j'indiguerai seule-
ment quelques propriétés en quelque sorte meécaniques. fournies e
{2 considération de son équation différentielle.

1°. La brachystochrone est, au point de départ, tangente o o
nerticale. '

e

o . T . dx ; da
En eﬁet, si 'on fait 3 = 35, ON A = et, par suite. o

iz

2. La vitesse du mobile, en un point quelconque, est cgale a i

projection sur la tangente en ce point, de la vitesse au point le plus
has.

Fn effet, si Pon remarque que la vitesse. u chaque wnstant | s

P
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donnée par la formule
v = y28 (3 — 2o),
et que Vangle de la tangente avec l'horizontale a pour cosinus

co dz
S = —
® s’
P'équation (1) donnera

I
— = constante =3’

d’ou

v = V cos a.

Or on voit par cette équation que V n’est autre chose que la valeur
de v pour & = o, cest-a-dire au point ou la tangente est horizontale ;
ce qui démontre le théoréeme énoncé.
3°. Lorsque le point de départ et le point d’arrivée sont sur la méme
verticale, la brachystochrone r’est autre chose que cette verticale.
En effet, I'équation différentielle (1) donne

dax = Cds \z — z,.

Le point de départ et celui d’arrivée étant sur la méme verticalel, leur
abscisse est la méme; il faudra donc que la somme des accroissements

. N 2, S
du second membre, c’est-a-dire Iintégrale Cf ds yz — z,, soit
zﬂ

nulle, ce qui ne peut avoir lien gu’en faisant C = o. L’intégrale de
I'équation ci-dessus est alors simplement

X=Xy = Xy,
équation de la verticale qui contient i la fois le point de départ et le
point d’arrivée.

4. Déterminons maintenant pour chaque instant ¢ la position du
mobile sur la brachystochrone. En mettant Porigine des coordonnées
au point de départ, nons aurons pour cela les trois équations

ds

x=r(u—sinu, z=r(1—cosn), - = vyagz,
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dont les deux premiéres sont celles de la cycloide. Ces deux équations
donnent

ds = du yarz;

la troisieme deviendra donc
du  \Jagz \/é

_— = === =y

de Varz r

u—=—1 wga

en supposant que le temnps soit compté a partir de l'origine du mouve-
ment. )

4 ow

~

I.a loi du mouvement sera donc donnée par les deux équations

)

r‘(t\/5~—sint\/
"
Z = I'(I —C05t¢§>'

Ces équations montrent que le mouvement du point sera le méme
que si ce point était sur un cercle de rayon r, roulant sur une droite
horizontale, avec une vitesse constante convenable.

X

I

N 0g |

Cas oi la surface donnec est un plan incline.

5. Nous rapporterons la courbe cherchée a 'ancien axe Ox ou
0X, supposé placé dans le plan incliné, et & un nouvel axe OZ qui
sera la ligne de plus grande pente de ce plan.

0 T
X

Z ly

Soit 6 Pangle du plan incliné avec le plan horizontal. T'équation
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de ce plan, savoir,

) F iz, y, z):z—ytangﬁ:o,

donnera

dF aE e
& =0 g = — tangd.

I’equation (1) est la premiére des équations de la brachystochrone,
et la seconde sera

(l _—d—f:j = 0,
ds \z — z,
d’ou
Y _ ¢
ds \z — 2,

iVailleurs, les formules de transformation propres a passer du systeme
x, ¥, z) au systeme (X, Z) sont

xr=X, y==%2ZcosG. z=~=1~4sn§,

et P'équation de la méme courbe, dans le systéeme ( X, Z), sera

—X__ _q,
ds i — 1z,

Cette equation montre que la courbe suivie par le mobile doit étre
toujours la méme dans le plan incliné, quelle que soit la position de
ce plan autour de I'horizontale Ox, pourvu que les points de départ
¢t d’arrivée gardent relativemient la méme position. 1l est, du reste,
évident a priori qu’il doit en étre ainsi. Car on peut décomposer la pe-
santeur qui agit & chaque instant sur le mobile dans la direction de la
verticale, en deux forces, 'une normale au plan incliné et qui n’aura
aucune influence sur le mouvement du point, I'autre suivant la ligne
de plus grande pente et qui sera représentée par g sin 9. On pourra
donc regarder le mobile comme étant soumis & chaque instant a une
force constante en grandeur, et constamment paralléle 4 la méme
direction (celle des lignes de plus grande pente); ce qui ramene le cas
dun plan incliné a celui d’un plan vertical quelconque.
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On peut remarquer que si le point de départ et celui d’arrivee se

trouvent sur une ligne de plus grande pente, la brachystochrone.

d’apres ce qui a été établi au n° 3, n’est autre chose que cette ligne
de plus grande pente elle-méme.

Cas des surfaces de révolution.

6. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la surface est de
révolution autour d’un axe vertical.
L’équation générale de ces sortes de surfaces,

(1) x4 9P = oz},

\

donnera

et, par suite, on aura, pour la seconde des équations de la brachvsto-
chrone,

d.
d jﬁ = d d_y_
ds \z — z, __ ds Vz—z,
x o ¥ ’
d'onr
d. 4
}"d a—:--—m- — .Z'd —;:—:':_ — 0.
- ds \/z—z ds yz — z, ’
et en intégrant,
{2) ydx — xdy = Cds yz — z,.

On peut interpréter géométriquement cette équation différentiellc
du premier ordre; en effet, si 'on adopte dans le plan des xy des
coordonnées polaires; qu'on appelle r le rayon vecteur de la projec-
tion M, 0 Pangle que ce rayon OM fait avec 'axe des z, on sait (u:
Ion aura

ydx — xdy = r*dé.
De plus, on a pour la vitesse du mobile a chaque instant,
ds

V=2 = V2g(z — 5403
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Yéquation (2) pourra donc se mettre sous la forme

dh . s a
(3) 1t =AY, dou r*df = Avide

Ainsi, laire décrite a chaque instant par la projection du rayon
vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile.

Dans le cas du cylindre circulaire, que nous examinerons spéciale-

. . . df .
ment ci-apres, le rayon r est constant. Dailleurs, ~ représente la

vitesse angulaire de la projection du rayon vecteur; par conséquent:

Lorsqu’un point matériel descend sur un cylindre circulaire, en
suivant une brackystochrone, la vitesse angulaire de la projection du
rayon vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse effective du
mobile.

A l'origine du mouvement, la vitesse ¢ est supposée nulle; g est
donc nulle, en vertu de I'équation (3), pour une surface de révolution
quelconque; par conséquent, le mobile reste, pendant le premier
instant, dans le plan vertical qui passe par le rayon vecteur. Ainsi :

Toute brachystochrone sur une surface de révolution est tangente
au méridien qui passe par le point de départ.

L’équation (2) peut se mettre sous la forme

(i/l\) d; = Cy? ds vz — z,,

et I'on voit que le second membre a toujours le méme signe: il est
positif ou négatif suivant le signe de C. ‘

Cela posé, supposons que le point d’arrivée (x,y, z,) soit sur le
méridien du point de départ (x, ¥,2,), on aura

-

Z_x,
oo
. x .
il faudra donc que la somme des accroissements du rapport 5 soit

nulle, c’est-a-dire que

2z, e
Cf s yz — z, = o,
z
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¢e qui ne peut avoir lieu quautant que C = o. Alors I'équation (4 ~e
réduit a

x
d; == (),
d’on
r @ X
- = == = —»
g Yo X

équation du méridien qui passe a la fois par le point de départ et le
point d’arrivée.

Ainsi, quand le point de départ et le point d’arrivee sont situés su
un. méme meridien, la hrachystochrone entre ces dewx pnints 1'est
autre chose que ce méridien lui-méme.

7. L’équation générale des brachystochrones sur une surtace de

révolution,

: \ 2 . 2
o, 1 E_Av,

peut étre intégrée dans tous les cas. Car on en tire
r*df = Ads \z — z,.
On a d’ailleurs

r=F(z, dr=F¥ (z)dz,
et

ds = @2 dr* e = VI - ] F e
’équation (1) pourra donc se mettre sous la forme
F (20 d6? = A%iz — 5\ {d? [1 -+ F' (] - 62 124,

d’ou

_ Al A F(fli—a,
6= Flz) \/F(Z)’—A’(Z—Z») '

d’ou I'intégrale

o = SUFF (s
v 90“‘Aj; F@V FEF—A(z—7z,

Teme X1H. — Fevien 1838,

-3
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Cas du eylindre circulaire droit, & axe vertical.

8." En faisant, dans la formule que nous venons d’établir,

F{z) = constante = a,

il serait ais¢ d’achever I'intégration indiquée, et 'on aurait Péquation
de la brachystochrone sur le cylindre circulaire droit i axe vertical ;
mais nous préférons y arriver au moyen du théoréme suivant que nous
allons d’abord démontrer :

Si l'on developpe le cylindre donné sur un plan vertical, autour de
la verticale qui passe par le point de départ, et quon trace sur ce plan
vertical la brachystochrone passant par les deux points donnes ,
cette courbe, en enroulant le plan sur le cylindre, deviendra la bra-
chystochrone cherchee.

Pour le démontrer, remontons aux équations de Ia brachystochrone
sur le cylindre,

x2 4 ‘72 — a2’
et cherchons I'équation en (X, Z) de la transformée de cette courbe -

en supposant qu'on développe le cylindre sur le plan des XZ, de part
et d'auire de Paréte AB qui passe par le point de départ B.

V] B ¥ '

Soit m x. ¥, z) un point quelconque du cylindre; ce point prendra
nne position telle que M (X, Z), et 'on aura, entre les coordonnées
des points m et M, les relations suivantes :

227y x = acost, ¥y = asinb, X=a(1+9),
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5 pouvant avuir toutes les valeurs comprises entre o et + 180 degreés
et o et — 180 degrés. De la on déduit

—a X —a

X . .
X == COS ) :a51n~él~a

et

ds = vdz® & dF £ d2 = \dX* + dZF = dS;

Péquation de la transformée sera donc

a (%in2 X—= + cost >4 _aX — constante
) a a dSVZI —Z, ?

N

ou simplement,

dX
—F———— = constante.
dSVZ — z,
[.a transforinée n’est donc autre chose que la brachystochrone entre
les nouvelles positions des deux points donnés sur le cylindre; et de
la, réciproquement, résulte le théoréme énoncé.

Ce théoreme peut aussi étre démontré synthétiquement de la ma-
niere snivante.

Imaginons qu’on ait tracé une courbe quelconque sur le cylindre ;
cette courbe se transformera, par le développement du cylindre, e
une courbe isochrone, c'est-a-dire qu'un point matériel mettrait, a
descendre d’un point a4 un autre de la courbe cylindrique, le méme
temps qu’il mettrait, sur la transformée, a parcourir I'espace compris
entre les deux points correspondants.

En effet, si 'on partage en éléments égaux la courbe cvlindrique et
ds

- z‘
sa transformée , on voit bien que l’mtegra]ef ——m————= aura exac-
’ 5, Y28z — zo
0

tement la méme valeur, parce que, dans le développement du cylindre,
les éléments (ds) conservent la méme grandeur, et les points corres-
pondants gardent la meme hauteur (). Or cette intégrale représente
le temps total de la descente; ce temps est donc le wéme pour la
courbe cylindrique et pour sa transformée.

De la il résulte évidlemment que la courbe cylindrigue pour laquelle
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le temps de la descente est minimum donnera une transforimée jouis-
sant de la méme propriété; et réciproquement.

Les formules de transformation propres au développement du cy-
lindre permettent d’obtenir, au moyen dn théoréme précédent, et
des équations connues de la cycloide, les équations de la brachysto-
chrone cylindrique en coordonnées (x, y, z).

On a, pour les équations de la cycloide,

Z=rit —cosu), X=ru—snu.
Dailleurs, on a
X=ai1+6§, Z=13z & =acosb, y =uasind;

Slimmant Z et X, on aura

z=r{1—cosu.,
a1 + 0) = r{u— sin u),
x =acoss,
| y = asn§.
1l.

Des brachystochrones en general.

9. Supposons qu'un point mobile soit soumis a I'action d'un sys-
teme donné de forces variables avec la position du mobile; parmi
toutes les courbes assujetties ou non a4 se trouver sur une surface
donnéc, que le mobile pourra suivre pour se rendre d'nn poini de
espace & un autre point, la brachystochrone sera la courbe pour
laquelle le temps total du mouvement sera moindre que pour routes
les courbes voisines.

S’il existe une certaine fonction ¢ (&, y, z) dont les forces appliquées

X, Y, Zj soient les dérivées respectivement par rapport a x, ¥ et z, on
sait, par le principe des forces vives, que I'on aura
du Y o= o d'_-’ /o= v r_i_r'

dx’ dy iz

X =v
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t’est seulement ce cas que nous considérerons dans tout ve ¢ui sn

suivre,
On a toujours

ds
P o —.
ct
ef, par suite,
ds
ot = =,

o

. o . * s L
il faur donc rendre minimum la valeur de Iintégrale ’ —, considéree
-

€/

lepuis le point de départ jusqu’au point darrivée.

Le calcul des variations conduit sans difficulté aux équations difte-

rentielles de la brachystochrone; a savoir. si le point est tout

libre ,

14 dr
-7 =o
dzr eels ?

{
' ——dl
[ t‘l_)’
ds — - dwh_ = 0,

ef. s'il est assujetti a2 se mouvoir sur une surface,

‘

I 1
45 dax 4 P dy
ds e d — B es d{ —d pore
) dF T dF

Fix,r, z)=o.

a fair

Dans les deux cas, le mouvement du point sera entierement .ietermine
en joignant aux équations précédentes la relation qut résulte du prin-

cipe des forces vives, et que nons écrirons ainsi :

\
y

v :f(x,f: z;

10. Considérons d’abord le cas ou le point est libre. On aura.

IR TR
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dans ce cas, pour les équations de la brachystockrone absolue,

o= flx. 5,

ol ! dx
0 . ‘ vds
dr T ds
1 dy
d - il —
(. “ vels
Ldy T ds

A ces équations on peut joindre celle-ci:

i dz
d - d-—
v vds
dz  ds

En eftet, en multipliant ces trois derniéres équations respectivement
par dx, dy, dz, et ajoutant les produits, on a

lx d d:
dxed il + dyd ar + dzd a8z
d = eds T eds 0 vds

¢ ds

1
—— i{dxd*r 4+ dyd*y + dad?z) 4+ d L (dx* 4+ dy* 4+ dz*.
. vds . e Vd.f \ A

ds

L dsd?s 4+ ds* d A
eds

wds I n 1
ds T eds A+ dlsd wels
’ 1
= d ‘\bﬂu(ls /ﬁ) = o

¢quation identique: la troisitme des équations ci-dessus peut donc¢
étre regardée comme une conséquence des deux autres.

11. Convenons de nommer lignes de plus grande pente absolues les
courbes dont la tangente en chaque point est perpendiculaire  la sur-
face de nivean ¢ = constante, qui passe par ce point, ou, si Yon
veut, I'enveloppe des directions successives de la force appliquée en
chaque point.
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Une pareille courbe aura pour équations
o dr __ dy  dz
. do Ao T dv

Ir ({_Y tz

Cela poseé, je dis que, si la vitesse initiale est nulle, la brachystochrone

absolue est, en son point de départ, tangente i la ligne de pius grande
pente absolue.

En effet, les éqnations de la brachystochrone donnent

/ dx dy / dz
N
dl dl d’:
[ [4 (4
dr dr dz
ou bien
dx dx dy dy dz oz
do — — pd — lod =~ — dod =~ fod — — vd -
¢ ds : ds “ ds ¢ ds cledt ds vd ds
dv - do - do
dx dy dz

équations qui, pour v = o, donnent, pour le premier ¢lément de |y
brachystochrone, la méme direction que celle assignée par les équ
tions (1) pour I'élément de la ligne de plus grande pente absolue.

o=

12. Considérons maintenant le cas out le mobile se trom

e toujonrs
sur une surface

Flx,y, z) = o.

Alors, les équations de la brachystochrone peuvent etre mises

sous la forme d’'une équation i trois membres parfaitement svine-
triques,

1 dx I d 1 tlz
Ay dim Ay Ao dla s
) AT w4 &
\ dF dF dF
i e =
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Pour le prouver, écrivons cette équation comme il suit :

, 1 dr
Cod - { -
c Y “Nds aF
dx s T A de :
R
v vds dF
| & a ~ lar’
1 dz
d - {—-
4. Y ar
\ A Tds T ldnc

il suffira de faire voir que ces trois équations se réduisent a deux
Aguations distinctes.
Ajoutons ces équations membre 4 membre, apres les avoir respec-
J

tivement multipliées par dx, dy, dz; il viendra, en remarquaunt
. - . dF d¥ ,  dF

que ¥ia, y, 21 = 0, que, par suite. - - dx + p dy + - dz = o, et
o I d ! (.t’1

Y v ¢ !

que - dx -+ T d?’ —+ T dz — d:s

dr dy dz
1rd S 4 dyd - d -
v “x vels + e ods + e vds
= p .
L {ded " x ~+ dyd*y + ded*z) 4 {dr 4 dy' + dz?) d —{:—
[y¢ N oy
— e — e
— - dsd’s - ds*d e
edy ¢ 1
_— —— 2 —t
— pra : d y ((-S'(/ 7
I 1
—d (~ . ds) =d L

On voit donc que l'une quelconque des trois équations ci-dessus
pourrait se déduire des deux autres.

Ainsi, I'on pourra, snivant les cas particuliers que I'on aura a consi-
dérer, adopter pour les équations de la brachystochrone avec

Fix, y,2)=o0 et v=[(x,, 2)
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I'une quelconque des trois équations que fournit Péquation a trois
membres ci-dessus.

On peut déduire de ce qui précede les équations générales de la
brachystochrone absolue; en effet, il est évident, par la nature meme
de la brachystochroune absolue, que cette courbe est aussi une bra-
chvstochrone sur toute surface F = o qui la contiendrait. Par consé-
quent, 'équation (1) doit étre satisfaite pour un point quelconque

dF dF

. dF .
de la brachys.tochrone absolue, quels que soient ——, & 4t ce qui

ne peut avoir hieu que si les trois numérateurs sont simultanément
nuls. ou, ce qui revient au méme, si y = o. On retombe ainsi sur
les équations trouvées directement au n® 10.

13 Supposons d’abord que le mobile ait recu une certaine vitesse
initiale, et qu'il ne soit ensuite soumis a I'action d’aucune force; la
brachystochrone se réduira a la ligne géodésique, laquelle sera repre-
sentée par les éqnations :

" Flx, y,z)=o0,

dx dy dz

— ] = d —
d ds § ds _ ds
dF — dF — dfF’
dx dy dz

qu'il est aisé, du reste, de trouver directement.

14. On arrive encore aux équations de la ligne géodésique en sup-
posant que le mobile est assujetti a rester sur une des surfaces de
niveau v = constante; car on aura

1 dr dx dxr
a7 4. A 4
dz ds _——u—’Tx*T_ 1 Tds

do — & T T e T Tde
dx dz dr

1 . ’
Et comme le terme — —; sera commun aux ftrois membres de I'équa-

2

tion de la brachystochrone, cette équation deviendra

d L d
ods __ wds _ weds

Tde T Tde T de
= 2

‘Tome XU —FEvRIER 1843, 8
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et comme ¢ doit étre regardé comme constant dans les différen-
tielles totales indiquées ci-dessus, Péquation prendra ia forme

dr dy dz
d-— d = i

ds ___ds a ds
de T dv T Tdo
Az dy ds

eéquation de la géodésique sur la surface ¢ (x, 7, 2) = constante.

15. Convenons de nommer lignes de plus grande pegte sur la sur-
face F (x, y,2z) = o les lignes de cette surface dont la tangente en
chaque point fait le plus petit angle possible avec la normale i la sur-
face de niveau qui passe par ce point, ou, ce qui revient au meéme, la
ligne qui est, en chaque point . perpendiculaire a la courbe de niveau
correspondante; ou encore Penveloppe des projections sur la surface
de la direction de la force en chaque point.

Soient (afly), (&' fy'), (o' B9") les angles formés respectivement
avec les axes par les directions MV de la normale i la surface de
niveau, MM’ de la ligne de plus grande pente, MF de la normale a
la surface donnée. Soient, de plus, 1 et ' les angles que MV fait

M
§ \\M'

Ny
\r

respectivement avec MM’ et MF; le caractére géométrique de la direc-
tion MM’ sur la surface donnée sera

(3
W ==
¥ i 2

Cela posé, je dis que la brackystochrone est en son point de de-
part, ou plus généralement, aux points ow la vitesse du mobile se
trouvera nulle, tangente a la ligne de plus grande pente.

Et d’abord, en remarquant que Von a

1 do

dx v v dx I dr dr
d;«'(/x — s de = a5 ~+ ; d(? -+ ds =

-
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les équations de la brachystochrone pourront se mettre sous la forme

Pl dr @l
dx dv ds dv dy dv ds dv dz do ds v
T Ea " Tl TaaT w Ty T wma T e &
L= dF - dF 3 3 S
dr & &

et I'on voil que, pour les points ou la vitesse sera nulle, la directior
de la tangente sera déterminée par des équations de la forme

dv dx dv dv dy dv do dz dv
. T @E @ dd & @ d
L /'” - dF - dF — dF I,
dr dr dz

Or e vais démontrer que ce sont la précisément les équations gene-
rales des lignes de plus grande pente.
En effet, si nous posons

deN®  den® do .t
V=@ -

[dF\? dF\?  dF\?
e/ G

et

noils aurons

o e de
& . @ &
Cos 4 — V: COS = V’? COSs | = \71

dr dy iz
cosa' = —~: cosf =7, cnsy = —:

S o s COS 2 a5 CNs '}’ prak
dF dF d¥

& p £
0s '// - fat — 0S8 = 7
cos o v’ ©os & v cosy v

et enfin

do dr v dy dv dz o

cos dzds T@mds Taan @
b=y v

Alors les équations (1) deviendront

COS 2 — COS p cO8 &' cosf — cos p cos & cos
Lo — - -

7o GOS8 4 05
cos 2" cos 57 )

COs
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De la on déduit

o= Vic0s @ — €0s u cos «’)* + (cos B— cos p cos ') +- (cos  — cos w cos ¢’ -
? ycos? & + cos? B” + cos*y”

/1 4 cos? u — 2 cos? .
= ": E — sin U

mais on a aussi

1€08 & — cospcosa’) cosa + (cos B — cos p cos B’ ) cos B+ (cosy — cospcosy’ Ycosy

Lo= c0s #” cos & + cos 7 cos f + cosy” cos
I —cos?p sin‘p sin sin p
cosp’ T cosp’ T T U cosp’

En rapprochant 'une de P’autre ces deux valeurs de la méme tonc-
tion ¥,, on en conclut

sin . = cos @y
et, par suite
b4 b

pp =3

ce qui est la propriété caractéristique des lignes de plus grande
pente.

Les équations (1) peuvent donc étre regardées comme les équations
des lignes de plus grande pente ; et, par suite, on voit que la bra-
chystochrone est tangente a la ligne de plus grande pente qui passe
par le point ou la vitesse du mobile est nulle.

16. Les équations générales des brachystochrones peuvent, d’apres
ce qui précede, étre mises sous la torme

dx dv dx dv dy de dy dv dz dv  dz dv
vd — ——— — vd —— —_—— = — vd - — =
ds dr ds ds ds + dy ds ds ds dz  ds ds
._?l.f;, + aF —_ - aF dF —_— d.F dF T
dz dx dy dy dz ds

et 'on voit que P'on aura satisfait a ces équations si 'on a en méme
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temps
dx dy dz
i d — d = —
i ds _ ds . d ds
dF — dF — dF’
dx dy dz

et

dv dx dv e dy dv dv  dz dv
T Lhd A dsds G dd
dF ~ dF - d¥
\ dz dy &

¢’est-a-dire qu’'une courbe qui, sur une surface donnée, pourra étre
4 la fois ligne géodésique et ligne de plus grande pente, sera, par
suite, une brachystochrone.

Ou, plus généralement, en considérant les lignes géodésiques, les
brachystochrones et les lignes de plus grande pente sur une surface,
on voit qu’une ligne qui jouirait des propriétés des courbes apparte-
nant & deux de ces genres. jouirait aussi des propriétés des courbes
du troisiéme genre.

Tels sont, dans le cas de la pesanteur, les méridiens sur une surface
de révolution; les arétes d’un cylindre droit quelconque, etc. (n® 5.
3,6)

17. La résultante N des forces appliquées, estimée suivant la direc-
tion du rayon de courbure, est égale, en grandeur absolue, dans les
brachystochrones planes, et dans les brachystochrones absolues, a la

. .y v?
Jorce centrifuge -

Calculons d’abord la résultante N.
En remarquant que le rayon de courbure

113
dx)’
V(@)

d,-r ( dzy’

“@ 1

(d ds 1\ ds

et que les trois angles que sa direction fait avec les trois axes ont

o

respectivement pour cosinus

dx dy dz

— { — d —

i d ds . ; ds ds
V4 Py E] ! a5 s I r )

[N
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on aurd

dx dy dz A
d — o = o —
: ds dv ds de ds dv
N =wor _— = = 5.
ds dx ds dy ds dz

Maintenant, dans I'équation générale des brachystochrones

dr dy dz
o ~— d ==~ o ==
s do dx " dv ds dv dy  dv ds  dvdz dv
) _t ds dsds (IJ'V“‘ ds  dsds 7[;_’;17**25;:4—;3
/o= d¥ o dF - adF
dr ({‘): dz
muitiplions les deux termes de chaque rapport respectivement par
{e 1y Iz
A2 Y &
s ds ds . N y .
v - —=—- et ajoutons terme a terme. Remarquons, d’ailleurs,
els ds ds

qu'en appelant § Pangle que la normale i la surface fait avec la direc-
tion du rayon de courbure, on a
d¥ {d.r dFddl dF dz

—dZ 4 2o as
dr " ds +dy ds +a’z ds

Ccos g = .
‘dF\ 2 (dF\2 dF)‘-’ d\ 2 [ dy\ 2 d dz‘)?-
er r il § el a a2

\/(n&) )+ (dz ) (( (ls) +{ ds> + s,
ou hien
dY dx dF , dy dF | dz
bl Dbl R AL
PR S R N
cos§ = -2

A

en désignant, pour abréger, le dénominateur par A. 1l viendra, apres
(quelques réductions,

dr\ 2 oy 2 dz\ 2 dr dy dz
7 — - 1 — d — { - -
(’ ds ) N ( d {Is‘) (( ds + ds dv ‘ ds dv o ds
© [ - —_— L ——
s . ds + ds ds  dx + ds dy + ds dz

L= A cos ’
ou bien
1 1 o?
¢— 4+ N— N+ —
. rt or r
L= Kest T Aer cos§

Or, pour les brachystochrones planes, on a évidemment

cos 9 = o:
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autre part, ainsi qu'il a été dit an dernier paragraphe du n® 42,
on a, pour les brachystochrones absolues,

L = 0.

Dans les deux cas, on aura donc

ce qui démontre le théoreme énoncé [ *].

18. Supposons, sur une surface F (x, s 2) = o, une série de bro-
chystochrones issues d’un inéme point A; soient AM, AM,... des ares
parcourus dans le méme temps, la vitesse initiale étant supposee la
méme; le liew des points M, M'.... sera une trajectoire normale
chaque brachy stochrone [* ]

Caractérisons chaque brachystochrone, par exemple par I'anele -

q M J ghe -
qu’elle fait, au point de départ, avec une brachystochrone particu-
liere, ou par une fonction de cet angle; un point particulier M

d’une brachystochrone pourra étre caractérisé par e temps ¢ de |a

[*] Ce théoréme, en ce qui concerne les brachystochrones plurles, est di 4 Fuler,
fqui I'a regardé comme exprimant la propriéte caractéristique de ces courbes. " Mecha-
rica, tome IL,)

[*"] Ce théoréme m’a été communiqué par M. J. Bertrand, qui le démontee ainsi
qu'il suit :

Si l'angle en M’ est aigu, on pent faire en M un angle NMM' ™ NM/ M5 on any

A

alors MN < M'N: alors le mobile, arrive en N avec une certaine vitesse, pourra
parcourir (sa vitesse ne changeant pas sensiblement) I'¢lément NM en moins de tetps
qu'il n’en mettrait & parcourir '¢lément NM’, d’od il resulterait que la ligne ANM
serait parcourue en noins de temps que la ligne ANM’ on AM ; ce yui est absurde.
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descente de A en M. On pourra donc se représenter les coordonnées
de chaque point M de la surface, comme fonctions de deux variables
indépendantes (7, ¢).
Cela étant, si 'on pose
dx dr dy dy dz dz

S sera une fonction qui deviendra nulle en méme temps que le cosinus
de I'angle que font en M la brachystochrone AM et la trajectoire MM';
or on aura, en différentiant par rapport a ¢,

) d*r dx .djf dy d*z dz dr d*x dy dy d*z d?z

“dt = dt* dy dt? @ g d_‘{) + dr dy dt + e? dy dt + et (l?dt”

ou bien
de

) —
(1?

G R -

ds (d“.r dr dy dy  d*z dz)
Rappelons-nous, maintenant, les équations de la brachystochrone,

et remarquons ¢u’en mettant en évidence la variable ¢, 'expression

1

E‘T — ds—;

vds dx
dF
dr

peut étre mise sous la forme

ou hien

1dx _2ddr 1Dy,
(..2 ac T dia o dx) !
dF
dx

Les équations de la brachystochrone deviendront aiors
d:x  2dvdr dv dy 2dvdy de dz 2 de dz de

der udtdt+ud_;:_717 udtz.*-u@__?fﬁ caa T'd

d¥ dF dF
dx ?J? dz

k]
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et elles donneront, en multipliant respectivement les termes de chaque

dy dz . .
—~, —, et remarquant que la somme des dénomina-
dy " do

teurs est alors nulle, et que, par snite, la somme des numérateurs
doit Pétre,

t dx
rappor par d—,

_ [d*z dx d*y dy d*z dz 2 dv [dz da d) d_y dz dz
= (T e T dr s T dg) T o a (dt G dde T dg)
dv dx dv dy dv dz‘)
(a—(t_ + dy dy +dqu>, ’

on bien

‘d'x dx d*y dy d*z dz 2 dv (dx dx dy dy dz dz e
n—(—— — g IR uu) finduni T A AT gt I L ANE
de? 11!? de* de de? d?/ v dt \dt dqp dt dy dt dy e
48 _zdvg
dt 7
et, par sutte,
as dv
@ &
s >3

L’intégration de cette équation donnera, en représentant par K une
certaine fonction de ¢ seulement,

(1) S = Ko

Supposons maintenant que les mobiles partent tous du méme point
avec la méme vitesse initiale v,, dans des directions différentes; il est
clair alors que les arcs infiniment petits AM, AM/,..., parcourus dans
le méme temps avec une méme vitesse, auront méme longueur, et que,
par suite, la trajectoire MM',... sera un cercle décrit dans le plan tan-
gent en A, et ayant son centre en A. On aura donc, pour v = v,
S, = o0, quel que soit g; ce qui exige que K soit nul, quel que soit ¢.
Et comme d’ailleurs K ne dépend pas du temps, on aura identique-
ment K = o, et, par suite, S = o, pour toutes les trajectoires; ce
qui démontre le théoréme énoncé.

Si la vitesse initiale v, était nulle, les brachystochrones seraient, au
point de départ, tangentes entre elles et a la ligne de plus grande
pente. Dans ce cas, la trajectoire MM'... est un arc infiniment petit

Tome XIIt. — Fevaies 1843, 9
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{du second ordre) d’un cercle d’un rayon infiniment petit (du pre-
mier ordre), ayant le point A pour centre; et le théoréme énonce
s"applique encore.

19. Le théoréme précédent peut s’étendre 4 des brachystochrones
non issues du méme point, toutes les fois qu’il existe une trajectoire
¢ui rencontre normalement ces courbes en des points ou les mobiles
parcourants ont la méme vitesse v, ; les arcs AM, AM’,... étant alors
remplacés par les arcs parcourus dans le méme temps a partir de la
trajectoire orthogonale.

Il est, en effet, aisé de voir que les raisonnements qui conduisent &
Péquation (1) s’appliquent encore ici; seulement la variable p dési-
gnerait alors, par exemple, la longueur de V'arc de la trajectoire
compris entre un point déterminé de cette courbe et le point ou elle
est rencontrée par la brachystochrone que 'on veut caractériser. Cela
posé, S devant étre nul pour la valeur particuliére v,, K sera nul
identiquement, et 'on aura toujours § = o pour une valeur quel-
conque de v,

20. Si Ton suppose que la vitesse du mobile soit constante (n°13)
les brachystochrones deviendront des lignes géodésiques, et il est
¢vident que les théorémes que nous venons de démontrer auront leurs
correspondants relativement 4 ce nouveau genre de lignes [ *].

21. Supposons maintenant que on méne, a partir d’une certaine
surface, toutes les brachystochrones absolues normales 4 cette surface;
les extrémités M, M',... des arcs parcourus dans le méme temps forme-
ront une surface dont chaque élément, tel que MM, sera normal  la
brachystochrone correspondante AM.

Donc chaque brachystochrone sera normale 4 la surface lieu des
trajectoires.

Pour les lignes géoddsiques, cela revient a dire qu’en prolongeant
d'une méme longueur toutes les normales & une surface donnée, on
obtient de nouvelles surfaces ayant les mémes normales.

[ “] Ces théorémes, dans le cas des lignes géodésiques , ont été établis par M. Gauss,
dans ses recherches sur la Théorie générale des surfaces. (Mémoires de la Societé de
Cottingue, tome VI, 1823-1827 )
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22 Revenons au cas ou la force donnée est la pesanteur.

On 4

R S It

- o
(':\Qg(z—zc,), i = 0, — oAy,

dz dy oz ds 1
d e o — o od o e — — e
dsyz—z  dsyz—z,  dsyz—z, dz VI 2,
e I '
= o 7

Si la surface F{x,y, z) = o est supposée étre un plan vertical. par

exemple 11 = o, on a alors les deux équations

L A

({ - ommar ST,

ds \/‘;1 —z, ds \z’—'zi dz V5 5

La premiére de ces deux équations represente . ainsi qu’on 1'a deja vi.
une cycloide; la seconde doit donc évidemment représenter la tucnie
courbe.

Si la surface F {x, 3, z) = o est un cylindre droi

F (r, y) = constante,

I'nne des équations de la brachystochrone sera

';If‘ d e — —d - T.otb.
et cette équation ne changera pas quand on développera le cyiindre
sur le plan des xz. Or. sous cette forme, et sur le plan des 2z, elle
représente, comme on vient de le voir, ia brachystochrone plane:
ainsi, la brachystochrone cylindrique se développe suivant la bra-
chystochrone plane.

H est clair, dailleurs, que la démonstration synthétique dormee
0" 8) pour un cylindre circulaire sapplique i cvlindre droi:
quelconque.

25 Considérons maintenant le cas particulicr on la force qui sot

1

' Pt
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licite le mobile est constamment dirigée vers un centre fixe, cette force
étant supposée une certaine fonction de la distance r.
La vitesse v sera alors une fonction connue de la distance ; soit
[AFRN 1 -
SR P ¢ (I‘ )
Or on a, en prenant le centre d’attraction pour origine des coor-
données,
r* =ax®+ y* + 2%

d’ou

dr __x dr _y dr

T T @

—— z-
=
les équations de la brachystochrone absolue seront donc, avec I'équa-
a4t
14 . ' —
==& =P

tion (1), et en observant que

d’ou

et, par suite,
dx
vds

dy
v —— — ¥l = 0
ad - = — )

et en intégrant,
xdy — ydx = ¢"vds,
on aurait de méme,
\2)
/ ydz — zdy = ¢ vds,

zdx — xdz = ¢’ vds.
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Multipliant ces trois équations respectivement par z, X, ¥, et
ajoutant les produits , il viendra

o= vds ("z + cx ~+ 'y,
ol
cx + 'y +c'z=o,

équation d’un plan qui passe par l'origine des coordonnées. Ainsi. la
courbe est tout entiére dans le plan qui passe par le point de départ,
le point d’arrivée et le centre d’attraction; ce qu’il était facile de
prévoir.
En prenant ce plan pour plan des za, la courbe sera représentée
par les deux équations
vou T _L,
dt q;(r)
zdx — xdz = Avidls;

en coordonnées polaires (r, 8), cette éguation devient
P ’

3) re Z/—f = Av?,

et elle montre que, lorsqu'un point mobile est assujetti a suivre la
brachystochrone sous l'influence d’une force émanée du point O,
{’aire décrite par le rayon vectewr dans un temps infiniment petit est
proportionnelle au carré de la vitesse. .

11 est clair que la projection de la meme aire sur un plan quel-
conque suit la méme loi; ce qu’on pourrait d’ailleurs démontrer ais¢-
ment au moyen des équations (2).

Nous supposerons que la vitesse initiale soit nulle. Dans ce cas, on
voit, par I'équation (3), que la brachystochrone est tangente an rayon
vecteur qui passe par le point de départ. En effet, cette équation

de T
donne 5 =02 'origine du mouvement.

On peut voir aussi que, lorsque les points de départ et d’arrivee
sont situés sur une méme droite passant par Uorigine, la brachysto-
chrone n’est autre chose que cette droite.

Car on a
71} o?
dr 4 i’

' [T
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/

et 'équation . 1) deviendra

d’ ou

Uintégrale étant prise depuis le point de départ jusqu’au point d’ar-
rivée. Or ici 5, = 0,, donc A = o; et équation de la brachystochrone

se reduit a

d'ou
6 =0,=26,,
équation de la droite sur laquelle se tronvent, d’apres 'hypothese.

le point de départ et celui d’arrivée.
On remarquera que ce théoréme est un cas particulier de celui qu

a été démontré (n° 16).
24. 1. équation

(0 r2 2 gy
N dt

Soit OC =X la perpendiculaire abaissée du centre sur la ian

gente MG on aura
' 3 == rsin OMC.

Mais on sait que
b

sin OMC = r —:
ols

par suite,
_ b
A= o s
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i

On voit donc que la vitesse en chm/ue point est proportionnelle a lu
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre d’attraction su In
rx
tangente {*].

25. Sans pousser plus loin étude des différents cas particuliers qu
peuvent se présenter, nous nous bornerons a déduire ici le cas de la
pesanteur de celui que nous venons d’examiner.

I suffit de supposer que le centre d’attraction C est a infini, et que
la force est constante.

Adoptons d’abord une origine fixe O, et soit ¢ Pordonnée verticale
du centre d’attraction supposé placé sur Faxe des z. Un caleul ana-
logue a celui do n° 23 conduirait & léquation suivante pour la
brachystochrone,

(2 — ¢)dxr — xdz = Avds,

Dailleurs, si la force est constante et égale 4 g, on aura

r Z2—c
X:0'~ —_ [
br, Z 8§ fa

el, par suite,
o= yagln =1,
et I'équation de la brachystochrone deviendra
(z — &) dax — xdz = A'ds \'r, — r,

dans laquelle A’ est une certaine fonction de c.
A la limite, cette équation devient

(1) dx = A'ds yz — z,,

" : 3 A’
en posant — A” = limite de - pour ¢ =, et en remarquant (ue

Vi, —ra pour limite yz — z,.

Or I'équation (1) n’est autre chose que Péquation différentielle de-
la cycloide. '

FaY ol A 4 ;
L "} Ce théoréme a ¢té démontré par Euler dans le sccond volume de sa Mecanique .

e perats



