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PURES ET APPLIQUÉES. /, j 

THESE 

SUR LES BRACHYSTOCHRONES:, 
PAR M. ROGER, 

Elève In^nieur des Mines. 

Le problème des brachystochrones a été autrefois l'objet des re-
cherches d'un grand nombre de géomètres, parmi lesquels nous cite-
rons Jean Bernoulli et Euler. En prenant ce problème pour sujet de 
these, nous avons dû naturellement reproduire beaucoup de résultats 
«onnus; mais nous pensons du moins avoir présenté quelques détails 
nouveaux, quant à ce qui concerne les brachystochrones sur une 
surface donnée. 

1. 

Des brachystochrones dans le cas de la pesanteur. 

I. Le point mobile peut être libre ou assujetti à se mouvoir sur 
une surface donnée. 

Dans le premier cas. la brachystochrone (que nous nommerons 
alors brachystochrone absolue) est, de tontes les courbes que Ton 
peut faire suivre au mobile pour qu'il se transporte (sous l'influence 
de la pesanteur d'un point de l'espace à un autre point, la courbe 
pour laquelle le temps total du mouvement est un minimum. 

Dans le second cas, le temps de la descente sur la brachystochrone 
est simplement un minimum relativement au temps que mettrait le 
mobile à descendre sur une autre courbe tracée aussi sur la surface 
donnée. 

Dans les deux cas, le point de départ et le point d'arrivée peuvent 
être ou donnés de position, ou seulement assujettis à se trouver sur 
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des courbes ou des surfaces déterminées; nous les supposerons tou-
jours par la suite donnés de position. 

Considérons d'abord le cas où le mobile est libre. 
On aura pour la vitesse de ce mobile à un instant quelconque, 

" OU ί = v/2g(z- Zo), 

z
0
 étant l'ordonnée du point de départ; et l'intégrale qu'il faudra 

rendre un minimum sera la suivante : 

r *> ds 
J*. —Ζ ο) 

Kn appliquant les règles du calcul des variations, on arrive sans 
peine aux deux équations 

dx r dj ^ 
ds ψζ — ζ, ds ψ ζ — z0 

d'où l'on déduit une équation de la forme 

dr 
di = a ' 

équation d'un plan vertical. Le mobile devra donc se mouvoir dans 
le plan vertical qui passe par le point de départ et le point d'arrivée; 
la brachystochrone sera donc la même courbe que si le mobile était 
assujetti à rester sur un plan vertical donné, cas que nous examinons 
ci-après (n° 2). 

Supposons, en second lieu, que le mobile doive rester sur une 
surface, dont nous représenterons l'équation par 

A) F ;x, y, ζ) — o; 

cette équation sera l'une des équations de la brachystochrone. La 
seconde équation, donnée sans difficulté par le calcul des variations, 
est la suivante : 

rf -ë= .d-~%= 

' If = ' 
dx dy 
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An moyen de l'équation (A) on pourra réduire l'équation (B) à une 
equation différentielle du second ordre entre deux variables. L'inté-
grale de cette équation du second ordre contiendra deux constantes 
arbitraires qui permettront de se donner arbitrairement le point de 
départ et le point d'arrivée. 

Je vais maintenant étudier les propriétés ties brachystochrones 
considérées sur certaines surfaces en particulier. 

Cas où la surface donnée est un plan vertical. 

2. Nous prendrons ce plan pour plan des œz ; son équation sera 
donc y — o; et, par suite, on aura 

d F dY 
Hi ~~ ° ' di ~ J' 

L'équation (B) nous donnera donc 

ds y ζ — z„ 
d'où 

: 11 constante, 

ce qui est l'équation différentielle de la cvcloïde, 

5. Je n'ai pas à examiner ici les propriétés géométriques de ia bi ;* 
chystochrone, qui sont celles de de la cvcloïde; j'indiquerai seule-
ment quelques propriétés en quelque sorte mécaniques, fourmes pat 
la considération de son équation différentielle. 

ιυ. La brachystochrone est, au point de départ, tangente a ta 
verticale. 

En effet, si l'on fait ζ — s
n

, on a ~ — o, et, par suite. —■ -- ο 

2
U

. La vitesse du mobile, en un point quelconque, est ι gale a la 
projection sur la tangente en ce point, de la vitesse au point le plus 
bas. 

T-.n effet, si l'on remarque que la vitesse, a chaque instant, e-i 
t) 
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donnée par la formule 

ν = V2S (z — zo), 

et que l'angle de la tangente avec l'horizontale a pour cosinus 
dx cos α = -τ-ι ds 

l'équation (i) donnera 

= constante =-„■> 

d'où 
ν ~ Y cos α. 

Or on voit par cette équation que V n'est autre chose que la valeur 
de ν pour α — ο, c'est-à-dire au point où la tangente est horizontale ; 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

3°. Lorsque le point de départ et le point d'arrivée sont sur la même 
verticale, la brachystochrone n'est autre chose que cette verticale. 

En effet, l'équation différentielle (i) donne 

t Ix — C ds y ζ ZQ . 

Le point de départ et celui d'arrivée étant sur la même verticale!, leur 
abscisse est la même; il faudra donc que la somme des accroissements 

du second membre, c'est-à-dire l'intégrale C I dsqz—z
0

, soit 

nulle, ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant C — o. L'intégrale de 
l'équation ci-dessus est alors simplement 

χ = x0 z=z ,rt, 

équation de la verticale qui contient à la fois le point de départ et le 
point d'arrivée. 

4, Déterminons maintenant pour chaque instant t la position du 
mobile sur la brachystochrone. En mettant l'origine des coordonnées 
au point de départ, nous aurons pour cela les trois équations 

x — r{u — sinn', ζ — r[i — cost*), 
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dont les deux premières sont celles de la cycloïde. Ces deux équations 
donnent 

(/s = du y 2 rz ; 

la troisième deviendra donc 

— = ^2gz — /ί 

d'où 

u = t\/r 

en supposant que le temps soit compté à partir de l'origine du mouve-
ment. 

La loi du mouvement sera donc donnée par les deux équations 

χ = r ^ t — sin t y/- ^ , 

ζ — r — cos t 

Ces équations montrent que le mouvement du point sera le même 
que si ce point était sur un cercle de rayon r, roulant sur une droite 
horizontale, avec une vitesse constante convenable. 

Cas où ία surface donnée est un plan incliné. 

5. Nous rapporterons la courbe cherchée à l'ancien axe Οα ou 
OX, supposé placé dans le plan incliné, et à un nouvel axe OZ qui 
sera la ligne de plus grande pente de ce plan. 

ο χ 

/ pi 

y / / 

Z ï 

Soit θ l'angle du plan incliné avec le plan horizontal. L'équation 
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lie ce plan , savoir, 

(0 F {x,y, ζ) — z — y tang 6 = o. 

donnera 
rfF d F 
,77 = °' lïÇ = ~ tan£ 

I/équation (i) est la première des équations de la brachystochrone, 
et la seconde sera 

» dx 
« ! = 0 < <W Sjz — z, 

d'où 

dx C 
ds y ζ — z„ 

D'ailleurs, les formules de transformation propres a passer du système 
.r, y,z·) au système (X, Z) sont 

χ — X , y — Z cos 6 , ζ = Z sin 6 , 

et I équation de la même courbe, dans le système ( X, Z), sera 

rfX _ p 
flis v/ z — z, — ' 

Cette équation montre que la courbe suivie par le mobile doit être 
toujours la même dans le plan incliné, quelle que soit la position de 
ce plan autour de l'horizontale 0.r, pourvu que les points de départ 
et d'arrivée gardent relativement la même position. Il est, du reste, 
évident à priori qu'il doit en être ainsi. Car on peut décomposer la pe-
santeur qui agit à chaque instant sur le mobile dans la direction de la 
verticale, en deux forces, l'une normale au plan incliné et qui n'aura 
aucune influence sur le mouvement du point, l'autre suivant la ligne 
de plus grande pente et qui sera représentée par g sin θ. On pourra 
donc regarder le mobile comme étant soumis à chaque instant à une 
force constante en grandeur, et constamment parallèle à la même 
direction (celle des lignes tie plus grande pente); ce qui ramène le cas 
du plan incliné a celui d'un plan vertical quelconque. 
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Un peut remarquer que si le point de départ et celui d'arrivée se 
trouvent sur une ligne de plus grande pente, la brachystochrone. 
d'après ce qui a été établi au n° 5, n'est autre chose que cette ligne 
de plus grande pente elle-même. 

Cas des surfaces de révolution. 

β. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la surface est de 
révolution autour d'un axe vertical. 

L'équation générale de ces sortes de surfaces, 

fi) .X2 -+- J2 = 9 (z), 

donnera 
df d F 
dJ- * φ = ·'··' : 

et, par suite, on aura, pour la secontle des équations de la brachysto-
chrone , 

dx , dr d - d --
ds sj ζ — z

0
 ds \jζ — ζ

υ 

χ y 

d'où 

ds y z — z„ ds y ζ — z,. 

et en integrant, 

(a) ydx — xdy = Cds \z — z„. 

On peut interpréter géométriquement cette équation différentiel h 
du premier ordre; en effet, si l'on adopte dans le plan des xy des 
coordonnées polaires; qu'on appelle r le rayon vecteur de la projec-
tion M, θ l'angle que ce rayon OM fait avec l'axe des z, on sait qu>. 
l'on aura 

ydx — xdy = r 2 dô. 

De plus, on a pour la vitesse du mobile à chaque instant, 

v = jt — S/ag(z — ε,,ι; 
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l'équation (2) pourra donc se mettre sous la forme 

(3) /2 — = Aea, d'où r2d6=Avidt. 

Ainsi, l'aire décrite à chaque instant par la projection du rayon 
vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile. 

Dans le cas du cylindre circulaire, que nous examinerons spéciale-
dQ ment ci-après, le rayon r est constant. D'ailleurs,^- représente la 

vitesse angulaire de la projection du rayon vecteur; par conséquent: 
Lorsqu'un point matériel descend sur un cylindre circulaire, en 

suivant une brachystochrone, la vitesse angulaire de la projection du 
rayon vecteur est proportionnelle au carré de la vitesse effective du 
mobile. 

A l'origine du mouvement, la vitesse ν est supposée nulle; — est 

donc nulle, en vertu de l'équation (3), pour une surface de révolution 
quelconque; par conséquent, le mobile reste, pendant le premier 
instant, dans le plan vertical qui passe par le rayon vecteur. Ainsi : 

Toute brachystochrone sur une surface de révolution est tangente 
au méridien qui passe par le point de départ. 

L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

(■/ji d- = Cy2ds \z — z
0

, 

et l'on voit que le second membre a toujours le même signe : il est 
positif ou négatif suivant le signe de C. 

Cela posé, supposons que le point d'arrivée (x,y, z,) soit sur le 
méridien du point de départ (x

0
y

0
z

0
), on aura 

X1 x„ _ 
x> ~ xd 

il faudra donc que la somme des accroissements du rapport ^ soit 

nulle, c'est-à-dire que 

cjf y^ds yjz — Z
0
 = o, 
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ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que C = o. x\lors l'équation se 
réduit à 

ma - — ο, 

d'où 
X X,} Xi 
χ ~ Xo r.' 

équation du méridien qui passe à la fois par le point de départ et le 
point d'arrivée. 

Ainsi, quand le point de départ et le point d'arrivée sont situés sut 
un. même méridien, la hrachjstochrone entre ces deux points n'est 
autre chose que ce méridien lui-même. 

7. L'équation générale des brachystochrones sur une surface de 
révolution , 

*1' ' dt ~ Av ' 

peut être intégrée dans tous les cas. Car on en tire 

r2 dô z= Ads y ζ — z0. 

On a d'ailleurs 

r = F (ζ), dr = F' (a) dz, 

et 

ds — \dz2 -h dr2 -+- r2 d62 — \ dz2 [ ι -f- F' (z)2] -h F (zV dû2 : 

l'équation ; t ) pourra donc se mettre sous la forme 

F (zY de3 = A2. ζ - s0)\dz3 fi-t- F (s}2] — d63 F ;z)2}, 

d'où 

rl 6 — — t / [' + F'WK2 —V . 

d'où l'intégrale 

° ~ J,. FT2) V A«(z-V-

Toroe XIII.— Février 1848. ^ 
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Ca.f du cylindre circulaire droit, à axe vertical. 

8, En faisant, dans Ja formule que nous venons d'établir, 
F (z) — constante = a, 

il serait aisé d'achever l'intégration indiquée, et l'on aurait l'équation 
de la brachystochrone sur le cylindre circulaire droit à axe vertical ; 
mais nous préférons y arriver au moyen du théorème suivant que nous 
allons d'abord démontrer : 

Si Von développe le. cylindre donné sur un plan vertical, autour de 
la verticale qui passe par le point de départ, et qu'on trace sur ce plan 
vertical la brachystochrone passant par les deux points donnés, 
cette courbe, en enroulant le plan sur le cylindre, deviendra la bra-
chystochrone. cherchée. 

Pour le démontrer, remontons aux équations de la brachystochrone 
sur le cylindre, 

du \ z — z, ds v'z— z„ 

avec 

ar2 -t- y2 = a2, 

et cherchons l'équation en (X, Z) de la transformée de cette courbe „ 
en supposant qu'on développe le cylindre sur le plan des XZ, de part 
et d'autre de l'arête AB qui passe par le point de départ B. 

é it i' .,· 

/ ^ | 
/ T" ji ... 

/ 
A 

y -
z 

Soit m \x. y, z) un point quelconque du cylindre; ce point prendra· 
une position telle que M (X, Z), et l'on aura, entre les coordonnées 
des points m et M, les relations suivantes : 

- -- Ζ, χ — a cos 0, y = a siu θ, X = a (i -f- Q), 
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9 pouvant avoir toutes les valeurs comprises entre ο et + 180 degrés 
el ο et — r 80 degrés. De là on déduit 

x a cos ) r ~ a sin ? 

et 

ds — \dx* -+- dy- + dzi = V<7X* ■ dï? - dS; 

l'équation de la transformée sera donc 

a sin2 -+- cosa ) ~ . r- - — constante, 

ou simplement, 

rfX 
— = constante. 

rfsvz-z, 

La transformée n'est donc autre chose que la brachystochrone entre 
lés nouvelles positions des deux points donnés sur le cvlindre; et de 
là , réciproquement, résulte le théorème énoncé. 

Le théorème peut aussi être démontré synthétiquement de la ma-
nière suivante. 

Imaginons qu on ait tracé une courbe quelconque sur le cylindre ; 
cette courbe se transformera, par le développement du cvlindre, en 
une courbe isochrone, c'est-à-dire qu'un point matériel mettrait, à 
descendre d'un point à un autre de la courbe cylindrique, le même 
temps qu'il mettrait, sur la transformée, à parcourir l'espace compris 
entre les deux points correspondants. 

En effet, si l'on partage en éléments égaux la courbe cylindrique et 

sa transformée, on voit bien que l'intégrale f -, -- aura exac-

tement la même valeur, parce que, dans le développement du cylindre, 
les éléments [ds) conservent la même grandeur, et les points corres-
pondants gardent la mente hauteur (;■). Or cette intégrale représente 
le temps total de la descente; ce temps est donc le même pour la 
courbe cylindrique et pour sa transformée. 

De là il résulte évidemment que la courbe cylindrique pour laquelle 
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le temps de la descente est minimum donnera une transformée jouis-
sant de ta même propriété; et réciproquement. 

Les formules de transformation propres au développement du cy-
lindre permettent d'obtenir, au moyen du théorème précédent, et 
des équations connues de la cycloïde, les équations de la brachysto-
chrone cylindrique eu coordonnées (x,y, z). 

On a, pour les équations de la cycloïde, 

l — r[ r — cos //), X = r (u — sin a). 

D'ailleurs, on a 

X = a i ι -h θ), Ζ = ζ, χ — a cos 3, y — a sin 3 ; 

éliminant Ζ et Χ, on aura 

ζ — r (ι — cos u , 
a (ι + ô) — r[u — sin u), 

x — a cos 5, 
γ = a sin 3. 

II. 

Des brachystochrones en général. 

9. Supposons qu'un point mobile soit soumis à l'action d'un sys-
tème donné de forces variables avec la position du mobile; parmi 
toutes les courbes assujetties ou non à se trouver sur une surface 
donnée, que le mobile pourra suivre pour se rendre d'un point de 
l'espace à un autre point, la brachystochrone sera la courbe pour 
laquelle le temps total du mouvement sera moindre que pour toutes 
tes courbes voisines. 

S'il existe une certaine fonction ψ {x, y, z) dont les forces appliquées 
X, Y, Z) soient les dérivées respectivement par rapport à x,y et z, on 

sait, par le principe des forces vives, que l'on aura 

X = v — ■ X — v ■ — , L = ν - ■ 
α τ α γ az 
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« :'γ·νΙ seulement ce cas que nous considérerons dans tout ce qui \a 
suivre. 

On a toujours 
ds 

l' ^ Tu' 
et, par suite, 

dt — — 
{' 

U faut donc rendre minimum la valeur de lintégrale j —, considérée 

depuis le point de départ jusqu'au point d'arrivée. 
Le calcul des variations conduit sans difficulté aux équations diffé-

rentielles de la brachvstochrone; à savoir, si le point est fout à fait 
libre, 

rfi 
'hlû - '' vd, 

d-
ds -f- — d — ο, 

et. s'il est assujetti à se mouvoir sur une surface, 

* -d~x~d^û _ d" dy 

dF " d¥ 
dx dv 

F (,r, y, z) — o. 

Dans les deux cas, le mouvement du point sera entièrement determine 
en joignant aux équations précédentes la relation qui résulte du prin-
cipe des forces vives, et que nous écrirons ainsi : 

v = *)· 

10. Considérons d'abord le cas où le point est libre. On aura. 
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Hans ce cas, pour les équations fie la brachystochiont' absolue, 

v s)» 

, ι dyd~f<ώ· 

dy ds 

A ces équations on peut joindre celle-ci : 

dl d*L 
v pas 

dz ds 

En effet., en multipliant ces trois dernières équations respectivement 
par dx, dy, dz , et ajoutant les produits, on a 

j ι vds ' vds vds 

—— dxd1 χ -f- drdy -+- dzd1 z) -f- d — [dx -f- dy 4- dz1 

d— dsd's -f- ds1 d — — 
— = -■ · d-s ~e dsd 

ds vds vds 

f/i ' = d' 

équation identique: la troisième des équations ci-dessus peut donc 
être regardée comme une conséquence des deux autres. 

lit '.ouvenons de nommer lignes de plus grande pente absolues les 
courbes dont la tangente en chaque point est perpendiculaire à la sur-
face de niveau ν — constante, qui passe par ce point, ou, si l'on 
veut, l'enveloppe des directions successives de la force appliquée en 
chaque point. 
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U ne pareille courbe aura pour équations 

dx dy dz 
1 du dv du 

tlx dy dz 

Cela posé, je dis que, si la vitesse initiale est mille, la braehystochrone 
absolue est, en son point de départ, tangente à la ligne de plus grandi 
pente absolue. 

En effet, les équations de la braehystochrone donnent 

ι dx ,1 dL / d z 

vds vds vds 

d I d - d -t> ν ν 
dx dr dz 

ou bien 

dx dx dr dy dz dz 

dv dv dv 
dx dy dz 

équations qui, pour e = ο, donnent, pour le premier élément d'· la 
braehystochrone, la même direction que celle assignée par les équa-
tions (i) pour l'élément de la ligne de plus grande pente absolue. 

12. Considérons maintenant le cas où le mobile se trouve toujours 
sur une surface 

F («»/■> z) = o. 

Alors, les équations de la braehystochrone peuvent être mises 
sous la forme d'une équation à trois membres parfaitement symé-
triques , 

d - d —T d- d -, d - d 

f
 . dx ds dy ds dz ds 

C) djf — - -'dr " ' ' — dp 
dx dy dz 



56 JOCKNA.L DE MATHÉMATIQUES 

Pour Je prouver, écrivons cette équation comme il suit ; 

d H . 
i' vds <IY 

dx ds dx 

d' d*L 
v vds d F 

dx ds ^ dy 

ι dz 

' <'
 r vds

 ....
 ,lv

. 

dz ils dz 

il suffira de faire voir que ces trois équations se réduisent a deux 

équations distinctes. 
Ajoutons ces équations membre à membre, après les avoir respec-

tivement multipliées par dx, dy, dz·, il viendra, en remarquant 
d F , rfF , dY , 

que F !.:>·, y, z \ — o, que, par suite. dx -+- ~ dy -h — dz — o, et 

dd- d-
^.Zdx^^dy + ̂ dz^d1-, 

. , dx d y dz 
tlzd — -+- dvd -f- dzd — 

^ ι i'ds vds vds 

ν ds 

— - (dxd χ -y- drd'r -t- dzd*z) -+■ (dx1 -γ dy -t- dz') d 
vds ' " vds 

~ ~ 7ls 

— dsd s -4- ds ' d —— 
l'di vils ι ,,, , . ι — = — — d.i + asd — 

ds vds vas 

— d (-|j- ds] — d -■ \ vas j ν 

On voit donc que l'une quelconque des trois équations ci-dessus 
pourrait se déduire des deux autres. 

Ainsi, l'on pourra, suivant les cas particuliers que l'on aura à consi-
dérer, adopter pour les équations de la brachystochrone avec 

F (χ, y, ζ) — o et ν = f (pc , y, z). 
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l'une quelconque des trois équations que fournit l'équation à trois 
membres ci-dessus. 

On peut déduire de ce qui précédé les équations générales de la 
brachystochrone absolue; en effet, il est évident, par la nature même 
de la brachystochrone absolue, que cette courbe est aussi une bra-
chystochrone sur toute surface F = ο qui la contiendrait. Par consé-
quent, l'équation (0 doit être satisfaite pour un point quelconque 

de la brachystochrone absolue , quels que soient ce qui 

ne peut avoir lieu que si les trois numérateurs sont simultanément 
nids, ou, ce qui revient au même, si χ = ο. On retombe ainsi sur 
les équations trouvées directement au n° 10. 

15 Supposons d'abord que le mobile ait reçu une certaine vitesse 
initiale, et qu'il ne soit ensuite soumis à l'action d'aucune force; la 
brachystochrone se réduira à la ligne géodésique, laquelle sera repré-
sentée par les équations : 

F (α:, y, ζ) = ο, 

dx dr dz 

d¥ ~ d¥ ~~ rfF ' 
dx dr dz 

qu'il est aisé, du reste, de trouver directement. 

14. On arrive encore aux équations de la ligne géodésique en sup-
posant que le mobile est assujetti à rester sur une des surfaces de 
niveau ν — constante; car on aura 

A 1 A dx A A DX 

dx ds P1 dx ds ι ds 
dv dv p- dp 
dx dx dx 

Et comme le terme — sera commun aux trois membres de l'équa-

tion de la brachystochrone, cette équation deviendra 

A— A ÉL· A DZ 

vds vds vds 
dv dv dv " 
dx dr dz 

L'unie XU1.—FEYRIEK 184S. f 
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et comme ν doit être regardé comme constant dans les différen-
tielles totales indiquées ci-dessus, l'équation prendra la forme 

dx dy dz 
ds ds ds 

dv dv dv 
dx dy ds 

équation de la géodésique sur la surface v{x, γ, ζ) = constante. 

15. Convenons de nommer lignes de plus grande pefite sur la sur-
face F (se, y, ζ) — ο les lignes de cette surface dont la tangente en 
chaque point fait le plus petit angle possible avec la normale à la sur-
face de niveau qui passe par ce point, ou, ce qui revient au même, la 
ligne qui est. en chaque point. perpendiculaire à la courbe de niveau 
correspondante ; ou encore l'enveloppe des projections sur la surface 
de la direction de la force en chaque point. 

Soient (αβγ), (a'β'γ'), (a"β"γ") les angles formés respectivement 
avec les axes par les directions MV de la normale à la surface de 
niveau, MM' de la ligne de plus grande pente, MF de la normale à 
la surface donnée. Soient, de plus, μ et μ' les angles que MV fait 

\
F
 v 

respectivement avec MM' et MF; le caractère géométrique de la direc-
tion MM' sur la surface donnée sera 

u. H— μ — — ■ 

Cela posé, je dis que la brachystochrone est en son point de dé-
part, ou plus généralement, aux points où la vitesse du mobile se 
trouvera nulle, tangente à la ligne de plus grande pente. 

Et d'abord, en remarquant que l'on a 

. dx , ν dv dx ι . dx , dx 
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les équations de la brachystnchrone pourront se mettre sous la forme 

^dx ^ dy ^ d 

dx dv ds di> dy dv ds dv dz de ds ^ de 
ds ds ds dx ds ds ds dy ds ds ds dz 

y = ___ _ _ ^ _ dj 
dx dy dz 

et l'on voit que, pour les points où la vitesse sera nulle, la direction 
de la tangente sera déterminée par des équations de la forme 

dv dx dv dv dy dv dv dz dv 
dx ds ds dy ds ds dz ds d s 

' 1 ~ d F ~ dF ~ d\< 
dx dy dz 

Or je vais démontrer que ce sont là précisément les équations géné-
rales des lignes de plus grande pente. 

En effet, si nous posons 

V= v (de) +'' dv '' dzx 
et 

V= v (de) sd22+'' d2v '' dzx 
nous aurons 

dv dv dv 

/ dx dy dz 

COS a = — : COS p' — -f y cos 7' — 

dF dF d ¥ 
„ dx r dy „ dz 

cos α = —, cos ρ = γ-1 cos y -- -- -
et enfin 

dv dx dv dy" dv dz <■-
dx ds dy ds dz- ds ds 

COS P. = --- N · 

Alors les équations (1) deviendront 

cos a — cos fi cos α' cos S — cos u cos 6' cos 7 — cos -j. cos 7 
cos a" cos 3" cos 7 

L. 
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De là on déduit 

V/| COS α cos |* cos a')2 "+" (COS β — cos f- cos β'Υ ■+■ (cos 7 — COS μ cos γ ' i· 
^cos- «" -t- cos' p" -+- cos' 7 " 

= Ç ε = Sin μ ; 

mais on a aussi 

icosa — cos ft cos a') cos a -+-(cosp— cos ft cos β' ) cos ρ -(-(cos 7 — cosft cos 7 ')cos7 
/•° cos a" cos a cos β" cos β -f- cos γ " cos 7 

I — COS' μ SID' μ sin μ 

En rapprochant l'une de l'autre ces deux valeurs de la même fonc-
tion χ0, on en conclut 

sin μ = cos μ', 

et, par suite, 

μ -+- μ' = -, 

ce qui est la propriété caractéristique des lignes de plus grande 
pente. 

Les équations (1) peuvent donc être regardées comme les équations 
des lignes de plus grande pente; et, par suite, on voit que la bra-
chystochrone est tangente à la ligne de plus grande pente qui passe 
par le point où la vitesse du mobile est nulle. 

l(i. Les équations générales des brachystochrones peuvent, d'après 
ce qui précède, être mises sous la forme 

^ dx dv dx dv ^ dy dt> dy dv ^ dz dv dz dv 
ds dx ds ds ds dy ds ds ds i dz ds ds 
~df ~l df — "d¥~ + dY ~~ d¥ H dV 
dx dx dy dy dz dz 

et l'on voit que l'on aura satisfait à ces équations si l'on a en même 
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temps 

dd^ dls dJs 
d¥ f/F ~~ rfF ' 
dx dy dz 

et 

de dx dv dv dy dv dv dz dv 
dx ds ds dy ds ds dz ds ds 

d¥ d¥ d¥ 
dx dy dz 

c'est-à-dire qu'une courbe qui, sur une surface donnée, pourra être 
à la fois ligne géodésique et ligne de plus grande pente, sera, par 
suite, une brachystochrone. 

Ou, plus généralement, en considérant les lignes géodésiques, les 
brachystochrones et les lignes de plus grande pente sur une surface, 
on voit qu'une ligne qui jouirait des propriétés des courbes apparte-
nant à deux de ces genres, jouirait aussi des propriétés des courbes 
du troisième genre. 

Tels sont, dans le cas de la pesanteur, les méridiens sur une surface 
de révolution; les arêtes d'un cylindre droit quelconque, etc. (nos 5. 
3,6). 

17. La résultante Ν des forces appliquées, estimée suivant la direc-
tion du rayon de courbure, est égale, en grandeur absolue, dans les 
brachystochrones planes, et dans les brachystochrones absolues, à la 

force centrifuge —■ 

Calculons d'abord la résultante N. 
En remarquant que le rayon de courbure 

r= V d (dx) ' __ d dy \.. 

et que les trois angles que sa direction fait avec les trois axes ont 
respectivement pour cosinus 

dx dy dz 
A ds 

' ds * ' ds ' ds 
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on aura 

t ds dx ds dy ds dz ) 

Maintenant, dans l'équation générale des brachystochrones 

ds ds ds dx ds ds ds dy ds ds ds dz 

/. — ~fv -- Tf
 =

 7F " 
dx dy dz 

multiplions les deux ternies de chaque rapport respectivement par 

dx dr dz 
d~- y~' et ajoutons terme a terme. Remarquons, d ailleurs, 

qu'en appelant θ l'angle que la normale à la surface fait avec la direc-
tion du rayon de courbure, on a 

d F d. r dF dy Τ F dz 

, dx ds dy ds dz ds 

V(a) -Μ.3Γ) x{s) Vvd
 +

{"i) s) 
ou bien 

d F ^ dx d F dy d F dz 

COS θ — ' 

en désignant, pour abréger, le dénominateur par A. Il viendra , après 
quelques réductions, 

idd*γ (d ,Λ y /4zvi dddL d± ddz 

ou bien 

^ A cos S Acr COS θ 

Or, pour les brachystochrones planes, on a évidemment 

cos θ = ο ; 
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fl'antre part, ainsi qu'il a été dit au dernier paragraphe du n" 42. 
on a, pour les brachystochrones absolues, 

X = °-
Dans les deux cas, on aura donc 

- Ν = -, 
r 

ce qui démontre le théorème énoncé [*]. 

18. Supposons, sur une surface F (.r, jr, ζ) — οune série de hia-
chjstochrones issues d'un même point A; soient AM, AM',... des arcs 
parcourus dans le même temps, la vitesse initiale étant supposée la 
même; le lieu des points M, M',... sera une trajectoire normale à 
chaque hrachj stochrone [**]. 

Caractérisons chaque brachystochrone, par exemple par Tangle -> 
qu'elle fait, au point de départ, avec une brachystochrone particu-
lière, ou par une fonction de cet angle; un point particulier M 
d'une brachystochrone pourra être caractérisé par le temps t de la 

[*] Ce théorème, en ce qui concerne les brachystochrones planes, est <lù à Ruler, 
qui l'a regardé comme exprimant la propriété caractéristique de ces courbes. · Mertm-
nice, tome II.) 

[**] Ce théorème m'a ete communiqué par Sl. .1. Bertrand, qui le démontre aiits; 
qu'il suit : 

Si l'angle en M' est aigu, on peut faire en M un angle 1MM' > NM'.M ; ou ama 
A 

f\ 

\ ι 
IM' 

1 

alors MN<yM'iN: alors le mobile, arrive en Ν avec une eertaine vitesse, pourra 
parcourir (sa vitesse ne changeant pas sensiblement) l'élément AM en moins de temps 
qu'il n'en mettrait à parcourir l'élément NM', d'où il résulterait que la ligne A \M 
serait parcourue en moins de temps que la ligne ANM' ou AM ; ce qui est absurde 
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descente de A en M. On pourra donc se représenter les coordonnées 
de chaque point M de la surface, comme fonctions de deux variables 
indépendantes (t, φ). 

Cela étant,, si l'on pose 

dt dy dt dtρ dt dy 

S sera une fonction qui deviendra nulle en même temps que le cosinus 
de l'angle que font en M la brachystochrone AM et la trajectoire MM' ; 
or on aura, en différentiant par rapport à t, 

d S d'x dx dy dy d" ζ dz dx d - χ d'y d'y d ' ζ d'ζ 
dt dt! du dt' d<f dt' dy dt dy dt dt' dy dt dt' du dt 

ou bien 

dt \dt' dy dt' dy dt' dy ) ' dy 

Rappelons-nous, maintenant, les équations de la brachystochrone, 
et remarquons qu'en mettant en évidence la variable t, l'expression 

d±* -ds-^ 

rfF 
33 

peut être mise sous la forme 

d\^-vdt-/ 

dx 

ou bien 
/ ι d'x 2 dv dx ι dv \ 
y»1 dt' c3 dt dt ν dx) 

ÔF 
dx 

Les équations de la brachystochrone deviendront alors 

d'x 2 dv dx dv d'y 2 dv dy dv d'z 2 dv dz dv 
dt' ν dt dt " dx dt' ν dt dt ^ dy dt' ν dt dt dz 

3F ~ ' 3F _ 3F 
dx dy dz 
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et elles donneront, en multipliant respectivement les termes de chaque 

d'Zi 
rapport par —» — ? — » et remarquant que la somme des dénomina-

teurs est alors nulle, et que, par suite, la somme des numérateurs 
doit l'être, 

id1,τ dx d'y dy d'z dz\ 2 do idx dx dy dy dz dz \ 
\ dt' dy dt2 dy dt' dy) ν dt \dt dy ^ dt dy dt dy) 

j do dx do dy do dz \ 
' \ dx dy ^ dy da dz dy / 

ou bien 

id'χ dx d'y dy d'z dz\ 2 do idx dx dy dy dz dz\ di 
' \ dx dy ^ dy da dz dy / 

d S 2 do 
o — — — S, 

dt ο dt 

et, par suite, 
d S do 
dt dt 
Ύ - 'λ 7' 

L'intégration de cette équation donnera , en représentant par Κ une 
certaine fonction de φ seulement, 

(i) S = Ke2. 

Supposons maintenant que les mobiles partent tous du même point 
avec la même vitesse initiale e

0
, dans des directions différentes; il est 

clair alors que les arcs infiniment petits AM, AM',.··» parcourus dans 
le même temps avec une même vitesse, auront même longueur, et que, 
par suite, la trajectoire MM',... sera un cercle décrit dans le plan tan -
gent en A, et ayant son centre en A. On aura donc, pour ν = e

0
, 

S
0
 = o, quel que soit ç>; ce qui exige que K. soit nul, quel que soit φ. 

Et comme d'ailleurs K. ne dépend pas du temps, on aura identique-
ment Κ = o, et, par suite, S = o, pour toutes les trajectoires; ce 
qui démontre le théorème énoncé. 

Si la vitesse initiale v0 était nulle, les brachystochrones seraient, au 
point de départ, tangentes entre elles et à la ligne de plus grande 
pente. Dans ce cas, la trajectoire MM'.., est un arc infiniment petit 

Tome XIII. — FÊYRIE» 184S. 9 
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1 du second ordre) d'un cercle d'un rayon infiniment petit (du pre-
mier ordre), ayant le point A pour centre; et le théorème énoncé 
s'applique encore. 

19. Le théorème précédent peut s'étendre à des brachystochrones 
non issues du inème point, toutes les fois qu'il existe une trajectoire 
qui rencontre normalement ces courbes en des points où les mobiles 
parcourants ont la même vitesse e0 ; les arcs AM, AM',... étant alors 
remplacés par les arcs parcourus dans le même temps à partir de la 
trajectoire orthogonale. 

Il est, en effet, aisé de voir que les raisonnements qui conduisent à 
l'équation [i) s'appliquent encore ici; seulement la variable ψ dési-
gnerait alors, par exemple, la longueur de l'arc de la trajectoire 
compris entre un point déterminé de cette courbe et le point où elle 
est rencontrée par la brachystochrone que l'on veut caractériser. Cela 
posé, S devant être nul pour la valeur particulière v0, Κ sera nul 
identiquement, et l'on aura toujours S = ο pour une valeur quel-
conque de v. 

20. Si 1 on suppose que la vitesse du mobile soit constante (n° 13) 
les brachystochrones deviendront des lignes géodésiques, et il est 
évident que les théorèmes que nous venons de démontrer auront leurs 
correspondants relativement a ce nouveau genre de lignes [*]. 

21. Supposons maintenant que l'on mène, à partir d'une certaine 
surface, toutes les brachystochrones absolues normales à cette surface; 
les extrémités M, M',... des arcs parcourus dans le même temps forme-
ront une surface dont chaque élément, tel que MM', sera normal à la 
brachystochrone correspondante AM. 

Donc chaque brachystochrone sera normale à la surface lieu des 
trajectoires. 

Pour les lignes géodésiques, cela revient à dire qu'en prolongeant 
d'une même longueur toutes les normales à une surface donnée, on 
obtient de nouvelles surfaces ayant les mêmes normales. 

) * ] Ces théorèmes, dans le cas des lignes géodésiques , ont été établis par M. Gauss, 
dans ses recherches sur la Théorie générale des surfaces. (Mémoires de la Société de 
C.ottirigne, tome VI, 18a3- 18?.1" .) 
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22 Revenons an cas où la force donnée est la pesanteur. 
On a 

j- d 
" = ζ-*7),

 (U
 ^ "· ·;, '-■· 

et l'équation générale des hrachvstochrones devient 

ds \j ζ — z« ds \'z — z„ ds y ζ — z„ \ ζ — ζ·ί 

,7F ' ~ df ~ Vit 
dx dy dz 

Si ia surface F ζ) = ο est supposée être un plan vertical, par 
exemple y = o, on a alors les deux équations 

ds \jz — z(, ds \ ζ— z„ f'z \ ζ— zt 

La première de ces deux équations représente, ainsi qu'on l'a déjà vu. 

une cycloïde; la seconde doit donc évideinment représenter la nn ine 
courbe. 

Si la surface F (Jc,jy, ζ) — o est un cylindre droit 

F (.r, y) = constante, 

Finie des équations de la bracbystochrone sera 

■ I . d . - y, d - — ■=- , f 

et cette équation ne changera pas quand on développera le ο Putin· 

sur le plan des .xz. Or. sous cette forint , et sur Je plan des .xz, elle 
représente, comme 011 vient de le voir, ia brachyslochrone plane: 
ainsi, la bracbystochrone cylindrique se développe suivant la bra-
clivstochrone plane. 

Il est clair, d'ailleurs, que la démonstration synthétique donnée 

QV 8) pour un cylindre circulaire s'applique à 1111 cvlindre droit 
quelconque. 

20 Considérons maintenant le cas particulier ou la force qui so! 
■ ι-
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licite le mobile est constamment dirigée vers un centre fixe, cette force 
étant supposée une certaine fonction de la distance r. 

La vitesse ν sera alors une fonction connue de la distance ; soit 

(ι) 1 =Q' 

Or on a, en prenant le centre d'attraction pour origine des coor-
données, 

r2 = x2 r2 ·+- z2, 
d ou 

dr x dr y dr ζ 
dx r dy r dz r 

les équations de la brachystochrone absolue seront donc, avec l'équa-

tion Γι), et en observant que -f- = — <p'(
r
)f, 

dx dx f* 

, , , χ vds 

dû-(r) ' dy 

dû-./ \ z vds 
<p ; = -5Γ' 

d'où 
dx 

x vds 

' ' Z'f 
vds 

et, par suite, 

xd — Y il —— = ο , 
et en integrant, 

χαγ — y ax = c vas, 

on aurait de même, 

jdz — zdy — c vds, 

zdx — xdz = c'vds. 



PURES ET APPLIQUÉES. ri«, 

Multipliant ces trois équations respectivement par ζ, χ, γ, ft 
ajoutant les produits , il viendra 

ο = vds (c"z -t- ex -+ C'Y;, 

ou 
ex -t- c y -t- c" ζ = ο, 

équation d'un plan qui passe par l'origine des coordonnées. Ainsi, la 
courbe est tout entière dans le plan qui passe par le point de départ, 
le point d'arrivée et le centre d'attraction; ce qu'il était facile de 
prévoir. 

En prenant ce plan pour plan des zx, la courbe sera représentée 
par les deux équations 

ds ι 
V OU — — —-, 

dC f (r) 
zdx — xdz = A vds ; 

en coordonnées polaires (r, 0), cette équation devient 

(3) r» '§ = AeU 

et elle montre que, lorsqu'un point mobile est assujetti à suivre la 
brachystochrone sous l'influence d'une force émanée du point G, 
l'aire décrite par le rayon vecteur dans un temps infiniment petit est. 
proportionnelle au carré de la vitesse. 

11 est clair que la projection de la même aire sur un plan quel-
conque suit la même loi; ce qu'on pourrait d'ailleurs démontrer aisé-
ment au moyen des équations (2). 

Nous supposerons que la vitesse initiale soit nulle. Dans ce cas, on 
voit, par l'équation (3), que la brachystochrone est tangente au rayon 
vecteur qui passe par le point de départ. En effet, cette équation 

donne ~ = o, à l'origine du mouvement. 

On peut voir aussi que, lorsque les points de départ et d'arrivée 
sont situés sur une même droite passant par l'origine, la brachysto-
chrone n'est autre chose que cette droite. 

Car on a 

ψ = A -, 
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et l'équation ι ι deviendra 
λ = Au. 

d'où 

5, — 6
0
 = A / ~dt, 

*-'r* 
i'integrale étant prise depuis le point de départ jusqu'au point d'ar-
rivée. Or ici 0

t
 = θ

0
, donc A — o; et l'équation de la brachvstochrone 

se réduit a 
d& 
fit ~~ ° ' 

d'où 
(t = θ0 = θ,, 

équation de la droite sur laquelle se trouvent, d'après l'hypothese. 
le point de départ et celui d'arrivée. 

On remarquera que ce théorème est un cas particulier de celui qu: 
a été démontré (ncl 16). 

24. 1/équation 

-> d i A 2 r- __ clt 

peut être mise sous une autre, forme. 

I 

oj^ ^ 

j 
Soit OC = λ la perpendiculaire abaissée du centre sur la tan-

gente MC; on aura 
λ = rsin OMC. 

Mais on sait que 

sin OMC = /' —: 
f(S 

par suite, 

W= r* ” as 
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Ο11 voit donc que ία vitesse en chaque point est proportionnelle à la 
longueur de la perpendiculaire abaissée du centre d'attraction sur la 
tangente [*]. 

25. Sans pousser plus loin l'étude des différents cas particuliers qui 
peuvent se présenter, nous nous bornerons à déduire ici le cas de la 
pesanteur de celui que nous venons d'examiner. 

Il suffit de supposer que le centre d'attraction C est à l'infini, et que 
la force est constante. 

Adoptons d'abord une origine fixe O, et soit c l'ordonnée verticale 
du centre d'attraction supposé placé sur l'axe des z. Un calcul ana-
logue à celui du n° 25 conduirait à l'équation suivante pour la 
brachystochrone, 

(z — c) doc — xdz = Avds. 

D'ailleurs, si la force est constante et égale à g, on aura 

x = 8 7' Z = 8 -y-' 
et, par suite, 

y = V ag' ('0 — >'), 

et l'équation de la brachystochrone deviendra 

(z — c) doc — ocdz = k'ds \ f
n
 — /, 

dans laquelle A' est une certaine fonction de c. 
A la limite, cette équation devient 

(1) dx — A"ds \z — z
0

, 

en posant — A" = limite de - pour <: = αο , et en remarquant que 

\r
0
 — ra pour limite \z — z0. 

Or l'équation (1) n'est autre chose que l'équation différentielle d< 
la cycloïde. 

[ * j Ce théorème a été démontre par Euler dans le second volume de sa Mn amqn, 


