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Mmaw Wi VALY

SUR LES
NORMALES INFINIMENT VOISINES I'UNE SURFACE COLU RBE:

Par M. JOACHIMSTHAL (ve Beruiv).

L

En désignant par f et g deux points infiniment proches. o
d’ailleurs quelconques d’une surface, par F et G les normales . |
surface en ces points, je vais déterminer :

1. La plus courte distance entre F et G;

2°. Le point o o cette distance rencontre la normale k;
3. La distance of.

Je nommerai o le pole et of la distance polaire de Pélément g
pour un élément tangent a4 une ligne de courbure, le pole et 1
distance polaire deviendront le centre et le rayon de courbure e |,
section principale qui passe par Jg et la normale F.

Soient d’abord f et g deux points dans deux plans quelconques A
et B, et F et G les perpendiculaires sur ces plans en ces points; la
plus courte distance X entre ces droites sera donnée par la formule

A :jg.cos ()\,,/’—g).
Mais la plus courte distance ) étant paralléle aux plans A et B sers
de méme paralléle a leur intersection, et 'angle (1, Jg) sera égal a
'angle entre cette droite d’intersection et Jg.

Soient A et B deux plans tangents 4 une surface en deux points
infiniment proches f et g; Vintersection de A et B sera la tangente
conjuguée a 1'élément Jg, et la plus courte distance } entre denn
normales infipiment voisines 'une de P'autre s’exprimera par

1) A = cos wds,
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w étant 'angle entre I'élément s déterminé par les pieds des nor-
males et sa direction conjuguée.

D’apres les beaux théorémes de M. Dupin, les directions des tan-
gentes conjuguées au point J d’une surface courbe coincident avec les
directions des diametres conjugués de la conique

£ »*

B -+ 6 =1,
P et Q étant les rayons de courbure de la surface en f, et ayant pris
les tangentes aux lignes de courbure pour les axes de £ et ».

Donc, l'angle de Pélément ds et de 'une des lignes de courbure
étant égal a a. on aura, par les formuies connucs sur les diametres
conjugueés.

‘ . 1 Iy 1
‘cosm:tcosasma(i—a) )
: / (co:)s2 a + sin? a\’
‘ \ p: Q:
2. .
' . cos” a sin® a 1
SN o = (wi-—r - Q ey
cos’a sinfa\’
\ T T
d’ou vient
y . . 1 1 ds
3 i= =cosasma |z — o)

.
Q, cos’ a +sin”a *
Pﬁ QI

Pour les lignes de courbure, P'angle a est ou égal a zéro, ou égal
a un angle droit; donc on aura } = o, c'est-a-dire les normales aux
extrémités d’un élément d’une ligne de courbure se rencontrent.

Pour obtenir les valeurs maxima de 3, il faut diftérentier A par
rapport a a, et on obtient ‘

s - cos* a sin* a’ A | x\
o = (cos®* @ — sin® a) —p + <) cos a? sin a (6’ — @l
ou, en réduisant,
cos' a sin' a
=@ TG

ce-qui revient i la formule

Y tang'a = 3.

2
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St on suppose les rayons P et Q de méme signe. on en conclut

e
~}

5 3, Q

5 tang’ a = 3>

done

s s P cos* a sin’a T
) sin? @ = _Q s?a — =
o, P+0Q co E +Q’ P: + Qz PQ

Soit o le rayon de courbure de la section normale faite suivani
I'élément ds; on a, par le théoreme d’Euler,

N 1

(7 p=

cos’ i + sina

P Q

Mais en substituant les valeurs de cos? a et de sin? @ que nous ve-
nons de trouver, les formules (3) et (7) deviendront

. = S
(81 Q+P

Donc, la valeur maximum de ) correspond a I’élément d’une section
normale dont le rayon de courbure est le moyen entre les rayons des
principales.

Si les rayons P et Q sont de signe contraire, on déduit de I’équa-
tion (4),

)
tang’ a = — %

et

P .
, sinfa= — Q

2 J— .
cos’a= 55 -0

Par la substitution de ces valeurs, on trouve

A=2ds,
p = a l'infini.

(9)

Donc, pour les surfaces qui ont les courbures principales dirigées
en sens contraire, le maximum de A correspond aux sections normales
dont la courbure s’évanouit, et, pour ce cas, la plus courte distance

Tome XIII. — Deceunre 1848. 53
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coincide avec I'élément ds. En résumant ce que nous venons de dé-
montrer, nous aurons le théoréme suivant :

Tutorime. Etant décrite sur une surface autour d’un point / et
avec le rayon infiniment petit B, la circonférence de cercle gg'g”..., si
en tous ces points on meéne les normales a la surface F, G, G, G',...
et les plus courtes distances entre F et G, G/, G”,..., que je désignerai
par L, U', 1”,....

1°. Une quelconque des distances [ sera égale au rayon B multi-
plié par le cosinus de I'angle entre fg (le rayon) et la direction
conjuguée ;

2°. Les rayons principaux de la surface étant de méme signe P
et Q, les valeurs maxima des distances / correspondront aux direc-
tions suivant lesquelles le rayon de la section normale est égal i

. . . —P
3 (P +Q), et la valeur maxima sera égale 4 = B %—_—i_—f,;

3°. Les rayons principaux étant de signe contraire. les valeurs
maxima de { correspondront aux directions suivant lesquelles le rayon
de la section normale est infini, et la plus courte distance coincidera
avec le rayon.

Je vais maintenant déterminer le pole d’un élément ds.

i1
Soient
/ X —{ Y—m Z-—n
= - = 9
/l()) ‘ a b ¢
\ )X—l—l’__Y—m—m"___Z—n—-n’
’ a+a b+ b - c4c !

les équations de deux droites quelconques; I'équation d’un plan pa-
ralléle a ces droites sera

1) b’ — ch"YX + (ca’ — ac’)Y + (abl — ba')Z = C,
et Péquation du plan perpendiculaire au plan (11) et qui passe par la
seconde droite (10), sera

tv2) LX=1-0Y+MY—-m—-—m)+N(Z—-—n-r)=o,
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les rapports L., M, N étant donnés par les équations
(13) La+a)+Mb+¥)+N(ic+c)=o,
L(be' — cb') + M(ca’ — ac’) + N (ab’ — ba') = o.

Il en résulte

419

JL =a (@ + b+ ¢ + aa’ + bb' + cc)
—a (@ + b + ¢* + aa’ + bV + cc'),
JM=b @+ b*+ > + aa’ + bb' + cc')
— b @ + b + ¢ + aa’ + bb + cc'),
JN =c(a®+ ¥+ c*+ aa + bV + cc')
— (@’ + b +c* + aa’ + bb' + cc'),
/ étant un facteur indéterminé.

Le plan (12) et la plus courte distance des droites (10) couperont la
premiere de ces droites au méme point, dont je désignerai les coor-
données par X, Y, Z. On aura évidemment

‘X= l + ac,
(14 Y=m+bo, 6= @L-+bM+cN)=/!L+mM+ n'N,
lZ:n—Q—co', '

ou bien, en faisant
a® +b* 4+ ¢* =h,
aa'+ bb'+ cc' = i,
a?+ b+ =k,
.. ok — )y = (al' +bm' + cn' )i + k)
(o — @I+ Bt ) b+ D).

Supposons que les deux droites soient denx uormales voisines de la
surface représentées par I’équation différentielle

(16) dz = pdx + qdy;
il faut mettre

a=p, b=¢q, c=—1, l=x, m=y n=z;
a=dp, bV=dy, d=o, U'=dx, m=dy, n'=d-

23..
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Par ces valeurs, on obtient

_ (dpdx+-dqdy) 1 +p'+q) (dpdx + dgdy) (s + p*+ ¢*)
dg'+dp*+ (pdq —qdpf — (1 +p)dg*—2pgdpdq + {1+ q7)dp

—~—
“ — e

et, 2»n mettant
(/p = rdx + Sd]‘,

dg = sdx + tdy,

on aura
T X=x —Q—PG’,
Y=7r-+gqgo9,
T Z =12 —oc,
) dx’ + 2sdxdy + tdy*
c=—1{1 24 g2 d -
LA )(I+P’)dq’—2pqdpdq + {1+ ghdp?

Telles sont les coordonnées du pole d’an élément de la surface.

{I1.

Pour déterminer la distance polaire A ou la distance du pole
X. Y, Z) au point de la surface (x, y, z), je ferai coincider les axes
des coordonnées z, x, y respectivement avec les normales et les deux
tangentes des sections principales; on a, par cette supposition,

X =0, y=0, 3=0, pP=0, (=0, §=0,

et
Z=A=—c,
ou bien
d 2
. ret (—Z)
- rdz’ 4 tdy?* dx)
vdy 4 rds L (‘fl)
dx

Solent I et Q les rayons principaux de la surface, et a Pangle entre
Pélément de la surface et 'axe des x ; on aura

=i t=L Yoy
r_f), = =3 g angu,

Q

cos’ a + sin® a
5 o
8) A= P Q

cos’a sin‘a

o
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En gardant les mémes désignations que ci-dessus, on a, par les
formules (2) et (7),

{19) A =psin® o,

Soient A,, s, les quantités analognes pour un élément de la surface
» q
perpendiculaire an premier, et A’, ¢’ pour I’élément conjugué au pre-

mier; on aura
. 1

[
- y ,
p cos® a sin’ a

P Q

donc

et, par conséquent,

20; _— — =

Pour I'élément conjugué, on aura

A'=pg'sin’ »,
. .
d’on vient

21) A_t,
P

c’est-a-dire que, pour deux éléments conjugués, les distances polaires
sont entre elles comme les rayons des sections normales.

Comine p et o’ sont égaux aux carrés des demi-diametres conjugues
de la conique

‘o bis Ej 7)_ =
\’)I 23 P—+—Q 1,
on aura

\ +p' =P+
(22) jo+e Q.

{ pp’' sin* w = PQ,
ou, en ayant égard a I'équation (19),

(23\, . A= PQ Sy

relation tres-simple entre la distance polaire et le rayou de la sechion
normale qui passe par le méme élément.

NIRRT RN
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On a, pour deux directions conjuguées,

1 1 I

1
o= — :
A A’ psine p’sin? o ’

et, en réduisant au moyen des formules (22),
1 1 1 I

Donc, pour deux éléments conjugués la somme des valeurs réci-
proques des distances polaires reste constante.

Soient f un point de la surface, f* le quatri¢me point harmonique
par rapport a f et aux deux centres de courbure; on aura

5 2 L, r
(25) F=P o
d’ou vient
(‘26) f%—' — iA ~+ %:
ou bhien :

Les points f et /" et les poles de deux éléments conjugués sont
quatre points harmoniques.

I suit de la :

Les poles de six éléments conjugués deux a deux sont six points en
involution.

Soit d le demi-diamétre de la conique (21 bis) dont le carré est égal
au rayon de courbure p; on aura
A = & sin? o.

Mais, » étant P'angle entre le diamétre 24 et la tangente 4 son extré-
mité, dsin » sera égal a la perpendiculaire abaissée du centre de la
conique sur la tangente.

Donc:

La distance polaire est égale au carré de la perpendiculaire abaissée
du centre de la conique (21 bis) sur la tangente a Pextrémité du demi-
diamétre  p.



