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Démonstration de deux théoremes de M. Jacosr. — Application

au probléme des perturbations planétaires;

Par M. A.-H. DESBOVES.

{ Thése d’Astronomie présentée  la Faculté des Sciences de Paris, le 3 avril 1848.

I.

Lorsque le principe des forces vives a lieu, les équations du mou-
vement d’un ou de plusieurs points libres peuvent se mettre sous la
forme

P d'x dU dy dU
1) M Mg
Supposons qu’on ait obtenu les intégrales de ces équations avec ie
nombre 27 de constantes arbitraires double du nombre des variables
indépendantes, et qu'on veuille avoir les intégrales des équations du
mouvement troublé

d*x . ldU dQ
- T @
2
(2) dy dU  da

P ln'{T)" -+ "‘17 s ete.
D’apres la théorie de la variation des constantes arbitraires, on peut
supposer que, dans le mouvement primitif et dans le mouvement trou-

.t . . dx dy dz
blé, les coordonnées x, ¥, z,..., et les vitesses ol . sont ex-

de’ A’ di’
primées de la méme maniére, au moyen des éléments a,, b,, a,, b.,,...,
a,, d,; mais, dans le cas du mouvement troublé, on a i résoudre la
question de trouver les variations de ces derniéres quantités pour une

époque quelconque du mouvement. Lagrange a donné une forme

[T
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trés-élégante aux équations qui servent 3 déterminer la variation des
constantes arbitraires dans le cas qui nous occupe. Il a remarqué, en
particulier, que si les éléments a,, 4,, a,, b,,..., a,, b, sont les valeurs
initiales des coordonnées et des vitesses, les équations du probléme
prennent la forme extrémement simple

da, _ dQ da, _  da da, _ do

3) de —  db, & — a4 — @b,
db, _ da db, _do db, _da
dt — da,’ dt ~ da, dr ~ da,

Mais, en se fondant sur les travaux de M. Hamilton, M. Jacobi a donné
un autre systeme de constantes dont les variations sont données par
des équations de la forme des équations (3), et qui sont plus avanta-
geuses dans le probléme des perturbations planétaires. Voici comment
sont données les constantes arbitraires de M. Jacobi :

8 étant une fonction de x, y, 3,..., &,, &,,... qui satisfait 2 ’équation
aux différences partielles

1 de\? de\? de\?
@)+ @)+ @) ]=0+0,
«et les intégrales des équations (1) étant, comme on sait, les suivantes :
de de

o de
‘\3) .d—a—; = ﬁ” -J.—, Zp”..., ZC =L+ 1,

les an constantes arbitraires a,, a,,..., G, t jouissent de la méme
propriété que les valeurs initiales des coordonnées et des vitesses,
c’est-a-dire qu’on aura

da, _  d0 da, _ . da dC _ do
=" @ T tvaE TT &

@ dg, _ da dp, __ _ do e do
d — T da, dt de’ 0 d dC

Le théoréme que je viens de reproduire d’apres M. Jacobi se trouve
énoncé sans démonstration dans le cinquiéme volume des Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences. Je me propose de le démontrer
ici, en me servant comme lemme d’une autre proposition donnée
aussi sans démonstration par M. Jacobi, a la suite de celle que je
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viens d’énoncer. Je démontrerai d'abord cette proposition, dont voici
Pénoncé :
. *
Soit donné le systéme

da, _ dH da, _ dH da, . dH

5) d — T a4’ d& T T &’’’ W T TGy
' db, _ dH db, _ dH db, _ dH
dr T da,’ dt T da,” dt  da,’

H etant une fonction quelconque de ¢ et des variables a,, b,, a,. Doy,
a,, b,.

Soient a,, f,, &2, B2,..., @y, B, de nouvelles variables, et ¢ une
fonction quelconque des variables «,, ay,..., a,, a,, Ay,..., a, senle-
ment; supposons de plus les nouvelles variables libes aux anciennes
par ]es équations suivantes :

rlxp
E;'I — ﬁl ) ﬁz 2 ;fan {371,
o ¥ d Ay
Y Y __ =
Z m=—b E=—b, Ho_y,

Sil'on exprime, au moyen des équations précédentes, la fonction H
par ¢ et les nouvelles variables «,, a,,..., &, 45 Base--5 Br, On aura entre
ces derniéres des équations différentielles précisément de la méme
“torme que les proposées, savoir :

dx, . dH da, dH da, dH

e T T aB’ A~ T &g’ & T T ap,
@ dp, __ dH dp. _ dH dp, _ dH

ar Iﬁ ’ e — d—az’ i di (la_

Démonstration. Si Ton ne suppose aucune forme particuliere aux
équations qui lient entre elles les nouvelles et les anciennes variables,
on aura, en général, pour déterminer la variation des nouveaux élé-
ments, les équations connues

T dt=[a,, B]dB, + [a,, 7] doy + [, f] df, + ...

(8) .dﬁ.-dt_ [ors Bi] day + [ B4, ] daa“‘[pnﬁn] dfs, +
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les symboles [a,, 8], [@, @,], etc., ayant leur signification ordi-
naire, c’est-a-dire qu’on a, par exemple,

[ | = 4 db,  db, da, _ da.db,  db, da,
o Bl = 4B, da, 4B, | da, dB,  de, dB,

Nous avons maintenant & faire voir que si les nouvelles variables
04y Bis %as Paseers Ons Ba sODL liées aux anciennes a,, b,, a,, bs,..., ay, b,
par les équations (6), les équations (8) se réduiront & la forme des
équations (7); or, pour cela, il suffit évidlemment de prouver que 'on
a les équations suivantes :

[anﬁa] =1, [aza ﬁz] =1, [“s;ﬁs] =1,...,

[ais @3] =0, [y, 2] =0, [a,, Ba] = 0,....

Prouvons, par exemple, que 'on a [eey, Bi] = 1.

Dans ce but, nous formerons d’abord les différentielles de ¢ par
rapport & a, et f3,. ¢ est primitivement une fonction des variables
Dy, Gayeey Opy @qy Bayeeey @, MAlS NOUS SUPPOSONS, en prenant les dif-
férentielles, qu'on regarde a,, a,,..., a, comme des fonctions de «,,
Dlgyerrs Omy PBus Baseors Bn données par les équations (6). En désignant par

C—“') la différentielle de ¢ prise par rapport a la variable a,, en tant

@y
quelle entre explicitement dans la fonction, nous aurons les deux
équations

L (1) Dda Dl 44 day

de, =~ \da, da, ;l:‘ da, da, - E;,, da,’
ay _dyda  dydae,  ~ dyda,
dB,~ da,dp, ' da,df, ' " da,dp,

Mais, en vertu des équations (6), on a
d d d

da, da, — dx, -

donc les équations précédentes deviennent

%" =B, —b, ;’;i - b,j_j‘: —_— b,,g’-",
dy _ da, da, g day
R T b3
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Maintenant, si Von différentie la premiere des équations précédentes
par rapport a 3,, la seconde par rapport a «,, et quon égale les deux
b, d*a, b da,
truisent dans les deux membres, il reste précisément [, 5,] = 1.

résultats en effacant les termes analogues a » qui se dé-

On prouverait de la méme maniere que I'on a

[otas Ba]l =1, [ag, Ba] = 1,0

Si, d’un autre coté, on considere les quantités [a,, a,}, [, £.],..., on
voit tout de suite pourquoi, en appliquant le mode de démonstration
précédent, ces quantités sont nulles et non pas égales a 1. C'est que,

Lo dy dy . . . N
p -+, L i n nduire a l:
par exemple, dans les quantités & dm dv doivent conduire a la

quantité [, a,], les termes £,, 8, étant différentiés par rapport a «,,

il

dy . .
r, sont nuls, et dan ==, qui doivent donner les termes
7, sont nuls, et da Sd{ﬂ. A qui doivent [ B, B2], les terme
analogues a f3,, %, ne se trouvent pas.

La proposition qui doit nous servir de lemme peut étre considérée
maintenant comme complétement démontrée.

Revenons au théoréeme, dont la démonstration est notre objet
principal.

Lorsque les éléments variables sont les valeurs initiales des coor-

I3 v el ALy mdl‘
données a,, a,,..., a,, et les valeurs initiales des quantités 0
[¢
mdy dési : b b ] , tion .
—— " que nous désignerons par — b,, — b.,..., les équations qui

déterminent les variations des éléments ont, comme nous 'avons
déja remarqué, la forme simple que Lagrange leur a donnée; ce sont.
par excmple, les équations (5), dans lesquelles on aurait changé les
signes de b,, b,,..., ou, ce qui revient au méme, les signes des
seconds membres.

Pour que le théoreme que nous avons en vue soit démontré, il
suffit, d'aprés le lemme, de faire voir que des équations semblables
aux équations (6) lient les anciennes variables a,, b,, a,, b,,..., a,, b,.
aux nouvelles «,, §,, a0y, f3,,..., @, f,, obtenues comme il a été dit en
commencant.

Tome X11I. — Dicempre 1848. 51



hoa JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Or nous avons vu que les intégrales des équations (1) sont les
suivantes :
ade de doe
= Bis i Bay--- ac—t+m
et on sait, d’ailleurs, qu’on a les intégrales premiéres

d® _ mdr do _ mdy etc
dr — “dr ’ dy = dt ’ ’

Si I’'on fait dans ces équations ¢ = o, on devra remplacer x, 7, z,
mdzx  mdy
At T dr
— b,; O deviendra alors une fonction de Ayy Qgyeuny Oy gyuney Lpyy Ui

et 'on aura les équations

»--2» par lears valeurs initiales a,, a,,..., a,, — b,, — b,,...,

de de do
d‘;‘l:ﬁn dT@:ﬁg’"" (‘IE—T:

de de de
CT(I—,:—I)‘, 2;22—&2,..., l_ia—,,:—b"’

c’est-d-dire précisément les équations (6).
Le théoreme est donc démontré.

1I.

Nous allons maintenant faire 'application du théoréme de M. Ja-
cobi au probléme des perturbations planétaires.

La regle que nous avons donnée plus haut pour obtenir les con-
stantes a, , f3,, a,, f3;, o3, 3, est la suivante :

Déterminez une fonction © de x, 7, z qui contienne, outre la
constante qu’on peut toujours lui ajouter, les trois constantes A, B, C,
et qui satisfasse identiquement 4 I’équation aux différences partielles

" de\? de\? de\?
&)+ (&)~ (&) =0,
puis formez les équations

de de de

— A T —PR =
__A’dr“m dC

A =ttt

A.B,C, A’, B/, 1 seront les six constantes demandées.
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Supposons que, dans I'équation précédente, x, ¥, z soient rem-
placées par d’autres variables tellement choisies, que Véquation aux
différences partielles ait une forme analogue a celle quelle avait
d’abord, c’est-a-dire qu'elle soit de la forme

de\2 de\?2

P@) - p ()

Si I'on obtient une fonction © de p,, ¢,, ps et des constantes arbi-
traires A, B, C satisfaisant identiquement 4 I'équation précédente, il
est clair que si, dans I’expression de @, on met 4 la place de p,, g, g,
leurs valeurs en x, y, z, on aura une solution convenable de Péqua-
tion différgntielle proposée. Mais, au lieu de remplacer d’abord dans ©
Pis P25.--» par leurs valeurs en x, Y 3, il est évident qu'on peut

prendre immédiatement les différentielles par rapport 2 A, B, C,
sauf a imaginer qu’ensuite, dans

Ps (%) = 2 (U + Q).

de
= I, R:t+r,

de / de
a =% Ip

f1y pu> ps solent remplacées par leurs valeurs en x, ¥, z. Le dernier
changement de variables que nous venons d’indiquer n’est point d’ail-
leurs nécessaire; nous n’en avons parlé que pour la clarté de expo-
sition. Ce qui importe seulement, c’est de bien savoir quelle est la
signification des constantes A, B, C, A/, B, t: c’est une question sur
laquelle nous reviendrons bientot.

Il nous faut maintenant choisir notre systéme de coordonnées. Celui
qui se présente naturellement a esprit est le systéme des coordonnées
polaires dans I'espace qui satisfait a cette condition, que I'équation
aux différences partielles ait une forme analogue i celle qu’elle avait
d’abord.

M. Liouville, dans un cas tres-général de la fonction des forces. a
fait connaitre une solution © exprimée au moyen des coordonnées
polaires dans 'espace. Dans son Mémoire, cette solution © est déduite
d’une autre beaucoup plus complexe, qui est exprimée en coordon-
nées elliptiques. Mais comme, dans ma These sur le mouvement d’un
point matériel attiré par deux centres mobiles, j'ai obtenu, pour une
certaine expression de la fonction des forces, une solution © exprimée

51..
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en fonction des coordonnées elliptiques dans un plan et de 'angle de
ce plan avec un plan fixe, il m’a paru convenable de déduire la fonc-
tion @, dans le cas des coordonnées polaires, de celle que j’avais déja
trouvée, et que je vais rappeler. :

La fonction O dont il s'agit est la suivante :

6 — fd \/Ac’+BP+2CP+2f _*_fdp\/—Ac’—BATsz:—&—zF‘u
(P—C C—-y.)

+J dy VA + z:f(qJ)

Pour introduire dans © les coordonnées polaires, savoir, le rayon
vecteur r, Pangle ¢ du rayon vecteur avec I'axe de z, 'angle ¢ de
Paxe des x et de la projection sur le plan des 2y du rayon vecteur, il
v a principalement 4 considérer le terme

— Ac* — Bp? —20;1.‘—'—21"‘((/.
fd‘u \/ GRS

sur lequel porte toute la difficulté.

En effet, pour passer du syst¢me de coordonnées dans lequel est
exprimée la fonction © précédente au systéme des coordonnées po-
laires, il suffit de supposer que I'un des centres fixes auxquels se rap-

» =
du point attiré aux deux centres) vienne se confondre avec ’autre:
c'est ce qu’on exprime en faisant p = r, p. =0, ¢ =o.

j

’ ’ .
portent les quantités p = I+r - (r et r' étant les distances

Le premier terme de © devient alors, .en y faisant ¢ = o, p =,

f‘j—wncr* Bt a0,

et le dernier terme reste tel qu’il était. Pour calculer le second terme,
écrivons-le sous la forme

f /—%‘—-B—Fsz’—l—-zF—if—),
= ‘

et cherchons la valeur limite de £ - pour g =0, ¢ = o. Pour trouver
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cette limite, calculons la valeur de r’ dans le triangle ayaut pour
cotés r, r', 2¢ et go — ¢ pour angle compris entre les cotés r et 20,
1ous aurons

r'=yr*4-4c* — fersiny,

puis
s yri 4 —hfersing — 2¢c—2rsinyd
s frned - >
¢ 2¢ V’r'-‘-+-4c’—4crsin«{.o+r
» - . |23 . .
et enfin, limite de £ = —sin ¢, et, par suite,
—at
(4 .
= dy.
/ 2 i

Ve
;

Introduisons ces valeurs dans le second terme mis sous la forme que
nous venons de lui donner, nous aurons, pour ce second terme

d- R
_f;i.ﬁ%v_A——Bsm2¢+2x(\qa);

v

la valeur complete de © devient alors, comme M. Liouville I'a trouve
d’une autre maniere,

dr

ay _ _—
sinvup V— A —Bsin®U + ayid

6=

r:

VBr2 + o Cr* + of (1) —f

+ [ dy yA + 211 (p).

Quant a la fonction U qui doit accompagner cette valeur de ©, on
peut la déduire aussi de la fonction U qui accompagnait notre an-
cienne valeur de © en mettant cette derniére fonction U sous la forme

: F(u) . | T @)
B flp) o ) g el L)
L c? c? ot
U= T
S (et — e

et passant a la limite, on a

U= sin‘-‘-@ﬁf;%—"d(“‘*‘":HW‘_

risin® 4
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St Pon fait
Sy =rfi(n,
fa valeur de U prend la forme plus simple
. AN Y) -+ (g
U = ./4 (r) + X(Pz)sin'z ,‘P((P :

On aurait pu, du reste, arriver directement aux valeurs précé-
dentes de U et de © par la méthode qui a conduit aux valeurs plus
compliquées dont nous les avons déduites.

111.

Il faut maintenant appliquer les nouvelles valeurs de 8 et de U au
probléme :des deux corps. U étant égal, dans le probléme dont il

s’agit, a §, on aura

S =5 su=g0 x@W=o N =o,

et, par suite,

C (dr dy ———— —
G):fT'\/Q(Jr‘—i—Qgr--o—B-f nz\\-—A—Bsmﬂp—k.[d(gyA.

si

Formant maintenant les équations

de ,  de . d®
—_— = —_— = —_— = 1 -
a=A m=b + T
an aara
" d ® odh
9 ’ f -+ . _4’ === = A,
" J2va 2sin \/-——A—Bsm’\p
. ” d) " sin 4
10) ’ — ___—!—f—f-—_ J’. = =B,
y 2r\/2Cr’+2gr+B J2¢¥— A —Bsin®
? rdr : 4
BN T s
Vo J¢2Cr"+2gr+B !
ou bien, en différentiant,
. . yAd
I\I‘Z) d? = V ‘l’

sing y — A — B_gi—nf—ap’
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Iy dr sin d
'\[ 3» — v ,
ry2Criv-2gr+B YA Bsin’d

rdr

R ————v———SY llt.

V2Cr+ 2gr+ B
On aurait pu aussi obtenir les formules précédentes sans passer par

le calcul d’'une nouvelle fonction 8. 11 etit suffi pour cela d’introduire

dans les formules du probléme des centres mobiles les conditions

k=o, g'=o0,c=o, v =o, §:~simp.

Le calcul, fait de cette maniere, confirme pleinement d’ailleurs celui
que nous venons de faire.

Iv.

Nous pourrions faire voir dés maintenant, par les équations ;12).
'13) et (14), que le principe des aires a lieu, que la courbe est plane.
et qu'elle est une section conique; mais, la question importante étant
de trouver la signification des constantes A, B, C, A’, B, 7, nous
allons nous occuper immédiatement de cette question, et celle d'in-
terpréter les équations (12), (13) et (14) se trouvera résolue en meéme
temps.

Pour trouver la signification des différentes constantes arbitraires,
nous allons comparer nos formules aux équations connues du mouve-
ment elliptique auquel nous voulons nous borner. On voit d'abord
immédiatement ce que représente la constante C; car puisque, d'un
cOté, nous avons posé

on aura

I IRTRRERT
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Pour trouver la signification des constantes arbitraires B et 7, nous
comparerons a I’équation connue du mouvement elliptique,

L = dt.
Forrr K —_— : ’
Ey/e (=)
Peéquation (14, mise sous la forme
d .
il e = L,
— / B ! r‘)'—'
R
On voit que l'on peut poser
I+ — = ef
gﬂ
d’ou
B= wgait —e%,

cest-a-dire quau facteur pres — g, B représente le demi-parametre.
Quand on a remplacé B et C par leurs valenrs dans Véquation (1 1),
cette équation devient identique a celle du mouvement elliptique

rdr
t + 7=

D

— 7 e
a e — 11— -
Ve \/ a)
Donc © peut étre considéré comme représentant le temps du passage
par le périhélie.
Pour obtenir la valeur de la constante A, multiplions membre 2
e

membre les équations (12) et (14), puis divisons membre 4 membr
cette nouvelle équation et 'équation (13); il viendra

. d -
.2 2 ? — A
rism*y o= VA,

ce qui donne le principe des aires appliqué i la projection de la tra-
Jectoire sur le plan des xy, et, par suite, a 'orbite elle-méme, en
admettant, ce qui résulte, du reste, de nos formules, que l'orbite est
plane.

_ Le double de laire décrite dans 'unité de temps sur le plan de
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lorbite par le rayon vecteur étant égal a yga {1 — €%., nous aurons.
‘en représentant par y I'angle du plan de 'orbite avec le plan des xy-.

\,"X = \,'gT(? (1 — _ei) cos 7y,
ou

A =ga(1— e*) cos®y.

Pour obtenir maintenant la valeur de B’, nous allons déduire e
nos équations 'équation polaire de Pellipse. En désignant par § Pangle
fait par le rayon vecteur avec la ligne des noeuds. nous aurons.
d’apres le principe des aires, I'équation

P > 1eq

L 3
L8 WA
P® — = Y
dt cos

ou bien, en mettant a la place de vA sa valeur précédemment trouvee
. d
.2 2 9
resm* g s
sin® y dp = cos yd§.

Substituant maintenant pour dgp sa valeur tirée de Iéquation {12, et
indiquant I'intégration, on aura

w

§.cos —fj—————sm\l’dq‘ —
=) VA= seny

puis, si Fon met dans Péquation (10), §.cos 7 a la place de Vintégrale

sin 4 di
V—A _—Bsin*y

- . . - o . .
qu on peut supposer prise entre les limites ¢ et =) il viendra

f dr 4 ,
— —+ == 2B,

rY2Cridogr+ B \ga(t — e

ou bien

T -

U—ed —_r

f /vh_.__.ga\l el =aB yga{1—e*) — 6.
ryzCrf—i—zgr-i—B

Or cette équation devient identique a Féquation polaire de Pellipse .

Tome XIlI. — Drcemsar 1848. o
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en remettant pour B et C leurs valeurs. On voit ainsi qu’on peut sup-
poser que 2B yga (1 — %) est la longitude du périhélie, et, par
conséquent, qu’au facteur 2 g prés, B est la longitude du périhélie
divisée par la racine carrée du demi-paramétre.

I nous reste a trouver la signification de la constante A’. Or cette
constante nous est donnée immédiatement par 'équation (11), mise
sous la forme

<9

¢ — A — Bsin*y

car il suffit de supposer que la constante 2 A’ yA est la valeur de z

o . . . . -
pour ¢ = —» c’est-a-dire la longitude du nceud. Ainsi, au facteur

pres 2 yg, la constante A’ est égale 4 la longitude du nceud divisée
par le produit de la racine carrée du demi-paramétre et du cosinus
de P'inclinaison.

I

Remarquons, en passant, que ’équation (12), aprés qu'on y a rem-
placé A et B par leurs valeurs précédemment trouvées, peat s’écrire

— @ :
dqo osin g ytang'y — cot* § )

et, en intégrant, on a
cot ¢ = tang ysin (p — A},

k étant la longitude du noeead.

‘L'équation précédente peut étre considérée comme I’équation d’un
plan qui fait un angle y avec le plan des xy, et dont la trace sur ce
plan fait avec I'axe des « un angle k. Nous voyons maintenant que la
courbe est plane, comme nous 'avions supposé dans les calculs précé-
dents, et en méme temps nous avons une vérification de la détermi-
nation de nos constanies A et B,

Concluons 1aintenant comme résultat définitif de notre travail ,

que les ¢léments dont nous pouvons déterminer les variations par des
équations de la forme des équations (3), sont :
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L’axe inverse, le temps du passage par le péribélie, le demi-para-
metre, le demi-parametre multiplié par le carré du cosinus de I'in
clinaison, la longitude du périhélie divisée par la racine carrée du
demi-parameétre ; et, enfin, la lengitude du neeud divisée par le pro-
dnit de la racine carrée du demi-parametre et du cosinus de I'inch-
naison.

M. Jacobi trouve des eléments un peu différents des notres. Ce sont
les suivants :

L’axe inverse , le temps du passage par le périhélie, la racine carrée
du demi-parametre, la racine carrée du demi-paramétre multipliée
par le cosinus de I'inclinaison, la longitude du périhélie et celle du
neeud. Mais on peut, sans difficulté, déduire 'un de Pautre les deux
svstemes d’équations correspondant aux deux systemes d'éléments.
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