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NOTE
SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. J.-A. SERRET.

On sait, d’apres le beau théoréme de M. Gauss, que si Pon fait
éprouver 4 une surface une déformation quelconque, le produit des
rayons de courbure principaux conserve en chaque point sa valeur;
d’ou il suit en particulier que les surfaces développables sur la sphére
Jouissent de la propriété, que le produit de leurs ravons de courbure
principaux a en chaque point la méme valeur.

Les travaux récents de MM. Liouville et Bertrand sur le théoreme de
M. Gauss ont attiré mon attention sur ce sujet, et j’ai entrepris d’étu-
dier 'équation aux dérivées partielles des surfaces dont les rayons de
courbure principaux ont un produit constant. Jusqu’ici mes recher-
ches ne m’ont conduit 4 aucun résultat satisfaisant au point de vue de
la géométrie ; mais j’ai trouvé une solution de I’équation anx dérivées
partielles dont je viens de parler, solution qui contient une fonction
arbitraire et qui ne représente que des surfaces imaginaires. Cette so-
lution est assez remarquable en ce sens qu’elle se présente comme une
sorte de solution singuliére de Véquation aux dérivées partielles; je
pense faire une chose qui sera agréable aux géometres en publiant ici
ce résultat.

Conformément 4 'usage adopté, nous désignerons par x, y, z les
coordonnées rectangulaires de la surface, par p et ¢ les dérivées du

. dz dz d'z d*z dg
premier ordre & & parT s, ¢t celles du second & Tl o
Péquation que nous allons considérer sera alors, comme chacun sait,

(1) a’(rt — s*) = — (1 + p* + ¢*)?,

a désignant une constante réelle ou imaginaire.
Tome XIII — Noveusre 1848.
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Nous emploierons la transformation connue de Legendre et nous
poserons

(2) U==pr+ qy — z;
prenant alors p et ¢ pour variables indépendantes, on aura

du _ du

{3) = = -
\%, X dp’ ¥ dq
et
(4) d*u ¢t d’u __ — d*u r
dp* st dpdg rt—st’ -(7(7; T r—s
d’ou
(5) d*u d'u d'a\2 1
dp* dq* dpdg T on—s?’

les équations (2) et (3) feront connaitre z, y et x en fonction de p
et g, des que la valeur de u sera connue. Enfin, & cause de 'équa-
tion (5), I'équation proposée (1) devient

2?

dt!u d!u ‘d2u 2—_— ﬂ’
T p)

dp*dgt " \dpdq

ou

/

d*u d'u __ [d’u a » “d*u + a
dpdg T (dpdq TP+ (d["l’l 1+p+q)’

et résultera de I'élimination de la quantité X entre les deux suivantes :

d*u du " a —0
6) dpf T dpdg U vHpiaqt T
‘ d3n diu al — o

iy dg T irp e

Diftérentions ces équations, la premiére par rapport g, et la seconde
par rapport a p; on aura

. du d*u dl d?n 2aq
e andr T @ ot T kg g O
dp'dg  dpdq  dy dpt (14piqY)
d
a—-
du d'u dx du dp 2ap)

B S i -0
" dpidg dp dg? + dp dpdg 14 p' 4 ¢ (1+ p'+ ¢°) ’
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et, en retranchant,

. d)
) drd'u  d\ diu “ap 2aig—p)) __
7 dy dp*  dpdpdg  1-4-pqt (14pibg) T

Des équations (6) et (7) on peut tirer les valeurs des trois dérivées
d'n d'u d'u

{{PE, dp—dq, Fq—;; savolir,
d)
A 2a—- )
fdX d)«) d*u dp - 2a(qg—ph)
\dg — “dp) dp T vwprag T Lpig)
d) )\d).
(8) { (> )d;) re \agTrap | 2adly—pi)
dg — "dpldpdg T Tawpiaq T i pq)
)\d?.
: 2a)—
. Ay dtu “ dg 2 a3t (q —pi)
Vg T 1717) dg* T i+piaqt | (P g

On voit que si A était connu, u le serait aussi, puisqu’on connaitrait
sa différentielle seconde d*u. La quantité ) dépend d’une équation du
deuxi¢ie ordre que nous nous dispenserons de former, et qu'on ob-

tiendrait aisément a Vaide des équations (8); il suffirait, par exemple,

. o d’u d*u
de tirer des deux premieres les valeurs de —— et ——
dp? dpdg

1 d*u d d'u

L e . ¢
semble les valeurs de leurs dérivées i et prp

Remarquons que les équations (8} deviendront illusoires, pour
toute valeur de » qui satisferait a Uéquation

- et dégaler en-

o d

\ b,
(9’ dq Cdp ©

Or je dis qu’une pareiile valeur de ) peut correspondre a une solu-
tion de notre équation aux dérivées partielles. Ceci ne peut arriver i
moins que les seconds membres des équations (8) ne soient nuls, c’est-
a-dire 4 moins que I'on n’ait

dr. -

T

(10)

Il est tres-remarquable qu’on puisse satisfaire aux équations (g’

46..
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et (ro) par une méme valeur de %, d’ou il suit que les équations (8)
seront alors vérifiées d’elles-mémes; en effet, I'intégrale générale de
Péquation (g) est
p+ig=10(d),
® (1) désignant une fonction arbitraire. On en déduit
d) I

-5

dp " dy
ﬁ—q

. . . . di
et, par suite, I’équation (10} devient, en remplacant p et 2 par leurs

valeurs,
(l—l—qu—-)_cp%) +q[(r+l’)j—§ —lgo] = o.

Pour que cette équation ait lieu quel que soit g, il faut que l'on ait a
la fois

dy __ 2 4o —

(11) 1+¢'—dox==0 et (1+2) 7 —lp=o.
En éliminant %2 des équati

n éliminant — des équations (11), on a

1+ M +g¢*=0, dou ¢A)=y—1—122,

et I'on s’assure aisément que cette valeur de ¢ (1) satisfait & chacune
des équations (11).

Si donc on pose
(12) p+2ig=y—1—2,
les équations (8) se trouveront vérifiées d'elles-mémes, et I’on pourra
dés lors intégrer les équations (6) qui sont linéaires et du premier

.1 .4,  du o du
ordre chacune, si I'on y considére pe dans la premieére, et % dans la

seconde, comme la variable principale.
Examinons d’abord la premiére des équations (6), et considérons

d . . ez .
% = x comne fonction des quantités q et X; p est alors une fonction
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de g et de 2 définie par I'équation (12): on a
d'u _ dx d)
dpt T A dp’
d*u _ dr d) dx
g~ Dy
Par suite, la premiére des équations (6) donnera, en ayant égard a
I'équation (g),
dx a —a
_— = jromy Y
dq  1+p+q G qqf—1—n)
d’ott en intégrant, et désignant par ¢ une fonction arbitraire,

(13) x:\/:T:—);():q\/—:r;_xZ)+qJ(A)'

On considérera pareillement, dans la deuxiéme des équations (6},
du

7q = ¥ comme fonction des quantités ¢ et X; on aura

du __ dy d)
dpdg ~— dx dp’
d'u  dy d) dy
-Zq—" — da dgq dg
La seconde des équations (6) devient alors

fil— al _ —al
dg " 1+p+q T gy —1—2)

bl

d’ou, en désignant par ¢ une fonction arbitraire,

(14) 7= e g ().
\/—1——)30—%!]\/——1—)”)
Les fonctions ¢ et ¢ ne sont pas toutes deux arbitraires et dépendent,
comme on va le voir, 'une de Vautre, 4 cause que x et ¥ doivent
étre les dérivées partielles d’'une méme fonction de petq.
On a
du= xdp + rdyg,

et, a cause de I’équation (12),

dp = —dg — LFIV_I=F 5

\/;l—l’ !
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A{YOU
dtgy—1—2
\/—— I— A2

¢t, eu wmettant a la place de x et y leurs valeurs tirées des équa-
tions (13) et (14),

di =3 (3) —2¢ (V)] dg + 2L AV Z1—R oy

l—f—)‘2 \/_]_)‘2

di = (y — Ax)dg — xdl.,

_adr \/.)_\p.(:)w dh — {qy (3) dr 4+ [2p () — ¢ (0)] dy.

[ - A2

Les deux premiers termes de cette valeur de du sont des différentielles
exactes, et pour que le troisieme le soit, il faut et il suffit que 'on ait

M) =" (A),

o’ et § désignant les dérivées respectives de ¢ et ¢; si donc F () dé-
signe une fonction arbitraire, on pourra poser
V) =FQ), ¢()=2r"1)—F(),
et on aura
ad) FF'(2)

du::+1f_v_1_ — [qF"(A)dx + F(})dyq],

et, en intégrant,
AP ()

u= — qF(}) + a arc tang A fd__d)..

Entin, on déterminera z par I’équation
z2=px-+qy —u,

et, en résumé, on aura les valeurs suivantes de x, y, z:

f a
= — F'(}),
* \/—I‘—V(l+f1v"-—l-—l“)+ *)
al
+ AF'(A) — F(3),
('5) J = V—-!—X’(l—-i—q\/—l— ) ) ( )

_— AF/ (3 d
4 tang ) TI—=RF () 4 | A A
PR i aarctang A +y—1 (A) Visers®

i
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Ces équations (15), qui renferment une fonction arbitraire F(x).
constituent une solution de Véquation aux différentielles partielles
proposée. Elles appartiennent 4 une surface réglée imaginaire,, car on
obtient, par I'élimination de g, les deux suivantes :

ry=itx—TF(Q}),
(16 —_— ()
4 'z:x\/—q—n_aarctang)\—+—f3/f—0:)l—;’
L — g —

qui sont celles d’une ligne droite.
On peut débarrasser les formules (15) ou (16) du signe d’intégration
Si 'on pose

FO) =0+R)V—1—22"(0) —ay—1— 2,

J7(}) désignant la dérivée d’une fonction arbitraire JS(2), les équa-
tions (16) deviennent

F=Arbay—1i—R — (14T,

(17) -
2= —1— 2 —ak + ) (1433 [ () — /0.

Si 'on change x et y en xy— 1 et ¥y v—1, les equations (17) de
viennent -

(18) F=Axayi+ 0 — (137 (),
z=—aVi+ 2 —ak -+ A(+22 ) — f(3),

et les équations (18) constituent une solution réelle de Féquation aux
dérivées partielles suivante:

@ (1t — ) = — (1= p* — .

La surface imaginaire représentée par le systeme des équations (15
ou (16) ou (17) jouit donc de la propriété que le produit de ses deux
rayons de courbure principaux est constant en chaque point: mais,
ce qui me parait trés-remarquable, c’est que ces deux ravons de
courbure soient eux-mémes constants en chaque point et égaux entre
eux; autrement notre surface a, comme la sphére, la propriété que
tous ses points sout des ombilics.
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Eu effet, en différentiant par rapport a a et y P'équation
P+Ag=v—1—02,
et ayant égard aux équations (15) et (16), on a

0+ g V=T— )

2
2

R
a
s 4+t — eV =Ry
n
d’ou
(19) t)? + as) +r=o0;

d’ailleurs 1’équation entre p, g et X peut se mettre sous la forime
(20) (1+ g )N +2pgh—+ (1 + p*) =o0.
Eliminant X entre les équations (1g) et (20), on trouve
[(t+¢¥)r—2pgs+ (1 +p)tP —4(1+ p*+ ¢*) (rt — s%) = 0,
ou, en désignant par R et R’ les denx rayons de courbure,
(R — R/ = o.
Il est assez curieux que cette surface imaginaire, qu'on pourrait

considérer comme connue, puisque Monge a donné Vintégrale com-
plete de I’équation

R=PR,
se soit présentée comme une véritable solution singuliére de I'équa-
tion
RR’ = constante.



