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DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE STATIQUE;

Par M. C. JOUBERT,

Eléve de I'Ecole Normale.

Avant de donner I'énoncé de ce théoreme, ['en rappellerai un autre
qui w’y a conduit, et que voici :

« Quand on applique 4 tous les éléments d’une surface fermée quel-

R
» 7 désignant la surface de 'élément auquel la force est appliquée, R
» et r les rayons de courbure principaux de la surface, toutes ces
» forces se font équilibre. »

. . I 3
» conque des forces normales proportionnelles au produit do (— +;) :

Pour le démontrer, souvenons-nous d’abord que des forces appli-
queées a tous les éléments d’une surface fermée quelconque, dirigées
suivant la normale, et proportionnelles aux surfaces de ces éléments,
se font équilibre.

Cela posé, considérons sur la surface proposée un élément dz, au-
quel nous appliquons une force Pds, P désignant un facteur constant.
Si, par les ditférents points de la surface, nous menons les normales,
et si nous prolongeons chacune d’elles vers l'extérieur d’une méme
longueur ds, le lien de ces extrémités sera une seconde surface ayant
les mémes normales que la proposée. A V'élément ds de la premiére
surface correspondra sur la seconde un élément o', déterminé par 'in-
tersection avec cette derniere des différentes normales menées par les
points de contour de I'élément do. Appliquons de méme a I'élément /o’
une force normale Pds’, mais contraire 4 la force Pdz. Nous faisons la
meme chose pour tous les éléments des deux surfaces.

Toutes les forces appliquées 4 la premiére surface se feront équilibre.
d'apres le théoréme cité en commencant: il en sera de méme des
forces appliquées a la seconde. Si nous composons ces forces entre
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elles, leurs résultantes se feront encore équilibre. Or les deux forces
Pds’ et Pdo donnent une résultante égale a leur différence P (do’ — d7),
§ue nous pcuvons supposer appliquée a Pélément do et dirigée suivant
la normale. Nous faisons la méme chose pour tous les éléments cor-
respondants des deux surfaces; et les forees P (do’ — do), appliquées
a la premiére, se feront équilibre.
Or il résulte d’une formule démontrée par M. Bertrand, dans un
Mémoire sur les surfaces isothermes orthogonales, que la différence
' — do des deux éléments correspondants peut se mettre sous la

forme dods <II{ + %) La démonstration de cette formule y est pré-

sentée a peu prés dans les termes suivants :

Quelque petit que soit 1'élément do, nous pouvons toujours le
concevoir décomposé en une infinité de rectangles infiniment petits
par rapport a lui-méme. Supposons ces rectangles déterminés par les
lignes de courbure; les deux surfaces ayant les mémes normales, les
lignes de courbure se correspondent, et a chaque rectangle ABCD,
formé par quatre lignes de courbure sur la premiere surface, corres-
pondra un rectangle A’R'C’IY sur la seconde. Posons

AB = o, AC=2j,
A'B =a+da, AC =+ dp.
[.es droites A’A, B'B sont normales A la premiere surface, et vont se

rencontrer en un point O 4 une distance R du point A et R + ds du
point A’. Nous aurons donc, dans le triangle A’B'O,

«+doia i R4+ds: R,

donce
ads
dot = 5
et, de meéme,
__ pas
df = —>

et, par suite, le rectangle A’B'C’'D’ sera

o i) (5 df) = o 1+ 5 + %),
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Ainsi donc, en passant de la premiére surface & la seconde, les rec-

tangles augmentent proportionnellement 4 la somme -+ ~:il ensera
R r

donc de méme des éléments correspondants, et nous aurons
de’ — doe = dods <l -+ 1)-
R r,
En remplacant ds’ — dz par cette valeur dans 1’expression de la force

R
appliquées a tous les éléments de la premiére surface, se font équilibre,

. I Al 7 14 ! l
appliquée a I'élément do, nous voyons que des forces Pdods (- + ;)v

et ces forces sont précisément propo'rtionnelles au produit do (%‘ - %) s
de sorte que le théoreme énoncé se trouve démontré [ *].

Le théoréme, bien connu du reste, dont je viens d’indiquer une
démonstration nouvelle, telle qu'elle a été donnée par M. Bertrand
dans ses Conférences 4 I'Ecole Normale, m’a conduit au snivant:

« Si on applique & tous les éléments d’une surface fermée des forces
. s . ds L :
» normales proportionnelles & I'expression 0’ de désignant toujours

» la surface de I'élément, R et r les deux rayons de courbure de la
» surface, toutes ces forces se font équilibre. » .

Considérons toujours les deux surfaces dont il a été question dans
la démonstration du théoréme précédent; appliquons a 'élément de
de la premiere surface une force normale représentée par

° 1 1
Pdc (ﬁ - ;) ’
et a I'élément correspondant de la seconde, une force

PdG’( . -+ ! >7

R - ds r+ds

normale, mais contraire i la précédente. Faisons la méme chose pour
tous les éléments correspondants des deux surfaces.

7*] Une démonstration analogue prouverait que des forces appliquées A tous les eiv-
. s
ments d’ane caurbe plane fermee, dirigées snivant la normale et proportionnelle: .1

tels désignant P'“lement de are et p le rayon de courbure), se font equilibre.

3.
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D’apres le théoreme précédent, les forces appliquées a la premiere
surface se font équilibre, et, en faisant attention que R + ds et r + ds
sont les rayons principaux de la seconde surface, nous voyons qu’il en
est de méme des forces appliquées a cette derniére. Si nous composons
ces forces entre elles, leurs résultantes se feront encore égnilibre: or

1 1 ; I 1
les deux forces Pdc (ﬁ—f— ;_—) et Pds <R+ds+ r+ds>

) composées
entre elles, donnent une résultante égale a leur différence

’ 1 1 1 I .
Pdo (R+ds+ r+ds> — Pds <ﬁ+;->y

en remplacant do’ par sa valeur
do + dods (l + i);
R r
cette différence devient
1 I I 1 I k) 1 1
Pda (R+ds tIrE TR ?) + Pdods <ﬁ+ 7) (P._;- & r+(zs>'

Réduisant et négligeant les quantités infiniment petites du quatrieme
ordre, I'expression de cette force deviendra

I
| 2 Pdods o

Cette force 2 Pdods - peut étre considérée comme appliquée a 1’élé-
Rr

ment do de la premiére surface. Nous pouvons faire la méme chose
pour tous les éléments correspondants des deux surfaces. Ainsi donc

les forces 2 Pdods —» appliquées a tous les éléments de la premiére
Rr

Y ey . . d
surface, se font équilibre, et ces forces sont proportionnelles a le

G.
R"_r-

théoreme énoncé se trouve donc démontré.




