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RECHERCHES

SUR LA

THEORIE MATHEMATIQUE DE I’INDUCTION,
Par F.-E. NEUMANN,

Professeur & 'Université de Keenigsberg.

(Lu 2 PAcadémie des Sciences de Berlin, le 27 octobre 1845.)

Traduit par M. A, Bravas.

Lorsqu'une résultante magnétique ou électrodynamique, appliquée sur un élément
&’un conducteur, vient & changer de grandeur, il se développe dans cet élément une
force électromotrice qui, dans le cas ou il appartient & un circuit fermé, fait naitre
dans ce circuit un courant électrique connu sous le nom de courarnt d’induction, cou-
rant induit. Nous supposerons que la rapidité avec laquelle varie la résultante consi-
dérée soit notablement moindre que la rapidité avec laquelle le courant induit se dé-
veloppe, de sorte qu'a un instant donné, le courant induit puisse ¢tre considéré comme
conservant la méme valeur pendant un laps de temps a la vérité trés-court, mais suffi-
sant pour que les lois de Ohm soient applicables. On voit que cette restriction range
dans une catégorie A part les courants induits développés par des décharges ¢lectriques;
ainsi les considérations qui vont suivre ne leur serout pas applicables.

L’élement induit peut étre filiforme, lamellaire, ou de forme quelconque. Dans le pre-
mier cas, l'induction sera dite lindaire , et c’est 'examen de ce cas particulier qui forme
le but du présent Mémoire. I} est d’ailleurs plus simple & traiter que les deux autres,
puisqu’ici la route que doit suivre I'électricité est déja définie , tandis qu’elle ne Pest pas
d’avance, lorsque le conducteur est étendu suivant plusieurs dimensions. J'examinerai
les lois relatives 4 ce dernier cas, dans un second Mémoire. Je ne parlerai pas non plus
des courants développés par le changement de forme des conducteurs, ni de la réaction
exercée par le courant induit sur le courant inducteur ; mais les principes nécessaires
a la solution de ces nouvelles questions ne différent pas de ceux que nous allons déve-
lopper [*]. ’

{*] L'auteur place ici un résumé que le traducteur a cru deveir renvoyer a4 Ia fin du Mémoire,
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§ 1

Pour déterminer la direction qu'adopte un courant induit, Lenz a établi la loi sui-
vante : « Lorsqu’un conducteur métallique se meut dans le voisinage d'un courant
» électrique ou d’un aimant, le sens du courant induit doit étre tel, qu’en le supposant
» établi dans ce conducteur, au repos, il détermine le circuit induit 3 se mouvoir
» dans la direction opposée i celle du mouvement primitif, ce mouvement primitif
» et son opposé étant supposés étre les seuls dont le circuit induit soit susceptible. »

On sait, d’autre part, que « I'induction qui se produit alors, dans un temps trés-
» court et déterminé, est proportionnelle A la vitesse avec laquelle se meut le conduc-
» teur. »

En combinant entre elles ces deux lois, on peut obtenir une loi unique de 'induction,
comme je vais I'établir dans ce Mémoire. :

Et d’abord la loi de Lenz peut s’énoncer de la maniére suivante : « L’action électro-
» dynamique exercée par le courant inducteur sur le courant induit, étant décomposée
» suivant la direction du mouvement du circuit induit, est toujours négative (c’est-a-dire
» contraire & ce dernier mouvement). »

Supposons pour un moment que tous les éléments du circuit induit aient des vitesses
paralléles et égales 4 ¢: supposons que la composanie de I'action électrodynamique
suivant la commune direction du mouvement, le conducteur induit étant censeé par-
couru par un courant d’intensité 1, dont le sens a été arbitrairement fixé, ait la méme
valeur absolue pour chacun des éléments de ce conducteur; Ds étant la longueur d’un
de ces éléments infiniment petits, CDs sera cette composante commune : pour la lon-
gueur totale X du conducteur induit, toutes ces composantes se combineront en une
seule égale & C) que nous nommerons C'. Si I'intensité du courant induit est égale a 4,
Paction électrodynamique suivant la direction du mouvement du conducteur sera 4C’;
4 étant proportionnel 4 la vitesse ¢, on peut écrire

k=1Lo, kC =1LeC’;

ct puisque, d’aprés la loi de Lenz, la composante électrodynamique 4G’ est toujours
opposée au mouvement, LoC’ sera nécessairement une quantité négative.

On ne peunt déterminer 4 priori la quantité L qui est évidemment une fonction de la
composante €/ ; mais il résulte de la loi de Lenz que son signe change en méme temps
que celui de €', et la supposition la plus simple 4 faire consistera i éerire

L=——e¢eC.

Cela revient & admettre que 'intensité du courant induit est proportionnelle 3 la com-
posante électrodynamique suivant le sens du mouvement. Les conséquences de cette
hypothése prouvent, en se vérifiant, qu’elle est suffisamment exacte.

Ainsi Pintensité du courant induit sera de la forme

=Ly = — eoC’.
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En nommant / la résistance totale du circuit induit, qui est soumis, avons-nous dit,
aux lois de Ohm, on voit que la force électromotrice qui lui a donné naissance sera

1> — ev(l = — elo(C’;

les quantités ¢, / dépendant toutes les deux de la nature et de la forme du conducteur
induit, nous pouvons poser ¢/ = ¢ ; nous aurons alors pour la force électromotrice du
courant induit,

r
—e0C',

et si nous revenons i I'élément infiniment petit Ds, nous devrons remplacer C' par
CDs, de sorte que la force électromotrice ui réside dans cet élément aura pour valenr

— gCDs.

Or il est 4 peu prés évident que la force électromotrice développée dans chaque élé-
ment est indépendante de celle qui se développe dans I'élément voisin. Ainsi il devient
inutile de supposer que tous les éléments du conductenr induit sont animés de la méme
vitesse ¢, et soumis i la méme composante électrodynamique C; il suffit d’admettre
que ¢ est la vitesse de I'élément Ds, C la composante électrodynamique suivant la di-
rection de cette vitesse, pour le méme élément, et alors I'expression — «vCDs repre-
sentera la force électromotrice spéciale a I'élément Ds.

Ainsi la loi générale de I'induction pourra s’énoncer de la maniére suivante :

« Pour obtenir la force électromotrice qui s’établit dans Pélément Ds d’un conduc-
» teur qui se meut en présence d’'un courant, maltipliez une certaine constante e par
» la vitesse de cet élément, et par la composante, suivant la direction inverse de
» cette vitesse, de la force ¢lectromagnétique qu’exercerait le courant inducteur sur
» I’élément Ds, supposé parcouru par un courant d'intensité 1. »

En nommant EDs la force électromotrice élémentaire de I'élément Ds du circuit
induit, on pourra écrire

{1; EDs == — (CDs.

Faraday et Lenz ont montre que cetic constante e restait la méme, quelles que soient fa
forme et la nature du conducteur induit; ainsi sa valeur numérique dépend seulement
des unités adoptées pour la longueur, le temps et I'intensit¢ des courants. Cependant
certains phénoménes prouvent que I'induction n’est pas aussi instantanée que la cause
qui I'a produite, de sorte que la conslante e est, jusqu’a un certain point, une fonc-
tion du temps. Jéclaircirai cette partie de la question en traitant de 'induction dans
les corps étendus suivant deux ou trois dimensions: dans les conducteurs i petite
section , on peut se dispenser d’avoir égard & cette circonstance.

§ 1L

Dans un circuit fermé et composé de conducteurs linéaires, je désigne par s la dis-
tance d’une tranche de longuesr Ds A un point fixe de ce circuit pris pour origine

=
10.

Pt
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la force électromotrice développée dans cette tranche, i I'époque ¢, est EDs, E étant
& la fois une fonction de T'arc s et du temps 2. 8i E était indépendant du temps, tout
serait constant dans le circuit; les lois de Ohm seraient applicables, et en appelant o
la résistance totale du circuit, I'intensité du courant induit serait

L fED.c,
w

I'intégrale étant étendue 4 tout le circuit.

Je vais démontrer que cette formule est encore applicable dans le cas ot E varie
avec le temps, pourvu que cetie variation ne soit pas extrémement rapide: la vitessc
d’écoulement de I'électricité pour une force électromotrice égale & 1 sera représentie
par 4; elle sera supposée trés-grande , et la méme dans toutes les parties du circuit.

On doit concevoir que l’induction agit en produisant i I'époque ¢, dans 1'élément Ds,
une tension électrique U, laquelle sera

U+d—UDs
ds

dans I'élément voisin : la différence de ces deux tensions produit une force électromo-
trice induite E, c’est-A-dire une tendance du fluide & se mouvoir du lieu de la plus forte
tension au lieu de la plus faible , de sorte que I'on a )

E=——,
et P'électricité qui va traverser la section ¢ de I'élément Ds pendant 'unité de temps sera
— gk 2>,
A~

D’autre part, soit z la tension électrique effective en Ds i I'époque ¢, « étant une
fonction de s et de ¢; 'écoulement actuel d’électricité par la section g sera

I’accumulation d’électricité dans 1'élément Ds sera donc
d*u
k — Ds.
¢ ds?

Enajoutant l'effet de'induction a Pépoque ¢, I'électricité de Ds devra étre augmentée de

du dE

gk Z Ds = — qﬁ—ﬁ Ds.

Ainsi augmentation effective d’électricité, dans le cylindre de longueur Ds et de

section q, sera
£ (42 _dE\ o
P\ &)
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Mais il est visible, d’autre part, que cette augmentation peut étre représentée par

qud

du 3 d'u  dE
& "\dv  a)’
ot E est une fonction supposée connue de ¢ et de 5.

Lorsque « aura été déterminée par cette équation, la quantité d’électricité qui tra-
verse la section g dans I'unité de temps, c’est-a-dire la force du conrant, sera

du
— kg [=—E)-
7 (d.f )
L'intégrale compléte de la précédente équation se compose de deux parties dont
'une est intégrale de

du
59
t

de sorte que l'on a

du_ , d*u
de — " dst

k4

et dont la seconde dépend de la forme de la fonction E. La premiére partie peut se
développer en série suivant les puissances négatives de e¥, e étant la base du systéme
népérien, et elle s’évanouit pour des valeurs sensibles de ¢, 4 cause de la grandeur du

nombre £. La seconde partie peut se développer suivant les puissances négatives de 7,
sous la forme '

_ ' dE, 1 &
u_a+bs+fEDs+zfffg-t-Dﬁq_pfffffdt:D.s' + .y

a et b étant deux conslantes arbitraires. Si donc E ne change pas de valeur extréme-

. . .dE
ment vite avec le temps, c’est-a-dire st T n’a pas une grandeur comparable A celle dn

nombre %, on pourra écrire

iz:a-&—bs—f—fEDs.

Le conducteur étant fermé et de longueur L, la tension « doit étre la méme pour
s —o et pour s = L; d’olt 'on déduit

L
o= bL+f EDs,
(4]

équation qui détermine 5. On a ainsi pour V'intensité du courant,

du qk L
— gk (—d—S—E> _.——qlrb_—L— A EDs.

Cette formule est précisément celle que 'on déduirait de la loi de Ohm: puisque
p q y pusq
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L
, . L ; .
f EDs est la somme des forces électromotrices, et que 7 représente celle des re-
o *

sistances. A la vérité, J’ai supposé le conducteur homogéne et d’égale section dans toute

son é¢tendue ; mais les conditions contraires n’altéreraient pas le résultat que nous
venons d’obtenir.

§ III.

1l résulte des deux précédents paragraphes que l'intensité du courant induit peut
s'exprimer par U'intégrale
— e¢'S,vCDs,

¢ ¢tant le uotient de I'unité par la résistance totale du conducteur induit, et 'inté-
grale S devant étre étendue 4 tout ce conducteur.

Nous mesurerons la force du courant par I'action qu'il exerce en un temps donné,
par exemple sur une aiguille magnétique. Le coefficient constant ¢ sera déterminé en
opérant sur un courant d’induction qui ne varie pas avec le temps, et en égalant I'ex-
pression ci-dessus & Peffet total produit dans I'unité de temps.

Lorsque le courant induit variera avec le temps, laction qui mesure son énergic
sera, pendant I'élément de temps dz,

(1) ; — ge' dt § .vCDs;

et entre les époques &, ¢, elle sera

‘l
(2) —es’f drS.¢CDs.
{

0

Je nommerai I'expression (1) action momentanée du courant (differential Strom}, et jo
la désignerai par la lettre D. Je représenterai par J I'expression (2); ce sera I'action
finie du courant (integral Strom): c’est ordinairement cette derniére aclion qui est me-
surée.

Ces deux expressions peuvent se mettre sous une autre forme. Nommons w I'arc de
la route parcourue par le milieu de I'élément Ds; on aura

_dw
v = ‘;1‘; ]
et ainsi
(3) D = — &'S.CdwDs,
wl
4 J=— s:'f S.CdwDs,
w .

w, ¢t ¢, étant les valeurs de w corvespondantd ¢==1,, t=1,.
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Ainsi I'action momentanée peut étre considérée comme se rapportant au chemin par-
couru dw , et I'action finie comme se rapportant au chemin compris entre w, et (v, .
Leurs valeurs ne dépendent donc pas de la vitesse de transport du circuit, mais seule-
ment de la longneur des chemins parcourus.

Le produit eCdwDs représente la vitesse virtuelle (virtuelle Moment) de la force
electrodynamique que P'inducteur exercerait sur I'élément Ds, supposé parcouru par
un courant d’inlensité ¢ : je le nomme moment virtuel de Uinductenr. La force électro-
motrice du courant momentané est la somme de ces moments virtuels, pris avec le
signe —, dans toute I'étendue du circuit induit, c’est-a-dire — ¢S.CdwDs; mais cette
somme represente, comme on sait, la demi-perte de force vive dans l'instant ¢ ainsi
on peut dire que « la force électromotrice de I'action finie du courant est égale i la
demi-perte de force vive que le circuit induit parcouru par le courant s éprouverait
par suite de 'action électrodynamique du courant inducteur, en se mouvant de n,
aw. »

Lorsque le circuit induit, au lieu d’étre parcouru par le courant ¢, le sera par
le courant

— ' S.,vCDs,
la perte de force vive dans le temps d¢ sera

(2eS.CdwDs) (— ¢’ S.0CDs) = — 2’ dt (S.vCDs)?.

Je deésignerai par x, y, z les trois coordonnées rectangulaires de 1'élément Ds, et ses
projections sur les axes par Dz, Dy, Dz; par dz, dy, dz les projections, sur les mémes
axes, du chemin dw parcouru dans le temps dt: les composantes de I'action électrody-

namique de I'inducteur agissant sur I'élément Ds supposé parcouru par un courant
seront représentées par

X,Ds, Y,Ds, Z,Ds.

Ces composantes seront positives, si elles agissent dans le sens des coordonnées posi-
tives croissantes.

On a alors

cns:Ds(x,’—i— +Y, +z-ﬁ>

dw
Les équations (3) et (4) deviennent ainsi
(5) : D = —’S.Ds(Xsde + Yody + Z,dz),

w,
(6) J=— tt'f S.Ds (Xgdz + Yody + Z,dz).
w

Le signe § se rapporte aux divers éléments du circuit induit, le signe f aux éléments

LA
de la route parcourue.
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8i le circuit induit se meut parallélement i lui-méme, dz, dy, dz sont les mémes dans
tout le circuit, et 'on peut écrire

{

w,
7 J = — ee'f (de.Xst—i-dyS.YgDs+sz.Z,DS).
W,

Si la quantité sous le signe f est la différentielle exacte d’une fonction de x, y, z
que je représenterai par V, en sorte que l'on ait
(8) dV = dx8.X;Ds + dyS.X;Ds + dzS.Z,Ds,

enappelantV,, , V_ les valcurs de cette fonction pour les positions initiale et finale
L] 1)
du conducteur mobile, on aura

{9} J = — & (Vw‘ — an).

Posons alors eV = p, p étant un paramétre arbitraire; cette derniére équation sera
celle de la surface de niveau d’un fluide de densité ¢ sollicité en chaque peint par la
résultante des forces

S.X,Ds, S.Y.Ds, S.Z,Ds,

et p sera la pression du fluide, constante sur une méme surface de niveau, mais va-
riable de I'une des surfuces i sa voisine.
On peut écrire alors

(10 J:_F,(Pw‘—l)wo ’

et 'on voit que, si la condition (8) est satisfaite, « la force électromotrice de P'action
finie du courant sera égale & la différence des pressions sur la surface de nivean ini-
tiale, et sur la surface finale, » et cette force sera indépendante de la route syivie par
le conducteur pour passer de sa position initiale 4 sa position finale.

§ IV.

On doit se rappeler que C représente la somme algébrique des actions exercées par
chaque élément de I'inducteur sur 1'élément constant Ds du conducteur indnit , suppos¢
parcouru par un courant égal & 1, chacune de ces actions étant préalablement
estimée suivant la direction du mouvement de I'élément induit.

Soient ¢ I'arc du circuit inductenr compté d’une origine fixe, Do un élément de cet
arc, et cDo l'action électrodynamique due A cet élément et qui entre dans la somme C.
On voit qu’en remplacant, dans ewCDs, C par ¢De, on aura

— gocDs De

pour la force électromotrice développée en Ds par I'influence de 1'élément Ds. En
intégrant cette expression dans toute la longueur s du circuit induit, intégration que
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je continuerai i représenter par le signe S, et en intégrant dans toute la longueur o« du
circuit inducteur, intégration i laquelle j’attribuerai le signe %, on aura la force électro-
motrice totale engendrée par le circuit inducteur dans le circuit induit.

J'ai supposé jusqu'ici que le circuit inducteur était en repos, et le circuit induit, en
mouvement. Or Pinduction ne peut évidemment dépendre que du mouvement relatif
des deux circuits; car, quels que soient leurs mouvements propres, on peut ramener
l'un d’eux au repos en donnant au systéme un mouvement commun, de translation
ou de rotation, convenablement choisi, et ce mouvement commun ne peut développer
aucun phénoméne d'induction, comme le prouve I'exemple de la terre et des cir-
cuits fermés et susceptibles d"induction qui sont places a sa surface.

On n’altérera donc en rien I'apparence des phénoménes A observer, en supposant
I’élément Ds en repos, et transportant 3 Do son mouvement » Pris en sens contraire.
Nous considérerons donc De comme se mouvant avec une vitesse v, v étant actuellement
fonction de ¢. La force électromotrice sera maintenant

-+ ereDs Do,

expression dans laguelle le facteur cDs Da représente I'action électrodynamique exercee

par Do sur 'unité positive de conrant en Ds, décomposée parallélement au mouvement
de Do, et suivant le sens de ce mouvement.

En nommant ¢ la réaction simultanée de Ds sur Do décomposée suivant la méme
direction, on a 3 = — ¢, et la force électromotrice développée en Ds par Da deviendra

— eyDsDo.

En intégrant, relativement 4 toute la longueur de l'arc s, cette expression dans la-
quelle 7 est le seul facteur variable, nous pourrons représenter Vintegrale §.4Ds par 1,

et la force électromotrice développée par I'élément De dans tout le circuit du conduc-
tear induit sera

(1) — «wI'Da = E'Do.

On voit que T est la composante, paralléle au mouvement de inducteur, de Paction

electrodynamique exercée par le conductear induit parcouru par l'unité de courant
sur I'élément Do.

En étendant l'intégrale de la formule (1) a tout le circuit inducteur, on aura, comme
ci-dessus, pour Pexpression de I’action momentanée, que je nommerai D', et qui cor-
respond i I'élément de temps dt,

{(2) D' = —e’dts oTDs,
el pour celle de I'action finie du méme courant, ou J/,

tl
(3) J':—es'f de i v Do,
¢

0
En appelant o P'arc déerit par le milieu de Do et désignant I'clément de route par do.
Tome X1I1. — AvmiL 18}8. 16

TR
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on pourra mettre ces expreasions sous la forme -

(4) V= —¢e'2.I'dwDg,

wl
5) V = — s:'f 2.TdwDe.
wﬂ
Si I'on compare la formule (1) de ce paragraphe avec la formule (1) du § I, on voit
(jue, dans celle-la, CDs, et dans celle-ci, I'Do représentent la composante efficace [* ] de
I"action électrodynamique du conducteur en repos sur I'élément mobile, le conducteur
induit étant toujours censé parcouru par un courant égal a Punité.

Je vais démontrer maintenant que, si les circuits sont fermés, il se développera la
meéme force électromotrice, quel que soit celui des deux conducteurs qui se meuve par
rapport i l'autre.

Je représenterai par £, », ¢ les coordonnées courantes du milien de P’élément Do
supposé mobile; 4%, dn, di seront les projections, sur les trois axes coordonnés, de
Pélément de route div. Les trois composantes de I’action électrodynamique exercée par
le conducteur induit en repos et parcouru par Punité de courant sur I’élément Ds du
conducteur mobile, seront ‘

X;Ds, Y,Da, Z,Ds.
On aura alors

d§ dy dy
I'De = 5 —— 5 y—
’ (X dw+de+Zdw> D,

et les équations (4) et (5) deviennent

(6) D' = —e2. (X,dE + Y,dn + Z,d¥) Do,

W,
(7) J’:—ea’f '2.(X,dE+stn+Z,d§)Dc.
Wo

Soient maintenant z,, y,, z, les coordonnées de ’élément Ds. Les accents placés au bas
des lettres indiquent ict et indiqueront dans la suite de ce Mémoire que ces coordonnées
se rapportent 4 un conducteur en repos; si ce conducteur devenait mobile, les axes de
ces mémes coordonnées seraient censés entrainés dans ce mouvement, de sorte que z,,
¥, %, conserveraient leurs valeurs. Les mémes coordonnées non affectées d’accents se
rapportent au conducteur mobile et i des axes fixes dans 'espace; elles changent pen-
dant le mouvement du conducteur.

Je representerai par RDs Dg la valeur absolue de I'action électrodynamique de I'unite
de courant en Ds sur I'é1ément Ds parcouru par un courant inducteur égal a j. D’aprés
les lois d’Ampére, on a

_J D*r 1 Dr Dr
# R—F(r DsDe 2 Ds Ds)’

i*| Je désignerai sous le nom de composante efficace la composante d’une action électrodynamique
suivant la direction du mouvement propre de I’él¢ment mobile. A. B.
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r etant la distance qui sépare Ds de Do, de sorte que I'on a
(9 rte=(z, — 4 (o, — nl + (3, — O
Je nomme

XDsDe, YDsDs, ZDsDs,
les trois composantes de cette force, de sorte que I'on ait

X:—-MR, Y:_(i"_:i’[{, 72— &~ 9p

r r r
Il en résulte

L= ERDs, Y,=—8.7" T RDs, Z-=—5.7 " °RDs.
-

r

X, = —8.

Comme z,, y,, z, sont des grandeurs constantes, on a, en faisant varier ¢.
{(r, — B dE + (y, — n) dn <+ (3, — &) dt = — rdr;
done
X,dE + Y,dn + Z,dt =S .RdrDs.

et, par suite,

{10} D' = — ¢/IS.RdrDsDs,

rl
it JV = — ea'f £S.RdrDsDg.
A

Les signes d et {se rapportent toujours au changement de position du conducten

mobile, les signes S et X & I'intégration le long de 'arc s ou le long de l'arc 5, le
signe D a la différentiation par rapport & ces mémes arcs.
Soient £, , v, , &, les coordonnées d’un point du conducteur mobile par rapport a des

axes mobhiles avec lui; £ , »,, ¢, seront indépendants du temps , et 'on anra

( =@+ g, + by, +
V12 "n=f+ai + by +c,

I,

=7 +(l”E,+ bv"‘r+ Cv/:r'

g

Les quantités a, b,¢, a,, b, c,, etc., sont soumises i des reiations connues; elles sont
d’ailleurs, ainsi que «, 8, v, des fonctions du temps determinées par Ja nature dit mou-
vement du conducteur mobile.

Ainsi, en différentiant par rapport au temps, on aura

di=da+ ,du + v, db =7 dr.

r, == etc...,

16,
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et, en différentiant par rapport & I'arc o,

DE = aDE, + bDx, + ¢Dt,,

Dsn — etc....

La substitution des valeurs de £, n, ¢ dans |'équation (g) donne
rr= (JJ/ - a),+ (r,— ﬁ)z_l" (zr— 7)1 + g’z + 7':2 + t-‘r2

— 2§ [a(.r,—a) +al(.71— ﬁ)+all(zl_ 7)]

- 2”/[6(I/ - a) -+ b/ (.7/ - @) + b” (zl_— 7)]

- 2cl [c (xl - a) -+ C,(_y‘, - p) +¢, (z!"— 7)]

Si, au contraire, c’est le courant induit qui se meut, I'inducteur restant fixe, on a, au
lieu de 'équation (g). :

rr=(x =)+ (r—n)+ ()

et si on veut exprimer z en z,, ¥ en v,, z en z,, il faut, dans les équations (12),
remplacer £, =, &, ,, »,, {, par z,,7,, %,, ¥, ¥, z: on en déduit

[#=@E—Dar(—pa+(—ma,

('5/\ "y:(xj_a)b+(.7/—p)bl+(zr_7)bl/’
. Z:(-l‘,——d)t‘ +‘(fy'_p)c¢+(zf_'7)cu'

Si I'on substitue ces valeurs de x, y, z dans Pexpression de r?, aprés le développe-
ment, on retombe sur la méme expression que ci-dessus.

Ainsi r a la méme valeur dans les deux cas; il en est de méme de ses coefficients
différentiels par rapport 3 s et 4 ¢: donc Vaction électrodynamique R est la méme.
L’élément dr conservant aussi la méme grandeur, RdrDsDe ne change pas : done, si
dans les deux cas les limites d’intégration par rapport 2 s et i ¢ restent les mémes,
D’ conservera dans I’équation (10) la méme valeur, et la force électromotrice engen-

’

, D . .
drée, ou —-» sera la méme, quel que soit le-conducteur en repos.
€

Ainsi, quel que soit celui des deux conducteurs dans lequel on fasse circuler le cou-
rant d’intensité 7, 'autre étant parcouru par un courant égal & 1, la force électromo-
trice développée par I'induction aura la méme valeur dans ies deux cas.

Donc « la foree électromotrice développée par induction dans un circuit passif placé
» en présence d'un circuit actif parcouru par le courant j, reste la méme quel que soit
» celui des deux circuits qui est le circuit actif, et aussi quel que soit celui des deux
» qui est mobile , pourvu que le mouvement relatif des deux circuits reste le méme.
» Tintensité du courant induit successivement dans F'un et dans I'autre des deux cir-
» cuits est alors inversement proportionnelle aux résistances de ces circuits. »

Cette loi peut aussi s'appliquer 4 des portions de circuits; mais une partie quel-
conque du circuit mobile ne peut rester inactive qu’autant qu’elle participe au repos
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du circuit immobile; et de méme une partie du circuit fixe ne peut rester inactive que
si elle participe au mouvement général du circuit mobile : alors on peut considérer 'un
des circuits comme réduit a sa partie active, et comme n’étant pas fermé sur lui-méme.
On connait des exemples de dispositions semblables; Weber a fait connaitre un de ces
modes dans ses expériences sur I'induction unipolaire. Mais dans tous les cas pareils,
ot F'un des deux conducteurs se compose de deux parties, Pune fixe, I'autre mobile,
il faut, si on transporte le mouvement de I'un des deux conducteurs i aatre, n'ap-
pliquer la loi précédente que dans le cas ot les limites de I'intégration, par rapport i s
ou A g, restent les mémes aprés ce changement.

Cette lol n'est pas seulement applicable au cas de deux circuits; elle I'est aussi a
celui de deux systémes de circuits, 1'un fixe et autre mobile.

Montrons, en terminant, que les formules (5) et (6) du paragraphe précédent déri-
vent facilement des formules (6) et (7) de ce paragraphe. De ces derniéres, on deé-
duit d’abord les formules (10) et (11). En substituant dans ces derniéres la valeur
de 7, relative au cas o0 o est fixe, et oi s devient mobile, savoir,

= —EP 4+ (y—n )+ (2 -t),
nous aurons

T — L
dr — ([ ) dx + (}/——2’> dy + (E—&> dz,
r r

— & — —
D' = — e’2S.DsDoR (x = dx +J’ i dy + P dz) .
r r

E
</

r
Mais X; Ds, Y, Ds, Z, Ds sont les composantes de Paction electrodynamique exercée
par Parc ¢ sur Ds, et on a

xr —E
X;==x.DsR L,
r

Y. = Z.DGR'L—’-_—-I‘—’a

— L
Z;:Z.DGBZ A
r

Donc
D= —e'S.Ds (Xsde + Y.dy + Z:dz);

ce qui est la formule {(5) du paragraphe précédent. 1l en serait de méme pour la for-
mule {6) de ce paragraphe.

§V.

Les considérations précédentes s’appliquent a V'induction développee par fe pole
d’'un aimant, si, conformément aux idées &’Ampére, on considére un pole d’aimant
comme le point de départ d’un soléncide dont I'autre extrémité est a Vinfini. Des lois
de I'induction magnétique unipolaire, on déduit celles de I'induction par les aimants ,

celles de I'induction produite par Paimantation ot ia désaimantation , et méme celles de
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Finduction galvanique ordinaire, attendu que, d’aprés une autre loi d’Ampére, un
courant fermé peut toujours étre assimilé 4 un certain systéme de péles magnétiques.

Lorsqu'nn solénoide est en mouvement par rapport & un conducteur fixe, on
emploiera , pour déterminer l'action soit momentanée, soit finie du conrant induit,
les formules (2) et (3) du paragraphe précédent, et on prendra, par rapport a
Farc = du solénoide, Uintégrale de ¢I'Do. Mais on peut substituer au mouvement du
soulenoide le mouvement inverse du conducteur. Cela est évident pour le cas d’un con-
ducteur fermé. Sile circuit n’est pas complet, il devra satisfaire aux conditions déji
enonceées & la page 125, d'aprés lesquelles la substitutien précédente est permise ; une
portion de ce conducteur doit alors étre liée au solénoide, de maniére a participer i
son mouvement si le solénoide se meut, et i rester fixe dans le cas ou le solénoide
serait fixe lui-méme.

Je vais démontrer maintenant que, si le conducteur induit forme un circuit complet ,
Finduction ne dépend gue des mouvements des deux péles du solénoide ; que, si le cir-
cnit est incomplet, Pinduction se compose de deux termes dont 'un dépend seulement
des mouvements des deux pdles, tandis que I'autre terme dépend du mouvement des
deux extrémités du conducteur relativement au solénoide considéré comme immobile.

Nous allons donc considérer un conducteur se mouvant dans le voisinage d’un so-
lenoide fixe, et unipolaire, son autre péle étant situé i I'infini.

Les signes s, Ds, z, y, z, Dz, Dy, Dz se rapporteront au conducteur induit et
conserveront leurs significations antérieures. Le chemin de I'élément Ds sera désigné
par w, I'élément de la route par dw, et ses projections par dx. dy, dz. Les lettres ,,
%,, ¢, seront les coordonnées du péle du solénoide.

L’action finie du courant induit sera, d’aprés la formule (6) du § III,

wl
(1) J=— es'f S.Ds (Xodz + Yydy + Z:dz).

Wy

D’aprés des formules connues d’Ampére, les composantes de l'action d'un tel pole
de solénoide sur I'élément Ds parcouru par un courant égal a 1, sont

r

X.Ds =" [(z — &) Dy — (¥ —n,) Dz,

rd

I

(2 Y, D5 = S [(z— &) Dz — (2 — ) Da],

/
Z;Ds = %[()u— n,) Dz — (x — £,) Dy);

on a d’ailleurs

(3 rt=m{x—Ey+(r—nl+(z—2¢y.

Quant au facteur constant »', il a pour valeur ; a)f, j étant I'intensité du courant qui
parcourt les circuits du solénoide, ) l'aire constante de I'un de ces circuits, et « le
nombre de circuits partiels contenu dans une longueur prise sur ’axe du solénoide et
egale a 'unité.
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Soient maintenant z,, y,, z, les coordonnées fixes de élément Ds y par rapport i des
axes mobiles avec le conducteur; on aura
& = a+ nx,+ by, + cz,,
4) y=pf+az+by +cz,
=9+ a,x+ by +c,z

[/

%, B, y sont des fonctions du temps, d’ailleurs indépendantes entre elles; o, é. o,

a, b,,¢,a,,b,,c, sontaussi des fonctions du temps liées entre elles par six equa-
tions connues.

On a alors, en différentiant par rapport an temps,
dr = du ~+ z,da + y db + z,de,
5) dy = dB+ z, da, + y,db -z de,,
? dz = dy + x, da,+ y,db, + z,dc,,,
et, en différentiant par rapport a Parc s,
Dz = aDx, + 5Dy, + ¢Dz,,
{6) Dy = a,Dx, 4 b,Dy, + ¢, Dz,,
Dz = a,Dx,+ b,Dy, +c¢,Dz,.
Eliminons z, , y,, z, des équations (8) au moyen des équations (4) ; nous aurons
dz = da+ (z — y) dM — (y — B} dN,
dy =dB+ (z—a)dN — (z — ¢)dL,
dz = dy 4 {y — B}dL — (x — a)dM,

en faisant, pour abréger,

g dL = a,da, + b db, + ¢, dc, = — (a,da, + b,db, + ¢ de,),
{(7) dM = a,da - b,,db + ¢, de = — (ada" —+ bdb” ~+ ede,),
? dN = ada, —+ bdb, + ede, — — {(a,da + b,db 4 e de),

Je pose maintenant
do - (§, — 3) AM — (n, — ) dN = o3,
(8) a'ﬁ—i—(é,—a:)dN——('Q,—'y)dL::dy,
dy~+ (2, — B) dL — (£, — ) dM = db.

Les équations (5) deviennent

d.z':d)—l—{z—t;l)dM—(y—n,)dN,
(9) dy =dp +(z —£)dN — (z —¢)dL,
dz =dv +{y—n)dL — (x — &) dM.

On sait, par la théorie mécanique des mouvements de rotation des corps, que A1
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vepresente Pangle de rotation autour de I'axe des x pendant le temps dt; que @M, dN
ont la méme signification par rapport aux axes des y et des z. On voit, par les équa-
tions (8), que dX, dy, dv représentent les petits déplacements qu'éprouverait, parallé-
lement anx z, y, z, le péle (£, n,, ¢,), s'il participait au mouvement du conducteur.

On voit aussi que les quantités dx, dy, dz se composent : 1° des déplacements d3, dy,
s, du péle du soléncide suppos¢ pour un instant li¢ avec le conducteur; 2° des de-
placements produits par la rotation simultanée du conducteur autour de ce péle.

La substitution de ces valeurs de dz, dy, dz dans le second membre de I'équation (1)
le décompose cn deux parties , F'une dépendante de ), dy, dv, I'autre dépendante de
la rotation. Je représente la premiére de ces parties par J,, la seconde par J..

On trouve aiosi

wl
{10) ly=— ee'f S.Ds(Xodh+ Y. dp + Z,dv),
W,
o | s — =)
([I) Jd:—-sg'f S.Ds -l»—Y;[(.l‘—E,)dN——(z—t,)dL} y
e |+ Z;[(y—n) dL — (z — %) dM]
et
. J=1J,4 Ja.

$i le conducteur est simplement soumis & un mouvement de translation, on aura
J,=o: il n"a qu'un mouvement de rotation autour du péle du solénoide, on aura,
au contraire, J, = 0.

Développons J, en y substituant les valeurs de X,Ds, Y,Ds, Z; Ds, déduites des
équations (2); puis remplagons Dz, Dy, Dz par leurs valeurs en Dz,, Dy,, Dz ;

nous aurons

(12) I,=— ce'x'fS.(ADx, + BDy, + CDz,),

aprés avoir posé, pour abréger, ‘

[(z' —t)a, — (r— ”/) a”]dl
+ [-.(‘t_ El)all— (z - C/)a ] df" ?
+ l(.r— "r)a - (‘t - EI)aI]dw’

1
A=

s
1 . .
B= = {Ia méme expression , en y remplacant  par b} ,

1 \ .
C= = {la méme expression, en y remplacant a par c}.

Substituons dans ces équations les valeurs de x, y, z en z,, y,, 2, tirées des équa-
tions (4); le facteur entre parenthéses de la premiére des formules (13) deviendra

‘ [(7 - Cr) a, — (p - ’71) a,+J, (ai bJ/ —-a, bl) —% (allcl - alcll)] d)
-+ [(9‘ - E,} a,— (7 - Z,,) a -y, (“l/b - ab”) -3 (ac” —a, c)] dp.
-+ [A(?_"l)a - (a - El) a, +y, (ab! - alb) % (arc —ac, )] dyv.

(

(14}
|
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Orles quantités «, b, ¢, a,, b,, c,, a,, b,, c, sont liées par les relations

a,b”—a"b,:c, a”c,—a,c”:b, b/cu_b//clza’

A —co— o — =
(15) a,b —ab, =¢,, ac, —a,c =b,, b,c—bc, =a,,
ab, —ab =¢,, ac —ac, =b,, b, —bec =a,.

A la vérité, dans le cas géncral, les seconds membres de ces neuf équations pourraient
offrir quelquefois le signe — ; mais si I'un des systémes d’axes dérive de I'antre par un
mouvement de rotation , les formules (15) sont toujours exactes.

Aiunsi le facteur (14) se change en

[(')’_C,) al_(p_”/)aﬂ_'_]rc - z/b]d)'
-1—[((1 - E/) a,— (7 h C-/)a + 7y, _z!bl] dp.
\ +[(p —“ﬂ,) a — (“ - El) a,+yc,— 2, b//:] dv

(16)

Soient maintenant £, =, ¢ les coordonnées du péle par rapport aux axes de x,, y,, z,,
lesquelles varient avec le temps ; on aura

E=alf,—a)+an—B) +a,(E—7),
{17) n=06( —a)+b & —PB)+b,(—1),
t=clf, —a)+cly, — B +e, &—1-
On peut déduire de 14 les valeurs de e —,, B — n,, ¥ — ¢, en fonction de £, #, g, les
substituer dans la formule (16), et aprés les transformations fournies par les équa-
tions (15), cette derniére formule devient
fe (y,—n)— & (z, — )] 2
+le (o, —n)— b, (z, — )] du
“+ ey, —n)—b,(z, — )] dv.
J’écris maintenant
ad) + a,dp. -+ a,dv=di,
(18) bd).—|—b,dy.+ b,,dv:dm,
cd} + c,dp - ¢, dv == dn.

La quantité A se réduira a la forme
1
A= L, —n)dn — (s, — t) dm),
et 'on aura de méme
1
B= ,—.5[(7'/ —t)dl — (z, — §) dn},

€= 5@ — 8 dm— (5, — v at].

Tome X11I. — Avai 1848. 17
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La substitution de ces valeurs dans 'équation (12) la change en

w, . [(z/ - g) D]/ —{r,— 7‘) Dz/] dal
fp=— e [ s elie,— 9 D5, — (5, —yDuJdn -
W +[(.7/—'") D.r,—-(x,— E';) D}‘,] dn S

On doit se rappeler que ), dp, dv sont les déplacements absolus qu'éprouve ie
pole du solénoide supposé lié avec le conducteur s, par rapport aux axes des z, y, z.
Les équations (18) montrent que dl, dm, dn sont les composantes de ce méme depla-
cement dans I’espace par rapport aux positions actuelles des axes des z,, 7,, z, supposes
fixes. Or le déplacement absolu du péle supposé entrainé par le solénoide est précise-
ment inverse du déplacement du pole relativement au solénoide supposé fixe, et puisque
les composantes de ce dernier déplacement sont, d’aprés nos conventions, 4%, . dz,
on doit avoir

dl = —dé, dm= —dn, dn=—dg.

D'ailleurs on peut aussi obtenir ces derniéres équations en combinant entre elles les
eqnations (8) et (17).
Ceci posé, ’équation ci-dessus devient
w [(»7! - ﬂ) Dz, — (zl - Q) DJ’I] 4
(19) = — e;e’x’f 's. LY+ [(2 — ) Dz, — (z,— %) Dz} dn
o +[(x/ _E)Dy/'_(y/_") D'j':/]dc

Soient maintenant X,, Y,, Z, les composantes de I'action électrodynamique exercee
par tout le conducteur supposé fixe sur le pole du solénoide ; on aura, par les formules

d’Ampére,
xl
X,D: s; [(fr_")Dz/_ (zl— Z_)D}’,],
’
(20) Yp = S'% [(zr - t) D'z‘l - (II_E) DZ/]7
'
x ’
ZI‘ = S';—;;[\x/ -—'5) D.yl - (.}’/_")D‘z/]'
Donc
w,
ia1) J,,:—ze'f (XpdE + Ypdn + Z,dY),
wﬂ

et I'action momentanée correspondante sera
(22) Dp=—¢ (X, d§ + Y, dn 4 Z,dt).

On voit ainsi que « la force électromotrice engendrée par le mouvement de trans-
» lation du conducteur est égale i la vitesse du péle du solénoide par rapport i ce
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+ conducteur multipliée par la composante efficace de I'action électrodynamique qu
» le conducteur parcouru par un courant d’intensité s exercerait sur le péle. »

Considérons maintenant cette partie de 'induction, due i la rotation, qui est re-

presentée par la formule (11). En ordonnant cette formule par rapport aux quantites
dL, dM, dN, elle devient

(Za(y — ) = Yoo — E)) L |
{23 Jg:——se'fS.Ds +[X5(z —t)—Z; (x — £} dM

=t

+ [Ys{z— ) — Xo(y—n,)]dN

Traitons d’abord le terme qui a dL pour facteur, savoir
— se’fS Z:(y —m,) —Y:1z—1)]dLDs,

et substituons-y les valeurs de Z;, Y, tirées des équations (2); ce terme devient
[ st g (& — &) +(y —n) +(z—t)]Dz | % dL
Joo Tl —(z—g)[lz—E)De +(y —u) Dy + (s —¢,)Dz|

Sy eeen L& —E ; S
Or. siI'on différentie 'expression ‘ par rapport & Parc s du conductenr induir.
r

dont £, %, £ ne dépendent pas, on trouve

x —E& o .
——;——':F[r*Dx——(z—E,“\ 7Dr.

Ainsi, je terme que nous avons considéré est égal a

— £
— es'x'f[x "] dL,
r
x—E,

en representant par L J la différence des deux valeurs qu’acquicrt -

!)() !

chacune des extrémités du conducteur; en operant de méme pour les termes en oM
4N, on aura

(24 Jd:—es'x’f{[r_;’]dL+IL—_""]dM+[Z_"’|a’l\' *
r r 7

et
xr— £ VY —n, z—7 i
125 Dd:—es'x’{[ "IdL+ l’__lJ d1\1+[ | dN *
r . . r r
. . . . r—E, y -, T —1
Si le conducteur est ferme, les trois expressmns[ 'J~ l 'jq l T -
r ' :

reduisent a zéro, et cette partie de l'induction totale est nulle.
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On deéduit de Ia:

1°. Un conductenr fermé qui se meut dans le voisinage du pdle fixe d’'un solé-
noide et dont le meuvement total se compose d’un mouvement de rotation autour de
ce pdle et d'un mouvement de translation, éprouve la méme induction que s'il n’avait
été soumis qu’a ce dernier mouvement, et pour connaitre celui-ci, il suffira de conce -
voir le pole lié avec le conducteur, dés I'origine, et entrainé avec lui dans son mou-
vement,

2°. Si un conductear fermé tourne autour d’un axe qui contient le péle d’un solée-
noide, il n’éprouve aucun phénoméne d’induction de la part de ce péle.

3°. Si un conducteur fermé tourne autour de la ligne de jonction des deux péles
d’un solénoide, il ne s’y développe aucun courant d’induction.

4°. Le courant induit qui se développe dans un arc de conducteur non fermé par la
rotation de cet arc autour du poéle d’un solénoide ne dépend pas de la forme du
conducteur, mais seulement du mouvement de ses deux extrémités.

Nommons maintenant d I'angle de rotation infiniment petit du conducteur, angle
qui a pour valeur

dy = JdL + dM* + dN°.

Soient £, m, 7 les angles que fait I'axe de rotation avec les trois axes coordonnés

des z, y, 2; on aura

dL==cosldy, dM=cosmd}y, dN=cosnd.

eI

La quantité entre parenthéses est égale a la différence des cosinus des deux angles que
fait I'axe avec chacun des rayons vecteurs menés du poéle du solénoide A chacune des

La formule {25) se change, par la substitution de ces valeurs, en

N —E -
(20) Dy—= — e’ t cos ! [f———’] ~+ cos m [‘Zr—ﬂ"l ~+- cos 7
r

deux extrémités du conducteur.
On arriverait anx mémes résultats en supposant le conductenr immobile, et le solé-

noide tournant autour de son pdle supposé fixe.
Soient dL,, dM,, dN, les composantes de ce mouvement angulaire autour de cha-
cun des axes des coordonnées x,, y,, z,; on aura entre L., dM, dN, dL,, dM,, dN,,

les trois relations
dL = adlL, + bdM, + cdN,,
dM = a,dL, + b,dM, 4 ¢,dN,,
N=a,dL + b”dM, + ¢, dN,.

Transportons ces valeurs dans ’équation (24); mettons au lien de x, y, z les va-
leurs empruntées aux équations (4); enfin remplacons &,, #,, %, par leurs valeurs en £,
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n, £ tirees des équations (17); nous aurons

(27) Dd:—EEY{[x ]dL+["' Idl\rl—l—[z’,—_c]dN,;w
(28) 1, :—esxf% ]JL +l"_ ]dM + z]dN}

et, en écrivant dL, == cos!' &}, dM, = cos m’ df, dN, ~ cos ' d},

Fa, —E — 7
(29) Dy= — &'y gcos U Lx' J —+- cos m’ [ d ] —+ cos n [:“ .
: r r

La quantité entre parenthéses est la différence des cosinus des deux angles que forme
I'axe de rotation du solénoide avec les rayons vecteurs qui joignent son péle aux deux
extrémités du conducteur.

§ VI.

La substitution du mouvement du solénoide i celui du conducteur induit a facilite
les calculs précédents, parce que nous n’avons eu i considérer que le mouvement
d’un point, au lien du mouvement des éléments du conducteur. Cette substitution est
permise, puisque le solénoide represente te circuit inducteur, et qu’entre le circuit
inducteur et le circuit induit, induction ne dépend que du mouvement relatif.

Si donc nous avions eu A traiter le cas ol un solénoide se meut vers un conducteur,
nous aurions trouvé de méme :

1°. Que I'induction développée ne dépend que du mouvement des deux péles du
solénoide ;

2°. Que le courant induit est alors exprimé par les formules (21), (22), (27), (28)
et (29) du paragraphe précédent.

1l faut donc distinguer, dans le mouvement d’un péle de solénoide et quoique ce
péle soit un simple point mathématique, un mouvement de translation et aussi un
mouvement de rotation. Nous représenterons, comme ci-dessus, par D, J, les cou-
rants provenant de la translation, Dg, Ji, ceux provenant de la rotation, et I'on aura

V= D;, + Dy s

J = J,’, + J;.
Soient maintenant &, n, § les coordonnées du pole variables avec le temps. Concevons
que ce péle se meuve sur un arc de courbe w; les projections de dw sur les trois axes
seront d, dx, dt. Soient X,, Y,, Z, les composantes de l'action électrodynamique
exercée par le conducteur sur le pdle, le conducteur étant toujours supposé parcourt
par Punité de courant; on aura, d’aprés les formules (21) et (22) du paragraphe pré -
cédent,
(1) D;,;—_—se'(XpdE+Ypdn+Z},d?;),

\

{2} J,’,_—_—ee'f(X,,dE-}—Ypdn—l—Z[,dC).

IEEERRT SRRy



134 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Ces equations représentent la partie du courant induit correspondant au mouvement
de translation du pole.

S'il a autour de lui-méme un mouvement de rotation dont la valenr soit 'angle d,
dans le temps dt, autour d’un axe faisant, avec ceux des £, », &, les angles I’, m’, r’, on

aura

- - L,
(3) D= — ee':n’{cos I |x’ :] ~+ cos m’ [J—”—r—nJ — cos »' [z, . ‘]za

r

p—_——-se’-x’ftcosl’ {I’TE I -+~ cos m’ [Zi—?——n] ~+cos ' [i-r:——c]

Dans ces formules, les quantités entre parenthéses sont la différence des valeurs que
prennent ces quantités en passant de I'une des extrémités du conducteur 2 I'autre.
On eonclut de 1a:

b
—

Le courant d’induction que produit le péle d’un solénoide en mouvement vers un
civcuit fermé ne dépend que de la translation de ce péle.

Si le péle n'a pas de mouvement de translation, il 0’y a pas de courant induit dans
un circuit feriné.

Il y a induction, quoique le péle soit sans mouvement de translation, par la simple
rotation de ce péle autour de lui-méme, si le conducteur n’est pas fermeé.

Ce dernier théoréme explique les phénoménes d’induction produits par la rotation
d’un aimant autour de son axe, phénomeénes auxquels Weber a donné le nom d’irnduc-
tion unipolaire.

§ VII.

s

Jarrive maintenant 4 Vinduction développée par des aimants. D'aprés les idées
d’Ampére, un aimant est un assemblage d’un nombre infiniment grand de solénoides
infiniment petits. A cc point de vue, un solénoide infiniment petit est synonyme d’un
atome magnetique.

Je cherche d’abord I'expression du courant d’induction que développe dans un
conducteur un solénoide d'infiniment petites dimensions.

Le solénoide étant censé fixe, soient toujours s I'arc du conducteur, Ds un élément
de cet arc, x, ¥, z les coordonnées du milieu de cet élément; soient w I'arc de la courbe
qu’il décrit, dw I'élément de cette courbe, et dx, dy , dz les projections de cet élément
sur les axes. Soient £,, n,, ¢ les coordonnées du pole sud du solénoide [*]; soient
I +a;m +B, ¢+ celles du pole nord : «, B, y sont de trés-petite. quantités, dont
les puissances supérieures peuvent se négliger devant & , »,, ¢,. L’intensité de I'un des
poles sera «’; celle de 'autre — »". Si le solénoide est remplacé par un atome magne-

1*1 Fappelle ainsi celui qui sedirigerait vers le sud , si le soléncide était libre,
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tique , les coordonnées des poles de 'atome magnétique seront les mémes que celles des
poles du solénoide : « représentera la quantité de fluide boréal accumulée au pole sud;
— ' celle de fluide austral accumulée i 'autre pole; »' sera done la quantité absolu-
de fluide magnétique libre.

D’aprés la formule (1) du § V, le courant induit par le pole sud (£, n,, ¢,) sera ve-
présenté par la formule '

“’l
() J:—-ec’f 8.Ds (Xode 4 Yody + 2, dz),
w,

o

XsDs, Y;Ds, Z,Ds étant les trois composantes paraliéles aux x, j, z de Paction
electrodynamique exercée par le pole (£, »,, ¢,) sur I'élément Ds parcourn par un
courant égal 4 1. Les valeurs de ces composantes sont données par les équations (2.
du § V. Remplacons-y £,, 75 & par &+ =, m, + B, L, 44, et changeons le signe
nous aurons le courant développé par le second pole. La somme des actions de ces dens
courants, en tenant compte des signes, sera désignee par J'@, et representera I'in-
tensité du courant d'induction engendré par 'atome magnétique.

En développant par le théoréme de Taylor, et rejetant toutes les puissances supi-
rieures de «, B, v, on trouve

, aX, A% aX.)
| (‘a ——-({E’ ~+ & —dn, =+ ¢ —dc, dx
, .o, daY, Y,  dy
(2) o =4 E 3~D6‘/+(a LU LN
* Jw, 1 g, da, dg, .

! (1 dZ, iy dZ., (ZZT') .
(1l - ) -t —
+ di, ey, e dg, | “

Dans cetle formule, ona @ = x'«, b = »'Bby ¢ = #'y : ce sont les momenzs magnetigues

dX, dX,; ,
77 ? T 2 representent des

A, dy,

de atome, suivant la terminologie de M. Gauss:

. epp . 1 T a .
coefficients différentiels. Le factear — doit disparaitre de la formule (2. développee, at-
k4

tendu que le facteur »’ est implicitement contenu en X, » Yo, Z..

Je considére maintenant, tout autour du pole €, %, ¢,, un petit espace Av, assez
grand pour enfermer un grand nombre d'atomes magnétiques, et je nomme )¢/ [y
somme des courants d'induction développés par tous les éléments contenus dans cet
espace; je désigne par o/, &', ¢’ la moyenne arithmétique des valeurs de a, b, ¢ appar-
tenant aux divers éléments contenus dans Pespace ap

; enfin je represente par nac Ie
nombre de ces solénoides.

On pourra, dans la formule (2), changer J, en J,, pourvu que P'on substitue aux
lettres @, b, c les lettres a’, &, <y et que 'on multiplie le second membre par rae.

Ceci fait, remplacons na’, rb', nc, par &', B', v'; le courant d'induction produit

AR ENER RN



136 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

par l'espace Av sera

aX, ,dYs , dZ¢> .
o B — 4y — | dx
( dEI @ dnl 7 dg’

, . L™ aY dY dZ
(3: Jeor =% S. 20 L gl e
B + |« at + 8 &, +7 Fi3 ly

DsAo.

3

dZ; dZs dZs
I - ’ I.___
~+(“ @ P Y dc,>dz

Les quantités o/, B’, 7’ sont les trois moments magnétiques que posséderait I'unite de
volume d’un espace magnétique a distribution uniforme, ot les atomes, aussi abon-
dants que dans Av, auraient chacun pour moment magnétique la valenr moyenne des
moments des atomes de ’espace de.

En faisant la somme de cette expression par rapport i Av, et 'étendant & toutle vo-
lume de Paimant sur lequel on opére, on obtiendra le courant total d’induction que
I'aimant doit développer daps le conducteur. Les moments magnétiques o, §, o' sont
fonctions des coordonnées £,, 1, , &, de 'élément v, et 2 cause de la petitesse de Av, la
somme de tous les termes correspondant aux différents volumes élémentaires A¢ peut
étre considérée comme une intégrale triple; nous la désignerons par 2. Je vais faire
voir qu'on peut toujours remplacer cette triple intégrale par une intégrale double,
prise relativement aux éléments & deux dimensions de la surface de 'aimant.

Je tire des équations (2) du § V les valeurs de X, Yo, Z; et je les mets sous la forme

suivante :

a2 4!
&m:fgém—zfm,
2 a! Q
r
4 Y,Ds =« ?15_,])2—72’71):"
d; d;
Z:Ds =« —EDz——;—éTDy )

formules ol r est donné par I'équation
ri= (.‘L‘ - EI)'+ (.7’ - 7"/)2 + (z_ CI):'
Je substitue ces valeurs dans I'équation (3), et jécris, pour abréger,

dl dl dal

—_ T r_ T
P—adE,-i-p d"+1 T,
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ap de
<Dy ;I—E, ~ Dz d_n, dx

Wi dP dp
Jer = z¢’ S. — — Dr—\d ,
€ Lo 4+ (Dz s xdt_,) dy } Av,

dp dap
_— = —\ d
-+ (Dx o Dy dE,) Z

I3

Yeéquation (3) devient

dE,

d
- (dzDix — dxD3) EE Av.
N

’ w,
{5 Jio = se'f S.
w

) r

( (dy Dz — diDy) o

dp
; — L —
~+ (dzDy dy Dx) az,

Ceci pose, éecrivons
6 av = DE, Dn, DE,
ot
Q = :.PDE Dy D¢,

Integrons dans toute I'étendue de Paimant, et remplacons les coeflicients différentiels

AP dP dP - equivalents — “E, — OF . al tenant ¢ 1
dE,, E} dc, pay eurs equivaients — d‘;, —25:, ——g,aors en tenan (()mpl((v

P’équation (6), nous avons pour I'action totale de I'aimant,

dQ |
(dy Dz — dzDy) d—g
. W d
(. ’ J.'"?_—:—sa'f S, +(dz.Dx—-dez.)—Q
w, dy
4Q

—+ {dzDy — dyDx) (E

En nommant X, Ds, Y.Ds, Z,Ds les trois composantes de Paction électrodvnamique
que I'aimant exerce sur 'élément Ds parcouru par un courant égala 1, on a le systéme

d’équations
_dQ dQ
X,,.Ds__zg Dy — @Du
_1Q 4Q
8, Y'"DS_Z;:DZ—dz Dx»
4Q aQ .
ZmDA‘—E; Dx—(—l'—t—Dy,
donc
wl
ig) Jp=— aa’f S.Ds (Xndz + Yady + Zndz;.

*®

Tome XITI. — AwvaiL 1848, i

NRENI
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Je nommerai Q le potenticl de 'aimant par rapport 4 un pole magnetique situe au

@, ig, d———Q, sont les
dzx dy  dz

composantes de I'action de 'aimant sur ce péle. M. Gauss a montré que, si ce pole est
extérieur A Paimant, ce potentiel peut étre remplacé par le potentiel de la surface de
I'aimant, cette surface ¢tant supposée magnélique et offrant une distribution conve-
nable des fluides magnétiques. Si donc on nomme x 'epaisseur de la couche de fluide
magnétique boréal en un élément Dw de cette surface idéale, » devenant négatif 1a oit le

fluide est austral, on a

point (z, ¥, z'. On sait que les cocfficients différentiels de Q,

{10} Q= E.XDw-

» €st une certaine fonetion des coordonnées de Iélément Dw, et représente une
intégrale étendue & toute la surface de I'aimant.

Poisson a démontré que, si la distribution des fluides magnétiques dans 'aimant a éte
déterminée, 4 I'origine , par des forces €électrodynamiques susceptibles d’étre représen-
lées par un potentiel , les moments magnétiques o', §’, 9" du point £, ,, ¢, situé dans
Fintérieur de 'aimant sont les trois coefficients différentiels d’une certaine fonction v
de ces coordonnées ; de sorte que I'on a

&

dy
’ ‘o
== ———dE’ 5 p =

et la fonction g satisfait alors & I'équation

2 2 2
ikl S S

(11)

dEr T dn? T

Alors, s1l’on fait varier 3, en se transportant du point de la surface correspondant i
I'élement Do, 4 un point intérieur situé sur une normale a la surface, & une distance
dN de cette surface, en intégrant par parties I'équation (6), en tenant compte de

I’équation (11), et faisant intervenir les angles que fait la normale dN avec les axes [*],
on trouve

/|2) Q= z.d_? d_w;
' dN r
de sorte que, dans ce cas, on a
dy
= l—l—ﬁ'

Si I'on tire de I’équation (10) la valeur de Q pour la substituer dans les équations 8
¢t (9), on obtient '
v, | W=Dz~ (2~ %)Dy]ds
13 Jimi = — ee’Z.xij S.;; +[(2 — §,)Dx— (x—E) D3] dy

’ +[(x — &) Dy —(y—=n,) Dx)dz

i*] It suffit de traiter cette équation de la méme maniére que sera traitée ci-dessous Déqua-
tion 7vo) dn § VIIIL A. B.
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Cest la la forme la plus simple sous laquelle puisse étre mise la valeur du courant
#induction que développe un aimant fixe dans un conducteur en mouvement.

On obtient la méme expression si, dans Péquation (1} du § V, on substituc les va-
leurs de X; Ds, Y, Ds, Z. Ds, tirées des équations (2) du méme paragraphe, si ensuitc
on v change » en — zDw, et si I'on étend P'intégrale & toute la surface de Paimant.

En supprimant le signe £ dans I'équation (13}, elle donne la valeur du courant induit
di au seul élément Do » €t 'on verrait, comme ci-dessus, en substituant le mouvement
de Paimant a celui du conducteur, que ce courant se décompose en deux, I'un dit 3 Ia

translation de Dw et que je nommerai Jg"), I'autre

a la rotation de Do et que je pom -
merai J'(i’"7,

Alors, en donnant i Zyy X5 3y By my By My, v, ) la méme signification (jue pos-
sedent ces lettres dans le § V, on aura

‘\14:} Jim) — J;(}lll} + ‘]E;n),
w, 1 [(Z, - C-') D)"‘- ()./ - 71) DZ] df: }
a5 J/('m\:—'Es'E.?.l)wf S;?—}—[(\xl — E_)Dz——(z,~— ¢ Dzl dy s
e +[{y,— »\ Dz — (x, — £) Dy (I'Cs

]
]
. , " ([x, — £ ¥, — 2, — ¢
16) I = + ¢ E.waf d 1[1’—-;—-10051&-«{—[‘7"_—”] cosy.—|—[z— - cos-;}-,
w, . _ .

id

{q) ri=(x, —EP 4 (¥, n) (3, — L)
SiT'on veut passer du cas d’'un aimant en repos agissant sur un conducteur mobile )
au cas de I'aimant en mouvement agissant sur un conducteur en repos, il suffira de
donner an systéme un mouvement commun qui raméne I'aimant aq repos. On tombe
alors de I'équation (13) sur le systéme des équations {14}, (15) et (16)

Les théorémes suivants sont des conséquences de ce qui précede :

I. Lorsqu’un circuit fermé ou non fermé, mais de forme invariable, obéit a un
mouvement de translation en présence d'un aimant, on peut remplacer cette translation
par le mouvement inverse de I'aimant, et la force ¢lectromotrice du courant induit mo-
mentané est toujours exprimée par la vitesse de ce mouvement maltiplice par Ia com -
posante efficace de Paction ¢lectrodynamique que P'aimant exerce sur le conductenr
supposé en repos, et parcouru par le courant d’intensité .

II. Sile circuit est fermé, cette force est égale & la somme des produits de la vitesse
relative des clements de la surface magnétique idéale de I'aimant par les composantes
efficaces des actions qu'’ils exercent sur le conducteur parcouru par le courant ¢.

IIL. Si le conducteur n’est pas ferme et ’il obeit & un double mouvement de trans-
lation et de rotation, la rotation engendrera une deuxiéme force électromotrice qui
dependra de la sitnation des extrémités de Pare du conducteur.

IV. Siun aimant se meut parallélement & lui-méme vis-i-vis d'un conducteus fixe ,

la force ¢lectromotrice du courant induit sera egale, au signe prés, a la vitesse dn

18..

TR SN
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mouvement multipliée par la composante efficace de 1’action électrodynamique de 'ai-
mant sur le conducteur parcouru par le courant .

V. $i un aimant obéit 4 un double mouvement de translation et de rotation, son
action électromotrice sur un conducteur fermé sera égale i la somme des produits de la
vitesse des éléments de la surface magnétique par les composantes efficaces des actions
exercées par chaque élément sur le conducteur parcouru par le courant ¢.

VL. Si le circuit n’est pas fermé, il se développera une seconde force électromotrice
dependant de la position des deux extrémités de I’arc du conducteur.

§ VIII

Je vais m’occuper maintenant des courants d’induction produits par I'aimantation et
la désaimantation, en considérant ces phénoménes comme dus i la séparation ou i la
réunion des deux fluides de nom contraire. Dans le paragraphe suivant, j'envisagerai ce
méme sujet sous un autre point de vue, au moyen d’un principe nouveau qui deérive
des résultats précédents généralisés, et permet de déterminer facilement les courants
d’induction engendrés par un changement d’intensité du courant inducteur.

Je suppose donc que la désaimantation consiste en ce que les deux fluides distribués
d’une certaine maniére 4 la surface d’un atome magnétique viennent se neutraliser en
se réunissant en un ou plusienrs points centraux. Soient toujours &, , & les coordonnées
du milieu de 'atome magnétique; £ %y, 1 -+ 14y €+ G, celles de I'élément Dw de la
surface de cet atomeé; £+ a, » 4 b, { + ¢, celles du point intérieur od la neutrali-
sation s’opére. Soit xDe la quantité de fluide répandue sur I'élément Dw, = étant une
fonction de &, 7y, %. L’expression Z.xDw, intégrée relativement A toute la surface,
doit étre égale A zéro. Soit ' Dw la quantité qui se meut du point (§,, n,, &) vers le
point intérieur (a, &, ¢); »’ est une fonction de &, »,, &, et satisfait & Péquation

2.4 Do = 0.

Solent J,, dn,, 0%, les trois projections de 1’élément de la route que parcourt le fluide
%' Dw dans ce mouvement. Nous sommes ici dans les conditions de translation d’un
pole magnétique, en présence d’un conducteur immobile; ainsi nous aurons i appli-
quer la formule (15) du paragraphe précédent. Toutefois, A cause de la petitesse
de I'élément magneétique, les composantes de I'action électrodynamique peuvent étre
regardées comme constantes pendant tout le mouvement des fluides; et en représen-
tant ces composantes par Az’ Dw, B»'Dw, Cx’'Dw, on aura

A=8.%[(z,— ) Dy — (y,—=) Dz),
(1) B=8.%[(x,~§Ds — (3, —{) Dal,
| c=5.2((y,—nDs— (z,—E)Dr],

équations qui se deduisent facilement des équations (2) du § V.
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Alors, en nommant J le courant d’induction , on aura
1 bis) J=—g= f » Do (AGE, + Bdn, -+ Cdg,).

Si I'on effectue I'intégration relativement a la route parcourue, on fera disparaitre ie

.1 y
signe f, et 'on aura .

J=e's.xDu[A(fs—a)+B(n—56) 4 C (6 — o))
Intégrant par décomposition relativement a X, remarquant que 4, b, ¢ sont constants,
et que ¥.% Do = o0, on trouve
(2) J=ea'[AZ.x'EoDw+BZ.v_'nan+CZ.x’CODw].
Ainsi le courant J est indépendant de la position du point de neutralisation (a, &, ¢):
si done I'on désigne par »”Dw, x”Dw les quantités de flaide qui partent de Iéle-

ment Dw pour venir se neutraliser en un second, un troisiéme point, etc., on aura
pour le courant total E provenant de I'élément magnétique considéré, et a cause de

P SV x7 = t,

E = &' (Az.%E Do + BZ.2n Do + CZ .25, Dw).
Les quantités Z.xE,Dw, Z.%n,Dw, Z.2% D sont précisément les moments magnetiques
de I'atome , quantités représentées par a, b, ¢ dans le § VIL. On peut done écrire, en
les désignant ici par =, 8, 7,
(3) E =’ (Ax + BB + Cy).

On obtiendrait de méme le courant dd A I'aimantation de 'atome magnétique. Ti suffit
de changer le signe du second membre de la derniére équation : en nommant M le
courant induit, il viendra
4) M= — e’ (Az + Bf + Cy).

Renfermons maintenant le point £, n, § dans un petit espace Do, et concevons que
a, b,  soient les moments magnétiques moyens de cet espace;; soit nDv le nombre des

atomes contenu en Dv, et posons
na=do, ap=Fp, np=y'
Le courant induit M, dé a Paimantation de I'espace magnétique Do, sera
(5) M — — e’ (Az' + BB’ + Cy') Dv.
Les quantités o/, §', 4" sont, comme dans le § VII, les moments magnétiques moyens

de l'unité de volume au point considéré.
Si donc I'on intégre relativement A tout le volume de 'aimant, on aura, en nom-

mant J(#) le courant total d’induction
(6) ¥ = — ¢ 3. (A’ + BB’ + Cy’) Do,

C’est une triple intégrale A étendre A tount le volume de I'aimant,

ey
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D’aprés une loi d’Ampére, action d’un circuit fermé sur un pole magneétique se laisse
toujours exprimer par un potentiel [* |. En nommant V cette fonction, on a done

A= il—v, B= (l_V, C= d_V
d§ dn dy

D’autre part, la distributicn du magnétisme dans Vintérieur de I'aimant doit étre
considcrée comme ayant été primitivement le résultat de 1'action de forces électrodyna-
miques dont la résultante pouvait aussi s’exprimer par un certain potentiel ; car I'ai-
mantation a été produite soit par d’autres aimants, soit par des courants galvaniques ,
et les forces provenant de ces sources électrodynamiques s’expriment toujours par des
potenticls.

Ainsi «, ', 9 doivent pouvoir se mettre sous la forme
o gt gt d
Y dt’ dy dy’
la fonction ¢ étant convenablement choisie , et satisfaisant dailleurs a I'équation
d*e dig d?y

\9) PEREPTIrT

= 0.

Posons, en outre,
D¢ — DE Dn D&,

L équation (6), transformée par le moyen de ces derniéres équaticns, deviendra

Lo (W gy [TV A2 AV de AV dpl 0 oy

{10) J '3 [dE it ama T aw £ Dy D

Intégrons par parties le premier des trois termes du second membre; nous aurons
dV dy d

’®

1
DE Dy Dt = z.[v;;g DnD;—3.V
Les parenthéses indiquent la différence des valeurs que prend la quantité V % aux

deux points ot la droite y = n, z =, paralléle & 'axe des x, coupe la surface de I’ai-
mant. Si I'on opére de méme sur les autres membres, en tenant compte de P'équa-
tion (g), on aura

2 , dy dg dy
 (C0F—— z-g[vd—g] DnD; + [Vdn] DEDY + [Vﬁ] ng}-

L'intégration indiquée par le signe = ne se rapporte plus maintenant qu’aux points de la

r*] Lorsque j'annonce qu’une action mécanique exercée sur un point se laisse exprimer par un
potentiel, cela veut dire qu’il existe une fonclion des coordonnées £, 5, & de ce point, telle que
ses coefficients différentiels par rapport 4 £, n, & sont les trois composantes de cette action pa-
rall¢lement aux axes des &£, n et &.
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surface de P'aimant. Si 'on nomme Dw I'élément de cette surface qui correspond au
point (£, #, ¢); (N, §), (N, n), (N, ¢), les angles que la normale a la surface an point
{85 n, ¢) fait avec les trois axes coordonnés, on aura

D» D% = Do cos(N, £), DEDZ = Duw cos (N,n), DEDy = Ducos(N,%.
vt, par conséquent,

; \ - de . d: ! d. ) .
il[) J(/‘/:-—E:’E-lvd—ECOS(N, ;)+V d;:cos(N,n) _+_V-d—q’t cos (N, ¢} | D,

L. . d - . -
Soit maintenant (% N la variation de la fonction ¢, en passant d’un point de la sur-

face & un point intérieur situé sur la normale i cette surface et A une distance N du
premier point ; les coordonnées de ce point seront
£+ dNcos(N, ), n+dNcos(N,n), ¢+ dNcos(N, )

ainsi
dNcos (N, ), dNcos(N,n), dNcos(N,?¢)

seront les trois variations de &, 1, ¢, en passant du premier point au second, et Pon aura
dy dp d d
— dN == L _? 0 _? { 2%
rlNd e dN cos (N, £} + A dNcos(N, 1) + & N cos (N, ¢,

Ainsi Péquation (11) peut étre mise sous la forme

d.
f12) () PR . it 4 .
(12) J e’ T v(lN Do

La quantité Tlfl est le coeflicient différentiel relatif & la variation de la fonction le lons
€l

de la normale a la surface.
Si an lieu de décomposer par rapport 2 g 'équation (10), nous I'eussions décomposee
par rapport & V, nous aurions eu de méme, i cause de
d*v N dxv + dxv
—_— — Errrdi=——2 ¢]
dE* T dy de: !

13, J("):—se’z.?%Dw.

Les intégrations indiquées par les équations (12) et (3 3) doivent s'étendre & toute la

surface de I'aimant; les quantités 9, V sont des fonctions des coordonnees

dp dV
> dN’ N
de I'élément Do .

En changeant le signe du second membre de ces équations, on aurait la valewr di
courant induit da 4 la désaimantation.
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Jusqu’ici nous avons supposé que le corps passait de P'état neutre a un certain etal
magnétique, ou réciproquement. S'il y avait une simple altération de I'état magnétique,
il faudrait considérer la fonction ¢ comme variable, par exemple comme étant égale
& ¢’ au commencement dn changement d’état, et égale & ¢” lorsque ce changement est
effectué; on aurait alors les deux équations suivantes :

‘ d{g'—9¢")

; y e 'S,

L4 V== 3.V —o= Do,
, dVv

P ) ‘U, 7 ’ "

{15 J¥P=— ¢e Z.-——dN (!P —¢ )Dm.

La tripleintégration sous-entendue par 'équation (6) se laisse toujours ramener 4 une
double intégration relative & lasurface. On peut en effet, comme M, Gauss l'a démontré,
substituer 4 la distribution magnétique des fluides dans I'aimant une certaine distribution
superficielle, produisant 3 I'extérieur les mémes effets; or les composantes de 'action
electrodynamique de P'aimant sur un pole magnétique extérieur & cet aimant sont re-
présentees par les derivées partielles de la quantité Q de I'équation (6) du paragraphe

. L., ., xDw ..
precedent ; elles le sont par les dérivées de la quantité 2. —— dans le cas de la distribu-
r

tion superficielle, r étant la distance d'un élément Dw au péle considéré, On a ainsi

boal et gl

5 r r r %
S ola — L |— _ .- .
)@ g5 +B o+ gz | DEDADE = 3. Dw

En multipliant les deux membres par la masse indéterminée », que I'on supposers
concentree au péle extérieur que 'on considére, on aura

S‘ d il d id d i .

! , T , T , T 7

x. —_— 4B — 4+ —(DEDnDE=3.2— i
?1 dE B n 7 az 4 3 - Do

Considérons une série d’autres péles placés i des distances r/, r”,..." de I'élément Do
et possédant des masses de fluide /2’, m”,...; en formant pour ces poles des équations
analogues , les ajoutant ensemble , et posznt

m m’ m’

U=+ —+—- >
r r r”

oI aura

¢ @0, gdU_ U
K dn 7 dy

DEDnDL = z.2UDw.

Reportons-nous maintenant i I’équation (6) de ce paragraphe: les quantités A, B, C
sont les dérivées partielles d’urn certain potentiel V ; en outre, ce potentiel V peut ton-
Jours étre considéré comme représentant I'action qu’exerceraient certaines masses de
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fluides magnétiques, extérieures a 'aimant, sur cet aimant lui-méme; on en conclara
qu’on peut toujours déterminer la fonction U de maniére 2 avoir U=V, et, par
conséquent, Péquation (6) devient

(16) J#) = — '3, 2V Do.
Si Pon suppose que le magnétisme superficiel passe du mode de distribution indique

par la fonction »’ au mode indiqué par la nouvelle fonction x”, le courant induit, re-
sultat de ce changement, aura pour valeur

(17) J(‘U')IEE'Z.(X'—Z")VDO).

§ IX.

Je vais maintenant démontrer que le courant induit par un aimant dans un conduc-
teur dépend seulement du changement de valeur que le mouvement relatif des deux
corps détermine dans le potentiel dont les dérivées représentent les trois composantes
de I'action totale qu’exerce le conducteur parcouru par un courant égal 4 1 sur Pai-
mant que I'on considére; de sorte que V'on peut énoncer le principe suivant :

« Le changement de ce potentiel est la cause de I'induction et lui sert de mesure,
» et de quelque maniére que ce potentiel vienne & éprouver un changement constant
» et défini, I'induction produite est toujours la méme. »

Je reprends I'équation (1 bis) du § VIII, et je remarque qu’elle represente le cou-
rant total qui se développe en un conducteur fermé par effet du transport 8¢, 6x, 6z
de la masse de fluide »' Dw. Je mets cette équation sous la forme

J=— se'2~fx(Ad‘E+B6‘r; + CI2) Do 5

A, B, C sont les composantes de Paction de I'unité de courant du conducteur sur 'unite
de fluide en Da.

Le conducteur étant ferm¢é, on peut employer les équations (7) du § VIII, et V'on a

J__uzf t—am- v ‘f!_:a;

Intégrons cette expression relativement an chemin parcouru, et soient V', V” les deux
valeurs que prend le potentiel V aux deux extrémités de ce chemin; on aura
(1) J=e'2.2(V — V") Da.

$i aimant vient d’une distance infinie, ona V' = o, et

(2) J= —¢e'2.xV"Do.

Les mémes équations (1) et (2) s’appliquent aussi au cas du mouvement du conductenr,
Paimant restant en repos.

Tome XIIL — Avew 1848. G



146 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Nous avons déja vu que, si Pétat magnetique de Vaimant est le résuliat de forces
extérieares expressibles par des potentiels, x pouvait se mettre sous la forme
3) B

dN

La quantité ¢V est le potentiel du conducteur parcouru par le courant s et agissant sur
Punité de Auide magnétique en De. D'aprés cela, e2.2VDw est la somme des potentiels
du conducteur étendue i toutes les masses magnétiques de I'aimant , et j’appellerai cette
somme le potentiel du conducteur agissant sur tout aimant, ou, ce qui revient au
méme , le potentiel de Uaimant relativement au conducteur.

D’aprés ces définitions , on voit que « la force électromotrice, développée en un cir-
» cuit fermé par }é mouvement d’un aimant, est égale 4 la différence des valeurs ini-
» tiale et finale du potentiel du conducteur parcouru par le courant ¢ relativement &
» Paimant. »

Cette loi est tout a fait générale quelle que soit la grandeur ou la nature du mouve-
ment de aimant : « Ainsi toute circonstance ¢ui changera la valeur de ce potentiel d¢.-
» veloppera un courant d’induction, » et ¢’est ce changement de valeur qui peut étre
eonsidéré comme étant la cause de l'induction. Parmi ces circonstances, on peut men-
tionner le changement de état magnétique de 'aimant. Nous avons déja trouve que,
dans ce cas, on avait

4 ) = g%, (» — %) VDu;

ainsi la force ¢lectromotrice développée est égaled 62.%' VDw — ¢'2. <" VDo, c’est-a-dire
a la différence des valeurs des deux potentiels.

§ X.

Nous allons appliquer les mémes principes a la recherche du courant d’induction que
developpent en un conducteur les variations d’intensité d’un courant situé dans son voi-
sinage. L'induction qui se développe dans un conducteur en mouvement sous I'in-
fluence d’un courant fixe a pour expression [voyez équation (6), § 111],

w,
(1. J ::~ze'f S . (Xs0x + Y8y + Z,02) Ds.
k34

[}

Ds est un élément du conducteur induit: ses projections sur les axes sont Dx, Dy,
Dz; 8z, §y, 0z sont les déplacements de cet élément dans le temps dz; X;, Y, Z, sont
les composantes de action électrodynamique exercée par tout le courant sur I'élément Ds
parcouru par un courant égal a 1.

Par le circuit fermé du courant inducteur faites passer une surface conrbe de forme
arbitraire que vous limilerez extérieurement 2 la ligne courbe du circuit; décomposez
cette surface ainsi limitée en éléments de surface contigus, et supposez u’autour de
chacun de ces ¢léments circule un courant de méme sens et de méme intensité que le
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courant primitif. La réunion de tous ces petits circuits équivaudra évidemment au cir-
cuit initial, Soit Dw un de ces éléments: le courant § qui parcourt sa peériphérie agira
sur I'élément Ds, d’apreés une loi connue d’Ampére, comme le ferait un atome magné -
tique situé au centre de Dw, ayant pour axe la normale i la surface et pour moment
magnétique 3 j Do, j étant intensité du courant général.

Soient X, Y, Z les composantes de I'action électrodynamique que cet atome ma-
gnétique exerce sur P'unité de couranten Ds ; en intégrant dans les limites de la surface
idéale considérée, on aura

(o XeDs =32.X, YeDs==3:Y, Z;Ds=23z.Z

Les formules (2) de § V donnent Uaction qu’un pdle de solénoide exerce sur un élé-
ment Ds du conducteur induit parcouru par un courant égal & 1. Pour en déduire Iac-
tion d’un solénoide infiniment court, il faut calculer la variation des seconds membres ,
relativement & I'axe du solénoide : si donc dv représente la distance des deux poles,
mesurée sur I'axe du solénoide , normal 4 la surface en Dw , on aura
X =42 sty Dy — (r— ) Dz]db

T o dy ' ) !

o

$ £ [z —t)Dy —(y —») Dz] Do,

I

Y ~“_17‘f [z — %) Dz —(z —t,) Dz] dv

(3 J d
:—;—r— o (-1'—-5,)1)3“‘(2'__:;;)[)1]])“"
akj d
2=32 L[y ) De— (z— ) Dy]
A _d_[(y;.n)Dx-—(x~E)D_)’]Dw.
2 rt o ! !

On a, en effet, 3 =Dw et adv = 1. Les quantités entre les crochets | ] dépendent du
signe d du numeérateur voisin.

La comparaison des équations (1), (2), (3) de ce paragraphe avec les équations (1
et (2) du § V fait voir qu'elies n’en différent que par la substitution de 7/ Dw A ¥,
par Uintroduction du signe X relatif a la surface dont Dw est 'élément, enfin par ce
yue les fonctions entre deux crochets sont ici remplacées par leurs dérivées par rapport
a v. On pourra donc effectuer ici les mémes transformations déja effectu¢es dans
le § V, et décomposer la valeur de J en deux parties J, et J;, 'une dépendant de o
translation et I'autre de la rotation du conducteur. On aura ainsi

J =JP+—JJ,
.. d ¥ .
(4) Jo=—1e jZ.Dm(—b J:; (Xp08 -+ Y, dn + Z,0%),

19..
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X, =5 S[(y,— =) Dz, — (5, — ) Dy},

(5 Y, =Sz, — %) Dz,— (z,— ) Da),
Z,=$-5[(z,—§ Dy,— (y,—n) D),

‘r'l:(‘Z.V_E)z+(.7/—'")z+<zl_c)l’

. d — _ o
6) Jd:—%se'jZ.Dm—f[cosl’x'—g—i-- cosm' L2 4 cosn' 2 CJ d.
’ dv r r r

Ces expressions supposent que le conducteur induit est en repos: c'est le courant
inducteur qui se meut, entrainant avec lui la surface auxiliaire dont Dw est un des
éléments.

Si le conducteur induit est une courbe fermée, on a

Jg= o,

Les quantités X, Y,, Z,, qui représentent les composantes de 'action du conducteur
fixe sur I'unité de fluide magnétique condensée au point (£, », ¢), peuvent toujours
étre considérées , d’aprés la loi déja souvent citée d’Ampére, comme étant les déri-
vées par rapport a §, », § d’une certaine fonction V, de ces coordonnées. Ainsi V, re-
presentera le potentiel du conducteur relatif & 'unité de fluide en E, », L. On aura done

szd—‘g, Yp=g‘f, sz%‘

n 14
En substituant ces valeurs dans 1'équation (4}, intégrant depuis I'origine du mouve-
ment jusqu’a la fin, et nommant V’p et V; les valeurs initiale et finale de ce potentiel ,
on aura

| o a o
(7) Jpz-;EIjz.Dtdd—v (vp_v:)'

., dv N (s . .
La quantité } ¢jz.Do T" est, d’aprés notre définition du potentiel, le potentiel du
3

conducteur induit relatif au cirenit inducteur. Ainsi « la force électromotrice déve-
loppée dans un circuit induit par le mouvement relatif d’un inducteur est égale a la
différence des deux valeurs que prend le potentiel, au commencement et 2 la fin du
mouvement. » ,

Les formules (§) et (6) supposent que le circuit inducteur est fermé. Si le conducteur
induit est aussi un circuit fermé, on peut opérer sur ce circuit comme nous avons
operé sur le circuit inducteur, et le transformer en une multitude de petits circuits
d’aire Do dont la réunion forme une surface qui s’appuie 'sur ce conducteur.
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Alors, soit Do I’élément du courant inducteur supposé mobile ; soient X,, Y;, Z les
composantes de P'action électrodynamique du courant induit supposé égal & 1 sur

I'élément Do ; soient %, 8n, 0% les déplacements de Do; on aura, d’aprés la formule {7)
du §1V,

wl
(8 J=— es'z.f (X,8% + Y, 8 + Z.,9%) Do.
W,
Transformons les composantes X,, Y,, Z, comme nous avons transformé Xe, Y5, Z,,

etnommons dn une.petite longueur dirigée suivantla normale a I'élément de surface Do
nous aurons

174
XDo = _%JS ';17!'[(21 - CID’/T— ()’r_”)Dt-]DOV
(o) YJDG:——';jS-%[(a:,—E)DC——(z,—C)DE]Do,
o 4 .
Z:Ds = — 3J8 - —((,— ») D — (#, — ) D} Do,.

= (II - EY -I‘_-(J-r - ")2 + (zr "'"‘:)1

En effectuant sur les équations (8) et (g) le genre d’opérations auquel vient d’étre soumis
le systéme des équations (1) et(3), en aura

J.—_J,,+Jg,
d ™
(]0) JP——: EE"].S-E[ (Xw&‘x—{-Y,;&y—{-Znaz),
Xp=—2-5{(y —n)Dt— (s — 1) Du),
(11) Yr=—3.5[(z— ) DE— (¢ —E) Dy,
Zy = —2-S[(z — &) Dn— (y — »,) D],

rt= (I—E,)z +(.7 _77/)’+(z_ c7)2’

d p — _ ]
(12)  Jg=—1%¢/jS.Do n f[cos P 4 + cosmT % + cosn > 4 dy.
r

r r
Si Finducteur est aussi une courbe fermée, on a
.Td = 0.

Les quantités X, jYr, jZ7 représentent les composantes de I'action de I'inducteur
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sur I'unite de fluide magnétique accumulée au point (z, y, z): ce seront donc les déri-
vées partielles relatives a =, y, z du potentiel de cet inducteur. Si donc on représcnte
ce potentiel par jVy, on aura

dVx dVx dVx
Xz = Yr— — .
T ek s e s Lx p

La substitution de ces valeurs dans I’¢quation (10) donne, aprés I'intégration effectuée
relativement au chemin parcouru,

. . . d ‘ "
(13 Jp:-;ss'jS.Dod—n(V,,—-V,,),

formule dans laquelle V_ et V'T'r sont les valeurs initiale et finale de V.

Vi

La quantité 3 ¢/jS.Do est le potentiel du circuit indacteur sur I'induit suppose

dn
parcouru par un courant égal  s. Ainsi, dans la loi énoncée & la page 148, on peut
remplacer le potentiel du circuit induit par celui du circuit inducteur.

Ces deux expressions doivent étre identiques. En effet, V= est le potenticl d’un
courant inducteur égal 4 1 sur l'unité de fluide magnétique en z, y, z; on peut
considérer ce courant inducteur comme équivalent i une surface magnétique d’élé-
ment Dw, comme nous Pavions supposé en premier lieu. Alors ce potentiel doit

. . , . Do L. .
avoir pour expression [équation (10), § VII], Z. —-¢ or ici il existe deux surfaces

magnétiques concentriques qui contiennent des fluides de noms contraires ; elles sont
_séparées par l'intervalle d: il faut donc différentier cette expression par rapport i »
et n’en conserver que la variation; ce qui donne, pour le potentiel,

di
o
X.xDw 7 ds.

4

Mais la quantité xDew d» représente le moment magnétique de I’élément Do, lequel doit
étre égal A  Dw ; done

On démontrerait de méme

Dans ces formules, on a
Pl B =

La substitution de ces valeurs dams les équations (7) et {13) méne a une équation
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unique
dr=
{14) J,=+1e'jS 2. Do D 2,7;1; .

Les crochets indiquent que T'on doit prendre la différence des valeurs de la fonction 2
P'origine et a la fin du mouvement. ’

Ainsi le courant d’induction ne dépend que de la variation du potentiel. 1l en
résulte que toute circonstance qui altérera la valeur du potentiel produira un cou-
rant induit; si, par exemple, le courant inducteur passe de I'intensité j* a Pintensité ;°
en nommant le courant induit ¥, on aura

3 v dV,; ” (AY
J\/):gse' (//—7")8.Do dr: =t (j— ‘.E.Dm(lu"
{13} F
. 7R r
::%ea'(/-—j’)S.E.DoDwdndy-

1l reste & savoir si ces formules sont applicables au cas d'invasion ou de cessation
subite d’un courant; et c’est sur quoi 'expérience devra décider.

Toutes les formules démontrées jusqu'ici supposent que la rapidité des changements
de licu dans I'espace ou des changements d’intensité est beaucoup plus faible que I
rapidité avee laquelle I'induction se développe dans le circuit induit. Elles ne sont done
rigonreusement applicables que dans le cas du développement lent des courants. En les
étendant néanmoins au cas des courants qui se développent instantanément, on ver-
rait que I'induction est la méme que si le courant s’était subitement transporte d’une
distance infinie au lieu de I'espace ot il s’est formé.

§ XI.

La valeur du courant induit dépend d’une triple intégration, I'une relative au cirenir
du courant inducteur, une autre au circuit du courant induit, la troisiéme au chemin
parcouru par chacun des éléments du circuit mobile. L'introduction du potentiel des
surfaces magnétiques des circuits fait disparaitre cette derniére intégration, mais elle
remplace la double intégrale restante, par deux doubles intégrales dépendant de ces
surfaces. Je vais montrer que si P'un des deux circuits est fermé, Pintégrale triple peut
étre reduite 2 une intégrale double, et méme i une simple quadrature dans le cas on
le circuit fermé aurait de trés-petites dimensions par rapport & la distance qui le -
pare de P'autre circuit.

Soit s I'arc du conducteur induit qui se meut vis-a-vis du circuit inducteny fixe e
d’are a5 Péquation (6) du § 111 donne

W,
i .l-:—-ea'S.‘/ (Xe 82z + Y. 3y + Z: d2) Dy,
t

' EENTNETN
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X;Ds, Y;Ds, Z, Ds sont les trois composantes de I'action électrodynamique exercee
par l'arc ¢ sur I'¢élément Ds parcourn par un courant égal a 1; dx, dy, ¢z sont les
trois projections du chemin infiniment petit dw parcouru par cet élément. Le courant
indncteur étant ferme et d'intensité j, on a, par les formules d’Ampére,

f al a2l dl T
| X, Ds =43 [\ -ZpE— "t ) D2 “Dn— e ) Dy |
X, Ds =4, - —\Lpn—_"pe i
\ | \dt. 1744 dE dn B
, [ /4! d- d- a1
2}y Pyt o, —_T _\ Tor__"
Y, Ds = /2 AVE Dy o Dt | Dx an Dt T Dy Dz_
(l—I (ll (li (1_1.
Z:Ds =220\ ZDg— L on)Dy—\ Zpe— L) |-
= dy, dy - dr dE 7

7 ctant donné par I'équation
Pt (2 B () — n) o (2 — O

Substituons ces valeurs dans Péquation (1) et ordonnons le second membre suivant Dz,
N», Dt ; nons aurons, pour le terme dépendant de D,

‘ \
dt 4t al

rD.z+~rD)'-+——rDz ox

(Z‘ 2 {
~ lse'jz.S.f : n.T s DE.

B}

d> d- dt
r r
—\aF az+d—n 3f+d—;87- Dx

On obtiendrait de méme les termes en Dy, D% en remplacant les deux facteurs éz, D
extérieurs aux termes entre parenthéses par dy, Dy, ou par ¢z, Dz, et en changeant en
rméme temps DE en Dn ou en DE. '

dl al a4l al a4l a!
On peut remplacer L L, L ar — —r7 -, - Ce changement fait
pe place dE’ & dy p dr dy’ dz 8 ' ’

le terme ci-dessus se décompose dans les deux suivants :

dl dl a2
L5z S. —rD.r+~rDy+—rDz oz DE
T : dr dy . dz ’
‘3 \
< al -
r r
—Le'jE.8. . —dr +~— 0y + —— 0z | DxDE.

dx dy 0z
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Or on a, en intégrant par parties relativement i I'arc s,

dl dl al
sA\-"p i) "D ) de =Ltor 5. D3y
he BN —_— —_— —_— = - —_— et &
dr z+ dy Y+ dz 2 £ r z r Ds ’

et, en intégrant par parties relativemnent au chemin w décrit par I'élément Ds,

~

1 1 r
d- d - d—
r r r 1 1 oDz
— 4. — —_— = —-Dx — | — — Ds.
f \ dr *+ dy ar + dz % | Dz r Dz fr Ds !

on aura, pour le terme dépendant de DE,

: )
;es'jz.( [i‘.— s.I—"”> Dz,
. r r

et la valenr compléte de J deviendra

. fs" DEdx +4- Dndy + D¢ dz 3
. B 9. '
(4 J =&y s ¢
_s § DEdz + Dndy + Dzdz Der
w o

]

¥
Le signef indigue que P’on doit prendre la différence des valeurs de l’inl(}gralef
o

" ,
aux deux extrémités de Parc s, et le signe S, indique que Pon doit prendre la diffi-
? 5 W q

rence des valeurs de 'intégrale S aux denx extrémités du chemin parconru.

Je vais examiner d’'abord le cas ol le circnit mobile forme une courbe fermée , et
celui ot le chemin parcourn est aussi fermé, le circuit revenant, i la fin de son mouve-
ment, occuper sa position premiere.

Premier cas. — 8i le circuit induit est fermé, on a
s”
f = o,
o
et, par conséquent,
' . ow" DEDz + DaDy + DgDz

5 J=—teyu.gyy DEDZ + . y + DEDz
v rDuw

Mais nous savons deji, d'apres ce qui a été dit dans le § X, que P'action électromotrice
Tome X1, — Ma1 1848, 20

Vv b g
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exercée par un circuit fermé sur un autre circuit est égale & la différence des valeurs
que le potentiel du courant inducteur acquiert dans les positions initiale et finale dn
circuit induit supposé parcouru par un courant égal i e.

U en résulte que 'on pourra représenter ce potentiel par 'expression

[RREE}

78/2.8.-{DEDx + DnDy + DtD2) = V.

N -

Ainsi, lorsque deux circuits fermés parcourus par des courants égaux i I'unité agis-
sent P'un sur Pautre, « le potentiel du premier relativement au second est le méme que
celui du second relativement au premier, » et la valeur commune de ces potentiels a

pour expression

1

L /D .
(DEDx+1)nDy+D§Dz):&Z.S.—<EDE D Dy , DiDz

;Z.S. ﬁ;"l)—s ITG’DS_FDGE) DO’D.“.

r

N -

Si donc I'on nomme (Da, Ds) I'angle formé par les éléments Do, Ds entre eux, on aura,

pour le potentiel, } 2.5.= cos (Da, Ds) DaDs ; cest-a-dire « qu’il sera égal i la demi-
r

x

somme des produits quatre a quatre des deux éléments Ds, Ds, du cosinus de lenr
inclinaison relative el de la raison inverse de leur distance r. »

Deuxiéme cas. — 8i la route suivie par le eonducteur induit est rentrante sur elle-

méme, on a

{6)

5" .
}= es'jZ.f Dsdz + Dr;ff + Dedz 0y ;
x

c’est-d-dire que J est égal & la différence des deux valeurs que prend I'expression
ss’jz.‘/lrl (DEdx + Dndy + Drdz),

lorsqu’on y considére dz, Jy, dz comme se rapportant successivement : 1° au chemin
parcouru par l'une des deux extrémités du conductenr induit; 2° au chemin parcouru

par 'autre extrémité.
Considérons chacun de ces deux chemins comme étant des conducteurs matériels

fermés et susceptibles d’induction , ce qui permettra de remplacer pour le moment 3z,
3y, 8z par Dz, Dy, Dz, etfpar S. Alors, en nous reportant au cas précédent, nous

verrons que la force électromotrice développée dans ce cas idéal sera égale a la diffé-
rence des valeurs du potentiel du circuit inducteur sur le circuit fermé décrit par F'une
des extrémités et sur le circuit fermé décrit par Pautre, chacun de ces deux derniers
circuits étant supposé parcouru par le courant .

Ainsi, dans ce cas, la force électromotrice ne dépend que du chemin déerit par
chacune des denx extrémités de I'arc, et nullement de la forme du conducteur induit.
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Si, dans ce cas, le conducteur venait a se fermer sur lui-méme, la force ¢lectro-
motrice, développée pendant une révolution compléte, serait érale A zéro.

Troisiéme cus. — Je reprends maintenant le cas général ot un cireuit non formé a par-
couru un chemin qui ne le raméne pas a sa position premiére. Alors, en matérialisant
par la pensée les deux arces décrits par chacune des deux extrémités, on obtient un
quatrilatére courbe formé: 1° par les deux courbes &', s avee lesqueiles vient successive-
ment coincider Parc s au commencement et i la fin du mouvement , et 2” par les deux
courbes ¢/, ¢” dont I'une a été décrite par I'une des extrémités de Varc s, et lautre
par lautre extrémité du méme arc. Comme la formule (4) se décompose naturelle-
ment en quatre termes dont les deux premiers (voyez le deuxiéme cas) sont, apreés sup-
pression du facteur ¢, les valeurs du potentiel du circuit inducteur par rapport aux
conrbes ¢, e parcourues par le courant ¢, et dont les deux derniers (voyez le premier
cas)sont, aprés suppression de ¢, les valeurs du méme potentiel relativemient aux courbes
s’y s” parcourues par ce méme courant, on voit que P'on peut énoncer ia loi suivante :

« La force éleciromotrice d'induction développée dans P'arc s par un déplacement de
cet arc tel, qu'il décrive une surface limitée par un quadrilatére courbe s'¢’s”¢”, est
égale au potentie] du circuit inducteur sur le circuit fermé et quadrifatére de cette sur-
face supposé parcouru par un courant continu et ¢gal de. »

Il résulte de lu continuité du quadrilatére, gu'en ¢ le courant ¢ est de direction con-
traire & celle du courant en ¢, et qu'il en est de méme pour s’ et 5.

Cette lot générale comprend, comme cas particuliers, les deux cas examinés en pre-
mier lieu; les lois qui s’y rapportent s'en déduisent comme de simples corollaires.

La m¢me loi subsiste encore si 'on remplace le courant inducteur fixe par un Sys-
teme de plusieurs courants inducteurs fixes, et, par conséquent, par un solénoide, ou
méme par un aimant.

Cette loi pourra aussi étre appliquée, quel que soit celui des deux circuits qui soit
fermé ; car la force électromotrice développce par le circuit A en B est toujours la méme
que celle développée par B en A, pourva que Pintensité du courant reste la méme dans
le circuit qui induit : sous cette condition, il est permis d’échanger entre eux les eir-
cuits induit et indacteur. On sait aussi que Pon peut substituer au mouvement d’un des
circuits le mouvement inverse de 'autre : ainsi la régle sera toujours applicable pourvu
que l'un des deux circuits soit fermé.

§ XII.
Nous venons de voir que le potentiel V d'un conducteur fermé o relativement & un

autre conducteur fermé s, les deux courants qui les parcourent étant ¢gaux a unite,
peut étre représenté par

(1) V:.;s.z.ri(nxoe-;-nfm—;_Dmc).

20..

Sl trigaere
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Je vais développer cette expression en supposant que s soit une courbe plane et de
petites dimensions comparativement a la distance r.
Soient £, «, ¢ les coordonnées du centre de gravité de I'arc de la courbe o, et

(2) E+a, a4+PB, L7,
celles d’un point de son contour: £, n, ¢ devenant des quantités constantes, on devra
remplacer, dans I'équation (1), D, D», D¢ par Dz, DB, Dy.

Menons une normale au plan de la courbe g, et soit » Pangle que cette normale fait
avec 'axe des ¢, ou plutét des y. Prenons cette normale pour I'un des axes d’un sys-
téme de nouvelles coordonnées o', £/, ', par exemple pour I'axe des ¢’. Soit « I'angle
que forme le plan des axes des y et des 7" avec 'axe des «, et placons i I'intersection de
ce méme plan et du plan dela courbe o Paxe des #; 'axe des « sera sitné dans le plan
de la courbe 4, et 'on aura

«== a'sinw— B’ cosvcosw + 7’ sinvcosw,
f=—ccosw —f cosvsinw + ¢ sinvsinw,
4 == §'sinv + 9’ cos ».

Rapportons la courbe s A des coordonnées polaires situées dans son plan, placons
I’origine des rayons vecteurs p au centre (£, n, t), et prenons I'axe des «’ pour origine
des angles polaires ¢ ; nous aurons, sur la courbe ¢,

/=opcosy, P =—psing, 9 =o,
et ainsi, pour tous les points de cette courbe,
z == p(sinw cosp — cosvcos wsing),
{3) = — p(cos w cos ¢ + cos v sin o sin 3),
7T=p sin v sin 9.
D’autre part, on a

T

79
T

[((#—&—ap+{y—n—pBf+(z—t—2)]

ct, en développant cette expression suivant les puissances de «, §3, 7, et négligeant les
termes en «, B?, v*, elle devient

L I+(x—E)a+(r—n)P+(z—€)'/,.
(e—8+(r— )+ (E—81" [e—E + (r—af+(—81]*

Substituons cette valeur dans I"équation (1), et remarquons qu’en intégrant dans toute

I'étendue de la courbe Z, on a

:.Da=o0, :I.Df=o0, I.Dy=—o,

ce qui fait disparaitre le premier des deux termes provenant de la substitution : nous
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auarons
(Dx D + Dy DB + DDy} (e — E)a - {y — B)a 4 {2 — & Yol

3

e —E+(r—ap+(E—1)°

(4) v=48.%.

On a ensuite, I'origine des coordonnées polaires étant au centre de gravité de I'are <,

3

eDa=o0, :.fdp=o0, I.ydy=o,

E.aDﬁ:-—Z,pDa: —';—COSVZ F'ADCP’
2.aDy = — .9¢De = ;sinysinw L.’ Dy,
2 Dy = —Z.9DB= — ;siny cosw . p'Dy.

Donc enfin
cosu[(y — 2) Dz — (z — £) Dy]
1
(5) V= (5. p’DqJ)S-;; + sinvsinw[{(x —E)Dz — (2 — g Dx] ) -
~+ siny cose [(z — &) By — (y— n) Dz}

L'intégrale 1 Z. p?Dy représente I'aire du petit circuit enveloppé par la courbe o; je la
représenterai par i. Les facteurs cos v, sin v sin o, sinv cos» sont les cosinus des angles
que la normale au circuit fait avec les trois axes des z, des y et des z. Supposons main-

tenant que le point (£, », §) vienne A se déplacer, en restant sur cette normale, et que
le déplacement soit égal & N : on aura évidemment

dt . . da . _dE
(6) oSy = —o SlnvSlﬂw_ma sm;c05w_ﬁ-

Y I ) ,
En outre, on peut considérer le facteur = {(y — %) Dz — (z ~— E) Dy] comme ¢tant

le résultat de la différentiation par rapport i § de la quantité
l_z——t‘, [(]—n)Dx-—(m—E)Dy
r )L r—ta—p

ﬁd(; _z:§> ) G

attendu quei'on a

N Y 1 . L.,
De méme, on peut considérer p {(# — &) Dz — (z — &) D] comme étant la dérivée,

(=) ==

et ,.L;{[(z — ) By — (y—n) Dz]; comme ¢tant la dérivée, par rapport a &, de l'ex-

par rapport a n, de

T
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pression

Il~t> ’rﬁz—ﬁ)Dy—(f—n.)D{
(r— 8+ (y—n)

r

Avant de substituer ces valeurs dans 1'équation (8), nous écrirons

L/ 2~ z—)Dy—(y—a)D
S R e T Il
) o (e —¥) Dz—(z—— ) Dx
7) s.(x_’r) B =L
3—8\ (y—n)Dz—(x—§Dy
(1= T =

L'equation (5) devient alors

dt dM dn dL  dE dK

5 V:H%dmdc dNdy " dN d%

Supposons maintenant que 1'arc s soit une courbe fermée ; je dis que Pon a
K=L=M.

En effet, chacune des expressions K, L, M représente la surfuce apparente de s prise
du point (, #, ¢), c’est-a-dire Faire sphérique interceptée, surla sphére de rayon 1 dont
le centre est en (€, », &), par le cone qui a ce centre pour sommet et s pour base [*].

En choisissant la lettre K pour désigner cette surface apparente, I'équation (8) se
change en

: dK
. P

Ainsi « le potentiel du trés-petit circuit plan et fermé ) sur le circuit fermé s, les
~» deux circuits étant parcourus par des courants égaux a l'unité, est égal au produit

1] Car (¥ -— ») Dx — (x — £) Dy est la double aire de Ja projection sur le plan des x» du triangle
— ) Dr — (x - ) Dy
(r—a)+(x—§)y»

les deux plans passant par la paralléle 4 I'axe des z menée par £, », § et par chacune des extrémités
de Ds. Soit (Ds) ee que devient Ds rumenée par ses rayons vecteurs sur Ja sphére de rayon 1 : si du
point de rencontre de cette sphére avee la paralléle aux 7 menée par son centre , on méne deux arcs
de grand cercle aux extrémités de (Ds), la projection de celte portion de fuseau sur cette paralléle

£—¢
.

‘
N . .
ayaat (&, », £) pour sommet el Ds pour base, ainsi est I'angle formé entre

aura pour longueur 1 — » ¢t P'on sait qu’en la multipliant par I'angle compris entre les deux

arcs de grands cereles, on aura P'aire de cette portion de fuseau. L'intégrale de toutes ces aires sera
I'aire apparente de la courbe s; ce sera la valeur de M. On le démontrerait de la méme maniére pour
les quantités K et L. A. B.
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de 2 par le coefficient différentiel de la surface apparente de s vue du centre de 7.,
« ce coctficient différentiel étant pris par rapport & la normale au circuit 7. »

Supposons que le circuit 4 soit la section d'un canal cylindrique, ayant la normale N
pour axe, et considérons une série de sections ¢quidistantes toutes cgales & 7, et toutes
perpendiculaires & cet axe: « ¢tant le nombre des circuits contenus dans Punité de Ion-
gureur de la normale, le nombre des circuits contenus dans la longueur dN sera 24N, et
le potentiel d'un tel systéme de circuits sera

dK
3 &k —— ON.
dN
Or ce systeme n’est autre chose qu’un solénoide infiniment petit. Si ce solénoide
s'ctend depuis N = N’ jusqu’a N = N, en nommant K’ et K" les valeurs de K corres-
pondant aux denx extrémités du solénoide, le potentiel de ce snlénoide fini sera

(10) L) (K —K').

Si 'extrémité N’ est située i U'infini, le solénoide devient illimité et unipolaiie , et son
potentiel aura pour valeur générale '

(ll) ~aiK.

Concevons donc qu'au lieu d’étre égal & 1, le courant des spires du solénoide ait nne
intensité j ; le potentiel du pole de ce soléncide unipolaire sera

s K

ar, comme dans la theorie des fluides magnétiques, on substitue & un pole de solénoide
{#, %, /) un péle d’'aimant dont la quantité »" de fluide libre est égale 3 L &)/, on voir
que le potentiel d’un tel péle d’aimant aura pour valeur

(12) K.
Le potentiel d’un aimant bipolaire serait de méme
(13) < (KM___ K./),

K” et K’ étant les surfaces apparentes du circuit s priscs de chacun des deux poles de
aimant, et le circuit 5 étant toujours supposé parcouru par un courant égali .

On déduit de 1a facilement la valeur du potentiel d’un aimant quelconque sur un
eircuit fermé s; car, quelle que soit la distribution interne du fluide, on peut tonjours
supposer, quant i ses effets extérieurs, que cette distribution est toute superficielie.
Si donc on nomme xDw la quantité de fluide positif accumulé sur 'élément De de la sur-
face, K étant la surface apparente de s prise du centre de cet ¢dlément Dw, le potentiet
de tout Paimant sera représenté par Pintégrale

('4) S-‘AKD(»,

etendue A toute la surface de "aimant.
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En transportant ces valeurs du potentiel dans 'équation (1) du §IX, ou =V, »V”
ctaient les valeurs du potentiel aux deux extrémités de la rouate parcourue, on aura,
pour le courant induit produit dans Parc s par le déplacement de I'aimant ,

(15 T=e'S.2(K'— K")Dw,

K’ et K” ctant les valeurs des surfaces apparentes aux deux extrémités de la route.
Si le conducteur induit, n’étant pas fermé, a parcouru une route qui le rameéne a son
s yap q
point de départ, la méme formule sera applicable; mais alors K’ et K” représentent

les surfaces apparentes des circuits fermés décrits par chacune des deux extrémités de «.
Fnfin, sil'on écrit

{15 bis’ J = &'S.«KDw,

cette formule s’appliquera au cas o1 le conducteur s aura décrit un chemin quelconque,
ses extrémités ayant parcoura les arcs ¢, e”, lesquels, avec les positions initiale et finale
s'y 8”7, complétent le quadrilatére curviligne s'e’s"¢”. Il faudra concevoir que dans I'équa-
tion (15 bis), K estlasurface apparente de ce quadrilatére curviligne s'¢’s”¢” , va du centre
de I'¢lément Do,

Si l'aimant, sans changer de place, éprouvait une variation dans son aimantation ,
Veffet de cette variation serait de substituer A la fonction »' une nouvelle fonction »” :
alors le courant induit serait, d'aprés I'équation (4) du § IX , égal A

(Iﬁ} {#) — ze'S.(x'—-- 2" ) KDew.
Si l'aimant, d’abord désaimanté, arrivait & un état magnctique définitif repreésenté
par la fonction =, le courant induit, résultat de ce changement, serait

(17; W) = 'S ¥KDo.

D'aprés la définithom que nous avons donnée de la quantité K, le cone dont l'intersec-
tion avec la surface sphérique de rayon 1 doit déterminer la surface apparente K par-
tage cette surface en deux segments complémentaires I'un de I'autre; ces denx sur-
faces apparentes complémentaires sont telles, que I'une étant égale 3 K, I'autre est
egale & 4= —K, H est utile de posséder une régle générale qui permette de savoir la-
quelle de ces deux valeurs doit étre préférée, et quel est le signe qui doit lui étre
attribue.

Pour ccla, je reprends 'expression

: K=s.(1r—2—F% ("—”)Dx_(x*s.),])f-

: r r —=) +(z—8)
En nemmant 6 I'angle formé par le rayon vecteur » mené du péle (¢, n, 7) au point
T, ¥» 3, avec une paralléle aux z menée par ce pdle, le premier facteur sous le signe S
prend la forme 1 — cos 4. En nommant ¢ 'angle formé par le plan de I'angle 8 avec un
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plan fixe passant par I'axe des z, le second factenr est égal & dyp (voyez la note de la
page 158). On a donc

(18; K=8.(1 — cos8)dy,

I'intégrale devant s’étendre & tous les éléments de la courbe s. Pour simplifier, je sup-
poserai celle-ci plane et convexe sur tout son pourtour.

Si la paralléle aux z menée par le pole (, n, §) rencontre le plan de la courbe s
dans la partie interne & la courbe, les limites de I'intégration par rapport i ¢ sont
o et 21; alors, en nommant §' et § les deux valeurs de ¢ correspondant i ¢ et &

180° + ¢, on peut écrire

{19} K =S5, (2 — cos? — cos¥)dy.

Si, au contraire, cette paralléle est extérieure a la courbe s, on a deux valeurs de 4 ,
savoir 8 et 8, correspondant 4 la méme valeur de ¢, et l'on peut écrire

{20) K= ?) (c0s 6 — c0s8') ,
| o'\ P

v’ et 9" étant les deux valeurs de ¢ pour lesquelles § = ', ’est-a-dire pour lesquelles fe
plan des angles ¢ et 8’ devient tangent a la courbe.

Je nommerai coté positif du plan de la courbe s, la partie de I'espace situce d’un méme
eoté de ce plan et qui renferme le demi-axe des z positives; coté negatif, Pautre moitié
qui contient le demi-axe des z négatives. Je considérerai le péle (E, n, %) comme mo-
bile, et je nommerai (K ) la plus petite des deux valeurs que I'on peut adopter pour
la surface apparente de s. Alors, tant que le péle reste situé¢ d’'un méme c6té du plan
de la courbe s, il n’existe pas d’ambiguité relativement aux valeurs initiale et finale
de K. Mais il peut arriver que le pole mobile traverse ce plan: si le pole, an mo-
ment de ce passage, est intériear au circuit 5, K devient égal & 2 «; tandis que si ce
passage se fait en dehors du circuit, K passe par la valeur K = o.

Soient donc w’ un point situé dans la partie positive de 'espace, " un point situe
dans la partie négative.

Sile pole va de w’ i w” en traversant le circuit, on aura

K = (K}, K= 4= —(K").
il va de @’ a w” sans traverser le circuit, on aura
K’ = (K}, K’ =— (K").
Si le pole va de w” a w' en traversant le circuit, on aura
K'=—(K), K=—/§fn+(K).
S’il va de w” i w' sans le traverser, on aura
K'=—(R";, K =(K').

Tome X111, — Mar 1848. 21

[IETRRT RN
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On pent donc écrire, en général, pour le ‘point w,
(21) K == (K),

le signe + devant étre préféré si le point w est du cdté positif, le signe — s'il est du
enté négatif. Mais, en outre, en calculant la valeur définitive de la différence des po-
tentiels lorsque le péle va d'un point quelconque w’ 2 un autre point quelconque w”,
il faut avoir soin d’ajouter i la différence calculée d’aprés I'équation (21) autant de
fois 4 m que le pole a traversé I'aire intérieure du circuit en allant du coté positif au
coté neégatif, et d’en retrancher 4~ autant de fois que le pdle a traversé la méme
aire dans la direction opposée ; de sorte que si I’on nomme p le premier et » le second
de ces deux mombres, la correction A faire sera

+ 4 pr — fnm.

Cette correction transportée dans Féquation (15) devra ehanger de signe,-et I'on anra
alors

(22) F=ez{E(K) —[£(K")] +4(n — p)m.
Si le pole revient & son point de départ, on 2 simplement
(23) JT=c¢x.4(n—p)n.

Ainsi le courant induit dans un conducteur plan s par le mouvement d'un pole magne-
fique qui parcourt une route fermée est nul, sigette route ne traverse pas le circuit;
mais chaque fois que le péle traversera P'aire s du coté positif vers le coté négatif, il se
développera une force électromotrice — 4 mex, et chaque fois. que le péle traversera
la méme aire en sens inverse, il se développera la force électromotrice + 4 we.

§ XIIL

Les exemples snivants serviront & montrer 'usage que I'on peut faire des formules
précédentes.

1. Considérons d’abord les courants d’induction développés dans des eircuits fer-
més par le magnétisme de la terre. Ici les centres d’action des forces électrodyna-
miques sont trés-éloignés par rapport aux dimensions du conducteur; la transiation
ne peut développer ancun courant induit: c’est donc a la rotation qu’il faut recourir.

On sait que 'on peut remplacer fictivement le magnétisme terrestre, soit par un
aimant convenablement placé sur le prolongement de la ligne d’inclinaison, soit plus
simplement encore par um pdle magnétique unique P possédant une quantité » de
fluide libre, et placé sur la ligne d’inclinaison & une distance r trés-grande par rapport

. - o, R, s qy: e
aux dimensions du conducteur, la quantité — étant ce que I'on a appelé I'intensité ma-
r

gnetique du globe an lieu de I'observation. On peut alors appliquer la formule

(n = e’z (K’ —K”),
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K" et K” étant les surfaces apparentes du «ircuit indait s vu du péle P, an commence-
ment et 4 la fin du mouvement. Supposons que le conducteur s forme un cirenit plan
daire F, et soit v 'angle variable formé par une des deux moitiés de la normale au
circuit avec la partie plongeante de la ligne d’inclinaison; en nommant + et +” les deux
valeurs de v au commencement et 4 la fin, on aura

F F
K' = —cos», K”=—_cosv".
r1 r2

Si cosy” et cosy” sont de signes différents, cela voudra dire qu’en substituant le mou-
vement du péle au mouvement du conducteur, le péle a traversé le plan de ce der-
nier et a passé du coté positif au coté négatif du plan du circuit, ou vice wersa:
* lorsque ce cas se présente, le plan de la courbe est coupé par le pole, i I'extérieur de
l'aire F; il 0’y a donc pas lieu d’appliquer la correction indiquée a la fin du paragraphe
précédent. Donc

) F
{2) =g’ — (cosv' — cos”).
/ r2
Soient (a, r) I’angle formé par ’axe de rotation du circuit avec la ligne d’inclinai -
’ g I 3
son r; ¢ Pangle formé par I'axe avec la normale; y angle de position du plan passant
H g 3 P
par P'axe de rotation et par la normale, le départ des angles g étant ainsi choisi, que
'on ait ¢ = o, lorsque ce plan contient r; on aura

cosv == cos(a, r)cosc - sin{a, r}sinccosg.
Donc, lorsque la rotation aménera la normale au circuit de la position o’ & la posi-

tion ¢”, on aura pour le courant produit, en écrivant ; =M,
{3) J == ee'MF sin (a, r)sinc(cosy’ — cosy” ).

Aprés une rotation compléte, I'action totale J du courant devient égale & zcéro; mais
'emploi d’un commutateur peut modifier ce résultat. Le commutateur devra renverser
le courant au moment ot le courant élémentaire change de signe, cest-a-dire au mo-
ment oii le courant J devient un maximum ou un minimum.

Dans I'équation (3), ¢’ a une valeur arbitraire, mais constante, et ¢” varie de o i
360 degreés : c’est donc lorsque ¢” = 0°, " = 180", que le renversement devra s’effec-
tuer. Le commutateur satisfaisant & cette condition pour chaque demi-révolution, e
courant induit total sera donné par la formule (3), dans laquelle on aura di pose:
§' = 0% ¢” = 180°. Donc, pour unedemi-révolution,

1) J=2¢'MFsin(a, r)sinc.
Pour obtenir le maximum d’effet, il faut que ¢ = go°, c’est-i-dire (ue F'axe de rotation

soit situé dans le plan méme du conducteur.
Cette condition étant satisfaite, si Paxe de rotation est horizontal, et dirigé suivant

21..
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la ligne est-ouest magnétique, on a{(a, rj = go°,
(5) J = 2.’ MF.

$i I'axe toujours horizontal est dirigé suivant la méridienne magnétique, j étant I'incli-
naison, onafa, r) =j,

6) J = 2¢’MFsinj.
Dans le cas de I'axe vertical, on aurait

{7 J = 2¢s’ MF cosj.

On peut consulter A ce sujet le Mémoire de Weber sur I'Inclinatoire d’indaction.

I1. Lorsque I'on veut faire usage des formules (14), (15), (16) ou (17) du paragraphe
précédent , il fant connaitre la forme de la fonction x , qui représente la distribution du
magnétisme A la surface de I’aimant. Comme cette distribution n’est connue qu’approxi-
mativement, je me bornerai A examiner le cas d’un aimant cylindrique ou prisma-
tique, et je supposerai qu’il n’y ait de fluide que sur les deux bases, le fluide austral
étant uniformément répandu sur celle des deux bases qui, libre, se dirigerait vers le
nord , et le fluide boréal sur la face opposée [*]. Je nommerai &f I'un des éléments
de la surface de ces bases, et je supposerai que les dimensions de ces bases soient
assez petites pour (ue les valeurs de K correspondant A chague élément df soient sen-
siblement égales entre elles. Je nommerai K, la valeur de K appartenant & chacun des
points de la base supérieure, et K, celle qui appartient 4 chacun des points de la base
inférieure.

Ceci posé, soit un conducteur circulaire de rayon R situ€ dans un plan normal a I'axe
de I'aimant, et dont le centre est situé sur cet axe ou sur son prolongement. Le cou-
rant induit dé A Paimantation subite du cylindre magnétique sera, d’aprés la for-
mule (17) du § XII, égal &

(8) J= —¢e'S. xRdf = — e’xf (K, — Ku).
Si les deux bases de l’a-imam sont au-dessous du plan du conducteur, on aura
K, — K, = (Ko) — (Ka)-
Sil'nne est au-dessus, et I'antre au-dessous,
K, — K, =4 — (K,) — (Kd).
Enfin, si Paimant est en entier au-dessus du plan, ‘

K—RKi=~— (K..) -+ (Ku)-

(*] Cela revient a4 supposer que I'mimant est formé par un faisceau de solénoidvs juxtaposés,
ayant tous la longueur de I'aimant, pour base inférieure 'un des ¢léments df’ de 1a base u, et pour
base supéricure ’élémen t correspondant dans la base o.
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Ces trois valeurs se rameénenta une seule expression analytique ; car, / étant la longueur
de Paimant, et x la distance du centre du conducteur i la base supérieure de 'aimant,
% —+ x sera la distance 2 sa base inférieure, et I'on aura

(9) KU_K-IA:Zﬂ'[ h+z —_ z :I'.
Vie+zy+R a4+ R?
d’ot
. , h4x x
{(10) J=—2me xf[\/(h—i—x)’—}-R’_\/z?—kR*]'

Le courant induit acquerra sa valeur maximum pour x = — %%, et I'on aura alors

Ve ()

Au contraire, si le pole supérieur était dans le plan du conducteur, on aurait « =- ¢,

(11) Jmy=—

amee xf

Ve B

valeur presque moitié moindre que la précédente.

Supposons maintenant que 'aimant occupe I'axe d’une spirale de N tours, de rayon
R, et dont la longueur suivant son axe soit égale 4 L. Considérons dans I’équation (10}
x comme variant depuis x = — a jusqu’a £ = — (@ + L). On multipliera le second

Néx - .
membre par ——> nombre de tours contenu dans la tranche d’épaisseur 8z, et I'on

aura, en intégrant,

«—(u—+—L)N hoax x
Jz*zw,’ff_,, f[J(h +:)’+R*_\/.z—‘+l\’] 5
ou
(1) §= — g VL+a}+R —y(h—L—aj+R")
Ll —Va+ & +V(h—ay ¥ &7] 5

Les quantités — @, — L — a sont les distances du péle supérieur aux deux plans ter-
minaux de la spire; — a 4+~ %, — L — a -+ & sont les mémes distances pour le pole

inférieur. Si I'aimant est symétriquement placeé, c’est-a-dire si —a—=—(—L —a-A),
le courant prendra sa valeur maximum
J =— 4wee’xf§[\/(h —a) 4 R — ya? + R’]

(13)

2 e o
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Si le rayon K des spires est petit comparativement a la loagueur £ de Paimant, Ia
(uantité entre parenthéses devient sensiblement égale AL, et I'on a a fort peu prés[*]

(14) J,:———41rfs'fo.

En faisant dans 1"quation (12) a — o0 et L= 4, on tombe sur le cas d'un aimant
entiérement recouvert des spires du conducteur, et ’on trouve alors

e b

Si R est beaucoup plus petit que L, on retombe sur I'équation (14) : ainsi la force
¢lectromotrice ne dépend alors encore que du nombre des tours; mais il faut que
les dimensions des bases f soient petites par rapport au rayon R. On peut comparer
ces résultats avec les recherches faites sur ce sujet par Lenz, et publiées dans les
Annales de Poggendorff, tomes XXXI1V et XLVIL.

Considérons toujours le méme aimant que ci-dessus ; mais supposons-le fixe et pre-
nons un conducteur annulaire que nous transporterons de la position #' i la position o
On aura pour le courant induit, résultat de ce mounvement,

J = — e xF [K, — K, — (K, — K. )]

Dans cette équation, K, et K, sont les surfaces apparentes du circuit prises de la po-

sition « pour chacun des deux poles; K., K. sont les surfaces apparentes relatives
la position w'. Si la position @’ est & Pinfini, on retombe sur le cas précédemment
examiné; et si x et x - /i sont les distances du centre du conducteur aux bases o et «,
le courant induit sera donné par I'équation (10), et sera un maximum pour .x = — L 4.
Si I'on remplace en outre le conducteur annulaire par une spirale dé N tours et de hau-
teur L, les distances du premier et du dernier tour & la base o étant — a et — (a 4~ L)
comme ci-dessus, on retombera sur I'équation (12) et sur les équations (13), (14), (15) qui
en derivent. Ainsi, dans ce cas encore, 1'aimant venant de trés-loin se loger dans I'axe
de la spirale, le courant produit sera 4 fort pen prés indépendant du rayon des tours,
de la hauteur des spires et de la position finale de 'aimant, mais simplement propor-
tionnel au nombre des tours ; toutefois, cela n’est vrai que sous les mémes restrictions
déja indiquees.

Désignons maintenant par «” le point milieu de 'axe de laimant, «’ un point
pris sur le prolongement de cet axe, et faisons mouvoir le conducteur, son plan.
restant perpendiculaire 2 Faxe, de telle sorte que son centre aille altermativement

’

” ” 3 b N
de w” en o' et de o' en w”. En nommant K,, K. les surfaces apparentes relatives 2 la
’

i*] M. Neumann déduit de la que, si le diamétre de Ja spirale est trés-petit comparativement a son
éloignement des bases de Iaimant, la force électromotrice engetidrée est indépendante du diamétre
de cette spirale. Si R est petit comparativement aux quatre distanges —a, — L —a, —a—+k,
— L — a4k, 'expression (i2) se réduit aussi 2 Pexpression {14}, ¢t le courant ne dépend plus de 1a
position des pdles par rapport i la spirale. A. B.
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position w”, le courant induit, dans le mouvement de w” en o/, sera
’ ! L n
J=—'7f[K,— K.— (K, — K))];

et dans le retour, en employant le commntateur pour renverser le sens du courant ,
on aura la méme valeur de J, ce qui donnera pour 7 allées et 2 retours,

(16) " L=—anxf[Ko—K, — (K; —K})].

5i au lien d’employer le commutateur, c’est le conducteur qui, arrivé en w’, se ren-
verse en tournant de 180 degrés autour d’un de ses diamétres, cette rotation fera naitre

en ce conducteur un courant induit analogue 2 celui de induction terrestre, ct qui anra
ponr expression

zse'xf<K,u—-Kz,);

de sorte qu'au bout de » répétitions de ce mouvement alternativement rotatoire et recti-
ligne, le conrant total induit sera

J,= 2nes'xf(K:,— K:’,)

Cette snite de mouvements produit donc le méme résultat que si le point ' était
situé 2 I'infini, et cette conséquence doit étre étendue 3 tous les autres cas pareils, par
exemple au cas déja examiné d’une spirale de N tours. On peut consulter & ce sujet le
Mémoire de M. Weber sur P'appareil inducteur de M. Gauss, dans les Resx/tate powr

1838.

III. Courbons maintenant notre aimant en fer 4 cheval; soit 2 @ la distance (ui se-
pare le pole o du péle u, et soit nommé m le point qui occupe le milieu de cette lon-
gueur. En m est un axe de rotation perpendiculaire sur la ligne ox, et autour de cet
axe tourne un conducteur circulaire entrainé par le mouvement d'une droite qui joint
le point m au centre de ce conducteur : cette droite est 4 la fois perpendiculaire a ’axe
de rotation et au plan du conducteur. Si x est la grandeur de cette droite, R le demi-
diamétre du conducteur, il est évident que la rotation ne pourra s'effectuer que sous
la“condition z*+ R? < a”. ‘

Soit ¢ I'angle de position du systéme rotatif, compté a partiv de 'une des deun
positions dans lesquelles le conducteur est perpendiculaire sur la ligne o m &, L'indue-
tion produite par la rotation, depuis ¢ = o° jusqu’a ¢ = g, sera

J=— es'xf[l(a - Ku—<K;—-K'u)]i'

Les valeurs K, , K, correspondent 3 ¢ = 0°, les valeurs K,, K, 4 g = 4.

Le terme K, — K,, seul variable, atteint ses maxima et minima chaque fois que I'on
a 9=180°, ¢ ==360°, elc. : c’est dans ces positions que le courant momentané change
de signe ; c’est done aux époques correspondant & ces positions que le commutatenr

doit agir pour renverser le sens du courant. D’aprés cela, cherchons la valeur de J.
entre les limites g — 0°, ¢ = 180°.
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Le conducteur étant dans la position = 0°, considérons comme c6té positif du plan
du conducteur celui qui regarde vers la base o: on aura, conformément aux nota-
tions du § XII,

. .
K, =+ (Kn)
Maintenant il est important de remarquer que 1'axe courbe de I'aimant coupe le plan
du conducteur en dehors de 'aire de ce conducteur, en un point pour lequel on a
K = 0 ainsi, dans le passage du premier pédle o au deuxiéme pole z, la valeur de K
doit changer de signe, de sorte que I'on doit écrire
' '
Ku': s (K“)'
Dans une rotation de 180 degrés, le mouvement relatif des poles leur fait traverser le
plan du conducteur en dehors de 1'aire de ce dernier : ainsi on a, pour ¢ = 180°,
Ko:‘_(Ka), Ku:(Ku);
d'ailleurs
! 4N
Ku = (Ko) ] (Ko) = (.K”

On aura donc, pour la valeur de J,

Je= se’r_.f[z(Kf,)-{- 2(K:‘)]1

et comme
. a —z
(Ko):mr[l-— ‘__.___],
Via — 2y + R
’ -+ x
(K,,):'Zn'[l — -—_—a__:: H
g/(a+r‘”+R’
il viendra :
_ a-F-x
(17} J={fme'2f |2 — 2 — ]
7 4 Q/(a'—-z)’-i— R: \/(a—l—m)?—i-R’

On déduirait de I facilement les formules relatives an cas d'un conducteur tourné en
hélice, ainsi que la meilleure disposition a donner au systéme : on peut consulter &
ce sujet le Mémoire de M. Weber sur la machine inductive par rotation.

IV. En conservant la disposition précédente, couchons le plan du conducteur, jus-
qua ce qu’'il devienne perpendiculaire 3 ’axe de rotation, et fixons-le de maniére que
son centre soit éloigné de Paxe d’une longueur a égale 2 la demi-valeur de l'intervalle
ow. Soit alors z la distance qui sépare les péles o et « du plan du conducteur. Les
maxima et minima de I'action momentanée du courant induit se produiront lorsque le
centre du conducteur sera situé précisément en face des poles o, ou u, par conséquent
2 une distance z de ces poles. Faisons faire au conducteur une demi-révolution, de-
puis la position qui donne le minimum de distance 2 o, jusqu’a celle qui donne le
minimum de distance & x; nous aurons

(18) 1= — ' of [K, — Ko — (Ko — Ko
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Mais on a d’aillcurs
K. =K, =(K,), K, =K,=({Kd),

attendu que les deux poles sont situés du méme cOte par rapport au plan du conduc~
teur.

On a ensuite

x
\Ku): 27 (l _ \/ﬂ)?

et approximalivement,

R*mx
(K’) = _';"l
(ot + 2]
par conséquent
~ |_ R':

l1g) J=—f4mee’nf| 1 — _;___-— il ~

¢ - B

Vel + R (4at -+ 27)°

V. Le dernier cas que je vais considérer se rapporte & un conducteur incomplet.

Reprenons notre aimant cylindrique et placons-le verticalement, la base o vers le
haut, la base x vers le bas. L’axe prolongé de Iaimant porte deux disques métalliques
dont les centres sont sur cet axe et dont les plans lui sont perpendiculaires. Ce sys-
téme fait corps avec I'aimant et tourne avec lui autour de I'axe. Deux languettes
métalliques fixes viennent presser sur les disques, et sont unis métalliquement avec les
deux extrémités du fil d’un galvanométre. Soient 8, #’ les deux points de contact des
languettes avec les disques ; ces points séparent le circuit en deux parties, dont I'une fait
corps avec I'aimant et tourne avec lui, et dont l’autre restc fixe. On demande le cou -
rant induit dans un tel circuit par la rotation de I'aimant.

Pour traiter ce cas, il faut supposer que I'aimant reste fixe, et que le circuit in-
complet qui unit le galvanométre aux points f, B’ tourne autour de I'axe de 'aimant.
Or soient R le rayon du premier disque, x sa distance au pole o positive si le disque est
au-dessus du péle et négative dans le cas contraire, x -+ h la distance de ce disque au
pole u; soient R’ le rayon du second disque, £ sa distance & o, et 2’ -+ £ sa distance
A u. On remarquera que les courbes décrites par les extrémités du conducteur incom-
plet,, pendant une rotation de 360 degrés , sont précisément les circonférences des deux
disques. D’aprés ce qui a été dit dans le § XI, la force électromotrice développée est
alors égale A la difference des valeurs du potentiel de laimant relativement a chacune
de ces deux courbes , C’est-a-dire 2 la différence des quantités

of(Ko—Ka) et enf(Ko—Ku):

- A 4
K,, K, sont les surfaces apparentes du premier disque prises des poles o et «w; K. et

Tome XIiI. — Mai 18]8. 22

Porres
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' . R . N ..
K., les surfaces apparentes du second disque prises des mémes péles. Or on a évidem-
ment

4
K.=2r <l—-—~—lz‘_.._.:>7 K;:Zﬂ'(l'—“_w—)’
Yo'+ R? Y& +R"

[ } !
K,—=2n (I—:h:—x_A ,,>9 K.=— 21:('_ -—li—-—)
Vb +arery RN s ¢

’

et la valeur de J devient

I = — e nf[K, — K. — (Ko = K.)],
z x i
. , Ver4+R® Yo' R ‘
(20) J=ore2f htz ) bz \
~VEF+ R VE+ R

Si Pon suppose R’ = o, c'est-a-dire si le fil du galvanométre vient presser le fond
d’un céne creux dont le sommet est dans le prolongement de I'axe ox, I'expression
précédente se simplifie, et 'on a

{21) J,,:z'nae’x_f( il —_— btz )
Veik Vit i

Clest cette disposition qui a été adoptée par M. Weber, dans ses expériences sur I'in-
duction unipolaire. La valenr maximum de J, a lieu pour # = — + 4. On a alors

= — free’ nf

pour P'action totale du courant d’induction développé par une rotation compléte de
I'aimant autour de son axe.

M. Neumann résume ainsi les principales conséquences de ‘son
travail :

§ 1. — Si 'on tient compte de la loi suivante de Lenz, que « dans le cas ou l'in-
duction est prodnite par un déplacement du’ conducteur induit en présence d’un cou-

rant inducteur ou d’un aimant, Paction électrodynamique exercée par I'inducteur sur
Pinduit tend toujours a retarder le mouvement de ce dernier; » et si 'on observe que



PURES ET APPLIQUEES. T

« I'induction instantanée est proportionnelle i la vitesse avec laquelie e mouvement
s'effectuc, » onarrive a la loi exprimée par la formule

EDs — — eCDs.

Dans cette formule, Ds est un ¢élément da fil induit, et EDs la force électromotrice
developpée dans cet élément: ¢ est la vitesse de Ds; C est la composante suivant le
mouvement de Ds, de la force électrodynamique que 'inducteur exerce sur I'élément
Ds supposé parcouru par un courant d’intensité 1. La quantité ¢ peut étre regardée
comme constante, au moment méme ou l'induction s’exerce ; considérée comme fonc-
tion du temps, c'est une quantité qui décroit avec une rapidit¢ extréme dans les instants
ui suivent Pindaction.

§ II. — Lorsque la force électromotrice EDs est développée dans I'élément Ds de
Varc s, non-seulement E est une fonction de s, mais aussi une fonction du temps;
toutefois, en supposant que les variations de E avec le temps soient incomparablement
moins rapides que la propagation dua courant électrique dans l'arc s, on pourra appli-
(quer au courant induit la loi générale de Ohm, savoir que « lintensité du conrant
induil est égale & la somme des forces électromotrices divisce par la résistance du
circuit. »

§ HMI. — L’intensité du courant induit dans 'are s sera donc
— 'S CDs,

;" etant ie quotient de 'unit¢ par la résistance de Parc s, et le signe § indiquant que Fon
doit intégrer I'expression #CDs dans toute I'étendue de cet arc.

Le produit de cette expression par d¢ servira de mesure i Yaction momentanee de
courant induit ; et si 'on Intégre par rapport au temps, entre deux époques donnees,
on aura la mesure de Vaction totale du courant induit.

La valeur de cette derniére action dépendra senlement du chemin parcooru par 1+
conducteur, et nullement de la vitesse avec laquelle ce chemin aura été parcourn.

La force électromotrice du courant instantané est, au signe prés, le moment vir.
tuel {*] de la force électrodynamique exercée par U'inducteur sur Pinduit, cc dernics
ctant supposé parcoutu par un courant égal a ¢

La force électromotrice du courant total engendré par le déplacement du conduc-
teur, depuis sa position initiale w, jusqu’a sa position finale w, , est ¢gale & la perte
force vive que I'inducteur fixe aurait occasionnée dans le mouvement du circuit indui
parcouru par le courant ¢, entre les limites w, et w,.

La perte effective de force vive de ce circuit, supposé it uniquement en vertu des

%1 Produit d’une force motrice par le chemin du mobile estimé snivant Ia dircetion de cette
furce

2.

AR
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vitesses acquises, sera, par suite de Paction électrodynamique exercée sur lui par I'im-
ducteur, représentée par

t
2ee’f I dt(S.vCDs).
tﬂ

Concevons que les trois composantes rectangulaires de V'action de Pinducteur sar
I’élément Ds de V'induit sapposé parcouru par le courant ¢ puissent s’exprimer par les
dérivées partielles d’'une fonction des coordonnées z, ¥, z de I'élément , et construisons
les surfaces de niveaw de eette fonction , c’est-a-dire celles dont tous les points ont des
coordonnées donnant i la fonction une méme valeur, que 'on pourra considérer
comme une pression normale 4 la surface correspondante ; la force électromotrice du
courant total engendré dans I’élément induit par un déplacement de translation (sans
rotation) de w, & w, sera égale & la différence des pressions qu'ont a supporter les deux
surfaces de niveau correspondant aux positions initiale et finale, et cela quelies que
soient les positions intermédiaires., pourvu que les positions initiale et finale restent les
mémes.

§ IV. — Sile conducteur A est en mouvement par rapport & B, on peut, par un
mouvement commun des conducteurs, ramener A A Pimmobilité ; ce mouvement com-
mun sera dit 'opposé du mouvement primitif de A.

La force électromotrice qui développe le courant induit reste la méme, quel que soit
celui des deux circuits dans lequel on fait circuler un courant d’intensité donnée, quel
que soit celui des deux qui est en mouvement, pourvu que le mouvement relatif reste
le méme.

§ V. — Tout mouvement d’un circuit par rapport & un pdle de solénoide ou d'ai-
mant peut étre considéré comme résultant de la superposition de deux mouvements
distincts , I'un de translation commun 3 tous les points du circuit et au pédle supposé
lié avec le circuit, l'autre de rotation qui s'effectue autour de ce pdle pendant que
celui-ci est entrainé dans le mouvement commun.

Le courant instantané di 4 la translation est égal

— ¢&' %' Tdw.

Il est sous-entendu que c’est le pole qui se meut par rapport au conducteur immobile ,
et que dw est I'élément de la route parcourue dans le temps de; »' est la quantité de
fluide magnétique libre accumulée en ce pdle; I est la composante suivant dw de I'ac-
tion clectrodynamique que le coaducteur parceuru par um courant 1 exercerait sur
I'amté de fluide accumulée au pole.

Le courant instantané dir 4 Ja rotation est représenté par

— ee'%" [cos (@, &”) — cos (a, ¢')] db;

daos cette formule @4 est la rotation infiniment petite autour du péle ; (a, ¢’ ) et (a, ¢ )
sont les angles que forme I'axe de rotation avec les droites menées du péle aux denx
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extrémités du conducteur. Ce courant ne dépend donc pas de la forme de ce dernier,
mais seulement de la sitnation et du mouvement de ses deux extrémités ; ce courant est
nul si le conducteur forme un circuit fermé.

Donc, si un conducteur fermé tourne autour d'un axe contenant un on plusieurs
péles magnétiques, il ne se produira pas d’induction.

§ VI. — L’'induction développée dans un conducteur en repos par le mouvement
d’un solénoide dépend seulement du mouvement des deux péles de ce solénoide.
L’effet d’un péle se décompose en deux parties ; 'une dépend du mouvement de
translation du péle, I'autre de son mouvement de rotation ; les deux courants instan-
tanés, qui correspondent 4 ces mouvements, sont
— e’ 2'Tdw
et

— e/« [cos (a, €”) — cos(a, ¢')] dy.

Si le circuit est fermé, 'induction de rotation est nulle.

Un péle magnélique peut, sans changer de place, mais par sa rotation auatour de
lui-méme, induire un courant dans un circuit non fermé. De cette loi découle la
théorie de 'induction unipolaire.

§ VII. — Un aimant peut étre considéré comme un assemblage d’un trés-grand
nombre de trés-petits solénoides (ou atomes magnétiques). Ce systéme de solénoides
peut, comme I'a démontré M. Gauss, étre remplacé, quant 4 ses effets extérieurs, par
un certain systéme de péles répartis sur Ia surface de I'aimant; ainsi P'induction en-
gendrée par un aimant peut toujours étre considérée comme provenant d’une certaine
distribution de magnétisme libre & 1a surface de cet aimant,

L’induction ne dépend pas seulement de la translation de cette surface magnétique ,
mais elle dépend aussi de sa rotation: le courant engendré par cette rotation est uni-
quement déterminé par la position des denx extrémités du conducteur; il devient nul
si le circuit est ferme.

En nommant xDew le magnétisme libre de Pélément de surface Dw, le courant momen-
tané provenant du mouvement de translation est égal 2

— e’ T T Doadw ;

dans cette formule, dw est l'arc trés-petit décrit par Dw; T est la composante de
Paction électrodynamique exercée par I'unité de courant supposée en mouvement dans
le conducteur induit, sur I'unité de fluide magnétique en Dw, cette action étant esti-
mée suivant la direction de 'arc dw; P'intégration T deit s’étendre a la surface entiére
de Paimant.

Le courant d’induction di 4 la rotation est

— e¢'2.x[cos (@, ¢") — cos (a, )] Du dy,

formule ob (a, ") et (a, ¢') sont les angles formés par I'axe de rotation avec les droites
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menées du centre de Do aux deux extrémités du conducteur, 44 étant toujours {a va-
lenr angulaire et trés-petite de la rotation.

§ VIII. — L’aimantation et la désaimantation consistent, suivant les idées an-
ciennes, en une séparation ou réunion des fluides magnétiques dans Vintérieur de
chaque atome magnétique. Le courant induit résultant de ce déplacement des fluides
est egal i

— e’ T .(7."— »') VDw;

# Do et 2" D sont les quantités de fluide libre de I'éiément de surface Dw, avant et
aprés le changement de distribution du magnétisme intérieur; V est le potentiel du
circuit induit considéré comme parcouru par un courant égal & 1, et agissant sur I'unité
de fluide en Dw. L'intégration doit embrasser toute la surface de 'aimant.

§ I[X. — SiTl'on étend i tout I'aimant le potentiel du conducteur parcouru par e
courant 1, et si 'on multiplie ce potentiel intégral par ', la différence des deux va-
leurs de cette quantité, au commencement et 4 la fin du mouvement de I'aimant, don-
nera le courant induit engendré par le déplacement de Iaimant: toutes les circon-
stances qui laissent intacte la valeur de ce potentiel sont impropres & produire aucune
induction ; mais si une cause quelconque modifie ce potentiel , I'induction se produit.
Le changement de I’état magnétique d’un aimant immobile est une des causes qui peu-

vent produire cet effet.

§ X. — De méme, lorsque deux circuits sont en mouvement, le courant induit re-
sultant de ce mouvement s'obtiendra en multipliant par — ! ee’s la différence des va-
leurs initiale et finale du potentiel intégral de I'un des circuits parcouru par le cou-
rant 1, sur le deuxiéme circuit parcouru par le méme courant : ici j est 'intensité du
couraat inductear. Pour obtenir le potentiel indiqué, faisons passer par chaque circuit
une surface d’ailleurs arbitraire, mais 2 laquelle le circuit servira de limite : soient Do
‘et Do deux ¢léments considérés, 'un sur une des deux surfaces, I'autre sur lautre;
»' et r” la distance initiale et la distance finale des deux ¢léments; convenons de ve-

presenter par » lorsqu’on

’

d? 1 1 Y 1 I
—— [ — — = la dérivée du second ordre de — — -
dndy \ 7 r r r
passe du centre de Do & un point situé sur la normale & Do i une distance «r, et du

centre de Dw & un point situé sur la normale & Dw 4 une distance dv.
L’expression du courant induit sera alors

d? 1 1
‘s
— €€ JS'Z'—dndv (r” r'> Do Dw.

Les integrales S et 3 s’étendent aux deux surfaces dont Do, Dw sont les éléments.
Dans ce cas encore, il n'y a d’induction produite que par Peffet des causes qui font

changer la valeur de ce potentiel.
Supposons que le courant inducteur, sans se déplacer, change brusquement d'inten-
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sité, et que celle-ci passe de la valeur ;' & la valeur j”; le courant induit aura pour
expression

d L
>
— e’ (" —j')8.3. —— Do Daw.
see’(j i) 7o Do Do
§ XI. — Le potentiel intégral d’un courant fermé s d’intensité ; agissant sur nn

courant fermé o d’intensité j/ peut se mettre sous la forme

+J7'S.2

cos (Ds, Da)
T . —(-’——) Ds De,
r
7 étant la distance des deux éléments Ds, Dy, et (Ds, Do) 'angle forme par Ds avec Da.
Les deux éléments Ds et Do s'attirent avec une force qui a pour valeur

.., cos (Ds, De)
N

L
2 P2

Ds Ds.

La force électromotrice engendrée dans le circuit incomplet s, par son déplacement
en présence du courant o, est égale au potentiel de s sur un courant d’intensité ¢ qui
suivrait le contour de la surface décrite par Varc total s dans son mouvement; ce
contour est un quadrilatére curviligne ayant pour cotés, 1° et 3° les deux positions

initiale et finale de I'arc s, 2° et 4° les deux arcs parcourus pendant le mouvement
par chacune des extrémités de s.

Si le circuit s devient complet, on retrouve la loi énoncée au preécedent para-
graphe.

De méme, si le circuit incomplet retourne i sa position initiale, ses extrémités de-
crivant chacune un circuit complet et fermé, la force électromotrice sera égale a la
différence des valeurs du potentiel de & sur chacune des deux courbes, supposées par-
courues par un courant d’intensité s.

Lorsqu’un conducteur fermé se meut suivant un chemin rentrant sur lui-méme , en
présence d’un circuit fermé, il 0’y a pas d’induction produite.

Ces lois s’appliquent au cas ot le courant est remplacé par un aimant.

On obtiendrait des résultats analogues dans le cas on le circuit inducteur serait me-
hile, et dans le cas ol le circuit induit serait fermé, 'inducteur ne 1'étant pas.

§ XII. — La surface apparente ( Kegeloffnung) d'une courbe fermée prise d'un
point donné est « la portion de surface sphérique de rayon 1 interceptée par le cone
ayant le point donné pour sommet et la courbe donnée pour base. »

Un solénoide pouvant, quant A ses actions extérieures, étre remplacé par de cor-
taines quantités de fluide »’ et — »’ accumulées i ses deux péles, son potentiel anra.,
relativement 4 un circuit s parcouru par le courant 1, la valeur

x (K” — K’ ).

' R
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K” et K’ étant les surfaces apparentes de la courbe s, prises de chacun des deux
poles.

Le potentiel d'un aimant relativement & un courant fermé d’intensité 1 a pour
valeur

S.»KDw,

expression dans laquelle xDw est la quantité de magnétisme libre que I’on peut con-
cevoir repandu sur I’élément Do de la surface de I'aimant, et K la surface apparente
du circuit prise du centre de cet élément.

SiP'aimant passe de la position « A la position w”, le courant induit provenant de
ce déplacement sera

— 'S x(K"— K') Dw,

K’ et K” étant les valeurs des surfaces apparentes du circuit prises du centre de Do
dans la premiére et dans la seconde position.

Dans le cas oil le conducteur n’est pas fermé, la formule du courant induit sera

—¢’S. xKDuw,

K étant la surface apparente du quadrilatére curviligne qui termine la surface décrite
par le conducteur, l'origine du cone étant toujours au centre de De.

Si la distribution magnétique change de telle sorte que le magnétisme répandu sur
Dw devienne »'Dw, au lieu de »Dw, le courant induit engendré par ce changement
dans un circuit fermé sera :

— ee'S.(»" — #’) KDuw,

K etant toujours la surface apparente du circuit prise de Dw.

Il existe certaines régles d’aprés lesquelles on devra déterminer le signe de K, et
prendre pour K la plus grande ou la plus petite de ses deux valeurs possibles, va-
leurs dont la somme est toujours égale 4 4«. (Renvoi au Mémoire pour la discussion
de ces régles.)

§ XIII. — Application des formules du § XII a des cas particuliers.

1. Induction produitc par le magnétisme terrestre dans un circuit plan qui tourne
autour d’un axe. — Soit F l'aire plane du conducteur; soient ¢ I'angle formé par la
normale au plan du conducteur avec P'axe de rotation, et (@, r) I'angle de cet axe
avec la ligne de Pinclinaison magnétique; convenons de compter I'angle de rotation ¢
de la normale, 2 partir du plan qui contient i la fois I'axe et Ia ligne d’inclinaison :
le courant total d’induction produit par la rotation, depuis » = ¢’ jusqu’a ¢ = 3", sera,
M étant l'intensité magnétique terrestre ,

— s’ MF sin (a, 7)sin ¢ (cos 9" — cos ¢').

2. Dans les exemples suivants, on considére un aimant prismatique, dont le ma-
goétisme libre est supposé uniformément réparti sur ses deux bases, avec une densité
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ezale 4 «: les dimensions de ces bases sont supposées petites par rapport anx distances
qui les séparent des éléments du conducteur induit.

Induction produite par un aimant placé a lintérieur d’'une ¢lectrohélice. — On
nomnie f 'aire de I'une des bases de 'aimant, L la longueur de Vélectrohélice, R son
demi-diamétre, et N le nombre de ses tours ; le courant induit par Paimantation suhite

— free’wf N [\/l -+ (1:—)-— %

L. indnction scra la ménie si un aimant, venant d'une grande distance, est subitement
introduit dans "héhee.

du barreau sera

5. Induction produite par la rotation d’un conductenr circulaire en presence des
piles d'un aimant en fer i cheval. -— Soient o et u les centres des deux bases dv
Paimant, m le milieu de o «; Uaxe de rotation passe par m et est perpendiculaire & o
le centre du conducteur mobile est en C, dans le plan menc¢ par on normalement
Uaxe de rotation: on a

mo = mu = a, mC=r.

Le ravon R du conducteur est normal A mC; lu rotation n’est possible qu’antant e
l'on a

TG

Vr‘r?_+_ RI < al.
Chaque demi-rotation du conducteur, qui raméne C a la coincidence avec la ligne 0w,
détermine une induction exprimée par

4m'xf[2_ “a_z ““‘_].

vie—aP+R (e +ap+ R

4. Sile centre C est situé A une distance a de V'axe de rotation et & une distance «
du plan mené par o« normalement & cet axe, si, de plus, le conducteur est parallel.
i ce plan, les lettres a et R conservant leur signification, tout demi-tour, qui améne (.
du minimum de distance de 'un des pdles an minimum de distance relativement i
Pautre péle, produnit un courant d’induction égal, & fort peu pres, &

B ' )
T b R' x
— e’ f - e —
kl S —;
Rit2 (far + x)°
8. Induction due i la rotation d'un aimant prismatique autour de son axe. — Lax

de rotation est la ligne o« de longueur %4 qui unit le centre de Ia base o au centre dv
la base #; sur le prolongement de P'axe, et liés avec lui, sont deux disques metalliques
de rayons R et R’, dont les plans sont perpendiculaires & cet axe; les distances des
centres de ces disques & la base o sont x et o ; les distances a la base u sent x4 /4 &1
' —+ h. Pendant que 'aimant et les deux disques tournent d’un mouvement commun .
. un circuit extérieur est mis en communication avec le systeme de ces disques au moven

Tome X1 — Mar 1848. 23

o
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de languettes métalliques qui pressent sur leurs jantes, de sorte que le circuit est ferme
par les roues et par la portion intermédiaire de 1'axe. L’induction produite dans un
tel circuit par une rotation compléte de 'aimant sexa

r h+x z h4x ]

2 mwee fxr — — — - -
Vz+ R A+ 2P+ R V2" R k4 o) - R®

Supposons R’ — o, c’est-a-dire que 1'un des deux contacts ait lieu dans ’axe méme,
et que, de plus, on ait

— 1 .
.Z'—-——?'Il,

on aura alors la meilleure disposition pour obtenir 'induction unipolaire de M. Weber,
et son expression sera




