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TRALY, VAN AN AN AN ARIARMAAY A

Sur le développement en fraction continue de la racine carrée

d’un nombre entier;

Par M. J.-A. SERRET.

Si P'on développe en fraction continue la racine carrée d’un nombre
entier non carré, et que ’on forme la suite des fractions convergentes ,
il y aura toujours une relation simple et uniforme entre les deux frac-
tions qui répondent au dernier quotient,, dans les périodes de rangs n
et 2n2. Je ne sache pas que cette relation soit connue; aussi ai-je cru
utile de Iindiquer en quelques mots.

Soient A un nombre entier non carré, a la racine du plus grand

r - Pn g - . y
carré qui y est contenu, Q. ou x, la fraction convergente qui répond
n
au dernier quotient dans la période de rang n, lequel est, comme on

& doal P, . oo P
sait, égal & aa, et enfin &7 la fraction convergente qui précéde --: on
? ] Q Qn

aura évidemment
(a -+ yA) P+ P

VA= VR e

&’ot1 Pon déduit les valeurs connues de P, et de Q,, savoir:
P, = AQ, — al’,,
Q’n =P, — aQu'

. . . Py
Cela posé, la fraction convergente qui suit —Q’— a pour valeur
n

2aP, + P,
2.aQ, + Q.

Ly P, .
et 'on en déduira la valeur de Q—’ ou Xy, , en remplacant le quotient
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D,
ra par a + 0; on aura donc

e
.

P, ,
@+ -—)P, 4+ P,
(=+3)

Lyp== oL
i P, .
((1 —+ 6;) Q.+ Q.

ou, enmettant au lien de P’ et Q, leurs valeurs,

A

] Iy 4= —

o _Pi4aAQy o
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On arrive ainsi 4 ce résultat trés-simple, que la fraction Xy, est la
. . A

movenne amthmethue des valeurs x, et 2. 1} est assez remarquable
“ xT,

i

que cette quantité x,, soiy précisément celle gue donne la méthode
Papproximation de Newton, lorsqu’on prend x, pour premiere va-
leur approchée. Cette méthode donne, en effet, pour seconde approxi-
mation,

X, - L G LB

Les fractions convergentes o, qui répondent au dernier quotient
dans les périodes successives ne sont pas tounjours les seules jouissant
de cette propriété; il peut arriver, en effet, qu’en partant d’'une fraction

p , . .
(‘onvergente que!conque 67 ]‘d lll(‘.thO(](‘! (]t‘ NE\’VrOTI en fOlH‘HlSS(,’ une

seconde. Soient, en effet, P, et Q, les quotients des nombres p* AQ*
et 2 PQ par leur plus grand commun diviseur D, le résultat fourn; par
la méthode de Newton sera

P P AQ
Q" Tapq 7

et 'on a
, PAQr 2PQ
Bo=op=s o=,
d'on

) D — AQ 2
PL - AQ7 = (P
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. . P . .
Or on sait quea‘ sera toujours 'une des fractions convergentes vers
]

vA, silona
| P? — AQ? < VA,
ce qui exige que
+ (P? — AQY) < Dy/A.

Cette condition sera toujours remplie, si a est Pune des fractions X,

car, dans ce cas. P* — AQ® = * 13 mais il est évident qu’elle peut
I'étre aussi dans beaucoup d’autres cas.
Fu particulier, si 'on applique la méthode de Newton a Pune

quelconque des fractions convergentes vers V39, ou obtiendra une se-
conde fraction convergente.

FIN Dil POUZIEME VOLUME.



