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PURES ET APPLIQUEES. 449

AV AN M

NOTE
SUR QUELQUES INTEGRALES TRANSCENDANTES ;

Par M. Winuiam ROBERTS.

1. La fonction transcendante

? log (1— A°sin® 0 sin? g,
s,
0

\/" [— A2 sinﬁo

qui dépend, en général, de trois quantités, jouit de la propriété d’étre
exprimeée par des {onctions qui n’en contiennent que deux, & Vinstar
de Vintégrale elliptique de troisicine espéce i parametre logarithmique.
En effet, désignons par z la fonction dont il s'agit, et nous aurons.
en la différentiant par rapport 4 0,

d. N - . s g .
IL; = 2cotang ¢ [F (p) — I1 {— A% sin® §, ¢)].

Or on a, d’apres la découverte célébre de M. Jacobi (LrernprE,

. .. " E (o) d
tome I1I, page 154), en desngnant par Y la transcendante /‘— o)y

v T— Alsinty

2cotang G [T (¢) — T (— A*sin* §, o)]

= [Y(g") — Y1) —2E (6 Fig),
\/x———Hsin‘*‘O[ ¢ ) g ( ' c‘”-]

ou
o' =am[F(g) — F(§)], ¢ =am[F(¢) + F(0)[;
en sorte que

du 1

- (Y (") — Y (¢") — 2E(6) F (¢)].

g~ \/’1 — A¥sin*9

‘Tome X1I. — Novemsne: 1847, 37
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Mais si I'on regarde y comme constant, on a

doy’ dh dy” . o i
\/I— £rsint g’ - \/1—— k*sin? 9 Vi—&sin? 9" Vi—isin? g

., du s . . .o
En intégrant 77 bar rapport 4 8, il vient donc facilement

)y’ Y(p”)dg" .
t——f ) —l—f _.‘i)_fg,A——zF(go)Y(ﬁ)-kjfcp).
\/1— ksin? ¢’ Vi—A*sin® "
Maintenant soit § = o, ce qui donne ¢ = ¢’ = ¢"; on en conclura

S =—a f

y1— A*sin?g

4’011 I'on déduira finalement

log (1 — A% sin® § sin’ ¢) Y (¢ dy’
\/I—Msmf’qa \/l~—/{’$ln7rp
1 ” d " ) Y p d o
+f J i —_2 __.L_(‘J):_______L__Q'F(gg)l(@}’
\/1 — k%sin’q \/1—— k*sin®¢ ’

équation qui constate la propriété énoncée.

On pourrait aussi arriver i I’équation qu’on vient d’obtenir en
employant une formule donnée par M. Jacobi (Journal de M. Crelle.
tome XV}, savoir [*],

>Yam (p) + 2Yam (g) = Yam (p + g) 4+ Yam(p - ¢
— log |1 — /&*sin® am ( p) sin? am @],
en la multipliant par dp, et en intégrant ensuite.
2. 1i serait intéressant peut-¢tre d’étudier d’une maniére approfondie
(g dy

tes propriétés de notre nouvelle transcendante [ - -
1— A*sin‘g

mais Je

me suis borné pour le moment & déterminer les valeurs qu’elle prend
i ., .

pour ¢ = —, [ ¢tant un entier quelconque : ces valeurs peuvent
2

s’exprimer assez simplement par des fonctions elliptiques. En effet,

-

M Poir aussi le Traité flémentaire de M. Vernulst , page 114.

. ' I ' [REETET TR Lo e e



PURES ET APPLIQUELS. a0
sotent 5 oet o deux amplitudes satisfaisant 4 I'équation
F(k, o) + F(k, ¢) = F (£);

O AL cone on sait,

Viks o) = YR, )+ Y (k,i7) = EOF (k,0) — ylog (1 — A7 sin® o),
et, par conséquent, en désignant par la caractéristique = Uintégrale
dont nous nous occupons,

Zlk, ¢+ E(h, ¢) + Yk, 4mF(k, g

. ) '99])2 e AT In?
— LR R[E Gk, g — 1 [T EU RS G,

o V1— Asintg
ou. parce que la constante C est ¢évidemment égale a = 4, L )
=ik, ) + Z(h. 4) — Sk, 4w

BORF (kg — Vi, $m) Flh, ) — g [T R8I e g

e
Vi—k'sin’e
:

rol-

Si, dans cette formule, on pose 4 la fois ¢ =7, & = — Lz, on ob
tiendra, en se rappelant que Z est une fonction impaire, et que

T log {1—— 4" sin? o
f —b.____.“_'———“—_*uf[’\.‘.?— ‘),log /t',F(/l'\),
0 \/I-— k*sin*g - ’

Yk, 1w = $E(R)F (k) — 4log &,

N

A étant le complément de A, comme de coutume). on obtiendra.
dis-je,
a = (k7 — aS(h,hm = E(R)[F (6]

Nous allons maintenant établir une autre relation entre Er)etZitn).
lagquelle, combinée avec (a}, servira 4 la complete détermination de
ces quantités. Voici comment cela s’effectue.

Désignons cette fois par ¢ et ¢ deux amplitudes satisfaisant 2 %

formule de duplication
F(h,o) = aF ik, o,
»t Fon aura, pour la relation correspondante entre les fonctions )

‘Lecenpie, tome 111, page 156),

VA, D =4Y7h, o)+ log (1 — A% sin* 0);
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par conséquent,

( 4 = 8= CP) + jlog x——-/’bm‘u) {

V1— Arsin’g

il

ce qui donne encore

VET Jour | — ke s
(lf 77:) — 8% + j lo;j 1 sin 9} [/99
s/1~lzsm2

Or cette derniere intégrale définie peut étre ramenée aux fonctions
elliptiques 2 Vaide de quelques formules que jai déja données dans ce
Journal (tome XI, pages 473 et 474 ). Les voici:
™ log (1 +- cotang® 0 sin* ¢} d
.[: Vi— ksint e “¥
=1l (k', ) — 2 F (W)Y (k’,6) — [E(K) — F (k)| [F(h', 5)]*
— aF (k) log sing — 4 nF (k') — log kF (),
37 log [1 — (1 — A'2sin? ) sin® ¢} d
fo‘ Vi— Asinte ¥
= qb (k',6) — 2F (A Y (£,6) — [E(k) — F (B)][F &', 9)?
-+ log( ) Fk) — £ aF (&').

Faisons, dans ces équations, cotang® § = &, ce qui nous donnera

F(k"Q):%F(\kr:,, (/{/ 6\:‘13 ) (k)—llg< VA):
et nous conclurons de la premiére de nos deux formules :

f'%” log (1 + 4sin’ y) J
©

Vi— Fsin’y
= 1 log (ZTI> (k) -~ £ F (k") [F(K) E (k) + E(R)F (k') — F (R (k7))
i
242k T,
— 10;;( ﬁ )F(/{)——gl ks
semblablement on trouvera, en vertu de la seconde,
{.wlogu—/smqa) 170—“‘102( :-2—/)F/ﬂ T

e Vi Aisnt g
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“T

»t, par conséquent,

P Jog (1 — Asin g) CAETEN S
o8 ) e (BB B e
Jo [-— A?sin® 9 2Ok v :

Pone
AN

e
=(k, m) = 81k, Lu + log (1‘7> KAy — L F (k')

ce qui est la relation cherchée.
On a done

SOk = LB k) LR [F (R + tlog ( 4}) F ik,
= hymi= LaF k' 4 S E K [F (A + 1 log (“‘_) F ().

Ayant obtenu les valeurs de 2 ({7), = (r), on peut en déduire celles

. . 3w 5=
que prend la maéme transcendante pour les amplitudes =, a7, =7, ...,
2

he)
en suivant une marche tout a fait semblable & celle de Legendre dans
le cas de la fonction Y (fome M1, page 157). En effet, on a. lorsque
& 4:4 = T,

Vi)=Y (@) — 2B ki [E (k) — (5],

'on Pon déduit aisément

—

s

@)+ E2m—9) =2 — 2Kk F(o)[F (&) — L Fio)

e qui nous donnera , en changeant le signe de ¢. équation suivante .

En+9)—Zirn—-9) —2Z() =4E&FKF(o.

. - . . 1 37

En faisant dans celle-ci successivement ¢ = Sy Ry o eeee nOUS e
firerons

AT e (7 e A g s - . - e
=(°7) =32 (1) = iBMIFBE, Tom —aZim=8Ek)EAF.

et amnsi de suite.

5. On aurait pu obtenir les résultats du numéro précedent plus
promptement, en empioyant, au lieu de la fonction Y, la transcen-
dante nommée ® par M. Jacobi. Cette fonction, qui dépend de deux
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quantités, est définie, comme Pon sait, par 'équation

iy : s ST KA\ . X L2\ E R i
g, xj=q "F{2kk')" Q?) (1—2gcos2x+¢*) (1—2q° cosax—4".. .
ou K est la fonction complete F (£), g = e o K K’ étant la fonction
compléte & module complémentaire, et

iy

Yailleurs, © (g, a) est lide avec Y (&, o) par 'équation
9 kA l

log © (g, &) = Y (k, §) — & gt [F (hy 2)fF + 4 log (25
Lrcenpre, tome 111, page 151); en sorte que
u[“ log © (¢, ) doe = % ] ) \;—%— e TKE )+t rlog | i]:/ )
On a aussi évidermment
féﬁ log ®(y, xidx = L log K (2 A’Aﬂ");'lr/ i
0 . :

— i T o )
- z [ log (1 — 2% cosaar +— g "+ idx .
/0

ou la sommez s'étend a toutes les valeurs entiéres de 7, depus zere

jusqu’a Vinfini. Mais, en se rappelant que ¢ < 1, on verra que chagus
terme de cette série s’évanouit, cn vertu d’un théoréme de Poisson
Jowrnal de UEcole Polytechnique, xvn* cahier), savoir-

f log (1 —2acosax + a®dor =o.
0

lorsque a est plus petit que Cunité["]. Donc

37 : .
f log® (g, x)dx = 1 rlog|
()

i*i Voir unc démonstration de ce theoreme , deéduite sde celut de Cotes. par M. 13-
funmav, tonie 111 de ce Journal, page 355,

[T 1 ' ) e o P e



PUHRES ET APPLIQUEES. IRR

“l. par couscéquent, apres quelques réductions .
i l'{ﬁ,cp)dtp oy - (TN ]2 . 1 r(_ A.._.‘,
f m == ﬁﬂ'l\ —+- '({]11\/1) K2 ]TK l()é /“_,7 )

corformément i ce (que nous avions déjia trouvé,

%. 1l est bon d’observer que la méthode quon vient d’indiqlu r
nous donne avec facilité les valeurs des in'égrales définies

1 .
. 27 loy {cos v o

/"7_ £
[ log (sin o) 4y

7 T
Jo oo Vi1- ksin 0

gue ai déduites, dans ce Journal (tome XTI, page 175), de ia considé-
ration de la fonction Y. En effet, on a

. 2Ka: 26 . I— 24700522 —+ ¢’ 1— 24°C0$24 4 ¢
sin am ,____> —= “sin L R
™ I F—2q 00822 4+ 1—2¢7cos2z+ ¢
I
2K LR 14-2¢7°C0s22+q" 1424 o828+
Cos am ——~) = uq" w) CosS I : Ly
™ Y4 [—2qCo8 224-¢* 1—2q°cos2.r+q’

LeceyDRE, tome 111, page 97), d’ou V'on déduit, en se rappelant que

t

v QO

S o i
/ log (sinx) doe = f log (cos ) dx = Lmlog |,
(8]

#ten ayant égard & la formule de Poisson que nous avons citée .

fld log sin am (ﬂ—j{> dxe = J,:TLK [K log (}) — in K

Jo

P

j ) log cos am (
(8] .

2Kz’ = [ &
— = o log ()~ {n K|
= ) dx & [K g &A :
3. Je terminerai cette Note en remarquant que analyse précédent

nous conduit immédiatement a évaluer trois intégrales doubles défi-
nies d’une forme remarquable, savoir :

0, finf'.ﬂ _ﬁj\n——/{fsin’fjsin-‘?;a) s
‘ o o V1—Asi?o 1 — Arsinte '
TOMT O log (14 cotang? 6 sin® ¢
1 f f il AL Y
o o Vi— Asin’e 1 — F7sin g
. b ‘.7710"I--'l—l‘”s'n’é\sin”
T f ‘5[ \ / ) - ﬂd@dw.
o o W1 —/Asiny\'1-— /s g !
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Happelons»nous, en effet, que

‘/' 7 Jog (1 — A*sin® § sin? o) dy
, Nppyreeom

= EK[F (kO — 2F (k)Y (k, ).

ve qui nous donnera, pour la valeur de (1),
SER)E R — 2F R E(h, 1n),
su bien encore

0

log (‘%) Bk — LaF (6]

De meme, on trouvera, pour la valeur de (I1),

— aF (R (A", 4 m — L[F (WP [E(K) — F (K)] — log AF &) (k")
. QF(/{)IEW log (sin 6) d§

Vi—Fisms

expression qu'on peut mettre, apres quelques réductions, sous la
forme simple

LR [F W — $lF (6O + $log (£5) F i ¥ k)
Enfin, la valeur de la troisieme de nos intégrales sera

/}"/2\ T n ’ 1 ANV 1 d A
$log (V) <RV E (B — g m [F (R — §m [F ()P




